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qu’elle est possible est la plus souple et la meilleure du coup ce qui m’interesse,

c’est de savoir jusqu’au on peut aller, c’est d’atteindre les limites"
Jacques- Louis Lions.

" Un mathématicien est une personne qui peut trouver des analogies entre
les théorémes, un meilleur mathématicien est celui qui peut voir des analogies
entre les démonstrations. Les trés bons mathématiciens sont ceux qui peuvent
déceler des analogies entre les théories. Mais on peut supposer que le meilleur

des mathématiciens, est celui qui peut voir des analogies entre les analogies."
Stefan Banach

" Dans les mathématiques vous ne comprenez pas des choses. Vous habituez

juste a elles"

John Von Neumann

" Ce qui importont cc sont les unubivus pas les notations”

(zamns
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RESUME

Les problémes de la controlabilité moyenne consistent a choisir un coniréle
qui serait fonctionner de maniére optimale dans un sens moyen c’est a dire
de controler la moyenne de 1 ‘état, par rapport & un paremétre réel. La condi-
tion nécessaire et suffisante pour confirmer la contrélabilité moyenne d’un
systéme a parametre est la condition de rang moyenne qui est équivaut a la
condition de rang de Kalman pour la contrélabilité classique.

Mots clés : Controlabilité moyenne, Observabilité moyenne, controle optimal,

contréle moyen, condition de ranyg.

ABSTRACT

In the problems of the average controllability , We look for controls ensuring
the controllability of the averages of the states with respect to the parameter.
The necessary and sufficient condition to confirm the average controllability
of a parameter system is the average rank condition which is equivalent to
the rank condition for classical Kalman controllability.

Keywords : average controllability, average observability, optimal control, ave-

rage control, rank condilion.
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Introduction

Il est bien connu que ’air et I'eay constituent de véritables sources de 1la
vie de la flore, de la faune et de I'homme. Ainsi, dés lors que leurs natures
sont corrompues par des attaques environnements, ils deviennent des dan-
gers pour les étres vivants. Il peut s’agir notamment de troubles végétatifs
pour la flore et d’intoxication voire des cas de maladies pour I’homme. Les
scientifiques s’activent a déterminer les meilleurs palliatifs pour la protection
et 'assainissement des dites ressources naturelles. [ls ne sauraient, en consé-
quence, réussir leur pari sans une coopération interdisciplinaire.

La modélisation de ces problemes consiste a la possibilité de la compréhen-
sion du phénomeéne et de Iinfluence des différents paramétres, souvent, on
cherche a étudier la possibilité d’agir sur un systéme afin qu’il fonctionne
dans un but désiré en utilisant la théorie de contrale.

Cette théorie a vue le jour dans les années 50, principalement mise au point
par Bellman, Bertran et Kalman suivis par les travaux de Butkovskii. Done,
elle est apparue aprés la seconde guerre mondiale, répondant & des besoins
pratiques de guidage, notamment dans le domaine d’aéronautique et de la
dynamique de vol.

L’objectil général de la théorie de la commande optimal est d’améliorer le
fonctionnement des systémes de commande, c’est-d-dire d’obtenir des Sys-
témes plus fiables, plus économiques ou plus rapides, par exemple, pour un
systéme biologique, le but du systéme de commande peut étre de réduire la
doleur et de prolonger la vie, ¢’est-a-dire on étudie un régulateur de pression
sanguine destiné 4 maintenir cette pression & un niveau constant et conve-

nable, on peut aussi contréler une épidémie comme I’étude de la thérapie des
1
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tumeurs au cerveau ou réaliser une opération chirugicale au laser.

L’objectif de notre travail est 'étude de la controlabilité moyenne des
systémes linéaires de dimension fini introduite par Enrique Zuazua [24] ot
on va choisir un contréle moyen qui serait fonctionner de maniére optimale
c’est a dire de contréler la moyenne de I'état, par rapport & un paremétre réel
et pas I’état tout entier comme dans la contrélabilité classique [14]. Alors, ce
travail est organisé de la facon suivante :

Dans le premier chapitre, nous donnons un rappel sur quelques dé-
finitions et propriétés du systéme controlable qui soit la base de la théorie
des contréle classique : les notions de controlabilité, observabilité et controle
optimal avec quelques théorémes nécessaires. Le chapitre 2, introduit la
problématique des systémes contrdlé moyennnement ol on va présenter une
nouvelle notion qui est " la controlabilité moyenne” ot on va donner une
condition nécessaire et suffisante pour confirmer la contrdlabilité d'un sys-
téme -lié a un paramétre réel- au sens moyen. Pour ce but, on va utiliser
inégalité d’observabilité moyenne. Le troisiéme chapitre est basé¢ sur la
comparaison entre la contrélabilité classique de J.L. Lions et la controlabilité

movenne de E.Zuazua.



Chapitre 1
Controélabilité et Observabilité

La théorie de contréle (ou commande) analyse les propriétés des systémes
commandés, c’est-a-dire des systémes dynamiques sur lesquels on peut agir
au moyen d’une commande (ou contréle). Le but est d’amener le svstéme
d’un état initial donné 4 un certain état final, en respectant éventuellement
certains critéres. Dans ce chapitre, on va donner quelques notions liée a la
théorie du contréle des systémes linéaires : la controlabilité, I'observabilite, ...
Pour expliquer et motiver cette théorie, nous allons commencé par quelques

exemples.

1.1 Quelques exemples

Dans cette section, nous donnons quelques exemples typiques de la théoric
du contréle d’importance pratiques ou théoriques.
1- Contrdle d’un four électrique

Soit le probléme du four électrigue, donnée comme suit -
ClT;(t) = _alrl(Tl 7= Tg)(t) _— G‘Q?"Q(TQ = TD)(t) %+ ’U.(t),
eT3(t) = arri(Ty — To)(t)

H]

9
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ol

Ty = la température extérieure,

T; = la température dans la "jacket" du four,

T, = la température de I'intérieur du four,

u = ['intensité de la chaleur produite par la bobine,
a; = les surfaces,

¢; = les capacités de chaleur,

r; = les coefficients de radiation.

Le probléme du four : Peut-on “s’aranger” pour que quelgue soit la

température du four a I'instant initial 7t = 07, la température intérieure du

four soit égale, 4 I'instant t = t; donné, & une valeur désirée T = T ?

Le probléme mathématique : Peut-on trouver, pour toutes les valeurs de

(71(0), T»(0)), v pour que la solution du systéme d’équations différentielles

ci-dessus satisfasse 75 = Ty 7

On peut remarquer qu’on peut écrire le systéme d’équations sous forme dun

systéme différentiel. Pour cela, faisons un changement de variables

yi =11 — T,

3

y2=Ts —Tp.

ot le systéme g'éerit sous lo forme

y'(L) = Ay(L) + Bu(t).

tel que les matrices A et B sont données comme suit :

™a, + T909 T1a

= G i s
A= 718G} 101 B =
Ca Ca

10
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2- Chauffer un barreau métallique

Soit un barreau métallique rectiligne de longueur L que I'on chauffe par une
source de chaleur localisée sur une portion du barreau. On désigne par 6(t, )
la température du barreau & 'instant ¢ et au point z (on fixe un repére dont
I’axe des abscisses est porté par le barreau et on fixe 'origine & une de ses
extrémités, l'autre étant le point de coordonnées (L, 0)).

On effectue le bilan d’énergie sur la portion du barreau située entre les points
d’abscisse z et z-+dz et les instants de temps ¢ et ¢t+d¢ . La variation de
la température est & peu prés égale & dz(6(t + 0t.z) — 0(t.z)) et elle doit
étre égale a la variation du flux de chaleur dans cette portion du barreau :
0t(q(t,z+90x)—q(t,z)+ 5z f(t,x)), ont f est la source de chaleur localisée, de
la forme f(t,z) = b(z)u(t, ). Par la loi de Fourier, le comportement du flux
de chaleur est proportionnel a la variation de la températeure, il est donné

par

q(u)(z) = k()00

ou k est le coeffcient de conductivité de la chaleur. On en déduit donc
A (t, ©) = O (k(x)D0(t, x)) + b(x)u(t, 7)),

on maintient les extrémités du barreau a une température constante, et on

suppose connue la température initiale. Ceci qui conduit, au systéme suivant :
00(t, z) = 0:(k(2)0:0(t, ) + b(z)u(t,x)),t > 0,z € (0, L)
6(t.0) = a.0(t, L) = B, >0

8(0,z) = 6o(x), z€(0,L)

11
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1.2 Systéme controlé

Du point de vue mathématique, un systéme contralé est un systéme dyna-
mique dépendant d’un paramétre dynamique appelé le contréle, habituelle-
ment soumis 4 des contraintes. Un systéme controlé est un systéme différentiel

de la forme :

u(-) € Upa C U, (t) € R?,

(1.1)

En général, le vecteur des états z(t) € R", et les controles u(-)
appartiennent a un ensemble de controles admissibles U,,, qui est un
ensemble de fonctions localement intégrables définies sur [0, +o0[ 4 valeurs
dans U de R™. On suppose le champ de vecteur f suffisament régulier, de
sorte que pour toute condition initiale zy € R™ et tout contrdle admissible
() € Uy le systéme (1.1) admet une unique solution (), et que cette
solution soit définie sur [0, +oo[. On notera cette solution par x4(t, zo, u(-)).
Le systéme (1.1) est dit en boucle ouverte et est représenté par le

diagramme suivant

u(input) = [ & = [z, u) | = z(output)

Parmi les objectifs principanx de la théorie du contréle qui seront abordés
dans ce travail, ies notons de la contdlabilité et {"observahilité. Om se

propose de définir ces notions et de rappeler les principaux résultats.

Soit 7" > 0 considérons un systéme différentiel linéaire défini sur 0,T]

{ &(t) = Az(t) + Bu(t),
(1.2)

L %(0) = xy

12
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ol A est une matrice carré n x n appelée matrice d’état et B une matrice
nXm appelée matrice de commande ou du controle, z(t) est I'état du systéme

et zo la condition initiale. La solution de (1.2) est données par :

L
z(t, zo, u(-)) = ez, +/ eI By(s)ds. (1.3)
0

Dans le cas des systémes linéaires général le systéme (1.2) est définit comme
suit :
Soit ( un domaine de R™ de frontiére §Q suffisamment réguliére. Pour

T > 0 fixé, on déﬁninﬂx[{},T],Z = 00 x ]0,T7.

On considére le

systéme
%(t) — Az(t) + Bu(t) Q,
L = (1.4)
#{0) = x4 &,

ou A et B sont des opérateurs de L(R™, X = H'(Q)) et la fonction u dite
"contréle" appartient & I'espace I/ = L?(0,T,R™). Alors la solution de ce
systéme dépend de la donnée initiale et du second membre et peut s'exprimer

par la formule :
L
2(t) = Sz, -I—/ S(t  u)Bu(s)ds.
U
tel que S est une application, dite " Semi groupe", dofinit de [0, o] dans
L{X) salisfait lcs proprietés suivantes -
(iS(0) = Id,

(i) S(t+s) = S(2)S8(s), pour tout (t,s) positives.

(ii) Pour tout y dans X, application S(.)y est continue sur [0, +00].

13
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Il faut noter que certains problémes pratiques sont mieux modélisés par
des équations aux dérivées partielles ou bien par des systémes a événements

discrets.

1.3 Controlabilité

La controlabilité est une propriété de base dans Ianalyse des systémes
dynamiques. 1l s’agit d’imposer 4 un systéme un comportement souhaité,
c’est-a~dire amener (en temps fini) un systéme d’un état initial arbitraire
& un état désiré au moyen d’un controle. Alors, cette propriété donne la
réponse au probléme suivant : étant donnée un état initial imposé et un état
final désiré, exicte-il au moins une commande qui améne le systéme d’un état

vers autre ? Plus précisément on pose la définition suivante :

Définition 1.3.1. [17] On dira que le controle u transfére un état a a un

€tat b au temps T > 0 si

z(T; a,u) = b.
On dit aussi que Uétat b est atteignable & partir de a au temps T
Deéfinition 1.3.2. {17/ On dit que ie systéme (1.1) ( resp.(1.2)) esi coniré-
lable si pour tous les états xo, 71 dans | ‘espace d’état, il existe un temps fint

T et un controle admissible u(-) : [0, T] > U tel que z; = z(T, zo, u(-)).

14
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FIGURE 1.1 — Contrélabilité

1- Cette définition est traduit que le contrdle u conduit le systéme de ’état
g vers 1 a l'instant 7.

2- Dans le cas ot z; = 0, on dit que le systéme est " nulle-contrélable”" ou
on a une controlabilité a zéro.

L’application de la définition précédente est un peut difficile pour I’étude de

la. contralahilité d'nn systéme ponr eela an va proposer un eritére facile a

appliquet ,

1.3.1 Ciritére de Controé6labilité de Kalman

Il existe une caractérisation algébrique de la contrélabilité d'un systéme

linéaire due a Kalman.

15
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Théoréme 1.3.1. [20] Le systéme linéaire (1.2) est controlable si et seule-
ment St
rangM = rang[B,AB,--- ,A"'B] = n. (1.5)

ra 36 7 1 L2 i oA ™ r ] AT 17
On dii alors que la puire (A, B) esi conirdlable.

Démonstration 1. L’essentiel de la preuve est contenu dans le lemme sui-

L*(0,T,R™) —» R"
H,: =
u— f eTDABy(t)dt
0

est surjective.

Démonstration 2. (de lemme) :

Supposons tout d’abord que rangM < n, et montrons qu’alors H; n’est
pas surjective. L’application H, étant non surjective, il existe un vecteur
7 € R™\{0}, que Uon supposera étre un vecteur ligne, tel que TM = 0.
Puar conséquent,

TB=7AB=__ =7A"'B=0.

Or d’apres le théoréme d’Hamilion-Cayley, il existe des réels ag,aq, ..., 0n—1
tels que

An = QQI e o Gn_lf‘lnul.

On en déduit par récurrence immédiate que, pour tout entier k,

7A*B =0,

16
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et donc pour tout t € (0,T),
e B = 0.
Par conséquent, pour tout contréle u, on a
;3
7‘/ eT=D4By(t)dt = 0 = 7H,(u) = 0,
0

ce qui monire que H, n’est pas surjective.
Réciproquement, si H; n’est pas surjective, alors il existe un vecteur ligne

T € R™\{0} tel que pour tout contréle u on ait.

i g i
'rj e " Bult)dt =0,
0

Ceci implique que, pour tout t € (0,T),
reT~94B = q.

Ent =T on obtient TB = 0. Ensuite, en derivant par rapport a t, puis en
prenant t =T , on obtient TAB = 0. Ainsi, par derivations successives, on

obtient finalement
TB=1AB=..=7A"'B=0=7M =0,

et donc rangM < n.

Ce lemme permet maintenant de montrer facilement le théoréme (1.3.1 il
Si la matrice M est de rang n, alors d’aprés le lemme Uapplication H, est
surjective, i.e. H,(L?) = R™. Or, pour tout controle u, U'eztrémité au temps

T de la trajectoire associée a u est donnee par

T
2(T) = e™ o + Jf e =94 Bu(t)dt,
0

17
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de sorte que l’ensemble accessible en temps T depuis un point To € R™ est
AcelT a5) = RY,

ce qui montre que le systéme est contrélable.
Reéciproquement si le systéme est controlable, au point xq 'ensemble acces-

sible en temps T s’écrit :
Acc(T, zp) = Hy(L?),

et le systeme étant contrélable cet ensemble est égal 4 R™. Cela preuve que

H; est surjective, et donc, d’aprés le lemme, que la mairice M est de rang n.

Remarques :
1. T n mantvias M ook anrnlis o Madvisan Aa alaaan w ~F 1n dandidian fl EY At
4 Aol Adidbrr iV AVLE Lou e HLJ.\_—\_. OAVAGLLAAVL ML AMCAARIGRIE 7 U Al UARINII LN LS ‘\ U} ou

appelée « Condition de Kalman. »

2- Cette condition ne dépend ni de temps ni de la donnée initiale. Autrement
dit, si un systéme linéaire autonome est contrdlable en temps T depuis zg
alors il est contrélable en tout temps depuis tout point.

Exempie 1.3.1. -

1-On considére un systeme dynuniyue déeril pur :

( #(t) = Az(t) + Bu(t),
(1.6)

() =g

tel que les matrices A et B sont données comme suit :

4= (o) 2= ()

Montrer que ce systéme est controlable ?

18
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Le systéme est contrélable si la Matrice de controlabilité M = [B; AB] est de
rang mazimale (i.e. rang M=2), on a detM =1 # 0 ¢’est a dire rangM = 2.
Donc le systéme est controlable.

2-Le probléme de four electrique donné précédement est controlable car

T e WY

At

rangM = rang[B, AB] = 2.
On donne ci-aprés deux résultats permettant de donner une caractérisa-
tion de la controlabilité :
1.3.2 Caractérisation de la Contrélabilité
La solution (1.3) peut s’écrire pour tout ¢ € [0, T sous la forme :
x(t, To, u(.)) = Xo + Hyu,

ou H;u est 'opérateur linéaire borné défini par :

L*0,T,U) = R"
Ir . rt

) w )] 14 By(s)ds
o

et

Ag = BLJ"L‘O.
Pour simplifier les calculs, prenons X, = 0.

Proposition 1.3.1. [17] Le systéme (1.2) est contrélable au temps T > 0 si

et seulement si l'opérateur H, est surjectif 1.e
Vg, T, € R“,Hu e U, 1?(330, u)(tl) = I;.

19
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Démonstration 3. Soit a,b € R deuz élats quelcongues. L’équation en u :
2T a.u)=1b
a une solution dans L?(0,T;U) si et seulement si I’équation
Hru=b- 5(T)aq,

a une solution dans L*(0,T;U). L’équivalence des deuz égquations entraine la

Proposition.

1.4 Observabilité

Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seulement de I’état du
systéme, appelée la sortie ou la variable observée, est mesurée. Un systéme

commandé-observé est un systéme différentiel de la forme :
:i: o f(m‘} U)?

y = h(z),

ou le vecteur z est le vecteur des états du systéme, le vecteur u celui des

(L7)

coulioles (entiées) el le vectewr y celud des varlables observées (soities). Ce

systeme est dit en boucle ouverte et cst représenté par le diagramme suivant.
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1.4.1 Observabilité d’un systéme linéaire

On considére un systéme linéaire donné comme suit :

& = Az + Bu,
(1.8)

l y=Cr
oll A est une matrice carré n X n appelée matrice d’état et B une matrice
o ons o ormaldAa wmatrioea A Ay rvirdas wve dplaw pes 3
i > Tl appeice Hiavrice € COMIianaeé o4 au €O
carré n X n appelée matrice d’oservation. z(t) € R™ est I'état du systéme et

u € L*(0,T,R™) est le controle.

Définition 1.4.1. [17] On dit que le systéme linéaire (1.8) est observable si
pour tout état xq € R™, il existe un temps fini T et un contréle admaissible

u(-) : [0,T] — U tel que la connaissance de x(t) pour t € [0, T permet de

déterminer xg.
1.4.2 Critére d’chserva

Dans cette section, on va donner une caractérisation algébrique de 1’ob-

servabilité d’un systéme linéaire

Théoréme 1.4.1. [17] Le systeme lincaire (1.8) cst observable si et seule-

ment st la matrice d’observabilité de Kalman

est de rang n. On dit alors que la paire (A, C) est observable.
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1.4.3 Dualité (Controlabilité, Observabilité)

Soit le systémes (S) :

i = Az + Bu,
(1.9)
L z(0) =0
et le systéme adjoint (S*) :
{1.10)
1 W(T) = %o

ou A* est 'adjoint de A. On a le résultat suivant :

i) Le systéme (S) est observable si et seulement si le systéme adjoint (S*) est
controlable.

ii) Le systéme (S) est contrélable si et seulement si le systéme adjoint (S*)

est observable.

Remargue 1.4.1. Le sy
(S*) est controlable, c’est la dualité contrélabilité /observabilité. Ce fait, trés
important, permet de transférer au systéme observés tous les résultats établis
sur les systémes contrélés. On aurait pu prouver cette équivalence directement

en ulilisant U'application entré-sortie et en remarquant qu’une application

linéaire est surjective si et seulement si 'application adjointe est injective.

Avens Tos definition de Topdealene TTp on considdee Tadjoint.

« [ R*— L*0,T,U)
¢t 2o Hy(z) = BTz

tel que
(H;(Z), U‘)L2 = {Z: Hﬁ“‘)ﬂ“: Vu € L2(03 T U),VZ € Rn;
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et on définit la matrice
T r 4
Cr = HrH7. =f ¢4 BBtesA ds;
0

tel que A* et B? désignent les matrices transposées des matrices A et 3.

On a la caractérisation suivante :
Corollaire 1.4.1. 19] Les propriétés swivantes sont équivalentes
1. La paire (A, B) est contrélable au temps T > 0.
2. L’opérateur H, est surjectif.
J. L’opérateur H est wmjectif.

4. L’opérateur Cr est inversible

Remarque : L'opérateur HY est injectif si
T
e <c [ B (111)

pour tout @ € R™ tel que B* est I’adjoint de B.

En d’autres termes, le probléme de la controlabilité revient a, répondre a la
question suivante :

" Pour T > 0 donnée, exist-il un constant C' > 0 tel que la solution du
systeme adjoint (S*) vérifié I'inégalité ci-dessus pour tous p? € R™ " Cotte

inégalité s’appelle "Inégalité d’observabilita.
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1.5 Controle Optimal

P

On se donne & présent un systéme dont I'état est décrit par I’équation
d’état suivante :
- (B = f{t,u(t)) t €]0, +ocj,

I(O) = Iyp. (112)

l UEUad

L’gquation (1.12) a une solution supposée unique (cf Théoréme de Cauchy-
Lipschitz) notée z|u, Zo)(.). Désormais on fixe z;. On se donne alors une
fonctionnelle cotit J (ou objectif), et on cherche une fonction de contrdle qui

rend minimale cette fonctionnelle. On choisit J par de la forme -

T
T = [ o), un)a,
0
et on cherche a résoudre le probléme
" min J(z, u)
(P) { z=afu,z]() Equation détat
l we Ty U Controintes sur le contidle.
Deux questions se posent alors -
— Prouver Pexistence d'un controle optimal
— lrouver un moyen de le calculer cest i dire décrire une méthode
constructive de calcul d’un contréle. Pour cela, on va écrire des condi-

tions d’optimalité.
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Remarque :
Dans le cas ot la paire (A,B) est controlable, il existe une infinité de contrdles.
Il est intéressant de pouvoir en construire un qui "consomme le moins d’éner-

gie". La fonctionnelle d’énergie que I’on choisit ici est

T
J(u) = f lu(s)] ds.

On notera

Uad(z0,21) = {u € U.2(T, Tg,u) = 1, }.
Le théoréme suivant définit I'unique u € Uad(o, 71) qui minimise la fonc-

tionnelle .J sur U,,(z,, z1).

Théoréme 1.5.1. [9/ Le controle u(-) qui transfere zo en z, = z(T'; zg; u(.))

est simplement donné par
u(s) = BleT-M'c1(y, eT4zg).

comme on peut le vérifier en utilisant la formule ( 1.3).
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Chapitre 2
Contréle Moyen

Dans ce chapitre, on va controler des systémes linéaires dépendant d’un
parametre réel. On va introduire la notion du contréle moyen dans laqguelle
la quantité d’intérét est la moyenne des états par rapport au paramétre.
Nous considérons le probléme de contralabilité pour les systémes linéaires de
dimensions finis, et on va montrer que la condition nécessaire et suffisante
pour la controlabilité moyenne est une condition de rang moyenne a partir de
la condition de rang classique pour les systémes linéaire contrdlé en utilisant
des impulsions moyennes de tout ordre des matrices générant la dynamique

du systéme et représentant action de controle.

2.1 Formulation du probléme

Dans cette section, on s’interesse a contréler un systéme linéaire de dimen-
sion fini lié a un paramétre réel ot on va donner une condition necessaire qui
confirme la contrélabilité moyenne. On considére le systéme linéaire suivant :

(

(2.1)
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ou l'état de systéme z(t) est un vecteur donné comme suit, ;
z(t,v) = (z1(t,v), ..., I, (t, V) € R,

A(v) est une matrice carée n x n et u — u(t) une fonction de commande dans
R™ avec m < n, entrant et agissant sur le systéme par la matrice du controle
B(v) de n x m. Les matrices A et B sont supposées dépend d’un paramétre
réel v.

Nous allons supposer que v € R, bien une analyse similaire peut étre déve-
loppé quand v est un parameétre de valeur multiples ou méme un paramétre
aléatoire, dans un espace de probabilité.

Dans ce travail, pour simplifier les calculs, nous supposerons que le parameétre
v varie dans lintervalle (0,1) et que les matrices A et B sont uniformément
bornées par rapport & v, afin d’assurer (par le théoréme de convergence domi-
née de Lebesgue), I'intégrabilité des solutions de (2.1) (et le systéme adjoint
correspondant) par rapport a v.

Notez toutefois que la donnée initiale Zo € R™ soit controlée et indépendant

du paramétre v. Mais 1'état du systéme z(¢,v) dépend de .

2.2  Controlabilité moyenne

Noms nous adressons & la cont1Slubilité de systéme (2.1) dont Ia donnéae
initiale est connue et entiérement déterminée. Cependant, la dynamique de
I’état est régie par un opérateur paramétrisé A(v), de méme que Popérateur
de controle B(v), la valeur du baramétre v étant inconnu. Notre objective
est de choisir un contréle qui serait fonctionner de maniére optimale dans

un sens moyen c’est a dire de contréler la moyenne de I’ état, par rapport
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a v. Plus précisément, le probléme de la Contrélabilité moyenne peut 8tre

formulé comme suit -

Deéfinition 2.2.1. Etant donné un temps de contréle T > 0, zo est un don-
nées wnitiale arbitraire et r1 € R™ est létat final. On chereche un contréle u

tel que la solution de (2.1) vérifie la condition

/:-l (T, v)dy = z,. (2.2)
Cette définition est traduit que le contrdle u conduit le systeéme de I’état

Zp vers 7 a l'instant T

La condition finale (2.2) doit étre considérée pour toutes les cibles possibles

Z1. On va étudier deux cas -

e A indépendant de v :

Considérons le systéme :

de . Done, la notion de la contrlabililé moyenne (2.2) semble raisonnable.
On pose
1
y(f.) / :r.(}., 1)
0
On intégrons Péquation d’état du sysléwe précédent par rapport a v, on

obtient :

1 1 1
Jf z (t,v)dy = f Az(t,v)dv + / B(v)u(t)dy,
0 0

0
ce qui donne :

b2
o



UNIVERSITE 8 Mat 1945-Guerma CoNTROLE MoveN DEs EDO

/: é%:c(i, v)dy = A/: z(t, v)dv + u(t) /: B(v)dy.

Posons -

1
B= / B(v)dy,
0

done :

fi- /0 3(t,v)dv = Ay(t) + Bu(t).

D’autre part on a -

1 1
y(0) 2/ Tody = :r,U/ diF =g,
0 0

done y(t) est la solution du systéme

9(8) = Ay(t) + Bv)u(t), 0<t< 7,

(2.3)
y(0) = a°.
avec B est la moyenne de Iopérateur de contréle.
Comme A(v) = 4 pour tout v, la prapriété da la controlabilile tmoyenne
est vérifié si et sculement si le couple
1
(Jl,ﬂ-— / B{Lf:idv);
Ju
veérifie la condition de rang ;
rang [E’,AEE’, i A”"lﬁ’J =n,
qui est équivaut a
1
rang [Ajf Blv)dv: 0<j<n-— IJ = (2.4)
0
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e A dépend de v :
Dans le cadre général, la propriété de contrélabilité moyenne sera caractérisée
par une condition de rang dans le méme sens de la controlabilité classique,
mais en utilisant les moyennes de A et de tous ses puissances, avee Popérateur
de contréle B, bar rapport a v.
Cependant, comme nous le verrons, en genéral, contrairement au cas ou A
est indépendant de v, cette condition sera impliquer les puissances d’ordre
arbitraire, et non seulement un nombre finis de puissance jusqu’a l'ordre n—1
comme en (2.4).
Théoréme 2.2.1. 124/
Le systeme (2.1) satisfait la propriété de la controlabilité moyenne (2.2)( ou
le systéme est moyennement controlable) si et seulement si In condition de

rang swivant est vérifié :

1
rang [j[ [AWV)B(v)dv : > D} =, (2.5)
0

Remarque :
La condition de rang moyenne peut simplifié lorsque toutes les matrices

A(v), B (v) sont des multiples des méme matrices constantes c'est-a-dire
A(v) = a(v)A, B(v) — B(v)B.

Dans ce cas,

0

/ﬂ AW By — / ) B(v)dvA*B, VE > 0
et

[ fo IB(U)dv, /0 1 A(v)B(v)dy, J = [ /0 1 B(v)dvB, ‘ /[: 1 a(v)B(v)dvAB, J

30



UNIVERSITE 8 MAI 1945-GUELMA CaNTROLE MOYEN DES EDQ

done :

= al )

rang lAjB./o_ a(v)y Bv)dy, j> OJ =1

Ainsi, sous I'hypothése supplémentaire
1
[ 0@ 60y #0,k =1, -1, (2.6)
0
la condition de rang moyen ( 2.5) est équivalente a la condition classique :
rang[B, AB, ..., A*1B] = n,

impliquant seulement les puissances de A jusqu’a 'ordre n — 1. Note toute-
fois, que si certains des intégrales (2.6) disparaissent, alors la condition est

différent du condition classique (1.5).

2.3 Observabilité moyenne

Dans cette section, on va montrer que la controlabilité moyenne est équi-

valent & l'observabilité moyenne du systéme adjoint, et les deux propriétés
sont équivalentes 4 la condition de rang moyenne ci-dessus.
Notre analyse est basée sur le principe de la dualité classique qui permettant
de transférer le probléme de contrélabilité d’un systéme donnée vers un sys-
téme d’observabililé adjoint et d’obtenir, parmi tous les controles admissibles,
celui de la norme minimale L?(0; T, R™).

Bien entendu, le systéme adjoint de notre systéme dépend aussi du para-

meétre 1 :

g&(f) = —A*(V){,Q(t), te (0, T)

o(T) = o

(2.7)
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Notez que, pour toutes les valeurs du paramétre v, nous prenons la méme
donnée pour p 4t =T.

La solution du systéme adjoint ¢ = ¢, v) dépend également du para-
metre v, méme si sa donnée au moment ¢ = T est indépendant de v, puisque

la matrice A*(v) produisant la dynamique du systéme depend de (v).

2.3.1 Inégalité d’observabilité moyenne

L’inégalité d’observabilité moyenne pour le systéme adjoint (2.7) est don-
née par :
T p1 2
J[{Pﬁ;lz < [ { [ B*(rﬁrn(f 1\t (23)
0

“IE Y J Lo

pour tout u € R™ tel que B* est l'adjoint de B. En d’autres termes,
le probléme de la controlabilité moyenne revient a répondre a la question
suivante :
" Pour T > 0 donnée, exist-il un constant C > 0 tel que la solution du

systéme adjoint (2.7) vérifié I'inégalité (2.8) ci-dessus pour tous g, € R”."

2.3.2 Caractérisation du contréle optimal moyen

Duuws celbe seetlon, on va caracteriser le coubiOle oplimal moyen, a partir
du théoréme suivant
‘Ihéoréme 2.3.1. Le systéme (2.1) vérifié la propriété de la controlabilité
moyenne (2.2) s1 et seulement le systéme adjoint (2.7) satisfait Uinégalité
d’observabilité moyenne (2.8) et les deux sont équivalentes ai condition de
rang (2.5). Dans ce cas, le contréle moyen optimal de L0, T;R™) est donné

par

u(t)—/ﬂ B*3(t,v)dy, (2.9)
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ol $ est la solution du systéme adjoint (2) correspondant & la donnée

©° minimisant la fonction

J{p0) =

(V)elt, y)dv dt {T1, o) —l—(:ﬂg; / (0, v)dv >
(2.10)

Ici et dans la suite on note par || la norme euclidienne dans R ou R™.

Démonstration :
Prenons le produit scalaire (notée par (-,-) a la fois dans R” et R™) de
@ = (t,v) avec I'équation (2.1) satisfait par z = z(t, v) et on intégre par

rapport &t € (0,7) et v € (0,1), on obtient :

/0 <u(t / Bt u)dv>dt / f ol O

= [ /{B(v}n(t)}{p[t: V) dudi
o Jo

=/1( (T, v, sog)dv—-/l(Io ©(0,v)) dv

= </ (T, v)dy, f,ag) on,j (0, z/)du)

Iei, nous avons utilisé d’une maniére essentielle ue. compte tenu de

Péquation salisfaite par Iélal w(l,r) el l'adjoint o2, v).
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T Pl T pl

jﬂ /0 {(B(v)u(?), p(t,v)) dvdt = j ([# - Aw)z], o) dvdt

0

“[T /ﬂl{:c — A(v)z], o) dtdy

g

T 1
[

+j£ | ® e+ A0

= [ @i,y do - [ v0mya

En d’autres termes, nous avons I ‘identité de Ia dualiteé :

</[I (T, v)dv, (pg> / <u(t),/ B*(v)e(t, u)dy> dt+<$g,f (0, vjdv)

En conséquence, la condition de controlabilité (2.2) peut étre reformulée

o

-

=T ) p0) v~ [ (a0, 000,0)

comme suit, :
T

{21, 20) = jf <u(t): jfl B*(v)y(t, u)du> dt + <$g,]f1 w(U, u)dv> Vo € R?

0 0 0 @.11)
Suite & la théorie classique de la contrdlabilité (voir [13], [14], [15]) cette
identité peut étre considérée comme ’équation d’Euler Lagrange associé a

la minimisation dune fouctionnelle quadialiyue appropriee sur la classe des

solutions du systéme adjoint Dang ce cag, la fonctionnelle esi, donnee par :

J{o) :-% : /: B*(v)(t, v)dv i (21, o) + <a:0; /a lgo(O,u)d.v>

On va résoudre le probléme

(P) : {minJ(py), po € R"}.

Donc le probléme se réduit a preuver I'existence du minimiseur de F
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e Existence du minimum de J :

La fonctionnelle J : R — R est continue et convexe, il reste de preuver la
coercivité de la fonctionnelle .J, en d’autres termes ’existence d’une constante
positive C' > 0 tel que Pinégalité d’observabilité (2.8) satisfaite. Donc, il faut
prouver que

e

A B*(v)p(t

Pour étudier ce probléme unique, en utilisant la forme explicite de la solution

vydy =0 Vte |0, T} = g = 0. (2.12)

i

du
(¢, v) = exp[A* (v)(T — t)]po.
Donc
| B =0= [ B @)eadd ()T - o =0

A partir de ce moment ’analyse des exponentielles de la matrice, et 1'ar-
gument classique consiste & prendre consécutivement les dérivés a I'instant

t =T. ce qui équivaut &
1
/ B ()[A* () dvgy =0 Wk >0, (2.13)
Jd 0

Alors, (2.13) est vérifié si et seulement si la condition de rang moyen est

‘\."él‘iﬁé) cleet A dire
1
| Bo el 2o,
0

on conclut que ¢° = 0 c’est-a-dire la fonctionnelle J est coercive.
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e Condition d’optimalité :
La fonctionnelle J a un minimiseur @y qui est la solution correspondant du
systéme adjoint au point 7". Ce minimiseur est caractérisé par I'équation

d’Euler Lagrange :

peut voir que le contréle donné par :

u(t) :,/o B*(v)@(t, v)dv

@ est la solution du systéme adjoint paramétrisé associé au minimiseur e
qui assure la condition finale (2.2).

Remarqgues :

e Comme nous 'avons vu, I’état adjoint est représenté par la moyenne

B(t) = / (8, v)dv,

c’est & dire la moyenne de tous les états adjointes, pour toutes les valeurs de
le paramétre v, dont la dynamique ne peut pas étre générée par une matrice
donné.

e Le contréle que nous avons construit en (2.9) est une moyenne des fonctions
de la forme B*p(t,v) pour chaque valeur du parametre 1/ ce qui constitue
1n controle mals pas nécessalrement une frajectolre de la dounde lultiale g
vers I'état finale z,. En d’autres termes, lors de la résolution du systéme
(2.1) pour une valeur donnée de v avec B*»(T,v) que le contrdle que nous
obtiendrions une valeur finale qui ne coincide pas avec z;. Le contrdle a été
construit de telle sorte que la moyenne par rapport a v des états a coincidé

avec Ii.
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La preuve et la construction de la section précédente conduit au contréle
du norme minimal L?*(0, T, R™) dans la catégorie de ceux admissibles. Nous
pourrons également envisager des controles du norme minimal dans 1’espace
LHO0,T,R™) on 1°2(0, T,R™) et cela conduirait & des controles de la forme

bang-bang. En particulier, les dispositions suivantes est vérifiée :

Théoréme 2.3.2. [2/]

Sous la condition de rang moyenne (2.5) le contrdle moyenne du systéme
(2.1) du norme minimal L*(0, T, R™) satisfaisante (2.2) est caractérisée par
(2.9) ou  est la solution de systéme adjoint paramétrisé (2.7) associé au
minimiseur ¢ de la fonctionnel J dans (2.10).

Dans les mémes conditions, le contréle de la norme minimale L*°(0,T, R™)

peut étre construit en minimisant la fonctionnelle :

—
2
i
o>

T

olPu) = l [ £
21l 1A

et prend la forme bang-bang suivante :

fl B*(v)¢(t,v)dv| dtsigne [/01 B*(v)¢(t, v)d;/J

2.4 Nulle-contrélabilité moyenne

Dans le cadre du controle des systémes avec des matrices (A, B) dépen-
dente d’un paramétre réel, la propriétée de la contrdlabilité est équivalente
a la notion plus faible de null-contrélabilité dans lequel le cible est supposée

étre 21 = 0 4 cause de la linéarité et la solvabilité de I'équation d’état. Mais
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ce n’est pas le cas dans le cadre du contrdle moyen.

En effet, lorsque z; = 0, la fonctionnel & minimiser est réduite &

[11 B*(v)p(t, v)dv 2 dt — <3-;0’ [1 (0, v)> dv  (2.15)

B " 1Y ~ [

T
Jo(wo) = % [

La coercivité de la fonctionnelle, Iexistence de son minimiseur et, en consé-
quence, la propriété de controlabilité moyenne nulle, serait alors garantie par

la plus faible inégalité d’observabilité moyenne suivante :
T
<o/

Mais celui-ci ne signifie pas nécessairement ’'inégalité de coercivité plus fort

1 2
/B*(v):,o(t,v)dv dt (2.16)

,_/: (0, v)dv

'

pour tout @y € R™.

(2.8). En effet, une estimation de fol (0, v)dv ne donne pas nécessairement
une estimation sur ¢y.

Exemple :

Lorsque le paramétre v prend deux valeurs arbitraires v, 15 et les systémes

adjointes correspondants sont des oscillateurs harmoniques de sorte que les

solutions correspondantes sont

@1(t) = wocos(t —T);

Pu(t) = pyeoa(r/T | Dt T).

T y e P s L . D TR U T ot pod e B IR [OTLeer NI DD e ULy i SRRyt (LR IVET - B R e
I uls leut Imoyell & ¢ — U ulspdalall HIUepelluallllllellu ue la valeul ue ¢/g.
Ainsi, dans ce contexte moyenne, la contrdlabilité nulle ne signifie pas la
controlabilité exacte du systéme.

Telles situations se produisent dans un cadre plus général dans lequel, par des
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considérations de symétrie et en raison de la dépendance méme du systéme

en ce qui concerne le parameétre v, application

1
‘.00—>[ (0, v)dv;
0

est non réversible. Dans ces cas, il est logique d’analyser la contrdlabilité des
moments supérieurs des solutions en ce qui concerne le paramétre v.
Remarque :

La condition plus faible de la contrdlabilité nulle on la seule cible considéré

est celle, z; = 0, est équivalente & 'inégalité d’observabilité plus faible (2.18).

2.5 Condition Initiale dépend de v

Dans I’hypothése (2.5) un résultat plus fort de contrélabilité moyenne
peut également étre preuvée. On peut considérer les données initiales

Tp = To(v) en fonction de v de maniére mesurable et bornée dans le systéme :
Ay = AfaNarsy Fisbas <
ol } —E Al\l’;cb ,} i l\u’)w il ~ 1

{ (2.17)

Le probléme de la contrdlabilit4 mayenne a un sens dans ce eas. La fonction
a minimiser a ensuite étre modifié face 4 la dependence de la donnée initiale

avec v. La fonction J qui doit étre examiné est la suivante -

T
seo =3 [

La condition (2.5) étant complétement satisfaite, et I'inégalité d’observabi-

&t — (1, 00) + f (zo(v), (0, v)) dv
(2.18)

1
f B*(v)p(t,v)dv
0

lité (2.8) est vérifié , en conséquence, cette nouvelle fonctionnel est également,

coercive, assurer la propriété de la controlabilité movenne pour ces données
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initiales plus générales. C’est le cas ol une estimation sur , assure l'uni-
formité, par rapport au parameétre v, estimant en p(t,v) et ce pour tout
0 <t < T'. Par conséquent, nous pouvons estimer fal (0, v)dv aussi.

De cette facon, nous pouvons considérer que la données initiale zq(v) est
controlée en fonction de v. Mais nous contrélons seulement la moyenne des
solutions par rapport & v et pas I’état z(7,v) pour chaque valeur du para-
meétre v, tel quil survient dans le contexte de la contrdlabilité simultanée.
Compte tenu les données initiales qui dépendent de v peut-étre pertinente
dans les cas ol les données initiales de systéme ne soit pas complétement
connue.

Le fait que la quantité d’intérét pour le contréle est la moyenne de I’gtat et
qui lié au systéme adjoint correspondant, de sorte que sa valeur gq & U'instant

t =T est la méme, indépendamment de v.
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Chapitre 3

Comparaison entre le controle
simultané et le contréle moyen

Notez également que le concept de contrdlabilité moyenne est plus faible
de celle de controlabilité simultanée dont on est intéressé sur le contréle de
tous les états en méme temps et non seulement sa moyenne. Donc, la notion
de contréle moyen est considéré plus faible au contrdle simultané d’une fa-
mille des équations différentielles ordinaires (ODE) dépendant de paramétres

réel.

3.1 Position du probléme

soit 'L > 1), on consldere le systeme

i(t) = Az(t) + Bu(t),t € |0,T]
{ o
27(0) = Ty

ou A est la matrice d’état n X n, B la matrice du contrdle n x m, u € U est

le contrdle avec x(t) est ’état du systéme et zg la condition initiale.
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Dans le cas du contréle simultané, tous les composants du systéme sont
destinés & contrdler avec le méme contrdle, et pas seulement leur moyenne
c’est & dire on cherche a résoudre le probléme :

Pour tous les états zo, 2 dans 'espace d’état, existe il un temps fini T et un

contréle admissible u(-) : [0, T] = U tel que
zy = z(T, 2o, u(")).

Remarque :
La controélabilité simultanée ne peut se produire dans des hypothéses assez
restrictives sur la dépendance du systéme par rapport au parameétre inconnu.

Pour la contrélabilité moyenne, on considére le systéme linéaire suivant :
I &(t) = A(v)z(t) + B()ult), 0<t<T,

1 z(0) = zq.

ol v est un paramétre réel et les matrices A et B sont supposées dépend de

(3-2)

v on va résoudre le probléme :
Etant donné un temps de contréle T' > 0, zp est la données initiale et z; € R™
est I'état final. On cherche un contrdle u tel que la solution de (3.2) vérifie

la condition

1
[ (T, v)dy = 2. (3.3)
Jo '

Dans la section suivante, on va comparer entre la contrélabilité simultané -
classique- de J.L.Lions [15] et la contrélabilité moyennne de Enrique Zuazua

[24].
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frajecicire movenne

A3

Les rmjmairés depend du paramétre

Les majectoires depend du paramétre

La controlabilité moyenne. La controlabilité simultané.

3.2 Cas d’un paramétre v discret

Pour mieux comprendre la différence entre la contrélabilité simultané et
la controlabilité moyenne, nous considérons un cas simple dans lequel le pa-
rametre v est discret et prend deux valeurs, de sorte que le systéme considéré
est

.’L_?(t) = A_.',:.’Ej(t) & Bju(t), O<t<T
(3.4)
.’L‘j (0) = I?.

o “ (3]
wvee J = 1, 4.
Pour rendre les choses encore plus simples, nous considérons un cas particulier

dans lequel les deux opérateurs de commande coincident -
H=H8]_-182

Donc, on s’interesse au systéme suivant :

i‘j(i) = Aj:ﬂj(t) w1z Bu(t), i 2 7
(3.5)
z;(0) = ).
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avec j = 1,2. On notera que ici les données initiales du systéme dépendent
aussi de j.

Plus précisement, supposons que le cible z; est null ¢’est & dire z; = 0. Dans
ce contexte, le probléme de la commande simultanée est formulé comme suit :
On cherche un controle u = u(t) de telle sorte que la solution correspondante

satisfait

)= 2T =0,

Ce probléme est appelé controle simultané tel que la méme fonction u est
supposé contrdler les deux composants z; du systéme; 7 = 1,2.

De toute évidence, la commande simultanée est équivalente a la superposition
de la propriété du contréle moyen tel que la différence des deux états soit

nulle :
$1(T) =, ;’Cg(T) =[]

En conséquence, les deux notions peuvent étre reliés par relaxer la condition

sur le controle de 1a différence des deux états au
121(T) — z2(T)|| < 5

avec € > 0.

1- Lorsque € — 0; cela conduit & un contréle simultané chaque fois que les
cotliOles cotrespondants soul aniformément borué, Diew shi, ce prucessus
peut étre réalisé saul, lorsque le systéme considéré satisfait la condition de
contrdlabilité simultanée.

2- Lorsque £ — o0, on retrouve la propriétée du contrdle moyen.

L’analyse du probléme de contréle simultané nécessite 1'etude du systéme

adjoint, mais avec différents données possibles a ¢ = T" pour ses différentes
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composantes j = 1,2
—p; (t) = A;(Pj(t)a te [U:T]

0,(T) = 4.

En d’autres termes, la commande simultanée nécessite de considérer toute

(3.6)

la classe des solutions du systéme adjoint. Alors, le probléme d’observabilité

correspondant verifie I'inegalité de 1'energie
T
2 2
AP+ <C [ 1B o+ )P @)
0

pour toutes ¢, 93 € RV. En d’autres termes, la controlabilité simultanée est
vérifie si et seulement si I'inégalité d’observabilité (3.7) est satisfaite.
Remarque

Méme si nous observons la moyenne des solutions de I'état adjoint par 'opéra-
teur B*, nous visons & récupérer la norme des données des deux composantes

de Pétat adjoint a le temps final ¢ = T

3.3 Condition de rang

La condition de la contrélabilité moyenne est plus faible car il ne concerne
ane I aona clusse des solutions du syuliue adjoint dans lequel les données A
le temps linal ¢ = 7" sont indépendants du parametre v, qui, dans cet exemple

particulier, serait corrcspondre au systéme (3.6) avec o = 2,

Théoréme 3.3.1. L’inégalité d’observabilité simultané (3.7) (et donc la contro-

labilité simultanée) satisfaite si et seulement si les deus paires (Ay; B) et

taire que les spectres des deuz matrices A; et As ne croisent pas.
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Preuve :Voir [24].
Remarque : Si les spectres des deux matrices A; et As ne croisent pas, il

faut que ’ensemble
[Ker(A; — AI) @ Ker(A; — AI)| N Ker(B)

est réduit a ’état nul. Mais, en particulier, la propriété d’observabilité simul-
tanée nécessite ’observabilité de chacun des systémes et par conséquent, la
condition de rang 4 pourvoir par chacun des systémes (A;, B), j = 1,2 et
cette resultat ce reduit & partir de la condition de rang moyenne en (2.5).

On peut résumer la différence entre le controle moyen et le controle simultané

dans ce tableau :

Controéle moyen Controle simultané
1- Contréler tout les composantes
de I'état.

1- Controler la moyenne de 1’état.

2- ID’ghservation est nécessaire
uniquement pour les états ad- | 2- L’observation est nécessaire
joints tels que chaque composante | pour tous les états adjoints.
écarte de la méme donnée.
3 Lo minimisation egt effectudée | 3- La minimisation est effectuge
sur une sous-classe de solutions | sur toute la classe des solutions
| du systéme adjoint du systéme adjoint.
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Exemple 1 :

On considére le systéme suivant :
! z(t) = 1+ v)z(t) + u,
[ z(0) = o,
avec v € {T—lz,n € N*}, Ce systéme peut s’écrit sous la forme suivante :

" &(t) = A(W)z(t) + Bu(t), 0<t<T,

(3.8)

G000 C +()s

\z1) \1
AVGC:A—{1+1 ’ \,B=(?\
o) T

Alors la matrice de kalman pour ce systéme est donnée par :

L 351 .. [T ipes
M - [B,AB,... A"'B]=|: :
L L e PP
On remarque que cette matrice est la matrice de vondermonde, on sait que
le determinant de cette matrica est. donnén par

e X0

detM = || (—_-—_ .0,
o i
1€j<ign

donc le systéme est contrélable. Mais quand n tend vers co ce determinant

tend vers 0 , alors ce systéme avec I'ensemble du paramétre v,{%,n € N*}
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n’est pas contrélable simultanément.
Exemple 2 :
Consédirons le systéme suivant

( &= uvAx + Bu,

:E(U) = Ty,

A—(? ;l),B=<é)st :.,rO:G);et ve{1,2}

Fixons I'état final par z, = (U [))T et le temps 7T par 1.

Avec

Pour v = 1, on obtient le systéme
{ z = Az + Bu,
T fﬂ\ = Tn
LY e G

Pour v = 2, on obtient le systéme

r i = 2Az + Bu,

1 7(0) = w,
Alore lu uyubene wers valonuala corme mudt o
Y = vﬁy + Bu,
y(0) = yo,
Ou
0 -1 0 0 1

= )-[Er 88 ae-[)
oo 27 \o/
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et

1- Le systéme est-il controlable simultanement ? c’est a dire exist-il un controle
u tel que : z(1,v) = 0.

Pour étudier la contrélabilité simultanée du systéme ; Utilisons la condition
de rang de Kalman i. e. rangM = 4?

la matrice de contrélabilité sera donné par :

/10 =1 0\

01 0 -1
shal PR R N
02 0 o0

On remarque que detM # 0 donc rangM = 4, ce qui implique que le systéme
est contrdlable (au sens classique).

2- Le systeme est-il contrdlable moyennement ? c’est & dire exist-il un contréle
u tel que :
1
/ ol il
0

Donc, pour eontréler le systéme moyennement il suffit de controler la LLIOYCHIC

(a’f.']_+ff.'5,m‘l‘ | iU.;)t‘

I3

[SE

On va utiliser la condition de rang moyenne :
rang [ll[A(y)]JB(y)dv § ¥ 0:‘ =4
On a A(v) = v.A, B(v) = B. Dans ce cas,
rang {AjB /1 vdv, j> 0} = 4.
0
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on obtient

r

rang 11

9

AIB, j> oJ -4

i
+5

Donc la condition de rang moyen est équivalente & la condition classique :

rang[B, AB, A*B, A3B] = 4;
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Conclusion

Ce travail est consacrée 4 aborder le probléme du contréle des systémes dy-
namiques dépendant de paramétres réel. Nous utilisons la notion de contréle
en moyen de Enrique Zuazua selon laguelle la moyenne des Etats par rap-
port au parameétre d’incertitude est la quantité d’intérét. Nous observons que
cette propriété est équivalente & une observabilité moyenne appropriée selon
laquelle la donnée initiale de la dynamique doit &tre déterminée an moyen
des observations faites.

Nous allons d’abord présenté la notion du contréle classique de J.L.Lions
dans le contexte des systémes de dimension finie et puis la notion du controle
moyen. Enfin, nous allons comparé entre les deux notions dans un cas simple
dans lequel le paramétre v est discret et prend deux valeurs. La concept de
controlabilité moyenne est plus faible de celle de contrdlabilité simultanée
dont on est intéressé sur le controle de tous les états en méme temps et
non seulement sa moyenne. Done, la notion de contréle moyen est considéré
plus faible au controle simultané d’une famille des équations différentielles

ordinaires (ODE) dépendant de paramétres réel.
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