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Résumé

Dans ce memoire, on va présenter quelques théorémes de point fixe tels que, le théo-
réme de Banach, de Brower, de Schauder et le théoréme de schaeffer et on accordera plus
d’importance aus théoréme de Krasnoselskii.

On va commencer par rappelé quelques notions de base de ’analyse fonctionnelle et
des résultats connus qu’on va utiliser dans la suite de notre travail, en suite on va étudier
quelques théoréemes de point fixe, et on va parler aussi d’un théoréme qui est un mélange
du théoreme de Krasnoselskii, de Schaeffer et celui de Boyd et Wong qu’on va appeler
Théoreme de Krasnoselskii-Schaeffer, finalement on va presenter une application du

dernier théoréme.
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Introduction

La plupart des phénomeénes naturels de la vie réelle (en physique, en chimie, en mé-
caniques, en économie...) s’expriment mathématiquement sous forme d’équation différen-
tielle non linéaire. De nombreuses questions liées a 'existence et a 'unicité de solution
de certains types d’équation peuvent étre ramenées a la question d’existence et d’unicité

d’un point fixe définie sur un espace métrique.

La théorie du point fixe est d'une importance capitale dans I’étude de I'existence de
solution, et de nombreux théorémes d’existence sont obtenus a partire des théoremes de
Banach et Schauder en transformant le probléme d’existence en un probléme de point
fixe.

En analyse, un théoréme de point fixe est un résultat qui affirme, qu'une fonction f
posséde au moins un point fixe, avec quelques conditions sur f. Un point fixe d’une
fonction f qui est définie dans un espace métrique X vers lui méme, est un élément
x € X qui vérifie f (x) = x. Ces théorémes présente un outil trés utile en mathématiques,

principalement dans le domaine de la résolution des équations différentielles.

Dans ce mémoire, on va étudier quelques théoréemes du point fixe de Banach, de
Brouwer, de Schauder et le théoréme de krasnoselskii et quelques-unes de leurs applica-
tions, on va parler aussi du théoréme de Krasnoselskii-Schaeffer qui est un mélange
du théoréeme de Krasnoselskii, de Schaeffer et celui de Boyd et Wong.

Ces résultats théoriques nous permettent de résoudre certains problémes comme par
exemple, trouver les zéros d’un polyndéme, ou prouver que certaines équations différen-

tielles admettent des solutions.

Le théoréme de l’application contractante prouvé par Banach en 1922 dit qu’une

contraction d’un espace métrique complet dans lui-méme admet un point fixe unique.



Le théoréme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous
sa forme la plus simple, ce théoréme exige uniquement la continuité de ’application d’un
intervalle fermé borné dans lui-méme. Et de facon plus générale, I’application continue

doit étre définie dans un convexe compact d’'un espace euclidien dans lui-méme.

Le théoreme du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du
théoréme du point fixe de Brouwer et affirme qu’une application continue sur un convexe

compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

En 1955, et pour la premiére fois, Krasnoselskii a élaboré son théoréme du point fixe.
Krasnoselski a joint les deux résultats de Banach et de Schauder afin d’entirer son théo-
réme qui affirme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme
d’une somme de deux applications dont I'une est contractane et ’autre compacte admet
un point fixe. Ce théoréme est trés efficace dans la résolution des équations différentielles

non linéaires, il apporte des réponses aux problémes d’existence et d’unicité.

De cette théorie découlent plusieurs applications qui constituent un domaine tres actif

de la rechérche....

Ce travail est réparti en quatres chapitres :

Le premier chapitre se compose notament des rappels de quelques résultats théo-
riques, et notions de base de I'analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans les chapitres
qui suivent.

Dans le deuxiéme chapitre, on va présenter quelques résultats de la théorie du
point fixe, ol on va étudier le théoréme de Banach, le théoréme de Brower et le théoréme
Schauder.

Dans le troisiéme chapitre, on va présenter le théoreme de Schaeffer, de Kras-
noselskii et le théoréme de Krasnoselskii-Schaeffer qui est un mélange du théoréeme
de Krasnoselskii, de Schaeffer et celui de Boyd et Wong.

Dans le quatriéme chapitre, on donnera une application du théoréeme de Krasnoselskii-

Schaeffer, et comme application on va démontrer en utilisant des fonctions L —caratheodory,
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I’existence de solutions pour des equations intégrales de type

w(t) a(t)
z(t) := q(t)—i—/o U(t,s)x(@(s))ds—i—/o k(t,s)g(s,z(n(s)))ds, teJ=]0,,1],

avec

q:J —R, vetk:JxJ—R, g:JxR—R,
et

w,0,0.m:J— J.



Chapitre 1

Rappels

Résumé

Dans ce chapitre on va rappeler des définitions de quelques notions de base de ’analyse

fonctionnelle et des résultats connus qu’on va utiliser dans la suite de notre travail.
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1.1 Introduction

Les espaces de base de ’analyse fonctionnelle sont les espaces vectoriels normé com-
plets sur le corps des nombres réels ou des nombres complexes. De tels espaces sont appelés
les espaces de Banach. Les espaces de Hilbert constituent un cas particulier important,

ou la norme est issue d'un produit scalaire.

1.1.1 Quelques rappels

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (e.v.n) sur un sous-corps k (en
général k = R, ou C.), complet pour la distance issue de sa norme.

Soit V un e.v normé.

Définition 1.1 (ouvert).
Un ensemble O C V' est ouvert dans V si Yx € O, 3 € tel que B(x,e) C O avec

B(z,e) ={y € V; |lr — y||,, < €} boule ouverte de centre = et de rayon e.

Définition 1.2 (fermé).
Un ensemble F' C V' est fermé dans V' si V\F est ouvert dans V.

Définition 1.3 (convergence).
Soit u,, une suite de V. On dit que u,, converge versl € V siVe > 0, AN € N, Vn > N;

| tn — lHV Se€

Définition 1.4 (convexe).
On dit qu’une partie A de V est convexe si pour tout x,y € A, on a pour tout
tel0, 1], te+ (1 —t)y € A.

ce qui signifie que le segment joignant T et y est entriérement contenu dans A.

Définition 1.5 (espace metrique complet)
On dit que l’espace métrique (V, d) est complet si et seulement si toute suite de Cauchy

d’éléments de V' converge dans V.

11



Définition 1.6 Soit I C R, f : R — R On dit que l"intervalle I est stable par la
fonction f lorsque f(I) C I.

Définition 1.7 Soit f : I — R une fonction continue sur I. On dit que x est un point
fize de f lorsque f(x) = x.
En d’autres termes, les points fives de f sont les solutions, lorsqu’elles existent de I’équa-

tion f(x) = x.

Proposition 1.1
1) Toute suite convergente est de Cauchy.
2) Toute suite extraire d’une suite de Cauchy est de Cauchy.
3) Toute suite de Cauchy est bornée.

4) Toute suite de Cauchy qui posséde une suite extraire convergente est converge.
Proposition 1.2 Tout espace vectoriel sur R normé de dimension finie est complet.

Définition 1.8 Une norme est une application définie sur V (ev) réel, a valeurs dans
R*, notée ||.||,,, et satisfaisant les trois propriétés suivantes :

(@) |||y, =0 <= v =0,

(i2) VA € R, Vo e V, [|Av][y, = [A] |lv]]y-

(iti) Inégalité triangulaire: Vo, w € V, ||lv+w||, < |lv|l, + [Jw]], -

Définition 1.9 Un ensemble A C V est compact si de toute suite d’élements de A, on

peut extraire une sous-suite convergente vers un élément de A.

Proposition 1.3
1) Si'V est compact et si A est une partie fermée de V', alors A est compacte.

2) Si A est une partie compacte de V' ; alors A est fermée et bornée.

Proposition 1.4 Si V' est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A

est fermé et borné.
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Définition 1.10 Soit V' un espace topologique séparé.
Un sous-ensemble F de V est relativement compact si son adhérence F est compacte.
Le sous-ensemble F' est dit précompact si son complété est compact.

FEvidemment, lorsque V' est lui-méme complet, les deux notions sont équivalentes.

Définition 1.11 Soit ||.||y,, et [|.|[y., deux normes sur V. On dit que ces deux normes

sont équivalentes s’il existe ci et co strictement positives telles que

Vo € Ve |

ve S HHVl < G HHV2

Si|l-llyys et |llly.o sont deuz normes équivalentes sur V., on a l’équivalence :
unconverge vers | suivant ||.|ly,; <=> u, converge vers I suivant ||y,

Proposition 1.5 SiV est de dimension finie, alors toutes les normes sont équivalentes.

Proposition 1.6 Soit V un e.v normé.
La norme sur V est une application continue, autrement dit la fonction ¢ : v €
V—|.|l,; € R est continue.

En effet on a ||¢(v) — p(w)|| < |lv—w||,, et ¢ est lipschitzienne donc continue.

1.1.2 Applications continues d’un espace compact

Rappelons que toute fonction numérique continue sur un intervalle fermé borné atteint
ses bornes inférieure et supérieure. Cette propriété implique que f([a, b]) = [m, M| lorsque

f i [a,b] — R est continue.

Définition 1.12 (Continuité en un point).
Soient I un intervalle, f une fonction définie sur I et a € I.

On dit que f est continue en a lorsque f admet une limite en a égale a f (a).

13



Définition 1.13 (Continuité sur un intervalle).
Sotent I un intervalle, f une fonction définie sur I.

On dit que f est continue sur I lorsque f admet une limite en tout point de I.

Définition 1.14 (Continuité absolue)

Soit I un intervalle réel, une fonction f: I — R est absolument continue si,

Ve > 0,3n > 0 tel que pour toute suite finie ([an,by))n<n de sous intervalle de I d’inter-

teurs disjoints,

Z(bn—an)<77 = Z’f(bn)_f(an)‘<€'

n>0 n>0

Propriétés :

& F absolument continue sur I alors, elle est continue sur /.

& | est absolument continue sur [ si et seulement s’il existe une fonction integrale f

sur I (au sens de Lebesgue) telle que :

Va:GI:F(x)—F(a):/If(t)dt.

Définition 1.15 (Continuité uniforme).
Soit I un intervalle réel, une fonction f: I — R est uniformément continue si,
Théoréme 1.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires) : Soient I un intervalle, a

et b inclu dans I avec a < b, f une application continue sur lintervalle I, et A un réel

compris entre f (a) et f(b).

14



Alors : il existe (au moins) un réel ¢ dans [a,b] tel que : f (c) = .

(Autrement dit : l’équation f (x) = X admet au moins une solution dans |a,b] )

Théoréme 1.2 (théoréme des accroisements finis ) :
Si f est une fonction f : [a,b] — R, continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b|, alors il

existe ¢ de |a,b| tel que

1.1.3 Théoréme d’Arzéla-Ascoli

On va rappeler le théoréme d’Ascoli qui concerne les compacts, qui constitue un outil

fondamental de ’analyse fonctionnelle [7].

Définition 1.16 une suite { f, }nen de fonctions continues sur un interval I = |a,b] est

uniformément bornée s’il existe un nombre M tel que

|fu(z)| <M, zel

Pour toute fonction f, appartenant a la suite {f,}nen et pour tout x,y € [a,b], la suite

est équicontinue si pour tout € > 0, il existe un 6 > 0

tel que |z —y| < d; alors, |f, (x) — fn (y)| <e.

Définition 1.17 (Equicontinuité).
Soit F une famille d’applications X — Y ot X est un espace topologique et Y un
espace métrique. On dit que F est équicontinue si, pour tout € > 0 et tout x € X il existe

un voisinage V, de x dans X tel que :

d(f(z), f(y) < e pour tout f € F ettouty € V,.

Si X est aussi métrique, F est dite uniformément équicontinue si pour tout € > 0 il

15



existe a > 0 tel que pour tous x, y vérifiant

d(z,y) < a,

et tout f € F, on ait

Enoncé

Théoréme 1.3 Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et supposons que X
compact. Alors, une partie F incluse dans C (X,Y") est relativement compacte (i.e, d’adhé-
rence compact) pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si on a les
deux conditions suivantes :

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

- Pour tout x € X [’ensemble des f (z) pour f € F est relativement compact ;

ie, F(x):={f(x), fe&F} estrelativement compact pour tout x € X.

Définition 1.18 (Boyd Wong [2]) Soit X un espace de Banach, lapplication A : X —
X est dite contraction non linéaire ( ou ¢—contraction ) s’il existe une application ¢ :
R, — Ry telle que

Az — Ay[| < o([« —yl)

pour tout x, y € X, avec ¢p(r) < r, ¥r > 0. En particulier si ¢(r) =ar, 0 < a < 1, A est

dite contraction de constante «.

Définition 1.19 [9] Soit X un espace normé, Uapplication A : X — Y est dite com-
pacte si elle satisfait les conditions suivantes

1. A est continue.

ii. A transforme tout ensemble borné de X en un ensemble relativement compact (i.e.

ensemble de fermeture compacte).

16



Il est clair que la condition i. est équivalente a dire : Si {u,} est une suite bornée de

X, alors il existe une sous suite {u] } de {u,} telle que {Au!,} converge dans Y.

17



Chapitre 2

Résultats de la théorie du point fixe

Résumé

Dans ce chapitre, on va présenter quelques résultats de la théorie du point fixe, on va

étudier le théoreme de Banach, le théoréme de Brower et le théoréme Schauder.
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2.1 Théorémes du point fixe
Présentons maintenant quelques résultats de la théorie du point fixe.

Définition 2.1 Soient (E,dg) et (F,dr) des espaces métriques, f : E — F une appli-
cation et k un réel positif.

On dit que f est lipschitzienne si :

V:(z,y) € E? dr (f(2), f(y) <k dp(z,y).

Définition 2.2 Une application contractante est une application lipschitzienne avec

0<k<l.

Théoréme 2.1 (Théoréme de point fixe).

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b].

Si f(I)C I (I stable par f), alors f admet (au moins) un point fize sur I. (C’est-a-
dire : il existe (au moins) un réel x de I tel que f (x) = x).

Preuve. Considérons la fonction g définie sur I = [a,b] par

g(x)=f(z) -2

Montrons que 0 € g(I). On a

gla) = fla)—acg(l)
g) = fb)-beg()

Or, comme f(I) C I, on a

fla)=a et f(b)<b,

19



c’est -a-dire

g(a)>0 et g(b)<O0.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel x € I tel que

c’est-a-dire

2.1.1 Un Théoréme du Point Fixe Métrique.

Ce théoréme donne 1’existence et ’unicité d’un point fixe pour une contraction sur

un espace métrique complet.

Théoréme 2.2 (Banach).

Soient (E; d) un espace métrique complet et f : E — E une application contractante,
i.e; Lipschitzienne de rapport k < 1.

Alors, f admet un unique point fixe a € E.

De plus, pout tout point initial xo € E, la suite itérée (z,)pen, avec xg € E quelconque

et 41 1= f(x,) converge vers a.

Preuve.
1. Existence :

Soit z un point initial quelconque et (z,) la suite itérée associée. On a

d(xp, p1) = d (f(zp-1), f2p)) p=1.

20



On va prouver que (z,) est une suite de Cauchy dans E. pour p < ¢, on utilise

I'inigalité triangulaire

d(xp’ xq) < d(mpa xp-&-l) + d(xp—s—l? mp—i-?) +...+ d(xq—la xq)-

Puisque f est une contraction, on a

d(zp, Tpr1) = d(f(xp-1), f(p))
< kd(xzp_1,z,), p>1.

En répétant cette inégalité, on obtient

d(zp,zg) < (K + KT+ 4+ k) d(zo, 71)
< K (L4 k+ . 4+ k7P d(zo, 1)
<

% (ﬁ) d(zo, 1),

On en déduit alors que (x,) est une suite de Cauchy. Comme (E,d) est complet, la
suite (z,) converge vers un point limite a € E.

Par ailleurs puisque f est continue, on a :

p—00 p—00

a=limz, = lim f(x,1) = f (1mep_1) = f(a).

Donc a est un point fixe de f (i.e, f(a) = a).

2. Unicité :

Supposons qu'il existe a,b € E, a # b, tels qu’on ait f(a) =a et f(b) = 0.
Alors, on a

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a, b)

ce qui implique que : d(a,b) =0, i.e. a =b. (puisque k < 1). ®

21



Nous allons montrer que les hypothéses du théoréeme de point fixe de Banach sont

essentielles : si nous en négligeons seulement une, alors le point fixe n’existe pas.

Exemple 2.1 Les exemples suivant montrent que chacune des hypothéses du théoréme
est réellement nécessaire : si nous négligeons seulement une, alors le point fixe n’existe
pas.

(1).

X n’est pas stable par f : f(v)=+v22+1 sur X =[0,1].

Or X est fermé dans R, et complet car R est complet.

De plus,

’ Xz
r) = — <1
P = e

sup ‘fl (x)‘ < 1= f est contractante.
reX

Mais f n’a pas de point fize car
£(0.1) = [1.v2],

1.e; X n’est pas stable par f.

2).

f n’est pas contractante :

sur X = [0, 00][.
Orf:X — X et X est un fermé de R, R est complet donc X est complet.
Mais ;

sup |1 (2)| =1

rzeX

= f n’est pas contractante.
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X n’est pas complet :

1(o3) = o F| <)o),

sup ‘ f (:1:)‘ = < 1= f est contractante.

zeX
Mais X n’est pas fermé dans R donc n’est pas complet.

Les théorémes de point fixe suivants peuvent étre trouvé réunis dans le livre de D. R.

Smart [8] ( voir aussi [9]).

2.1.2 Un Théoréme du Point Fixe Topologique

Ce théoréme (de Brouwer) donne 1’existence d’un point fixe (mais pas nécessai-
rement |'unicité) pour une fonction continue sur une boule fermé dans un espace de

dimension finie

Théoréme 2.3 Soit K une partie non vide, compacte et convexe de R" et f : K — K

une fonction continue. Il existe x € K tel que f(z) = x.

Remarque : Les parties convexes et compactes de R sont les segments.

Le théoréeme de Brouwer prend donc dans le cas n = 1 la forme particuliére suivante :
Théoréme 2.4 Si f : [a;b] — [a;b] est continue, alors il existe x € [a;b] tel que f(z) = x.

Preuve. Si f est continue de [a, b] dans lui-méme , la fonction g : . +—— f (z) —x >0
est continue, prend en a la valeur f (a) —a > 0 et en b la valeur f (b) —b < 0.
Alors : par le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction ¢ s’annule en un point

Zp, qui est un point fixe de f. m
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Remarque 2.1 1. L’hypothése " I fermé " n’est la que pour assurer que xo € I . Si on
sait déja, par ailleurs, que xo € I (en pratique, on a parfois déja calculé ¢ en résolvant
Uéquation f (xg) = xg), cette hypothése devient inutile.

2. Le théoréme du point fixe ne s’applique pas si I’'on remplace [’hypothése "f contrac-

tante surl " par Uhypothése "f 1-lipschitzienne sur I".
Exemple 2.2 Voici un contre-exemple :

Soit, I = [1,4+o00] et
f:I—=1

telle que,

flo)=a+

Soient x ety dans I avec v < y.

Comme la fonction [ est croissante sur [1,+o00[ , on a :

f) —f@)] < fy)—f(x)

donc,

alors,

If(y)—f(@)] <y—z<|y—=xl.

Ce qui prouwve que f est 1-lipschitzienne sur I.

Cependant f n’a pas de point fixe sur I. (L’équation f (x) = x n'a pas de solution)

2.1.3 Le Théoréme de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer I’existence
d’ int fi fi i i d d
un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de

Banach.
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Théoréme 2.5 (Schauder).
Soient E un espace de Banach et K C E convexe et compact. Alors toute application

continue f : K — K posséde un point fize.

Preuve. Soit f : K — K une application continue. Comme K est compact, f est
uniformément continue ; donc, si on fixe ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout x, y € K,

on ait

If (@) = f W)l <€, désque [z —yl| <0

De plus, il existe un ensemble fini des points {z1,...,z,} C K tel que les boules
ouvertes de rayon ¢ centrées aux x; recouvrent K ;
1.e,

Kc |J B(z,9).

1<j<P
Sion désigne L := Vect (f(2;)),<;<p ,alors L est de dimension finie, et K*:= KNL
est compact convexe de dimension finie.

Pour 1 < j < P, on définit la fonction continue ¢; : £ — R par

0 si|lo—aj)| >0

_ lla=ayl
1 é

%‘ (z) = )
sinonn
et on voit que 1; est strictement positive sur B (x;,0) et nulle dehors.
p
On a donc, pour tout x € K, » 1, (x) > 0, et donc on peut définir sur K les fonctions
j=1
continues positives ¢, par

o, (z) = 1

z vy ()

P
pour lesquelles on a ) ¢, (r) = 1, pour tout = € K.
i=1

On pose alors, pour x € K,

9(@)i=Y ;@) f ().
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g est continue (car elle est la somme des fonctions continues), et prend ses valeurs
dans K* (car g(z) est un barycentre des f (z;)).

Donc, si on prend la restriction g/g+ : K* — K*, g posséde un point fixe y € K*. De

plus,
fw-—y = fly)—gly = Zs@j () f(y) — Zsoj (y) [ (z5)
= > 0, (W) (f ) — f(z)))
Or si ¢, (y) # 0, alors
ly — ;| <6,
et donc
1f (y) = f(25)]] <e
Donc, on a pour tout j,
lo; (W) (f (W) = f (2))]| < e, (1),
et donc
If (y) =yl < Z [0 (W) (f (v) = f (23))]| < Zapj (y) = ¢

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point ¥, € K tel que

1(f (ym) —ym) || <277

Et puisque K est compact, de la suite (ym),,., on peut extraire une sous-suite (Y, )

qui converge vers un point y* € K.
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Alors f étant continue, la suite (f (y,,,)) converge vers f (y*) et on conclut que

t.e, y* est un point fixe de f sur K. m

Exemple 2.3 Etude de la convergence de la suite définie par :

ug € [—1, 400

Up+1 = V I+ uy,
On utilisant le théoréeme sutvant :

Théoréme 2.6 [7] Soit g une fonction continue définie sur un intervalle I. On suppose

de plus que lintervalle I est stable par g.

Théoréme 2.7 Si la suite récurrente (u,) converge, c’est nécessairement vers un point

fixe de g.

On peut introduire 'application f définie sur [—1,+oo| par :

VeeR, f(z)=V1+a

Point fixe de f :

f@)=zeVitorz=rxc2>0

et

B

1
P—r—1=02r=\= +2

On montre facilement que f est dérivable sur |—1,+o0], croissante sur [—1,+oo[, puis
que :
f([=1,+00[) = [0, +oo[C [-1, +o0]

L’intervalle I = [—1,400[ est donc stable et la suite (u,) est bien définie.
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De plus :

1
Ve eR,, |f (2))= —— <
T + ’f(.CE)| 2\/1+—ZL'_

1
5

D’apres 'inégalité des accroissements finis :
1
V(a,b) €R X Re, f(0)~ f(@)] < 5 lb—al.

Donc, f est %-lipschitzienne sur I, donc contractante sur I.
En outre :

f (Ry) = [1,+o0[C Ry.

Donc, R est stable par f .

D’aprés le théoréme du point fize, la suite (u,,)définie par

U0€R+

Unp+1 = Vl_'_un

converge donc vers \.
Enfin, si ug € [—1,00| alors u; € Ry et d’aprés ce qui précéde (u,)converge encore vers

A
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Chapitre 3

Théorémes de Krasnoselskii et de

Schaeffer

Résumé

Dans ce chapitre on va étudier le théoréme de Schaeffer, de Krasnoselskii et et quelques
une de ses versions, et le théoreme de Krasnoselskii-Schaeffer qui est un mélange du

théoréeme de Krasnoselskii, de Schaeffer et celui de Boyd et Wong.
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3.1 Théorémes de Krasnoselskii et de Schaeffer

Citons maintenant le théoréme de Schaeffer et le théoréme hybride de Krasnosels-
kii, qui est une combinaison comme on va le voir, du théoreme de Schauder et celui de
Banach. Il a été 'objet de plusieurs études ces derniéres années et on le rencontre sous
plusieurs formes.

Nous avons tiré le théoréme de Schaeffer et le théoréme hybride de Krasnoselskii

de [8] et nous conseillons au lecteur intéressé de le consulter pour plus de détails.

Définition 3.1 Soit X un espace normé, l'application A : X — Y est dite compacte si
elle satisfait les conditions suivantes :

1 : A est continue.

1 : A transforme tout ensemble borné de X en un ensemble relativement compact

(i.e.ensemble de fermeture compacte).

Théoréme 3.1 (Schaeffer) Soit X un espace de Banach et soit A : X — X une
application compacte, alors
1. L’équation v = ANAx admet une solution pour A =1,

ii. Ou bien, l'ensemble e = {x € X, © = AAz, A € (0,1)} est non borné.

Théoréme 3.2 (Krasnoselskii) Soit M un conveze fermé et non vide d’un espace de
Banach (X, ||.||) . Supposons que A et B sont deux applications de M dans X telles que
1. Avr+ By e M,Vz,y € M.

1. A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact.

111. B est une contraction de constante o < 1.

Alors, il existe x € M, avec Ar + Bx = .

Notons, que si A = 0, le théoréme se résume au théoréeme de Banach. Si B = 0,

alors le théoréeme n’est autre que le théoréeme de Schauder.
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Preuve. D’aprés la condition (ii7). on a

I = B) (z) = (I = B) () Iz —y) — (Bx — By

< |z =yl + | Bz — By||
< o=yl +allz—yl
< (1+a)lz—yl

D’aute part,

(L =B)(x) - =B) W = [(z—y)—(Bx— By

= |z —y)ll - Bz — By
> o=yl —alflz -y
> (1—a)lz—yl

En résumé,

(I=—a)flz =yl <[I(I=B)(x) - -B) )| <1+a)lz—yl (P.1)

Cette inégalité montre que (I — B) : M — (I — B) M est continue et bijective. Donc,
(I — B) ™" existe et est continue.

Posons U := (I — B )71 A. Tl est clair que U est une application compacte, puisque U
est une composition d’une application continue avec une application compacte. En vertu

du théoréme de Schauder, U admet un point fixe, i.e.
JzeM telque (I —B) " Az ==z

Ceci équivaut a dire Ar+ Br =z =

Remarque 3.1 Dans le théoréme de Krasnoselskii si « = 1 dans (iit) alors on n’a pas

de point fixe. En effet voisi un contre-exemple
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Exemple 3.1 Soit Cy(R) l’espace de Banach de toutes les suites réelles & = {;}5°, avec
lim¢, =0 et ||£]| = max {|¢;| :i=1,2,...}.
Pour chaque & € S(0,1) la fermeture de a boule unité, on définit A¢ :=n o

m =27 (14 €l e,
n,=(1—27"1¢ | pouri=2,3, ...

Puisque

‘771| S 1 et:
;| <161 <1
alors on a

A:5(0,1) — S(0,1).

Aussi, si & et & sont deuw élément distincts dans S (0,1) alors

1A€ = A€’ = max {277 (Jl¢]| = [€']]) ,max { (1 = 277") &1 — & 1i=2,3,..}}
< [[€=¢1.

Supposons qu’il existe un & € S (0,1) tel que

AE=¢=& =27 (1+ ¢l > 0.
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De plus, pour i > 2,

|€7,| = |(1_2_i_1)§i—1‘
= |(1=277) (1=27) &y

1—

[\

(1 _ 2—i—1+k) £

k=0
i—2

2 [1 o 2i1+k] ’£1|
k=0

> 27

Ainsi

& > 271, > 0 pour tout i > 2,

ceci est imposible puisque £; — 0 quand i — oo.

1l s’en suit que A n’a pas de point fize.

Remarque 3.2 * Le Théoreme de Krasnoselskii a été utilisé pour prouver l'existence

de la solution des équations différentielles et les équations intégrales non linéaires.

*T. A. Burton [4] nota que Krasnoselkii, n’a pas remarqué que sa preuve n’a besoin
que de ceci :
[y € M étant fixé, si x est le point fixe de l'application contractante v — Bx + Ay, alors
xeM].

Cette remarque est en vérité une chose fondamentale en pratique.

* Toujours dans [4], Burton obtient de (P.1) l’inégalité

(1= a) |zl < |[(I = B) (x)]| < (1 + ) [l]

et nota qu’un resserrement de cette derniére inégalité permet de confirmer que [r =
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Bx + Ay, y € M implique x € M .

Il établit le théoreme suivant.

Théoréme 3.3 [4]
Soit M un conveze fermé, borné et non vide d’un espace de Banach (X, ||.||). Suppo-

sons que A et B sont deux de M dans X telles que

i.lx=Br+ Ay, ye M| =z € M.

11. A est continue et AM contenu dans un compact.

115. B est une contraction de constant a < 1.

Alors, il existe un point y € M tel que Ay + By = y.

Preuve. Nous avons déja vu dans la preuve du T'héoreme 3.2 de Krasnoselskii que
(I — B) était un homéomorphisme de M dans (I — B) M si B est une contraction de M
dans X.

D’autres part, pour tout y fixé dans M, 'application z — Bz + Ay est clairement une
contraction de X dans X, et admet donc un point fixe unique.

Soit z ce point alors, z = Bz + Ay.

La condition ¢ implique z € M.

Ainsi,

(I —B)z=Ay

ou encore

2= —-B) Ay e M,

-1

pour tout y € M. Comme A et compacte et (I — B) ~! est continue, alors (I — B) " A

et aussi compacte.
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La conclusion provient par application du théoréeme de Schauder. m
Voila une situation justifiant la condition i. du Théoreme 3.3, elle sera suivie d’un

exemple concret.

Proposition 3.1 Supposons que les conditions . et iit. du Théoréme 3.3 sont satis-

faites. S’il existe r > 0 tel que M ={y € X : |ly|| <r}, AM C M et que

[l < {I(1 = B) ()] (P2)

Alors, la condition i. du Théoréme 3.3 est satisfaite.

Preuve. Si

xr = Bx + Ay,

alors

(I = B)(z) = Ay,

d’ou il en découle de (P.2) que
[zl < NI = B) (z)]| = Ay <
Comme y € M = Ay € M = ||Ay|| < r, alors

r e M.

Exemple 3.2 Soit 0 < a < 1, et considérons l’équation intégrale suivante

7 (1)

z (1) = —asin? [1+2—x2(t)] +p(t) -I—/;D(t—s)g(x(s))ds

avec p, D et g sont des applications continues et p (t + 2w) = p(t) . Supposons qu’il existe

35



r >0 tel que

|z <r =g (z)| <7 —llpll

et que

t t
/]D(t—s)\dsgl et / |D' (t — s)|ds < o0

—00 —00

Alors I’équation intégrale ci-dessus admet une solution 2w— périodique

En effet, posons
3
(Bx) (t) = —asin® {#g(t)]
et

(Ay) () = p (1) +/ D(t—s)g(z(s))ds

et considérons (X, ||.||) Uespace de Banach des fonctions 2m—périodiques muni de la

norme de supremum et M ={y € X : y<r}

Il est clair que la condition (P.2) est satisfaite. En effet,

I/ = B) (x) = (I = B) (y)| = (1 =) [l =y

d’ou

I(I = B) x| = ||z

de plus siy € M avec ||y|]| <7 on a

N

Iyl < lol+ [ D=9l - lpl)ds

Ipll + 7 —|Ipll = r,

IN

par conséquent, la condition i) du Théoréme 3.3 est satisfaite. La vérification des condi-
tions 1. et iii. est standart. Cette équation, jusqu’a preuve du contraire, n’est résoluble

que sur cet M la.
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Remarque 3.3 Burton et Kirk [5] ont pu, par une homotopie intélligente, établir le

théoréme suivant.

Théoréme 3.4 Soit (X, ||.|) un espace de Banach, et soit A, B : X — X, deux appli-

cations telles que B une contraction de constante a < 1, et A compacte. Alors
i) Ou bien, v = \B (§> + Mz admet une solution pour \ = 1.

i1) Ou bien, l’ensemble € = {x eX, r=)B (;) + Mz, X € (0, 1)} est non borné.

1
Preuve. Remarquons d’abord que AB— est une contraction de X dans X avec la

A

méme constante de B. En effet

o (5) =22 (]

IN

M) -2 G

x oy
pal|§ -5
R SN

< allz -y

IN

Par conséquent, Vy € X D'application
x
r — AB <X> + Ay
est aussi une contraction avec une solution unique
x
r = \B <X> + MMy,

d’ou

ou encore



Autrement dit,

§:(1—B)*1Ay et ©=\(I—B)"Ay.

Comme (I — B)f1 existe et est continue et A est une application compacte, alors la

conclusion s’obtient par application du Théoréme 3.1 de Schaeffer. m

3.2 Théoréme de Krasnoselskii-Schaeffer

Jusque 1a les théorémes qu’on a vus servent & prouver ’existence de la solution pour
des équations intégrales non linéaires lorsque celles-ci s’écrivent sous une somme d’une
contraction et une application compacte. Mais il arrive parfois que 'opérateur A ne soit
pas contractant, mais seulement une itération A” de A, p € N* est une contraction. Cette
situation a été récemment étudiée par B. C. Dhage dans [6]. Dans cet article on trouve
le théoréme suivant qui est un mélange du théoréme de Krasnoselskii, de Schaeffer et

celui de Boyd et Wong qu’on va appeler Théoréme de Krasnoselskii-Schaeffer.

Théoréme 3.5 Soient (X, |.||) un espace de Banach et A, B : X — X deuz applica-
tions telles que

1. A est une application compacte,

2. B est une application linéaire et bornée et il existe p € N* tels que BP est une

contraction non linéaire, i.e
|1B%x — B'y|| < ¢ (2 —yll), Va,yeX,

(voir la Définition 1.18). Alors
1. Ou bien, ’équation Bx + NAx = x admet une solution pour A =1,

ii. Ou bien, l’ensemble ¢ = {u € X, Au+ ABu =u, 0 < A < 1} est non borné.

Preuve. Définissons 'application 7' : X — X par,

T(x)= (I —B) " Az
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Pour A € [0,1], I'équation d’opérateur
NI —B) Az =z,

est équivalente a

Az + \Bz = z.

Par conséquent, la conclusion de ce théoréme s’obtient par application du T'héoréme 3.1
de Schaeffer si on arrive a démontrer que 7' est bien défini et complétement continue.

Vers cette conclusion, nous avons,

(I-B)'=(I-B"" (ZBJ)

Comme BP est une contraction non linéaire, Popérateur (I — B?)™" existe dans X. De
plus, comme B est linéaire et borné, (Zp ! Bi ) est aussi un opérateur linéaire et borné
de X dans X.

Ainsi, (I — B?)™! < ?;é Bj> existe aussi.

Par conséquent, T est bien défini de X dans X. La linéarité et la bornitude de B
implique la continuité de B, et par conséquent la continuité de B?, j = 0,1, ...

Donc (I — B) ™" est continue sur X.

Ce qui implique que 'application T' est compacte, puisqu’elle est composition d’une

application continue et une application compacte. m
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Chapitre 4

Application

Résumé

Maintenant on va présenter une application du Théoréme 3.5 "de Krasnoselskii-
schaeffer". En utilisant des fonctions L!—caratheodory on va démontrer 'existence de

la solution d’un certain type d’équations fonctionnelles intégrales non linéaires mixtes.
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Maintenant on va présenter une application du Théoréme 3.5 "de Krasnoselskii-
schaeffer".

Elle illustre la preuve d’existence de la solution d’un certain type d’équations fonc-
tionnelles intégrales non linéaires mixtes.

Considérons l'intervalle J = [0,1] de R. On souhaite étudier I’équation intégrale

suivante

avec

qg:J—R, vetk:JxJ—DR, g:JxR—R,
et

w,0,0.m:J— J.

On va essayer de rechercher la solution de I’équation (4.1) dans l’espace
BM (J,R) :={x:]0,1] — R: x bornée et mesurable} .
Définissons dans BM (J,R) la norme ||.|| par

]} = max [z ()]

Muni d’une telle norme, BM (J,R) est un espace de Banach. Soit L' (J,R) 'espace des
fonctions réelles mesurables au sens de Lebesgue sur J muni de la norme usuelle ||.||,

donnée par
1
Jell, = [ fe (o] ar
0

Définissons les applications L!—caratheodory comme suit.

Définition 4.1 L’application B : J x R — R est dite L'— caratheodory si

i)t — [ (t,x) est mesurable pour tout r € R,
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i) © — [ (t,x) est continue presque pour tout t € J,

i11) pour tout v > 0, il existe une fonction h, € L' (J,R) telle que
|6 (t,z)| < h,(t) ppteJ et Ve eR avec |z| <.

Nous considérons les hypothéses suivantes

ho) les fonctions pu, 6, o, n: J — J sont continues,
hy) la fonction g : J — R est continue,
hs) les fonctions v, k : J x J — R sont continues,
h3) la fonction g (¢, ) est L'—caratheodory,

hy4) il existe une fonction ¢ € L' (J,R) et une fonction ¢ : [0,00) — (0,00)

continue et croissante telles que
gt z)| <o)y (lz]), pp t€J et VzeR

Théoréme 4.1 Supposons que les hypothéses hg) — hy) sont satisfaites et que pu(t) < t,
() <t,n(t)<teto(t)<t,Vte J Supposons aussi que

& ds
_ Y S0
/nqoo stu(s)

Avec C = max {V, K ||¢||..}, V = max lv(t,s)| et K = max |k (t,s)]. Alors, ’équation
, 8€ , SE

(4.1) admet une solution.
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Preuve. Définissons les opérateurs A, B : BM (J,R) — BM (J,R), par les expres-

sions,

w(t)
Bx (t) = /0 v(t,s)x(0(s))ds, teJ, (4.2)

o(t)
Az (t) = q(t)—l—/o k(t,s)g(s,x(n(s)))ds, te.J (4.3)

Le probléme de la recherche de la solution de ’équation (4.1) est équivalent a la recherche
de la solution de l'¢quation Ax (t) + Bx (t) =« (t), t € J.

L’étude du probléme se réduit a résoudre ’équation Az (t) + ABx (t) = x (t), t € J,
pour A = 1.

On va montrer que A et B vérifient toutes les condition du Théoréme 3.5.

La preuve passe par plusieurs étapes.
Etape 1.

L’opérateur B défini par (4.2) est linéaire et il existe un p € N* tel que BP est une
contraction non linéaitre.

Il est clair que 'opérateur B est linéaire et il reste & prouver qu’il est borné et qu’il
existe p € N* tel que B? est une contraction non linéaire. Vers cela, on voit que

p(t)
|Bx (t)| = /0 v(t,s)x(0(s))ds

u(t)
< /0 v (£, 5) 2 (0 (5))] ds
sv%mw@wm

car v est une fonction continue sur le compact J x.J. Par conséquent, on obtient

BMMSVAmw@M%=VWM
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En prenant le maximum sur ¢, il vient
1Bl <V |l

et donc B est borné. En particulier, on trouve || B|| = V.

Soient, x,y € BM (J,R). Alors

w(t) w(t)
Ba(t) — By (1) = /0 U(t,s)x(é(s))ds—/o v (t, )y (0(s)) ds

p(t)
_ /0 [ (t,5) [ (8 (s)) — y (6(5))]| ds

p(t)
< / o (£, 5)] |2 (0 (s)) — y (8 (5))] ds
< /Ovua:—ynds
< Vi]z-yl.

En prenant le maximum sur ¢, on arrive a
Bz — Byl < V' |lz —yll.

De la méme maniére on retrouve

w(t) u(s)
|B%x (t) — B2y (t)| < /0 v(/o |v(s,7)|||a:—y||dr> ds

/otv (/OS v (s, 7)|lz =yl dT> ds

V2
< rle—yl.

IN

Par induction, on trouve Vn € N,

n

n n V
Bz (t) = B"y (t)| < — llz — ol
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Ou encore, en prenant le max sur t,

n

n n V
|B"x — B"y[| < —[lz —y]|.
n:

n VP
Comme lim — = 0, il existe p € N*, tel que — < 1. Ainsi, B? est une contraction
p!

n—soo N
non linéaire su:"L'B M (J,R).
Etape 2.
L’application A défini par (4.3) est compacte sur BM (J,R) puisque o et 1 sont
continues, une manipulation simple montre que A est continue sur BM (J,R).

Soit {z,} une suite bornée de BM (J,R) et telle que ||z,| < r, pour un certain r > 0.

Alors, et d’aprés (hg), on a Vn € N,

t
<
Azl < maxla 0]+ max [k ()]0 (s, (1 5)) ds

1
snw+K/mst
0
= gl + K o]l

Ceci implique que ensemble { Az, : n € N} est (uniformément) borné dans BM (J,R) .

Montrons que {Ax, : n € N} est un ensemble équicontinu. Soient ¢, 7 € J, alors,
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o (t) o(T)
A, (£) — Az, (7)] < / E(t5)g (s, (1 (5))) ds — / E(r.8) g (5,20 (11 (5))) ds
g (®) —q ()]

o(t) o(t)
/0 B (t5) g (5,2 (11 (5))) ds — / E(r.5)g (5,2 (7 (5))

o(t) o(r)
/0 E(r.8)g (5,2 (7 (s))) ds — / E(r.5) g (5,20 (1 (5))) ds
+ g (t) —q(7)]

o(t)
/0 e (t,5) — k(7,8)] g (5,20 (7 (5))) ds

IA

ds

_|_

IA

o(t)
n / 1k (7, 5) g (5,2 (1 (5)))] ds

+ g () —q(7)]

IA

a(7)
/0 |k (t,8) =k (7,8)[ by (s) ds + K |p () —p(7)] + | () — q (7)]

= Hhr\ll/o |k (t,s) =k (7,8)|ds + K [p(t) = p (T)| + g (t) — ¢ (7)].

Avec p(t) = foa(t) hy (s)ds. Comme p, ¢ et k sont uniformément continues, alors on
constate que |Ax, (t) — Az, (7)] — 0, quand t — 7. Par conséquent {Bz, : n € N}
est équicontinu et donc compact d’aprés le Théoreme 1.3, d’Ascoli-Arzela.

Jusqu’ici on a démontré que ’application A est compacte.

Les hypothéses du Théoréeme 3.5 sont vérifiées, et en conclusion on a

i. Ou bien, ’équation (4.1) admet une solution.

7. Ou bien, I’ensemble € n’est pas borné.
Démontrons que la condition ¢:. ne peut avoir lieu.

Supposons que z est une solution de 1’équation Az (t) + ABx (t) = x (t), avec A €
(0,1).
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En clair, nous avons

e (t) = At +L £ (6(s)) ds
+/\f0 ,s)g(s,x( (s)))ds, teJ Ae(0,1).
Alors
w(t) o(t)
mwﬂgwmm+l wwwuwwmm+é k(£ 9)] |9 (s, (1 (5))) ds

o(t)

w(t)
|M+VA |z (0 (s))ds + K ¢ () (| (n(s))]) ds.

0

IN

Soit w (t) := m[%)ﬁ |z (s)| = |z (t*)], pour t* € [0,t]. Il est clair que
s€(0,t

z(t) <wl(t), Vte
Par 'inégalité ci-dessus on a

o = kNl [ Vieoeass [1 Kow v leme)as
<ol + [ voas s [ ot o) i
snw+v/ @+me/w
§Hm+cﬁ[<>+ww@m$

avec C'=maz {V, K ||¢||,} . Posons

v(t) = llal +C fylw (s) +¢ (w(s)ds, t € J.
Alors,U(O):||q||,w()§v(t),t€J et

V() = Clw(t)+9 ()
Clo(t) +¢ (v ()]

IN
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Ou encore,
v’ (t)
v(t)+¢ (v (D)

L’intégration de cette inégalité de 0 a ¢t donne,

<C,tel

Un changement de variable montre que

v(t) ds > ds
L. _
/qn s+i(s) </q|| s+ (s)

Par cette inégalité nous concluons qu’ il existe une constante M > 0 telle que v (t) < M
pour tout ¢t € J. Ceci implique que

le(t)| <w(@)<v(t) <M, ted

Par conséquent,

= )| < M.
ol = max |z (1] <

En conclusion la condition ii. est impossible. Ainsi I’équation (4.1) admet une solution.
[

Dans [1], Avramescu a fait une remarque importante sur le travail de Dhage [6].
Cette remarque est basée sur ’évidence que si une application n’est pas contractante
relativement & une norme donnée ||.|| mais qu’elle est contractante relativement a une
autre norme équivalente ||.||,, alors on peut considérer que I’application en question est

tout simplement contractante. Il a fait la remarque suivante.

Remarque 4.1 On peut directement démontrer l’existence de la solution de I’équation
(4.1) par le Théoréme 3.2. Autrement dit, on n’utilise pas le fait que BP est une contrac-

tion non linéaire pour un certain p € N mais que l'opérateur B est une contraction
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relativement & une norme équivalente o la norme ||z||. En effet, Posons,

lally := sup {]a (1) e, A > 0}

te(0,1]

Il est clair que ||z||, est une norme sur BM (J,R). Montrons que ||z|| est équivalente a
|z|ly. On a

vt e (01, o ()] e < fa ()] < |l

Donc

[y < ]l

D’autre part,

2 ()] = o (8)] e N < Jlal], & Ve € .

D’ou

Ml < [l

Par conséquent les deux normes sont équivalentes.

Montrons maintenant que B est une contraction pour cette nouvelle norme. On sait,

par hypothése, que 0 (t) < t. Il en découle,

(6 (1)) — y (0 ()] e D

< =yl

[ (0(1)) =y (0 ()] e

IN

Nous avons ausst

w(t)
[(Bz) (t) — (By) ()] < V/O |2 (0 (s)) =y (0 (s))| e *eNds

t
va—mu/e“w
0

IN
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V
= o=yl (- 1)

< =z -yl

Par suite

|(Bz) (t) = (By) ()] e < % lz =yllx, vt <0,1].

Ainsi donc

v
1Bz — By|| < +llz = ylly-
En choisissant A\ >V, on constate que B est une contraction.

Application.
Comme application nous considérons I’équation différentielle du premier ordre & valeur

initial suivante

() = a@z@@)+gtzm?), pp te (4.4)

2(0) = z€R, (4.5)

avec « : J — R une application continue et g : J x R — R.
Par une solution de I’équation ci-dessus on veut dire une fonction x € AC (J,R) qui

satisfait (4.4) et (4.5), ou AC (J,R) est I’espace de fonctions absolument continues sur .J.

Théoréme 4.2 Supposons que les hypothéses (hs) — (hy) sont satisfaites, que 0 (t) < t,

/wLM
wo| S T (8)

avec C' = max {sup la (8)], Hgb||1} . Alors le probléeme (4.4)-(4.5) admet une solution.
te]

n(t) <t VteJ et que

Preuve. Le probleme (4.4)-(4.5) est équivalent a ’équation intégrale suivante

x(t):x0+/0a(s)x(@(s))ds+/0g(s,x(n(s)))ds, telJ.
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Prenons, ¢ (t) = zo, n(t) =0 (t) =0 (t) =n(t) =t pour tout t € J, v (t,s) = «(t) et
k (t,s) = 1. Alors toutes les conditions du Théoréme 3.5 sont satisfaites. Donc, la preuve

sera achevée si on remarque que AC (J,R) C BM (J,R). =

o1



Conclusion

Actuellement il y a une grande variété de théorémes de points fixes. L’objectif commun
de ces théorémes est de chercher des solutions et de résoudre les problémes d’existence
qui se posent en analyse mathématiques et en ingénierie.

De la théorie du point fixe découlent plusieurs applications qui constituent un domaine
trés actif de la recherche...

Dans notre travail, on a étudie quelques théorémes du point fixe de Banach, de Brou-
wer, de Schauder et le théoréme de krasnoselskii et quelques-unes de leurs applications, on
a parler aussi du théoréme de Krasnoselskii-Schaeffer qui est un mélange du théoréme
de Krasnoselskii, de Schaeffer et celui de Boyd et Wong.

Depuis une dizaine d’années de grands chercheurs (T. A., Burton, B., Zhang, L.,
Hatvani, T., Furumochi, G., Sefert etc...) se sont rendu compte que la plupart des diffi-
cultés qui restent sans réponse dans le domaine de stabilité par la méthode de Lyapunov
peuvent étre surmontées en appliquant la technique de points fixes. Et nous souhaitons
continuer dans ce chemin pour essayer d’autres équations non étudiées jusqu’ici par cette

technique.
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