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Résumé :

Ce mémoire consiste à étudier la contrôlabilité complète du système stochastique
semi-linéaire avec retard dans l'hypothèse où le système linéaire correspondant est
complètement contrôlable. La fonction de contrôle de ce système est construite
de manière appropriée en utilisant l'opérateur de contrôle Avec cette fonction de
contrôle, les conditions su�santes pour la contrôlabilité du problème proposé en
dimension �nie est établie. Les résultats sont obtenu en utilisant le théorème à
points �xes de Banach. En�n, un exemple est fourni pour illustrer l'application des
résultats obtenus.
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Notation
Certaines notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous listons
ci-dessous :

� R : l'ensemble des nombres réels.
� Rn : espace vectoriel de dimension n sur R.
� T : réel positif.
� Ω : ouvert non vide de Rn de frontière ∂Ω de classe C2.
� L(E,F ) : ensemble des applications linéaires continues dé�nies sur un espace
vectoriel E et à valeurs dans un autre espace vectoriel F .

� L(E) l'espace de tous les applications linéaires continues dé�nies de E dans lui
même .

� E ′ Espace dual de E.
� Mn(R) : ensemble des matrices carrées réelles de taille n.
� Mn,m(R) : ensemble des matrices réelles à n lignes et m colonnes.
� A∗ : L'adjoint d'un opérateur A.
� Lp(Ω, X) : ensemble des applications mesurables de Ω dans X de puissance p
intégrable.

� Lp(Ω, X) : ensemble des applications mesurables bornées de Ω dans X.
� Lp(Ω) = Lp(Ω,C).
� L'espace de probabilité (Ω,F , P ).
� (Ft/t ∈ [0, T ]) le �ltration engendré par (ω(s), 0 ≤ s ≤ t).
� L2(Ω,F ,Rn) l'espace de Hilbert de toutes les variables FT -mesurables quarrée
intégrables à valeurs dans Rn.

� LFp ([0, T ],Rn) est l'espace de Hilbert de tous les processus quarré intégrables et
Ft-mesurables à valeurs dans Rm.

� H2 l'espace de Banach de tous les processus quarré intégrables et Ft -adapté ϕ(t),
muni de la norme

‖ϕ‖2 = sup
t∈[0,T ]

E‖ϕ(t)‖2.

� Uad = LF2 ([0, T ],Rm)
� φ(t) = exp(At).
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Introduction

La notion de contrôlabilité est d'une grande importance dans la théorie de contrôle ;
c'est une propriété de base dans l'analyse des systèmes dynamiques. De nom-
breux problèmes fondamentaux de la théorie de contrôle (stabilité et stabilisation,
contrôle optimal) ne peuvent être résolus que sous l'hypothèse que le système soit
contrôlable. Un système de contrôle est un système dynamique sur lequel on peut
agir au moyen d'un contrôle ou d'une commande. La contrôlabilité fait partie des
propriétés dites structurales qui caractérisent les systèmes, et éventuellement per-
mettent de les classi�er, par leurs propriétés algébriques et géométrique. Elle est
indispensable dans les applications pour qu'un système puisse être convenablement
commandé et permet de construire des lois de commande de façon e�ective. Le pro-
blème de contrôlabilité est celui de savoir si, en partant d'un état donné arbitraire,
on peut atteindre, à l'aide d'un contrôle dépendant du temps bien choisi, un état
désiré, arbitraire aussi.
L'étude de la contrôlabilité a commencé le début des années soixante, quand la
théorie de contrôlabilité était basée sur la description sous forme d'espace d'état
sous des systèmes de contrôle linéaires invariants dans le temps et variables dans le
temps ont été mis au points. De plus, Pour les systèmes dynamiques déterministes
linéaires et non linéaires, il existe plusieurs di�érentes conditions de nécessité et
de su�sance pour la contrôlabilité globale et locale.
Pour les systèmes de contrôle stochastique linéaires et non linéaires, la situation est
un peut délicate. Jusqu'à maintenant, le problème de contrôlabilité des systèmes
dynamiques linéaires a été largement étudié. Néanmoins ce n'est pas le cas pour
les systèmes non-linéaires et semi-linéaires, en particulier, les systèmes avec des
retards dans le contrôle et avec des contrôles limités.
Rappelons que les systèmes de contrôle dynamiques semi-linéaires retardés en
contrôle doivent contenir di�érents types de retards, à la fois dans les parties
linéaires pures et non-linéaires pures dans les équations di�érentielles d'état.
La théorie de contrôle classique est basé sur approches déterministes. Cependant,
l'incertitude est la caractéristique fondamentale de plusieurs systèmes dynamiques
réels. La théorie des systèmes dynamiques stochastiques est maintenant un sujet de
recherche bien établi, qui est encore en développement intensif et o�re de nombreux
problèmes ouverts dans plusieurs domaines d'application, problèmes de l'économie,
problèmes de décision, la physique statistique,l'épidémiologie, théorie de risque, les
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mathématique de l'assurance, la théorie de �abilité et autres méthodes basées sur
des équations stochastiques. la modélisation stochastique a été largement utilisée
pour modéliser les phénomènes apparaissant dans de nombreuses branches de la
science comme la biologie, l'économie, la mécanique l'électronique et la télécom-
munication. La contrôlabilité dans le cas des systèmes dynamiques stochastiques
linéaires et non-linéaires
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Chapitre 1

Introduction au contrôlabilité

Le problème de la contrôlabilité est le suivant : étant donnés deux états x1, x2 ∈ Rn,
existe-il un temps T et un contrôle admissible u tels que la trajectoire xu (t) associée
à ce contrôle joigne x0 = x (0) à x1 = x (T ) ? C'est le problème de la contrôlabilité.
On peut poser le même problème avec le temps T �xé.
L'objet de la sous section suivante est de caractérisation algébrique de la contrôla-
bilité d'un système linéaire due à Kalman.

1.0.1 Contrôlabilité des systèmes linéaires

Considérons le système de controle linéaire{
ẋ (t) = A (t)x (t) +B (t)u (t) , t ∈ I
x (0) = x0

(1.1)

On suppose que

- les application t→ A (t) , B (t) sont L∞ sur I,

- la commande u est mesurable et localement bornée sur I, à valeur dans Rm.

Les théorèmes d'existence de solutions d'équation di�érentielles nous assurent
l'existence sur I d'une unique application t 7−→ x (t) absolument continue telle que

∀t ∈ I, x (t) = M (t)x0 +M (t)

∫ t

0

M (s)−1B (s)u (s) ds. (1.2)

où M (t) est la résolvante du système linéaire homogène ẋ (t) = A (t)x (t).

1.1 Ensemble accessible

Dé�nition 1.1.1 L'ensemble des points accessible à partir de x0 en un temps T ∗ > 0
est

Acc (x0, T
∗) = {x1 ∈ Rn∃u ∈ L∞loc ([0, T ∗] ,Rm) , ∃x : [0, T ∗]→ Rn

ẋ (t) = A (t)x (t) +B (t)u (t) p.p. sur [0, T ∗] ,
x (0) = x0, x (T ∗) = x1}

6
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Autrement dit, Acc (x0, T
∗) est l'ensemble des extrémités des solutions du système

(1.1) en temps T ∗, lorsqu'on fait varier le contrôle u.

Dé�nition 1.1.2 Le système (1.1) est dit contrôlable (ou comondable) en temps T si
Acc (x0, T

∗) = Rn auterement dit pour tout x0, x1 ∈ Rn il existe un contrôle u tel que
la trajectoire associée relie x0 à x1 en temps T . i.e :

∀x0, x1 ∈ Rn,∃u ∈ L∞loc ([0, T ∗] ,Rm) , ∃x : [0, T ∗]→ Rn

ẋ (t) = A (t)x (t) +B (t)u (t) p.p. sur [0, T ∗]
x (0) = x0, x (T ∗) = x1

Le système (1.1) est dit cotrôlable (en temps quelconque) depuis x0 si

Rn =
⋃
T≥0

Acc (x0, T ) .

Le théorème suivant nous donne une condition nécessaire et su�sante de contrô-
labilité dans le cas ou A et B ne dépendent pas de t, elle est dite condition de
Kalman.

Théorème 1.1.1 Le système x′ (t) = Ax (t) +Bu (t) est dite contrôlable en temps T

si est seulement si : la matrice C =
(
B,AB, ..., An−1B

)
est de rang égal à n.

La matrice C est est appellée matrice de Kalmane. La condition rg C = n est
appellée condition de Kalman.

La démonstration de ce théorème repose sur le lemme suivant :

Lemme 1.1.1 La matrice C est est de rang n si est seulement si l'application li-
néaire :

φ : L∞ ([0, T ∗] ,Rn)→ Rn

u 7−→
∫ T ∗

0

exp(T ∗−t)ABu (t) dt

est surjective.

Preuve 1.1.1 Supposons tout d'abord que Rg C ≺ n, et montrons que φ n'est pas
surjective. L'application C étant non surjective, il existe un vecteure Ψ ∈ Rn − {0}
que l'on suppsera être un vecteur ligne, tel que ΨC = 0. par conséquent :

ΨB = ΨAB = ... = ΨAn−1B = 0

Or d'après le théorème d'Hamilton-Cayley, il existe des réels a0, a1, ..., an−1 tels que

An = a0I + ...+ an−1A
n−1.

7



8 1.1. ENSEMBLE ACCESSIBLE

On en déduit par récurrence immédiate que pour tout entier K :

ΨAKB = 0.

et donc, pour tout t ∈ [0, T ∗] :
Ψ exptAB = 0.

Par conséquent pour tout contrôle u on a :

Ψ

∫ T

0

exp(T ∗−t)ABu (t) = 0.

i.e. ΨΦ (u) = 0, et donc Φ n'est pas surjectif, alors il existe un vecteur ligne Ψ ∈
Rn − {0} tel que pour tout controle u on ait :

Ψ

∫ T

0

exp(T ∗−t)ABu (t) = 0.

Ceci implique, pour tout t ∈ [0, T ∗] :

Ψ exp(T ∗−t)AB = 0.

En t = T ∗ on obtient ΨB = 0. Ensuite, en dérivant par rapport à t, puis en prenant
t = T ∗,on obtient ΨAB = 0. Ainsi par dérivation successives on obtient �nalement :

ΨB = ΨAB = ... = ΨAn−1B = 0,

donc ΨC = 0, et donc rgC ≺ n.

Ce lemme permet maintenant de montrer facilement te théorème (1.1).
si la matrice C est de rang n, alors d'après le lemme (1.1), l'application φ est
surjective,i.e.φ (L∞) = Rn. Or pour tout contrôle u l'extrémité au temps T de la
trajectoire associée à u est :

x (T ∗) = expTA x0 +

∫
exp(T ∗−t)ABu (t) dt,

donc l'ensemble accessible en temps T depuis un point x0 ∈ Rn est :

Acc (T ∗, x0) = expT ∗A x0 + φ (L∞) = Rn,

et donc le système est contrôlable.
Réciproquement si le système est contrôlable, alors il est en particulier contrôlable
en x0 et l'ensemble accessible en temps T s'écrit :

Acc (T, x0) = φ (L∞) = Rn,

ce qui prouve que φ est surjective, et donc d'après le lemme (1.1) la matrice C est
de rang n.

8



9 1.1. ENSEMBLE ACCESSIBLE

Exemple 1.1.1 Le système suivant :

x′ =

(
x′1
x′2

)
=

(
0 1
0 0

)(
x1
x2

)
+

(
0
1

)(
u1
u2

)
= Ax+Bu

est contrôlable car la matrice de Kalman C = (B,AB) =

(
0 1
1 0

)
est de rang 2

= n.

Le théorème suivant nous donne une condition nécessaire et su�sante de contrô-
labilité dans le cas non autonome (instationnaire) i.e. dans le cas ou les matrices A
et B dépendent du temps t.

Théorème 1.1.2 Le système x′ (t) = A (t)x (t) +B (t)u (t) est contrôlable en temps
T ∗ si et seulment si :

C (T ∗) =

∫ T ∗

0

M (t)−1B (t)BT (t)
(
M (t)−1

)T
dt (1.3)

est inversible.

La matrice C (T ∗) est appelée matrice de contrôlabilité. On a C (T ∗) = CT (T ∗) ; et
xTC (T ∗)x ≥ 0 pour tout x ∈ Rn, i.e. C (T ∗) est une matrice symétrique positive.

Preuve 1.1.2 pour tout solution x (t), on a

x (T ∗) = M (T ∗)x0 +M (T ∗)

∫ T ∗

0

M (s)−1B (s)u (s) ds.

Posons
x∗ = M (T ∗)x0.

Si C (T ∗) esi inversible, posons u (t) =
(
M (t)−1B (t)

)T
Ψ, avec Ψ ∈ Rn. Alors

x (T ∗) = x∗ +M (T ∗)C (T ∗) Ψ,

et il su�t de prendre
Ψ = (M (T ∗)C (T ∗))−1 (x1 − x∗) .

Réciproquement, si C (T ∗) n'est pas inversible, alors il existe Ψ ∈ Rn − {0} tel que
ΨTC (T ∗) Ψ = 0. On en déduit :∫ T ∗

0

∥∥∥(M (t)−1B (t)
)T

Ψ
∥∥∥2 dt = 0,

d'où
(
M (t)−1B (t)

)T
Ψ = 0 p.p. sur [0, T ∗], et donc, pour tout contrôle u, on a

ΨT

∫ T ∗

0

M (t)−1B (t)u (t) dt = 0.

9



10 1.1. ENSEMBLE ACCESSIBLE

Posons Ψ1 =
(
M (T ∗)−1

)T
Ψ; on a pour tout contrôle u

ΨT (xu (T ∗)− x∗) = 0,

i.e. xu (T ∗) ∈ x∗+Ψ⊥
(
Ψ⊥ étant l'ortogonal de Ψ

)
, et donc le système n'est pas contrô-

lable.

Remarque 1.1.1 1. La condition (1.3) dépend de T ∗ mais ne dépand pas de la condi-
tion initiale x0 autrement dit si un système linéaire instationnaire est contrôlable
en temps T ∗ depuis x0 alors il est contrôlable en temps T ∗ depuis tout point.

2. Si le système est autonome, on a M (t) = exp (tA) , et donc

C (T ∗) =

∫ T ∗

0

exp (−sA)BBT exp
(
−sAT

)
ds.

Dans ce cas, C (T1)est inversible si et seulement si C (T2)est inversible, i.e. la condi-
tion ne dépend pas de T ∗ (ce qui n'est pas le cas pour le système instationnaire)

Exemple 1.1.2 Soit le système suivant :{
x′ (t) = −y (t) + u (t) cos t
y′ (t) = y (t) + u (t) sin t

L'écriture matricielle du système est

X ′ (t) =

(
x′ (t)
y′ (t)

)
=

(
0 −1
1 0

)(
x (t)
y (t)

)
+

(
cos t
sin t

)
u (t)

On posera

A (t) =

(
0 −1
1 0

)
, B (t) =

(
cos t
sin t

)
, etX (t) =

(
x (t)
y (t)

)
.

La résolvant du système X ′ (t) = A (t)X (t) est donnée par la formule M (t) = exp (tA) .
Les valeurs propres de la matrice A sont ±i. Un calcul simple montre que

exp (tA) =

 1

2
e−it +

1

2
eit

1

2
ieit − 1

2
ie−it

1

2
ie−it − 1

2
ieit

1

2
e−it +

1

2
eit

 =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
par conséquent,

M (t)−1B (t)B (t)T
(
M (t)−1

)
T

=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)(
cos t
sin t

)(
cos t
sin t

)T
[(

cos t − sin t
sin t cos t

)−1]T
=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)(
cos2 t cos t sin t

cos t sin t sin2 t

)(
cos t − sin t
sin t cos t

)
=

(
cos 2t 0
sin 2t 0

)

10



11 1.2. SYSTÈMES RETARDÉS

La matrice de contrôlabilité au temps T ∗ est alors

C (T ∗) =

∫ T ∗

0

exp (−sA)B (s)B (s)T exp
(
−sAT

)
ds

=

∫ T ∗

0

(
cos 2t 0
sin 2t 0

)
ds =

 1

2
sin 2T ∗ 0

1

2
− 1

2
cos 2T ∗ 0

 .

Il est clair que la matrice C (T ∗) n'est pas inversible, donc le système donné n'est
pas contrôlable.

1.2 Systèmes retardés

Jusqu'à maintenant, le problème de contrôlabilité des systèmes dynamiques li-
néaires a été largement étudié dans de nombreux journaux. Néanmoins ce n'est
pas le cas pour les systèmes non-linéaires et semi-linéaires, en particulier, les sys-
tèmes avec des retards dans le contrôle et avec des contrôles limités.
Rappelons que les systèmes de contrôle dynamiques semi-linéaires retardés en
contrôle doivent contenir di�érents types de retards, à la fois dans les parties
linéaires pures et non-linéaires pures dans les équations di�érentielles d'état.

1.3 Systèmes stochastiques

La théorie de contrôle classique est basé sur approches déterministes. Cependant,
l'incertitude est la caractéristique fondamentale de plusieurs systèmes dynamiques
réels.
La théorie des systèmes dynamiques stochastiques est maintenant un sujet de re-
cherche bien établi, qui est encore en développement intensif et o�re de nombreux
problèmes ouverts dans plusieurs domaines d'application, problèmes de l'économie,
problèmes de décision, la physique statistique,l'épidémiologie, théorie de risque, les
mathématique de l'assurance, la théorie de �abilité et autres méthodes basées sur
des équations stochastiques.
la modélisation stochastique a été largement utilisée pour modéliser les phéno-
mènes apparaissant dans de nombreuses branches de la science comme la biologie,
l'économie, la mécanique,l'électronique et la télécommunication.
La contrôlabilité dans le cas des systèmes dynamiques stochastiques linéaires et
non-linéaires, a récemment reçue l'attention de beaucoup de chercheurs et a été
discutées dans di�érents articles et monographies.
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12 1.4. MOUVEMENT BROWNIEN

1.3.1 Processus stochastique

Un processus dynamique est une structure mathématique utilisée pour modéliser
l'évolution déterministe de certains phénomènes (physique) dans le temps. Le mot
clé ici est déterministe. On dit qu'un système est déterministe si son future est
complètement prédictible connaissant de son état initial. Mais s'il y a quelques in-
trinsèque randomisations dans le système, qui rend la prédiction parfaite du future
impossible, on utilise alors une autre structure mathématique dite processus sto-
chastique. Donc un processus stochastique est une structure mathématique utilisée
pour modeler les di�érents phénomènes où la prédiction de la future est impos-
sible pour des raisons di�érentes : soit le système est soumis à une ou plusieurs
forces inconnues, ou bien tout simplement, les forces agissent d'une façon aléatoire.
Citant à titre d'exemple, les systèmes suivants : - Le mouvement d'une particule
dans un �uide (mouvement Brownien). - Le nombre de photons absorbés ou émis
par un atome. - La position d'un piston soumis au choc des molécules d'un gaz. -
Le mouvement des planètes lointaines. (Ω,F ,P) est un espace probabilisé complet
i.e. si B ∈ F tel que P(B) = 0 et A ⊂ B, alors A ∈ F .
Une base stochastique est la donnée de (Ω,F , (Ft)t≥0,P) où Ft est une famille de sous
tribus de F telle que Fs ⊂ Ft pour s ≤ t. {Ft, t ≥ 0} s'appelle une �ltration.

Dé�nition 1.3.1
Un processus stochastique X := {Xt, t ≥ 0 est une collection de variables aléatoires
Xt, t ≥ 0,

Xt :Ω→ Rn

ω 7→ Xt(ω)

On dira que le processus {Xt, t ≥ 0} est adapté à Ft si ∀t ≥ 0, Xt est Ft-mesurable.
L'application (pour ω ∈ Ω �xé )

X.(ω) :R+ → Rn

t 7→ Xt(ω)

s'appelle une trajectoire du processus.

1.4 Mouvement Brownien

Robert Brown (1828) observe le mouvement irrégulier de particules de pollen en
suspension dans l'eau. Delsaux (1877) explique les changements incessants de direc-
tion de trajectoire par les chocs entre les particules de pollen et les molécules d'eau.
Bachelier (1900) met en évidence le caractère markovien du mouvement Brownien,
en vue d'étudier les cours de la Bourse. Einstein (1905) détermine la densité de

12



13 1.5. MARTINGALE

transition du mouvement Brownien par l'intermédiaire de l'équation de la chaleur
et relie ainsi le mouvement Brownien et les équations aux dérivées partielles de
type parabolique. Smoluchowski (1905) décrit le mouvement Brownien comme une
limite de promenades aléatoires. N. Wiener (1923) réalise la première étude ma-
thématique rigoureuse et donne une démonstration de l'existence du Brownien.
On se donne un espace (Ω, F, P ) et un processus (Bt, t ≥ 0) sur cet espace.
Le processus (Bt, t ≥ 0) est un mouvement Brownien ou processuce de Wiener si

1. P (B0 = 0) = 1 (le mouvement Brownien est issu de l'origine).

2. 0 ≤ st, Bt−Bs est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance t−s.
3. ∀n,∀ti, 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn, les variables Btn − Btn−1 , ..., Bt1 − Bt0 , Bt0 sont indé-

pendantes.

Remarque 1.4.1

(a) Notons que la �ltration naturelle du mouvement brownien (Bt, t ≥ 0) est
FB

t = σ(Bs, s ≤ t).

(b) Un mouvement Brownien W (t) est standard si W0 = 0 ps , E(Wt) = 0, E((Wt)
2) =

t.

1.5 Martingale

1.5.1 Espérance conditionnelle

On �xe un espace probabilisé (Ω,F , P ).
Rappelons que l'ensemble des variables aléatoires de carré intégrable, noté par
L2(Ω,F , P ), est un espace de Hilbert pour le produit scalaire 〈X, Y 〉 = E[XY ].
Soit Z un élément de L1(Ω,F , P ) et G une sous-tribu de F . On appelle espé-
rance conditionnelle de Z sachant G, l'unique élément Y de L1(Ω,G, P ) tel que
∀X ∈ L∞(Ω,G, P ), E(XZ) = E(XY ).
On notera cet élément Y = E(Z|G).
Dans le cas particulier où la tribu G est engendrée par une variable aléatoire ou un
vecteur aléatoire V (G = σ(V )), on notera E(Z|V ) comme abréviation de E(Z|σ(V )).

propriétés 1.5.1
Soit X une variable aléatoire dans L1(Ω,F , P ). On note G une sous-tribu de F .
1. Pour tous réels a et b et toute variable aléatoire réelle X intégrable, E[aX +

b|G] = aE[X|G] + b ; et pour toutes variables aléatoires réelles X1, X2 intégrables
E[X1 +X2|G] = E[X1|G] + E[X2|G]

2. Si X1 ≤ X2 p.s. alors E[X1|G] ≤ E[X2|G].

3. Si X est une variable aléatoire réelle G-mesurable alors E[X|G] = X p.s. en
particulier E[1|G] = 1.

13



14 1.5. MARTINGALE

4. Si est une variable réelle alors E[E[X|G]] = E[X].

5. Soient X et Z deux variables aléatoires réelles intégrables telles que XZ soit
aussi intégrable. Supposons Z est G-mesurable alors E[XZ|G] = ZE[X|G] p.s.

1.5.2 Martingales

Dé�nition 1.5.1
Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé et (Ft)t≥0 une �ltration de cet espace. Une fa-
mille (Mt)t≥0 adapté de variables aléatoires intégrables (E|Mt| < +∞) est

une martingale si pour tout s ≤ t, E(Mt|Fs) = Ms.

une sur martingale si pour tout s ≤ t, E(Mt|Fs) ≤Ms.

une sous martingale si pour tout s ≤ t, E(Mt|Fs) ≥Ms.

1.5.3 Intégrale stochastique

W = (W (t))t≥0 est un mouvement Brownien standard dé�ni sur un espace de proba-
bilité (Ω,F , P ). Cette espace de probabilité est de plus équipé de la �ltration naturelle
(F(W (t))t≥0.
Nous cherchons à dé�nir l'intégrale∫ T

0

f(s)dw(s), T > 0

pour tout f ∈ L2(0, T ).
La construction de l'intégrale stochastique (ou de Itô) se construit de façon sem-
blable à celle de l'intégrale classique de Riemann-Stieltjes. L'intégrale est tout
d'abord dé�nie sur une classe de processus étags (ou élémentaires) notée ε([0, T ],Ω)
et ensuite elle est étendue à une classe plus large par approximation.

Théorème d'existence et d'unicité pour les équations di�é-

rentielles stochastiques

Soit T > 0 et

b(., .) : [0, T ]× Rn −→ Rn (1.1)

σ(., .) : [0, T ]× Rn −→ Rn×m (1.2)

deux fonctions mesurables satisfaisant ;

|b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|), x ∈ Rn, t ∈ [0, T ],

14



15 1.5. MARTINGALE

pour un certain constant C,et tel que

|b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ D|x− y|, x, y ∈ Rn, t ∈ [0, T ],

où D est un constant. Soit Z une variable aléatoire qui est indépendant du σ−
algèbre F (m)

∞ engendré par Bs(.), s ≥ 0 et tel que E(|Z|2) < ∞. Alors l'équation
stochastique

{
dx(t) = Ax(t) +Bu(t) + σ̄dwt

x(0) = x0 = Z, t ∈ [0, T ]

a une solution xt(w)−continue unique qui possède la propriété suivante :

xt(w) est adapté à la �ltration FZ
t engendré par Z et Bs(.), s < t et E(

∫ T

0

|xt|2) <∞.

15



Chapitre 2

Contrôlabilité stochastique des système

linéaires à retard dans le contrôle

2.1 Dé�nitions

Dans tout ce mémoire, on note par :

(i) L'espace de probabilité (Ω,z, P ).

(ii) {zt|t ∈ [0, T ]} le �ltration engendré par {ω (s) : 0 ≤ s ≤ t}.
(iii) L2(Ω,zT ,Rn) l'espace de Hilbert de toutes les variables zT -measurables inté-

grables à valeurs dans Rn.

(iv) Lz
P ([0, T ] ,Rn) est l'espace de Hilbert de tous les processus quarré intégrables
et zt−mesurable à valeurs dans Rn.

(v) X2 l'espace de Banach de tous les processus quarré intégrables et zt-adaptet
ϕ (t), muni de la norm

‖ϕ (t)‖ =

(∫ t

−h
E ‖ϕ (t)‖2

)
,where E is Expected value.

(vi) L(X, Y ) l'espace de tous les opérateurs linéaires bornés d'un espace de Banach
X dans un espace de Banach Y .

(vii) Uad = L2([0, T ],Rm).

(viii) φ (t) = exp (At).

La contrôlabilité complète du système stochastique linéaire à retard dans le contrôle{
dx (t) = [Ax(t) +B0u(t) +B1u(t− h)] dt+ σdω(t)
x(0) = x0 ∈ L2 (Ω,zT ,Rn) and u(t) = 0, t ∈ [−h, 0)

(1.1)

a été étudié par plusieurs auteurs, (voir Klamka [[1]]).
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17 2.2. PRELIMINARIES

Le problème de contrôlabilité d'un système stochastique semi-linéaire à retard dans
le contrôle{

dx(t) = [Ax(t) +Bu(t) + f(t, x(t))] dt+ σ (t, x(t))dω(t)) ,t ∈ [0, T ] , T � h
x(0) = x0 ∈ Rn

a été étudié par plusieurs auteurs, (voir Mahmudov [[2]])
Dans ce papier, on examine la contrôlabilité complète du système stochastique
semi-linéaire avec retard suivant :

dx(t) = [Ax(t) +B0u(t) +B1u(t− h) + f(t, xt)] dt+ σ(t, xt)dω(t),t ∈ (0, T ] (1.2)

x(t) = Ψ(t),t ∈ [−h, 0] , x(0) = Ψ(0) = x0 (1.3)

u(t) = 0,t ∈ [−h, 0]
(1.4)

Où h > 0 est le constant de retard et l'état x(t) ∈ L2(Ω,zt,Rn) = X et le contrôle
u(t) ∈ L2([0, T ],Rm) = U , A est une matrice constante de dimension n × n , B0 et B1

sont des matrices constantes de dimension n×m.
Les processus stochastiques xt et Ψ dans L2([−h, 0],Rn) dé�nis de la manière sui-
vante :

xt(s) = {x(t+ s)| − h ≤ s ≤ 0|}
Ψ = {Ψ(s), s ∈ [−h, 0]}

Les fonctions f(., .), σ(., .) sont dé�nies respectivement σ(., .) : [0, T ]×L2([−h, 0],Rn)→
Rn×n, f(., .) : [0, T ] × L2([−h, 0],Rn) → Rn comme des fonctions non linéaires et ω est
un processus de Wiener de dimension n.

2.2 Preliminaries

Sous les conditions initiales (1.3), (1.4),pour tout contrôle admissible u ∈ Uad, t ∈
[−h, T ] et des fonctions non linéaires f(t, xt) et σ(t, xt) il existe une solution unique
x(t;x0, u) ∈ L2(, t,Rn) du système di�érentiel stochastique semi-linéaire (1.2)qui peut
se représenter par la forme intégrale suivante

x(t;x0, u) =


exp(At)x0 +

∫ t

0

exp(A(t− s))(B0u(s) +B1u(s− h) + f(s, xs))ds

+

∫ t

0

exp(A(t− s))σ(s, xs)dω(s) pour t > 0

Ψ(t) pour t ∈ [−h, 0]

2.1

Puisque u(t) = 0 pour t ∈ [−h, 0] alors la solution sur t ∈ [0, h], prend la forme
suivante

x(t;x0, u) = exp(At)x0 +

∫ t

0

exp (A (t− s)) (B0u(s) + f (s, xs)) ds2.2 (2.1)

+

∫ t

0

exp (A (t− s))σ (s, xs) dω (s)
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18 2.2. PRELIMINARIES

Pour t > h on a

x(t;x0, u) = exp (At)x0 +

∫ t

0

exp (A (t− s)) (B0u (s) + f (s, xs)) ds2.3 (2.2)

+

∫ t−h

0

exp (A (t− s− h))B1u (s) ds

+

∫ t

0

exp (A (t− s))σ (s, xs) dω (s)

c'est équivalent à

x (t;x0, u) = exp (At)x0 +

∫ t−h

0

(exp (A (t− s))B0 + exp (A (t− s− h))B1)u (s) ds

+

∫ t

t−h
exp (A (t− s))B0u (s) ds

+

∫ t

0

exp (A (t− s)) f (s, xs) ds+

∫ t

0

exp (A (t− s))σ (s, xs) dω (s)

Pour T > h , nous introduisons les ensembles et les opérateurs suivants
L'opérateur LT ∈ L (Lz

2 ([0, T ] ,Rm) ,L2 (Ω,zT ,Rn)) ,dé�ni par

LTu =

∫ T−h

0

(exp (A (T − s))B0 + exp (A (T − s− h))B1)u(s)ds

+

∫ T

T−h
exp (A (T − s))B0u (s) ds

L'opérateur adjoint de L∗T ∈ L2(Ω,zT ,Rn)→ Lz
2 ([0, T ] ,Rm)dé�ni

L∗T z =

{
(B∗0 exp (A∗ (T − t)) +B∗1 exp (A∗ (T − t− h)))E {z|zt}pour t ∈ [0, T − h]

B∗0 exp (A∗ (T − t))E {z|zt}pour t ∈ (T − h, T ]

L'ensemble de tous les états atteignables dans un temps T d'un état initial x(0) = x0
∈ L2(Ω,zT ,Rn),en utilisant les contrôles admissibles est dé�ni par

RT (Uad) = {x (T ;x0, u) ∈ L2 (Ω,zT ,Rn) : u ∈ Uad}
où

x (T ;x0, u) = exp (At)x0 + LTu+

∫ T

0

exp (A(t− s)) (f (s, xs) ds+ σ (s, xs) dω (s))

L'opérateur linéaire de contrôlabilité ΠT
0 ∈ L (L2 (Ω,zT ,Rn) ,L2 (Ω,zT ,Rn))

ΠT
0 {.} = LT (LT )∗ {.}

=

∫ T−h

0

(exp (A (T − t))B0B
∗
0 exp (A∗ (T − t)) + exp (A (T − t− h))

×B1B
∗
1 exp (A∗ (T − t− h)))E {.|zt} dt

+

∫ T

T−h
(exp (A (T − t))B0B

∗
0 exp (A (T − t)))E {.|zt} dt

18



19 2.3. PREMIER RÉSULTAT

la matrice de contrôlabilité ΓT
s ∈ L (Rn,Rn) :

ΓT
s = LT (s)L∗T (s)

=

∫ T−h

s

(exp (A (T − t))B0B
∗
0 exp (A∗ (T − t)) + exp (A (T − t− h))

×B1B
∗
1 exp (A∗ (T − t− h))) dt

+

∫ T

T−h
exp (A (T − t))B0B

∗
0 exp (A∗ (T − t)) dt

Dé�nition 2.2.1 Un système de contrôle est dit totalement contrôlable dans l'in-
tervalle I = [0, T ] si pour chaque état initial x0 et l'état �nal désiré x1, il existe
un contrôle u (t) tel que la solution x (t) du système correspondant à ce contrôle u
satisfait x (T ) = x1.

Dans ce travail, o va obtenir quelques conditions su�santes pour une contrôlabilité
complète avec des contrôles admissibles sans contraintes du système 1.2.

2.3 Premier résultat

Le lemme suivant nous donne une formule pour un contrôle transférant l'état x0 à
un état arbitraire xT .

Lemme 2.3.1 Supposons que l'opérateur ΠT
0 est inversible. Alors pour un xT ∈

Lz
2 (Ω,zT ,Rn), f(., .) ∈ Lz

2 ([0, T ],Rn), σ(., .) ∈ (Lz
2 ([0, T ],Rn×n) ,le contrôle

u(t) =



B∗0 exp (A∗ (T − t))

×E
{(

ΠT
0

)−1(
xT − exp(AT )x0 −

∫ T−h

0

exp(A(T − s))(f(s, xs)ds+ σ(s, xs)dω(s))

)
|zt

}
pour t ∈ [0, h]
(B∗0 exp(A∗(T − t)) +B∗1 exp(A∗(T − h− t)))

×E
{

(ΠT
0 )−1

(
xT − exp(AT )x0 −

∫ T

T−h
exp(A(T − s))(f(s, xs)ds+ σ(s, xs)dω(s))

)
|zt

}
pour t ∈ (h, T ]

transfère le système (2.1) de x0 ∈ Rn à xT dans le temps T et

x(t) = exp(At)x0 + Πt
0

[
exp(A∗(T − t))

(
ΠT

0

)−1 × (xT − exp(AT )x0 3.1 (2.3)

−
∫ T

0

exp(A(T − r))f(r, xr)dr −
∫ T

0

exp(A(T − r))σ (r, xr) dω(r))

]
+

∫ t

0

exp(A(t− s))f(s, xs)ds+

∫ t

0

exp(A(t− s))σ(s, xs)dω(s)

à condition que la solution de (2.3) existe.

19



20 2.3. PREMIER RÉSULTAT

Preuve 2.3.1 Par la substitution de u(t) dans (2.1) et (2.2) , on obtient
Pour t ∈ [0, h]

x(t;x0, u) = exp(At)x0 +

∫ t

0

exp(a(t− s))B0B
∗
0 exp(A∗(t− s))

×E
{(

ΠT
0

)−1(
xT − exp(AT )x0 −

∫ T−h

0

exp(A(T − s))(f(s, xs)ds+ σ(s, xs)dω(s))

)
|zt

}
+

∫ t

0

exp(A(t− s))(f(s, xs)ds+

∫ t

0

exp(A(t− s))σ(s, xs)dω(s)

Pour t ∈ (h, T ]

x(t;x0, u) = exp(At)x0 +

∫ t−h

0

(exp (A (t− s))B0B
∗
0 exp (A∗ (t− s))

+ exp (A (T − h− s))B1B
∗
1 exp (A∗ (T − h− s)))

×E
{(

ΠT
0

)−1(
xT − exp (AT )x0 −

∫ T

T−h
exp (A (T − s)) f(s, xs)ds

−
∫ T

T−h
exp (A (T − s))σ(s, xs)dω(s))

)
|zs

}
ds+

∫ t

t−h
exp(A(t− s))B0B

∗
0 exp(A∗(T − s))

×E
{(

ΠT
0

)−1(
xT − exp(AT )x0 −

∫ T−h

0

exp(A(T − s))(f(s, xs)ds{
−
∫ T−h

0

exp(A(T − s))σ(s, xs)dω(s, xs)

)
|zs

}
ds+

∫ t

0

exp(A(t− s))f(s, xs)ds

+

∫ t

0

exp(A(t− s))σ(s, xs)dω(s)

Ainsi, en tenant compte de la forme de l'opérateur ΠT
0 , Nous avons

x(t;x0, u) = exp(At)x0

+Πt
0

[
exp(A∗(T − t))(

(
ΠT

0

)−1
(xT − exp(AT )x0

−
∫ T

0

exp(A(T − s))(f(s, xs)ds+ σ(s, xs)dω(s))

)]
+

∫ T

0

exp(A(T − s))f(s, xs)ds+

∫ T

0

exp(A(T − s))σ(s, xs)dω(s)
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21 2.3. PREMIER RÉSULTAT

En posant t = T dans l'équation précédente, on obtient

x(t;x0, u) = exp(At)x0

+ΠT
0

[(
ΠT

0

)−1(
xT − exp(AT )x0 −

∫ T

0

exp(A(T − s)) (f(s, xs)ds+ σ(s, xs)dω(s))

)]
+

∫ T

0

exp(A(T − s))f(s, xs)ds+

∫ T

0

exp(A(T − s))σ(s, xs)dω(s)

x(t;x0, u) = xT

Le lemme suivant joue un rôle important dans la preuve de nôtre deuxième résultat.

Lemme 2.3.2 Pour tout z ∈ L2 (Ω, zT , R
n), il existe un processus ϕ (.) ∈ L2

(
[0, T ] , Rn×n) tel

que

z = Ez +

∫ T

0

ϕ (s) dω (s)

ΠT
0 z = ΓT

0Ez +

∫ T

0

ΓT
s ϕ (s) dω (s)

De plus

E
∥∥ΠT

0 z
∥∥2 ≤ ME ‖E {z | FT}‖2

≤ ME ‖z‖2 , z ∈ L2 (Ω, FT , R
n)

la condition (A3) est véri�ée, alors pour un certain γ > 0

E
〈
ΠT

0 z, z
〉
≥ γE ‖z‖2 , pour tout z ∈ L2 (Ω, FT , R

n)

par conséquent

E
∥∥∥(ΠT

0

)−1∥∥∥2 ≤ 1

γ
= l4

Dans cette section, on donne les conditions de contrôlabilité du système (2.3) , en
utilisons

le principe de l'application contractante. Supposons les conditions suivantes :

(A1) (f, σ) satisfait la condition de Lipschitz par rapport à x :

‖f (t, xt)− f (t, yt)‖2 ≤ L1 ‖xt − yt‖2 , ‖σ (t, xt)− σ (t, yt)‖2 ≤ L2 ‖xt − yt‖2
pour tout xt, yt ∈ L2 ([−h, 0] , Rn) , 0 < t ≤ T

(A2) (f, σ) est continue sur [0, T ]×Rn et satisfait

‖f (t, xt)‖2 ≤ L3

(
‖xt‖2 + 1

)
, ‖σ (t, xt)‖2 ≤ L4

(
‖xt‖2 + 1

)
(A3) Le système linéaire (1.1)est complètement contrôlable.
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22 2.3. PREMIER RÉSULTAT

Soit S une application dé�nie sous la forme suivante

S (x) (t) =



Ψ (t) for t ∈ [−h, 0]

exp (At)x0 + Πt
0

[
exp (A∗ (T − t))

((
ΠT

0

)−1 × (xT − exp (AT )x0

−
∫ T

0

exp (A (T − r)) f (r, xr) dr −
∫ T

0

exp (A (T − r))σ (r, xr) dω (r)

))]
+

∫ t

0

exp (A (t− r)) f (s, xs) ds+

∫ t

0

exp (A (t− s))σ (s, xs) dω (s) pour t ∈ [0, T ]

D'après le lemme 1,le controle u (t) transfère le système(2.3) d'un état initial x0 vers
un état �nal xT à condition que l'opérateur S admet un point �xe. Donc, si l'opé-
rateur S possède un point �xe alors le système (1.2) admet une solution unique. il
est donc complètement contrôlable.
Donnons, maintenant les deux notations

l1 = max ‖exp (At)‖2 : t ∈ [0, T ] . l2 = max
(
‖B0‖2 , ‖B1‖2

)
l3 = E ‖xT‖2 ,M = max

∥∥ΓT
s

∥∥2 : s ∈ [0, T ]

Théorème 2.3.1 Sous les conditions (A1) , (A2) , (A3) et l'inégalité(
4l1L (Ml1l4 + 1) (T + 1)T 2

) 1
2 < 1 (3.2)

le système 1.2 est complètement contrôlable.

Preuve 2.3.2 Comme mentionné ci-dessus, pour prover la contrilabilité complète,
il su�t de montrer que S admet un point �xe dansX2. Pour ce faire, nous utilisons
le principe de l'application contractante. Appliquer le principe de la contraction,
nous montons d'abort que S est dé�ni de X2 dans lui-même.Maintenant par Lemme
1 nous avons
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23 2.3. PREMIER RÉSULTAT

E ‖(Sx) (t)‖2

= E
∥∥∥Ψ (t) + exp (At)x0 + Πt

0

[
exp (A∗ (T − t))×

(
ΠT

0

)−1
(xT − exp (AT )x0

−
∫ T

0

exp (A (T − r)) f (r, xr) dr −
∫ T

0

exp (A (T − r))σ (r, xr) dω (r)

)]
+

∫ t

0

exp (A (t− s)) f (s, xs) ds+

∫ t

0

exp (A (t− s))σ (s, xs) dω (s)

∥∥∥∥2
≤ 5 ‖Ψ (t)‖2 + 5 ‖exp (At)x0‖2 + 5E

∥∥∥Πt
0

[
exp (A∗ (T − t))×

(
ΠT

0

)−1
(xT − exp (AT )x0

−
∫ T

0

exp (A (T − r)) f (r, xr) dr −
∫ T

0

exp (A (T − r))σ (r − xr) dω (r)

)]∥∥∥∥2
+5t

∫ t

0

‖exp (A (t− r))‖2E ‖f (r, xr)‖2 dr + 5

∫ t

0

‖exp (A (t− r))‖2E ‖σ (r, xr)‖2 dr

≤ 5 ‖Ψ (t)‖2 + 5l1 ‖x0‖2L2[−h,0] + 20Ml1l4

(
l3 + l1 ‖x0‖2 + T l1

∫ T

0

E ‖f (r, xr)‖2 dr

+l1

∫ T

0

E ‖σ (r, xr)‖2 dr
)

+ 5l1

∫ t

0

(
TE ‖f (r, xr)‖2 + E ‖σ (r, xr)‖2

)
dr

≤ B1 +B2

(∫ T

0

(
TE ‖f (r, xr)‖2 + E ‖σ (r, xr)‖2

)
dr

)
ici B1 > 0 and B2 > 0 sont des constants. La condition A2 a�rme l'exixtence d'un
constant C1 > 0 tel que

E ‖(Sx) (t)‖2 ≤ C1

(
1 +

∫ T

0

E ‖xr‖2 dr
)

= C1

(
1 +

(∫ T

0

E

∫ 0

−h
‖x (r + s)‖2 dsdr

))
= C1

(
1 +

(∫ T

0

E

∫ r

r−h
‖x (v)‖2 dvdr

))
≤ C1

(
1 +

(∫ T

0

E

∫ T

−h
‖x (v)‖2 dvdr

))
≤ C1

(
1 + T

(∫ T

−h
E ‖x (v)‖2 dv

))
Cela implique que(∫ T

−h
E ‖(Sx) (t)‖2 dt

) 1
2

≤
(∫ T

−h
C1

(
1 + T

(∫ T

−h
E ‖x (v)‖2 dv

))
dt

) 1
2

≤
√
C1

√
T + h

(
1 + h

(∫ T

−h
E ‖x (t)‖2 dt

)) 1
2
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24 2.3. PREMIER RÉSULTAT

Pour tout t ∈ [−h, T ]. Alors S est une application interne de X2. Prouvons mainte-
nant que S est une contraction. Soient x et y dans X2, alors

E ‖(Sx) (t)− (Sy) (t)‖2

= E

∥∥∥∥Πt
0

[
exp (A∗ (T − t))

(
ΠT

0

)−1 × (∫ T

0

exp (A (T − s)) (f (s, ys)− f (s, xs))

)
ds

+

∫ T

0

exp (A (T − s)) (σ (s, ys)− σ (s, xs)) dω (s)

]
+

∫ t

0

exp (A (t− s)) (f (s, xs)− f (s, ys)) ds

+

∫ t

0

exp (A (t− s)) (σ (s, xs)− σ (s, ys)) dω (s)

∥∥∥∥2
≤ 4Ml21l4

(
T

∫ T

0

E ‖f (s, xs)− f (s, ys)‖2 ds+

∫ T

0

E ‖σ (s, xs)− σ (s, ys)‖2 ds
)

+4l1

(
T

∫ t

0

E ‖f (s, xs)− f (s, ys)‖2 ds+

∫ t

0

E ‖σ (s, xs)− σ (s, ys)‖2 ds
)

= 4Ml21l4L (T + 1)

∫ T

0

E ‖xs − ys‖2 ds+ 4l1L (T + 1)

∫ t

0

E ‖xs − ys‖2 ds

≤ 4l1L (Ml1l4 + 1) (T + 1)

∫ T

0

E ‖xs − ys‖2 ds

= 4l1L (Ml1l4 + 1) (T + 1)

(∫ T

0

E

∫ 0

−h
‖x (t+ s)− y (t+ s)‖2 dtds

)
= 4l1L (Ml1l4 + 1) (T + 1)

(∫ T

0

E

∫ s

s−h
‖x (v)− y (v)‖2 dvds

)
≤ 4l1L (Ml1l4 + 1) (T + 1)

(∫ T

0

E

∫ T

−h
‖x (v)− y (v)‖2 dvds

)
≤ 4l1L (Ml1l4 + 1) (T + 1)T

(∫ T

−h
E ‖x (v)− y (v)‖2 dv

)
Cela implique que(∫ T

−h
E ‖(Sx) (t)− (Sy) (t)‖2 dt

) 1
2

=

(∫ T

0

E ‖(Sx) (t)− (Sy) (t)‖2 dt
) 1

2

≤
(∫ T

0

4l1L (Ml1l4 + 1) (T + 1)T

(∫ T

−h
E ‖x (v)− y (v)‖2 dv

)
dt

) 1
2

≤
(
4l1L (Ml1l4 + 1) (T + 1)T 2

) 1
2

(∫ T

−h
E ‖x (t)− y (t)‖2 dt

) 1
2

Donc, S est une application de contraction si l'inégalité (3.2) est véri�ée. Alors
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2.4. EXEMPLE

l'application S admet un unique point �xex (.) dans X2 qui est la solution (1.2) .
Ainsi le système (1.2) est complètement controlable. Le théorème est prouvé.

2.4 Exemple

Exemple 2.4.1 Considérons le système stochastique semi linéaire à deux dimen-
sions avec retard dans le controle suivant

dx (t) = [A0x (t) +B0u (t− h) +B1u (t− h) + f (t.xt)] + σ (t, xt) dω (t) pour t ∈ [0, T ]
x (0) = Ψ(0) = x0
u (t) = 0, t ∈ [−h, 0] .

(4.1)
ω (t) est le processus de Wiener à une dimension et

A0 =

[
−1 1
−1 −1

]
, B0 =

[
1 0
0 1

]
, B1 =

[
0 −1
1 0

]

f (t, xt) =
1

a

[
sinxt
xt

]
, σ (t, xt) =

1

b

[
xt 0
0 cos xt

]
‖f (t, xt)− f (t, yt)‖2 ≤

2

a2
‖xt − yt‖2

‖σ (t, xt)− σ (t, yt)‖2 ≤
2

b2
‖xt − yt‖2

alors. En prenant la norme euclidienne

‖f (t, xt)− f (t, yt)‖2 + ‖σ (t, xt)− σ (t, yt)‖2 ≤ L ‖xt − yt‖2 (4.2)

où

L =

(
2

a2
+

2

b2

)
(4.3)

on a donc
‖A0‖ = 2, ‖B0‖ =

√
2, ‖B1‖ =

√
2

On peut voir que les conditions du théorème (3.1) et à l'aide de la dé�nition et
lemme 2 pour un L su�sament petit dans (4.3) , sont véri�ées pour tout T. Alors le
système (4.1) est complètement contrôlable.
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Conclusion

Dans ce mémoire, des conditions su�santes pour une contrôlabilité exacte relative
des systèmes de contrôle stochastiques linéaires à dimensions �nies non station-
naires avec un retard dans le temps dans le contrôle ont été formulées et prouvées.
Ces conditions s'étendent au cas d'un retard les conditions connues de contrôlabi-
lité exacte stochastique pour des systèmes de commande dynamiques sans retards.
En�n, il convient de souligner qu'en utilisant les techniques standard, il est pos-
sible d'étendre les résultats présentés dans ce mémoire aux systèmes de contrôle
stochastiques linéaires non stationnaires plus généraux avec de nombreux retards
dans le temps. De plus, l'extension de la contrôlabilité exacte absolue stochastique
et de la contrôlabilité approximative absolue stochastique dans un intervalle de
temps donné est également possible.
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