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Résumé

Aujourd’hui on trouve que les équations différentielles fractionnaires utilisables dans
plusieurs branches que se soit technique ou chimique par exemple on les trouve dans la
medicine, 'ingénierie, ’électrochimie, la phyisique, la théorie du controle ,.,.;ete.

Alors, d’aprés ce mémoire on résumé 'objectif qui est étudier 'existence et I'unicité
de la solution d'un probléme fractionnaire, les bases de tous les résultats obtenus dans ce
travail sont les techniques du point fixe, on étudier une équation différentielle fractionnaire
de type Caputo avec des conditions aux limites, Alors on présente quelques résultats
d’existence et d'unicité. enfin dans la conclusion on illustre les exemples.

Mots clés:
Dérivée fractionnaire de Caputo, dérivée fractionnaire de Riemann-liouville, point fixe

de Banach, point fixe de Scheafer, Leray-Schauder.



Abstract

Today we find that the fractional differential equations that can be used in several
sectors, be they technical or chemical, for example, are found in medicine, engineering,

electrochelistry, phyies, the theory of control,ect.
go, after this paper we summarize the objective which is to study the existence and

the uniqueness of the solution of a fractional problem.the bases of all the results obtained
in this work are the techniques of the fixed point. We study a fractional differential
equation. Caputo type with boundary conditions. Then we present some results of
existance and uniqueness. Finally in the conclusion we illustrate the examples.

Key words:
fractional derivative of Caputo, fractional derivative of Riemann-liouville, fixed point

of Banach, fixed point of Scheafer, leray- Scheafer.
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Part 1

Introduction



Le calcul fractionnaire connait & 1’heure actuelle une grande popularité parmi les cher-
cheurs en slence et en ingénirie,ll & montré son énorme potentiel pour comprendre mieux la
nature,d’apprécien le monde merveilleux des mathématique qui se trouve entre les dérivée
et lintegrale d’ordre entier.

(Quand on introduit la notion de calcule on revientd la question del’hopital ,posée a

a s

Leibniz concernant la singnification 5 sin = %,Le concept 8’est géniralisé pour differentes

applications qui ont donnée de bon résultats.

Le calcul fractionaire est utilisé profond é ment dans les domaines de la viscoélasticité la
rhéologie, I’eléctrochimie, la physique et la théorie de la commande (4,6, 8, 21, 26, 29, 30/.

dans les derniéres année un interét considérable est est attribuée a I’étude des équations
différentilles d’ordre fractionaire et de nombreuses monographies sont dédiées 4 ce sujet
voir [1,3,7, 18,20, 28,31, 32].

Les équation différentielle d’ordre fractionnaire et appliquées aussi dans la
modilisation quelques phénoménes. tels que en viscoélasticité,électrochimie,
contréle,ete.[4, 6, 8, 21, 26, 29, 30.

Les dérnmiers publication est traitant la résolution des équation différentielles frac-
tionnaires par différentes méthodes telles que la méthode des sous et sur solutions,les
théorémes du point fixe,ete.[1,3, 7, 18, 20, 28, 31, 32].

Dans ce mémoire, on s’entéresse seulement 'existence et 1'unicité de la solution de

I'equation différentielle avec la derivée fractionnaire de type Caputo suivant:

“D*x(t) = g(t, 2(t)) pour tout t € J = [0,TY, (1.1}

avec les conditions

z(0) = zo,2'(0) = z5, 2"(T) =2r (1.2)

on & trois résultats, le premier sur 'existence et 'unicité dela solution montrée par le

théoréme du point fixe de Banach.

Le deuxiéme résultats conservue 'existence de la solutions est établit par le théoréme
du point fixe de schaefer.Le derneire résultats conservant 'éxistence est montrée par
lalternative non linéaire de type Leray-Schauder, on finalisé par un exemple contaul

les résultats obtenu.

Ce mémoire est se decompose de:

Le premier chapitre concerne, les rappels des notions et définitions des fonctions spé-
clales, les dérivées fractionnaires de type Caputo er Riemann-Liouville et I'intégrale frac-
tionnaire de Riemann-Liouville.

on donne quelques théorémes du point fixe tels que le théoréme da Banach, le théoréme
de Scheafer, L’alternative non linéaire de Leray Svhauder et le théoréme de Krasnoselskii

dans le deuxiéme chapitre.




on étudie l'existence et I'unicité de la solution du probléme (1.2) —(1.2) par application
des théoréme du point fixe dans troisiéme chapitre. Onfinaliser ce chapitre par un exemple
est une conclution et cléture par une bibliographie.

Mots clés:

Calcule fractionnaire, intégrale fractionnaire au de Riemann-Lioville, dérivée fraction-

naire, théoréme du point fixe, existence et 'unicité de la solution.




Part 11

Chapitrel:Calcul fractionnaire



0.1 Fonctions spéciales

0.1.1 Fonction Gamma

Le calcul fractionnaire basé sur la fonction gamma d’euleur. elle généralise le factoriel

n!,et permet &4 n de prendre des valeurs réelles ou méme complexes.Soit z € R, possont:

o0
I'(z) = / t*tetdt.
0

“test continue et positive sur |0, +oo].

La fonction g : t — t7e
-Pour tout entier naturel n = 2,I'(n) = (n — 1) ['(n — 1) et,

(1) = 0+Oo e tdt = [—efﬂgm = 1.on obtient:

Vne N T'(n)=(n—1)!

I (%)?possons % = /1 et dt = 2udu ce qui implique

1 gl HER g~ R VT
r (—) = / —dt = / Qudu = 2/ e “du = /.

2 o Vi 0 U 0

1

Fonction Béta

Le calcul fractionnaire aussi basé sur la fonction Béta qui joue un réle important dans

certaine combinaison avec la fonetion Gamma.

Definition 0.1 voir ([28])

La fonction Béta est définie par:

+00
B(z,w) :/ t#71(1 — t)*~'dt, Re(z) > 0, Re(w) > 0.
0

La relation entre la fonetion Gamma et la fonction Béta est:

0.1.2 Fonction Mittag-Lefller

Les équation différentielles d’ordre entier, bagé aussi sur une fonction qui appler la fonction
Mittag-Leffler qui joue un réle trés important dans la théorie qui trouvera facilement de

I’étude de 'existence des solutions des équations différentielles fractionnaire.

0.1. Fonctions spéciales



Definition 0.2 voir ([28]). Pour 2 € C tel que Re(z) > 0,la fonction Mittag-Lefller est

définie comme suit (M, (x) = > 7, T(OT; ey 81 & = 1 nous trouvons la fonction exponen-
tielle:
My(z) =

La fonction Mittag-Leffler peut étre généralisée pour deux paramétres:

0,8 > 0.
ZF ok +3)’ SEal s

k=0
0.2 Intégrale fractionnaire de Riemann- Liouville

Soit © = [a,b] C R fini g € LF(2).Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville
1Y g et I} g d’ordre réel a > 0 sont définies par:

a

I*.g(t) - ﬁf (t — 5)* 1g(s)ds, (t > a,a > 0), (1.1)

I g(t) — ﬁ ft (s — ) Lg(s)ds, (£ < b,a > 0).

OuI'{«a) est la fonction Gamma, la formule I, g s’appelle intégrale fractonnaire d’ordre

o & gauche et I g s’appelle intégrale fractonnaire d’ordre o 4 droite.

Si o« = n € N lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (1.1}, prend la forme
sulvant:
1 t
I gty = (nl)!/a(ts)nlg(s)ds, (n € N)
1 b
O /t (s — )"g(s)ds, (n € N).

0.3 Dérivée fractionnaire au sens de R-L

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville D7, g d’ordre réel o > 0 est définie par:

dﬂ

Do) = o (oe) S
e et e i

ol n = [a]+1,].] est la partie entidre d'un nombre réel. En particulier si o = n € N,on
obtient:

0.2. Intégrale fractionnaire de Riemann- Liouville



Dy, g(t) = g(t), Dz g(t) = d™(1), (1.4)

ot g™ (t) désigne la dérivée usuelle d’ordre n de g(t).
Si0<a<1, alors:

D2, a(t) ~ gy | (63 o), (¢ a) (15)

0.3.1 Propriétés

Si g est continue pour ¢ > a, alors I'intégration fractionnaire d’ordre réel arbitraire définie

par (1.1) posséde la propriété suivante:

I3 (I 9() = IiP9(d), (a>0,8>0), (1.6)

évidemment, on peut interchanger o et # on formme:

1212, 9(0) = 12,2+ 9)(1) = 15779(2), (a>0,8 > 0). (1.7)
La propriété la plus importante de la dérivée fractionnaire au sens de R — L, pour

>0, et >aest:

Dy Il g(t) =g
Silaa>f8>0,etg(t) € LP(a,b),(1 <p < o0)

(t), (1.8)

DI 1% g(t) = I Pg(t), (1.9)

presque partout sur |a, b], ou

b
LPla,b] = {g . [a,b] — R; g est mesurable dans [a,b] et / ()] dt < OO}
En particulier, si 8 =k € N, et a > k, alors:

D§+I°‘+g(t) = Ig‘;kg(t), (1.10)

a

Solent o > 0,m € N et D = £. Si les deux dérivées fractionnaire D%, g(t),
Dt g(t) existent, on a:

DI DS, glt) = DEtg(t). (1.11)

Sila dérivée fractionnaire d’ordre o, (n —1 < & < n),d’une fonction g € L?(a,b). Alors:

0.3. Dérivée fractionnaire au sens de R-L
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o (t 7 a)a_j
12 Dgg(t) Z ot 9 m- (1.12)

Généralement ou abserve que les dérivées fractionnaires et les intégrales fractionaires
au sens de R — L de méme ordre ne cummutent pas entre elles.

Nous avons aussi les formules de compositions suivantes pour m — 1 < a <m

etn—1<8 <n,

T

o D (t - CL) il
D Da+g( ) +B Z DciLj t GF(l — o 73) (113)
=1
et
a at+p3 . a—jF (t - a)_ﬁ_j
Da+Da+g( ) - DtH— Z DcH— (114)

ﬂleﬁfﬁ'

D’aprés (1.13) et (1.14) on peut conclure que les dérivées fractionnaires au sens de R—L

=1

ne cummutent pas.

Example 0.1 On va calculer I'intégrale fractionnaire /2, ¢g(t) au sens de B — L de la

fonetion puissance g(t) = (t — a)?,01 8 est un nombre réel.On utilise la formule (1.1).

" —aﬁ:L t —8)* (s —a)Pds
20~ = s [ (696 s (115

On suppose que 5 > —1l,pour la convergence de lintégrale. D’aprés (1.15) le

chargement de variable s = a + &(t — a) et en utilisant la fonction Béta on déduit:

o —CLB:L —-a) 8 1 — gy 1Bz, )
2t -a) = st —a) ﬁ(t o184 (1.16)

ole=0sis=aeg=1s5=1ete= =2 Alors

o —aﬁ:L a)(t —a)* TP,
Ia+(t ) F( )B(/6+1? )(t )

L utilisation de la formule B(x,w) = % Trouvons:

o) = I'(B+1)
T T(B+a+1)

D’aprés (voir[28]) on calcul la dérivée fractionnaire DY, g(t), au sens de R — L de la

ot~ (h—a)? (e > 0,8 =1} (1.17)

fonetion g(t) = (t — a)” supposons que 0 < 7 — 1 < a < n.et rappelon que la définition

de la dérivée fractionnaire au sens de 2 — L est :

Ty

Da+9( ) %

(I22og(t), (n =1 < & < n). (1.18)

0.3. Dérivée fractionnaire au sens de R-L
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on a besoin supposes 8 > n pour la convergence de Uintégrale (1.1). alors :

D (t—a)® =
n(t—a)f = &
pour la formule (1.17) et (1.19) on obtient:

F(B + 1) d_n o a)/3+ﬂ701.

— (77t — a)?). (1.19)

a Y -
Peds =8 = TB+n—a+l)dr g (1.20)
Conclure aussi:
m, - B+n—a
e d;) M B+n—a)B+n—oa—1)..(8-at+1)t—a)f (1.21)
IB+n-—a+1) B

T8 —a+1) (t —a)”™ (1.22)

On utilise le résultat (1.22) dans (1.20) on trouve:
Dg+(f; — a,)ﬁ = M(t _ a)ﬁ—oz_ (123)

' —a+1l)
Alors, on conclu que la dérivée fractionnaire au sens de R — L de la fonction g(t) =
(t —a)? est

B +1)

o *CL'B:
Da—l—(t ) F(JB —Ck—f—]_)

(t —a)?e. (1.24)
0<n—-1<a<npf>n,

Corollary 0.1 Soit o >0 et n = [0 + 1.(DZ g)(t) = 0 est satisfait si,

q t) = Z.’L‘j(t - @)a_j,
7=1

ol z; € R(j = 1,...,n) des constantes arbitaires. En particulier ,s1 0 < o < 1 la
relation (D%, g)(t) = 0 est satisfaite si et seulement si g(t) = z(t —a)* !, Yz € R.

Example 0.2 Dérivée fractionnaire d’une constante.Si on prend @ = 0 avec o > 0 dans
la relation (1.24), on conclu que la dérivée fractionnaire d’une constante au sens de R — L

est différente & zéro,c’est a dire:

—(
(1 — )
D’autre part,pour 7 =1,...,|¢) + l,on a :

D2 m) = t—a) % (0<a<l).

DEG—~a T =

0.3. Dérivée fractionnaire au sens de R-L
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0.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
La dérivée fractionnaire de type caputo et ses propriétés.

Definition 0.3 (voir [32]).]a dérivée fractionnaire de Caputo DS, ¢(t) d'orde o > 0 sur
un intervalle fini [a,b], peut étre définie par aides du dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville par:

C' no o7 3 g(k) ((1) k
Da—}—g(t) = Da+ g(t) o k! (t o CL) > (125)
k=0 '
et
C' no o — g(k) (b) k
Dy_g(t) = Dy_ | g(t) — Gl B (1.26)
k=0 '
ou
=la]+1lpoura ¢ Nyn=aeN. (L:27)
Les deux dérivées sont appellées respectivement,la dérivée a gauche et 4 droite au sens
de Caputo.
“Dg g(t) = Dg,y lg(t) — gla)], (1.28)
et
“Dy_g(t) = Dy [g(t) — g(b)] (1.29)

Theorem 0.1 (voir [32]).Seit o« > 0, et n donné par (1.27).

Si g € AC™ [a, b] la dérivée fractionnaire de caputo existe presque partout sur [a, b,

(a) Sia ¢ N,°D2 g(t) donnée par:

& o t — sy (g) ds
D2olt) ~ fo [ €=l ) (1.30)
= (II7°Dgy9) (0. (2)
D= ietn_[]ﬂ AC™ [a,b] = {g: [a,b] — C et D"'g € AC |a,b]}.

dt
Si0<ao<letgc AC[a,b] on obtient:

0.4. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
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D200 = gy [ -9 (ds= (DLW (18

(b) Si o =n € N,on obtient:

D g(t) = g™ (2). (1.32)

En particulier

0.4.1 Propriétés

(voir [23] . [28]) sur les dérivées fractionnaires au sens Caputo.
Siad¢ Netgla)=gtla)=..=g¢"1(a)=0,(n=|a]) + 1),alors la dérivée de Caputo

coincide avee la dérivée au sens de B — L 1.e:

‘D7 g(t) ="F Dg, g(t). (1.33)

Si o € Net la dérivée usuelle g™ (¢) existe, alors la dérivée fractionnaire ¢ D2 L g(t) de

Caputo d’ordre n coincide avee g™ (t) :

“DZ g(t) = g™(2).

La relation entre 'intégrale fractionnaire de R — L et la dérivée fractionnaire de Caputo.
Soit o > 0,et n donné par (1.27).51 g € AC™ [a,b] alors:

I3V Dg g(t) = g(t) — (t—a)". (1.34)

S10<a<letge AC |a,b] on trouve:

189 D2 g(t) = g(t) — gla).

Example 0.3 Soit la fonction g(t) = (¢ — a)?on caleul “D2, g(t),au sens de Caputo de
la fonetion ¢ ce propos,supposons que 0 <n — 1 < o < n,et on rappelle que la définition

de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est:

CDa+9( ) =1t aDCb+g( 1s (1.35)

tq:
B>net(n—1<a<n),

0.4. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
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°Dg, (¢t —a)’ = 7Dy (t —a)’. (1.36)

prt—ap =TV s g oni -t (147)
IR CES RPN

TG oa ¢ = 129

On substitue le résultat (1.38),dans la formule (1.36) et utilisant la relation (1.17) on

trouve:

r
D3y (t - )’ = %(t e
on conclut que:
r 1
"D (t—a)” = m@%ﬂg“ T 3

Example 0.4 La dérivée fractionnaire d'une canstante (k € R) est zéro ¢’est-a-dire [32] :

“Dk=0 (ke R,a>0).

Lemma 0.1 Linéarité. Soientn — 1 < o < n,n e N,a,A,v e C et sotent [ et g deux

fonetions telles que “D2,_f(t) et “ D2 g(t) existent.

DI (Af(E) +vg(t)) = A°D2 f(t) + v D2 g(h).

Prouve

“D2F(t) = I"D"f(t) (voir(2.11) on obtient alors:

DA +yg(t)) = IPTODAS(E) + vg()]
= MDD () +Im DR g(t)
— X°DZ,£(t) +7° DS, glt).
Lemma 0.2 Non-commutativité. On soppose quen —1 <o < n,m,n € N,

a € Ry et “D% g(1) existe, alors:

°D2, D"g(t) =° D3{™g(t) # D™D, g(t).

Remarque Aussi la dérivée fractionnaire du R — L Non-commutativité.

0.4. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
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D™D%, g(t) = DE™g(t) + D, D™g(t). (L41)

Lemma 0.3 La régle de Leibniz pour les dérivée fractionnaire .Soint f et g deux fonction

de C* [a, b ,alors la régle de Leibniz pour la différentiation fractionnaire sous la forme:

o0

D (fF(0)g()) = (¢) FR D2 Fg(t).

k=0

0.5 Dérivées fractionnaires de quelques fonctions

Dans cette partie on donne quelques exemples sur la fonction constante la fonction expo-

nentielle,la fonction puissance,la fonction sinus et cosinus.

0.5.1 La fonction constante

La dérivée fractionnaire d’'une constante c’est zéro dans vue physique, mais pour £ — L

on a.

k

DY k= ——
T T(1-a)

(t —a)™ # 0 k = const.
Lemma 0.4 La dérwée fractionnaire d'une constante k au sens de Caputo égale zéro :
D2 k=0, k=—const

0.5.2 La fonction puissance

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre v > 0 avec n — 1 < o < n, d’une

fonction puissance g(t) = tPpour p > 0 est donné par:

L 1
De P = Teel) o (1.42)
I'(p —a+ 1)
et
Pip+l) 1p—o _ no —
OD:+tp - P(P*cwl)tp DCH_tp (p . 1) (143)
0, (p<n-—-1)

Example 0.5 On va calculer la dérivée fractionnaire de g(t) = t°et 0 < o < 1 utilisant
la formule (1.42) avec o € R, ¢ N,la dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction

puissance g(t) est :

0.5. Dérivées fractionnaires de quelques fonctions
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F(2+ 1) 2—a 2 2—«
= =
(2 —a+1) I'(3 — )

Sia= %,alors on trouve

0D3+t2 -

By g8 2 5.1 2 s 5
Ditr=——+t"= = e = 1.9805,
T3 r'(5)
Sioa= %,on a alors
CTYT 42 2 2 1 8 E]
D= 277 = V1B o~ 15t
o NGRS 3 /m
Enfin si o = %,on obtient
CD%+t2 e P g, 1 o2 1.774%
NGRS P(3)
on conclut que
2
C o 22 2—a 2t,a—1
B tr= e ’
a+ F(3 705) t?,o—0

0.5.3 Fonction exponentielle

soit la fonction g(t) = e, 'application de 'opérateur de Caputo donne le résultat suivant:
soit v € Ry,n—1 <o <n,nc N,Ac C.Alors la dérivée fractionnaire de Caputo de

la fonction exponentielle est :

)\k+ntk+n7 o

SOE ot — = NV a1 (). 1.44
a+6 ;F(k+l+n_a) 1, +1( ) ( )

0.5.4 Les fonction sinus et cosinus

Le comportement des dérivées fractionnaire de Caputo appliquées les fonction sinus et

cosinus.

Theorem 0.2 Soit Ac Clao € By,n€ Non— 1 <a < nAlors

1
D2 sin At = —ﬁi(z’)\)”t’"‘*o‘(Em,aH (iMt) — (1) By a1 (iAD)).

Preuve

Tout D’abort On utilise la formule suivante :

0.5. Dérivées fractionnaires de quelques fonctions



17

En appliquant la formule (3.4) pour la fonction exponentielle, et la propriété de la

linéarité de la dérivée fractionnaire de Caputo,on montrer que:

ei/\t o efi/\t
[0 a Yo i I @ Yo
DY sinit = “Dg, 5
1 ; 5
CDoz it O o —iM
= — et =~ D% e
2%( a1 o+ )

! AR —Q . e S e )

— Z((%)\) T El,n—OH—l (3)\?5) — (—%)\) t E1 sr—ad1 (—3)\1‘}))
! (¢ o ] n ;

= S )T (Bt (00) = (=1)" Brnear (=iM)).

Theorem 0.3 Soit Ac Cao € By,n€ Non— 1 <a < nAlors

1., ; ;
“Dg, cos M = (A" (Bynart (M) + (1) Ein-ars (—iM)).

Preuve

On utilisant:

eizt + efizt
COS 2 = Ty zeC.

6i)\t+ 67i)\t
2
1 , ,
- 5(0D31+61At +C D24+871,\t)
1 4 yn—o % . T — .
= 5((’LA) L Elanfoﬂ»l (?;)\f]) -+ (*’LA) t Ela'nfoﬂ»l (*Z)\f]))

“D¢ cosht = “D2,

1. nan—o : n ;
= SN (Brn—otr (0A1) + (=1)" Binor (1A1)).

0.5. Dérivées fractionnaires de quelques fonctions
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Voir [6,7,19, 34]
Definition 0.4 Soit ¢ une application d'une ensemble F dans .

On appelle point fixe de g tout point € E tel que

gl = .

Definition 0.5 Une partie A de (F, || . ||) est dite relativement compacte si son adhérence

est compacte.

Definition 0.6 solent E et G deux espaces de Banach et I} — G, ¢ est complétement
continue si elle est continue et transforme tout borné de £ en un ensemble relativement

compact dans G.Alors g est compacte si g(F) est relativement compacte dans G.

Definition 0.7 Soit A C (J, B).A est dit equicontinue ,si pour tout € > 0,il existe § > 0
tel que

[ty —t1| <8 = [g(t1) —g(t2)| < &

pour tout t1,t; € J et tout g € A.

Definition 0.8 Soit (£, || . ||) un espace de banach . Une application ¢ : E — F, est

dite Lipschitzienne de constante £ > 0 si elle vérifie

Ve,ye B, | glz) —g(y) |<k|z—y |-

Si0< K < 1,alors on dit g est une contraction.

0.6 Quelques théorémes du point fixe

On g’intérresse au théoréme du point fixe de Banach qui assure 'existence et 'unicité
du point fixe. Ensuite le théoréme du point fixe de Schaefer, le théoréme de Schauder,
I'alernative non linéaire de Leray Schauder et le théoréme du point fixe de Krasnosselskii

qui n’assurent que l'existence du point fixe.

0.6.1 Théoréme de point fixe de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach porte le nom le théoréme de 'application con-
tractante est un théoréme simple assure 'existence d’un unique point fixe pour toute

application contractante, appliqué aussi espaces metrigue.

0.6. Quelques théorémes du point fixe
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Theorem 0.4 [23] Soit (E, |||} un espace de Banach et A : E — E, une contraction.
Alors lopérateure A admet un point fixze unique x € E. De plus, si xy € E et x, =

Ax,_1,alors:

z = lim %,.

—20

Preuve

Solent k la constante de contraction de A et zg un élément fixe de F. On définit{z, }

dans F par :

B = Agn1; Y2 L.

comme A est un opérateur contractant,on obtient:

| 2n = @np [=] Azpy = Az [|[<E | 200 =20 || V0 21,

alnsi,

| Zn — 21 |SE | 20— 21 || V2 2 1.
Par conséquent,pour tout m > n on a:

7L

. k
| 0 = m 1< B+ B B [ 20— 2 < 0 — 1

On déduit que {,} est une suite de Cauchy dans F qui est un Banach danc z, — z,

x € F.De la continuité de A,on a

= lim z, = lim Az, 1 = Az.

n—00 n—0o

Pour montrer 'unicité du point fixe dans £, supposons que & et y sont deux points

fixes de A.Alors

Iz -y l=[A@) -A@) I<k|z-yl<llz-y],

on déduit que z = y.

0.6.2 Théoréme du point fixe de Schaefer

Theorem 0.5 [29] Soit X un espace de Banach.5t A : X — X est un opérateur com-

plétement continu el st Uensemble

e ={x € X : MAz = z pour certain A € |0, 1]},

est borné, alors A posséd au moins un point fixe.

0.6. Quelques théorémes du point fixe
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0.6.3 Théoréme du point fixe de type Schauder

Le théoréme du point fixe de Schauder prouve I'existence d’un point fixe pour les fonction
continue sur un convexe compact dans un espace de Banach et affirme qu'une application

continue admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Theorem 0.6 [20| Soit (£, d) un espace métrigue complet,soit X une partie convese et
fermé de B et soit A : X — X une application tel que Uensemble {Ax .z € X} soit
relativement compact dans I . Alors A posséde au moins un point fize.

0.6.4 L’alternative non linéaire de Leray Schauder

Theorem 0.7 [25] Seoit X un espace de Banach, Q0 un sous ensemble ouvert borné de

X, avec 0 € Q et A: Q@ — X une application compacte, alors

1) A a un point fixe sur £ ou bien,
2) Nl existe A € (0,1) et z € 9Q tel que : z = MA(x).

0.6.5 Théoréme de Arzeéla-Ascoli

Theorem 0.8 [27] Soit A un sous ensemble de C(J, E).A est relativement compact dans

C(J, F) si et selement si les conditions suivantes sont vérifiées:

i) L’ensemble A est uniformément borné. i, e il existe une constante k& > 0 :tel que: ||
flz) || <k, pour tout € J et tout f € A.

i1) L’ensemble A est equicontinue.i.e pour tout & > 0, il existe d > 0 tel que:

[t —to| <4 =| f(t1) - ft2) <,

pour tout t1,t; € J et tout f € A.

0.6.6 Théoréme de Krasnoselskii

Theorem 0.9 Soit X un espace de Banach et M une partie non vide, convexe et fermée
de X . On suppose que A et B sont deux opérateures de X dans X satisfaisant :

i) Az + By € M,Vz,y € M.

1) A est une contraction.

iii) B est complétement continue.
Alors dz* € M tel que Az* + Bz* = z*.

0.6. Quelques théorémes du point fixe
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On s’intéresse dans ce chapitre a 'existence et unicité de la solution d’une probléme

aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Caputo suivant:
“Dx(t) = g(t,z(t)), pour tout t € J = 0,77, (2.1}

et les condition aux limites

200) =m0 =z, 2T =zr (2.2)

avee YD est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo,2 < o« < 3, g: J xR — R

est une fonction continue et xg, &, zr sont des constantes réelles.
tout d’abord on commence par la définition de la solution du probléme (2.1) —

(2.2).suivante :

Definition 0.9 si z € AC?(J,R) est une fonction qui satisfait 'equation (2.1) et les
condition (2.2). Alors elle est une solution du probléme (2.1) — (2.2).

lemimne: a4, 2, 27]

Soit v : J — R une fonction continue. Le probléme linéaire suivant:

DY(t) = v(t),t € J = [0,T], 2.3)

#(0) =@y, (0) = a5, @™ (T) = @r, (2.4)

admet une solution unique x qui est donnée par:

() — ﬁ /0 bt — 8] Tasf e — (2.5)
QF(;Q) fo (T — 8)°=%0(s)ds 3)
+&g + TEE + T2 (4)

2

Preuve

On applique lintégrale fractionnaire de Riemann-Lioville aux deux membres de

I’équation (2.3) on trouve:

2 1 ! a—1
() = o+ et + eot® + @) fo (t — s)* v(s)ds. (2.6)

La condition x(0) = xy,donne:

Cop = Lg-
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On dérive ’équation (2.6), on obtient:

¢
Z' () = 1 + 209t + F(la);ifo (t — 5)* tv(s)ds
1 £
P~ e+ 200t + s fo (t — 5)* 2u(s)ds. 2.7)
La condition z'(t) = zf donne
€1 = Ly-

On dérive 'equation (2.7), on obtient:

' (t) = 2c + F(alQ)/o (t — 8)* % (s)ds.

La condition 2" (1) = z7 implique

By el b /T(T — 8)°u(s)ds
=5 w9 ) '
on substitue ¢g, ¢y, ¢ dans (2.6) on trouve:

2(t) = +xgt+t2(%7’ - Mfo (T — 5)*~3u(s)ds)

L .
+w£(ts) v(s)ds.

ce qui donne (2.5).
On transforme le probléme (2.1} — (2.2) en un probléme du point fixe.On considére

I'opérateur

G: C(J,R) — C(JLR).

défini par:
GEt) ~ fos [ (=9 to(s.a(e))ds
—mfo (T — 5)* 2g(s, z(s))ds

M
tzg + Tt + %tg.

Les points fixes de 'opérateur G sont les solution du probléme (2.1) — (2.2).
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0.7 Existence et unicité de la solution

On donne le premier résultat d’existence qui est basé sur le théoréme du point fixe de

Banach.

Theorem 0.10 (&) S'il existe une constante k > 0 tel que :

|g(t7$)_g(t:y)| Sk‘x_y‘:VtejavxayERa (28)
et

01 1
W i T e =Ty (2:2)

alors le probléme (2,1) — (2,2) admet une solution unique.

Preuve

On utilise le principe de contraction de Banach pour démontrer que G admet un point
fixe. On montre que (7 est une contraction.Soit z,y € C{J, R).

Alors pour tout £ € J on a:

GO - GO < 1o [ €97 o206 - gl lo]ds
Forgr | 9 ats,2(6)) — s w(s) s
% Wfot(t —8)* ds
e e e

on trouve:

1 1
na+n+2na—npmym'

En tentant compte de (2, 9),0n conclut que ¢ est une contraction. D’apres le théoréme

wxwewmm<HW{

du point fixe de Banach,on déduit que &G admet un point fixe qui est la solution du
probléme (2,1) — (2, 2).

0.8 Autres résultats d’existence de la solution

T.e deuxidme résultat est basé sur la théoréme de Schaefer.

0.7. Existence et unicité de la solution
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Theorem 0.11 (x)On suppose qu'il existe une constante M > 0 tel que:

lg(t,z)| < M pour tout t € J et z € R. (2.10)

Alors le probléme (2.1) — (2.2) admet au moins une solution.

Démonstration:

On va utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer pour démontrer que G admet une
point fixe.on distingue La démonstration par plusiers étapes.

Etape 1 : G est continue.Soit {z,} une suite tel que z, — 2 dans C'(J,R).Alors pour
tout £ € J:

R a1
F(Oﬁ)/O (6 —8)* " |g(s,2n(s)) — g(s,2(s))| ds

4-2112j22)!j£ (T — )% |g(s,2n(5)) — g(s, 2(s))| ds.

Comme ¢ est continue,on a:

| G(z,) — G(z) |— 0 quant n — oo.
Etape 2 : D’apraés (2.10) on a pour tout ¢ € J et 2 dans C(J, R)

@Ol = g [ @9 lotsa@)]ds

T g o—3
g |, @9 st ato)]ds

EZd

+ o] + [a§| T + —=-T°

M . a—1 TZM T _ g a—3 5
F@jﬁ(ﬁ‘@ cm+§ﬁg—§i£(T j-3g

Xz
+laol + fo3| T+ ZZpe

M M EZd
e T % A
Tt Ta—Dr Tl +imlT+

IA

7=

IA

2

Done

Mo M
I 6@ <ttt Ta—nt

x
Flaol +|ag| T+ 2Tl

et par suite ¢ est uniformément borné.

0.8. Autres résultats d’existence de la solution
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Etape 3 : Equicontinuité.Solent t1,ts € J,t; < ta,2 € C(J,R).Alors :

wwmﬂ—mmm)\ !

e [ 9 = - 970 ot a0
+(t2_tl)/ Q(tz _ S)a—ag(sjm(s))ds

e —2) Jy,
+ |z5| (T2 — 1) +xTT(t2—t1)2 (5)
M [ o=l _ (s — g% | ds
<t /0 (b — )1 = (1 — 5)°71] d 2.11)
+m/t (t2 — s)>ds + (6)
+ |z5] (T2 — 1) +$TT(’52—’51)2 (7)
<:mfhﬂ@hf+ﬁ£} ®)
+ﬁ£%ﬁ@_ma (9)
+ |zg| (f2 — t1) + mTT(tz — )% (10)

Sity —+ta,(2,11) tend vers zéro. D’aprés le théoréme de Arzela-Ascoli
que (G est complétement continue sur C{J, R).

Etape 4 : On va montrer la bornitude de I'ensemble :

e={r e C(LR):xz=AG(z) pour 0 < A < 1}.
Soit x € €, alors & = AG(z) pour 0 < A < 1.0n a :

] = %a) fo o) L el
%fo (T — 8)* 3g(s,z(s))ds

+Azo + Azht + A%Tt?.

M t MTQ T
t) < — T I i B T gy
ot) < g |- s s g [ sy
Flaol + fa3| T + 222

M M |z o
< T° e |7 4 ZZlp
S Tl T araogl el el T+

2

0.8. Autres résultats d’existence de la solution
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et par suite on trouve:

M M |z |
I 71”“ T
|z | < NCEEY + (o 1) + |@o| + |2j| T + ——

Ceci prouve que 'ensemble € est borné. D’aprés le théoréme du point fixe de Schaefer,G

admet un point fixe qui est une une solution du probléme (2.1) — (2.2).

Theorem 0.12 S existe ¢, € LM, BRY), % [0,+00] — (0,+00) une fonction continue

et croissante et une constante M > 0 felle que :

9(8),w)| < ¢, ()¢ ([ul) Vi€ SVucR (2.12)
o T a—2 |$T| 2
VM) ¢g(T) + (M) 1776, (T) + |ao| + || T+ =T < M. (2.13)
Alors le probléeme (2.1) — (2.2 ) admet au moins une solution.
Démonstration
Soit

Q={zecCUR):|z]|<M}.

un sous ensemble ouvert borné de C'(J,R).D’une fagon similaire & celle de la démon-
stration du théoréme (), on montre que 'opérateur G : @ — C(J,R) est complétement

continue .Soit z € 9% tel que z = AG(y) pour A € (0,1). En va de (2.12) on obtient

+ Jo + Jap) T + 222

2
< ¥(| = )P(l&) / (T — 5)°~14,(s)ds
S @ gy [ @97, (e)ds

el + a3 7 + 2272
T2

= WI,T) + VS 12 (T)
+leol + a3 T + 2272

Comme v est croissant on obtient:

0.8. Autres résultats d’existence de la solution
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(O] < VDIG,(T) + () S 1"2,(1)

|xT|T2

+|$o\+|x6‘\T+T

< M.

cecl est contradictoire avec x € 912, par conséquent G admet un point fixe z dans

€1 ,qui est une solution non triviale du probléme (2.1) — (2.2).

0.9 Exemple

dans cette exemple on va donner des résultats obtenus.On considére le probléme fraction-

naire qui suit:

B 2e7tx2(1) B B
D%x(t) (9—|—et)(1+$2(t))’t€ J=10,1],a=10.25 (2.14)
z(0) = 0,2'(0)=1,2"(1) = 0. (2.15)
Posons:
B Qe ty?
g(t,y) = O+ e +y2),(t,y) cJ xR

Alour pout tout 2,y € R et t € Jon a:

Qe—t y2 $2

(9+¢t) |1+9° Tl g2
2¢7" |y — x| (Jy| + |=])
(9+et) (1 +y?2) 1+ 22)

—t

g(t,y) —g(t,z)] =

< —ly-o
—

— 9+€.t'y

< —ly-d

i 10y

Par suite la condition de contraction est vérifiée avec k = %.On prouve que la

condition (1,9) et satisfaite avec T' = 1.

1 1 171 1
KT® = =8.6509 x 1072 < 1.
Ta—1)  2T(a— 1)} 10 Lﬂ(3.5) T i

Alors du théoréme(& ), le probléme (2.14) — (2.15) admet une solution unique.

0.9. Exemple



30

Maintenant sl on choisit

Py +1)
git,y) = Ly e J xR
9 = Greas )y Y
tg
£.0) = 0.teJ
g(t,0) 9+et7£ 2B

gt y)] < (Yl +1) = o,0)(ly) Vi e JVy e R
gbg(t) - tsz(y) =y+1

et

TZ

WOI6,(T) + V(M) = I"26,(T) +1ao + 53| T + 2272
< (M + )I}ES{;)HM*U (( ))

'@ | '@ I'(3 ) I'(3)
5 A (F( 5 T, 5)) t TEs) T T(30)
= 0.64001M + 1.63 < M.

donc si on prend M > 4.5557 alors les condition du théoréme (x)sont satisfaites et par

suite le probléme (2.14) — (2.15) admet au moins une solution.

0.9. Exemple
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Les equation differentielles fractionnaires sont une généralisation naturelle des équa-
tions différentielles ordinnaires, elle peuvent présente plusieurs phénomeénes dans grandes
domaines de la sciences de tous genres.

on a présenté qulques resultats d’existence et 'unicité des solution du problémes aux
limités pour des équation d’ordre fractionnaire, En utilisant les techniques du point fixe:
point fixe de Banach, Schaefer, et alternative non lineaire de Leray-Schauder.

D’aprés ce travail on peut connaitre 'importance du caleul fractionnaire dans le do-
maine des mathématique .Nous comptons, dans le futur utilié le calcule fractionnaire a
d’autres équations, et dévlopper d’autre facons de résolutions des équations différentielles

a dérivée fractionnaires.
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