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Résumeé

Dans ce mémoire, nous étudions des systémes de controle régis par des équations
différentielles & évolution fractionnaire impliquant des dérivés fractionnaires de
Riemann — Liouville dans des espaces de Banach. Notre objectif principal dans ce
mémoire est de présenter les conditions suffisantes et appropiées pour 'existence et
I'unicité des solutions mild et d’étudier les résultats de contrélabilité approchée pour les
problémes abstraite de Cauchy d’ordres fractionnaires au sens de Riemann—Liouville.
L’approche suivie ici est basée sur des méthodes de point fixe, la théorie des
semi-groupes et le calcul fractionnaire.

Mots clés : controlabilité approchée, systémes a évolution fractionnaire, dérivés
fractionnaires de Riemann — Liouville, solutions mild.
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Introduction

Récemment, les équations différentielles fractionnaires se sont révélées étre des
outils précieux dans la modélisation de nombreux phénomenes, car elles sont plus
précises que les modeles d’ordre entier. Etant donné que les dérivés fractionnaires
constituent un excellent instrument pour la description de la mémoire et des
propriétés héréditaires dans un modele, ils ont trouvé de nombreuses applications
dans la modélisation mathématique de systemes et de processus dans les domaines
de la physique, de l'aérodynamique, de I'électrodynamique des milieux complexes,
de la viscoélasticité, de la conduction thermique, de la mécanique, de 1’électricité, de
la théorie du contrdle,... etc. Pour plus de détails sur ces sujets, voir, par exemple

2,4,7,10,11, 12, 13,15, 17] et les références qui y figurent.
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Les définitions des dérivées fractionnaires de Riemann — Liouville ot1 les conditions
initiales d'intégrales jouent un role important dans certains problemes pratiques.
HEYMANS et PODLUBNY ont démontré qu'’il est possible d’attribuer une signification
physique aux conditions initiales exprimées en termes des dérivés fractionnaires de
Riemann — Liouville ot les intégrales sur le champ de la viscoélasticité, et de telles
conditions initiales sont plus appropriées que des conditions initiales physiquement
interprétables.

La notion de controlabilité, introduite pour la premieére fois par KALMAN en 1963, est
devenue un domaine d’investigation actif en raison de ses grandes applications dans
le domaine de la physique. Il existe divers traveaux sur la contrdlabilité complete des
systemes représentés par des équations différentielles, équations
intégrodifférentialles, des inclusions différentielles des équations différentielles a
fonction neutre et des équations différentielles impulsives dans des espaces de
Banach.

Cependant, les résultats complets de contrdlabilité des systémes de controle abstraits
sont obtenus en supposant que 1'opérateur de controlabilité a un inverse induit sur
un espace de quotient et méme restreint les espaces dimentionnels finis, lorsque le
semi-groupe S(t) est compact.

Par conséquent, le concept de contrdlabilité complete est trop fort dans des espaces
dimentionnels infinis, et afin d’établir des conditions plus appropriées concernant la
controlabilité, de plus en plus d’auteurs se préoccupent de la contrdlabilité
approchée.

Dans la littérature actuelle il y a seulement un nombre limité de documents qui
traitent la contrdlabilité approchée pour les équations différentielles a évolution
fractionnaires de Riemann-Liouville.

L’objet de notre mémoire est de présenter les conditions suffisantes et appropiées
pour l'existence et 'unicité de solution mild et d’étudier les résultats de controlabilité
approchée pour les problémes fractionnaires abstraite de Cauchy avec les dérivés
fractionnaire de Riemann-Liouville.

Ce mémoire est organisé comme suit :
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Le premier chapitre est consacré aux bases mathématiques du calcul fractionnaire,
quelques notions essentielles en calcul fractionnaire seront introduits comme les
fonctions spéciales (Gamma, Béta) et 'approche de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville.

Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est consacré au théorie des semi-groupes, o1 on
présente les notions de base de cette théorie, ainsi on fait rappel sur les
transformations de Laplace et les théoremes de point fixe qui sont trés utils a la
résolution des systemes d’évolution d’ordre fractionnaire.

Le trosieme chapitre de ce mémoire est dédié aux systémes décrits par des equations
différentielles a évolution fractionnaires avec les dérivés fractionnaires de
Riemann-Liouville et au rappel des principaux résultats concernant ces systemes.
Ainsi, nous intéresserons a la question de I'existence et la contrdlabilité de ces

systemes. Un exemple est donnée pour illustrer la théorie.
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Chapitre 1
Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions mathématiques nécessaires pour
les fonctions spéciales (Gamma, Béta), 'intégrale et la dérivée fractionnaire au sens

de Riemann Liouville.

1.1 Espaces fonctionnels

Avant de présenter les définitions des opérateurs d’intégration et de dérivation
fractionnaires, il convient d’introduire les espaces fonctionnels suivants :

Soit 2 = [a,b] (—o0 < a < b < +00) un intervalle fini ou infini de R.

DEFINITION 1.1.1 Pour 1 < p < oo, on définit
1. L’espace L (2), 1 < p < oo, des (classes de) fonctions f réelles ou complexes sur €2

telles que f est mesurable et fab | f()|Pdt < oo, muni de la norme

b .
HﬂbZ(/lﬂﬂVﬁ>71§p§am

2. L’espace L™ (2), p = oo, des (classes de) fonctions mesurables bornées presque partout

(p.p.) sur Q muni de la norme

flle = esssuplf()] =inf {K = 0; |F()] <K, pp.sur}.
(S
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1.2 Fonctions spéciales 9

DEFINITION 1.1.2 Soit 2 = [a, b] un intervalle fini de R, alors I'espace des fonctions
absolivment continues, noté AC* (Q2), est défini comme 'espace des fonctions

[ : Q — C, dérivable presque partout telle que f* € L' (Q).

On a ainsi

f e ACH(Q) <= f(t) /f Yds, t € €.

Pour n > 2 nous notons par AC™ (2) 'espace des fonctions f : Q — C, telles

que f® € C(Nk=1,..n—1let f"V e AC'(Q).

Notation : On notera AC* () par AC (Q2). L'espace AC™ () est caractérisé par le résultat

suivant

LEMME 1.1.1 Une fonction f € AC™ (), si et seulement si elle s’écrit sous la forme

t (k
f(t):;)/(t—s)_ d+zf —a)f, vteq.

(n—1)!

1.2 Fonctions spéciales
1.2.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est une fonction de base du calcul fractionnaire. Cette

fonction généralise le factoriel n!.
DEFINITION 1.2.1 ([7, 15]) La fonction Gamma est définie par 'intégrale
+00
I'(z) = / e "t ldt, x> 0
0

ou parfois

+o00
T (z) :2/ et x> 0
0

avecI'(1) =1; I'(04) = +o0.

Quelques propriétés sur la fonction Gamma
Soitx # 0, n € N, alors :

1L.T(n+1)=n!

2. T (x) = “1) ,pourz € R_.
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3. 0(2)T(1—2)= =

sin(mx)

4. LT (x) = [Tt re (Int)"dt, = > 0.

dx™

De ce qui précede, nous pouvons obtenir :

SIOENG

(-3 =TGN TG 1) .

2 2 22

Représentation de la fonction Gamma sous forme d’une limite

La fonction Gamma peut étre représentée aussi par la limite

nln®

F(z)znl_iglooz(z_i_n_..(z—irn)’

ol nous supposons que Re (z) > 0.

1.2.2 La fonction Béta

Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire : la fonction Béta. Cette fonction

joue un role important spécialement dans une certaine combinaison avec la fonction

Gamma.

DEFINITION 1.2.2 ([7, 15]) La fonction Béta est donnée par

1
B(z,y) = / t*L (1 —t)!""dt, Re(z) >0, Re(y) > 0.
0

jus
2

= 2/ sin (£)* " cos (£)* " dt.
0
La fonction Béta est liée a la fonction Gamma comme suit

[(@)T (y)

B(J;vy): F(SC—i-y)

— Quelques propriétés sur la fonction Béta

Soient Re () > 0 et Re (y) > 0, alors :

1 B(:E—i—l,y):xLﬂB(:p,y).

2. B(x,l—x):sinzrm).

3. B(z,1) =12

4. B(z,n :%, n > 1.

5. B(m,n):%, m>1letn > 1.

= B(y,z),Vz,y: Re(x) >0, Re(y) > 0.
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1.3 Intégrale et dérivée fractionnaire
1.3.1 Intégrale d’ordre arbitraire

Soit f : [a;b) — R une fonction continue. b pouvant étre fini ou infini.

Une primitive de f est donnée par 1’expression

W= [ 1) ar

pour une primitive seconde on aura

(12f) (t):/: </:f(t)dt) ds.

En utilisant le théoréme de fubini, on peut écrire

(12f) (1) = / (t—7)f(r) dr

en itérant, on arrive a :

= [ e

1.3.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’approche de Riemann-Liouville relative a la définition de l'intégrale fractionnaire
s’appuie sur la formule de Cauchy pour le calcul de l'intégrale répétée n fois qui est

donnée par

1

I"f(t):m/a (t—s)""" f(s) ds; t >aetne N

En généralisant cette formule a un ordre « réel positif et en remplagant la fonction

factorielle par la fonction Gamma on aura la définition suivante :

DEFINITION 1.3.1 ([7, 15]) L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

a > 0d'une fonction f € L* (R,), est formellement définie par

15, (t) = ﬁ / (t— 5 f (s) ds.
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— Exemples pour I'intégrale fractionnaire R-L

a) Soit la fonction f (t) =t ou f > —1

1 t
SR t—5)*1sPd
2, r<a>/0< 51 sPds

pour évaluer cette intégrale on effectue le changement de variable s = tz

1 1
o = t— 1) (t2) td
o F((%)/0< 227 (12)° tda

toth

= ) /01 P (1—-2)"dz

toth
= N®BW+L®

WW>JW5+UFW)
M'a) T'(a+p+1)
_ F(B + 1) tOH-B'

I'(a+B8+1)
b) Soit la fonction : f (t) = C
o 1 ¢ a—1
_[0+C = m\/o(t—S) C ds
- C ! a—1
= m /O (t — S) ds

pour évaluer cette intégrale on effectue le changement de variable u =t — s

« C ! a—1
Io+C = m /0 Uu du
C

T T«
— O ta
I'(a+1)

— Propriétés de l'intégrale fractionnaire de R-L
1. L'opérateur d’intégration fractionnaire /g, est borné dans L?(R,), (1 < p < +00)

etona
1o fllp < K| f lps

pour toute f € LP(R, ).
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2. Soit a, 8 > 0, alors pour toute f € L'(R,) ona

S0 F () = 107 f () = 1) I8 £(8),

pour presque tout ¢t € R,..

3. Soit @ > 1, alors pour toute f € L'(R,) ona

d

S5 N0 = (17 D)),

4. Soit « > 0, alors pour toute f € L'(R;)ona

lim (15 f)(1) = f(t)-

Ot—>0+
1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

DEFINITION 1.3.2 ([7, 15]) Pour a > 0 et n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville d’ordre o d'une fonction f € L'(R.) est formellement définie par

1 a [t
EDG () = D S0 = e | (= () ds t e

y Dno— 4%
on D" = 7=

— Exemples pour la dérivée fractionnaire R-L

a) Soit la fonction f(t)=t’, 3> —1,ona:
dr LB+1) _
Lpg ¢# = — grmath
O+ dt" \T'(B+1+n—a)

F(ﬁ + 1) (i)n tnfoHrﬁ
F'+1+n—a) dt

on sait que :

(%)" et — (B4 —a)(f+n—a—1)..(f—a+1)tP

par substitution on obtient :

B+ DB+n-a)Bt+n-—a=-1)..(B-a+l) 45,
F'+1+n—a)
PE+HB+n-—a)f+n-—a-1)..(B-a+l) 4,
B+n—a)f+n—a—1)..(B—a+1)T(—a+1)
(8 +1)
I'(g—a+1)

LDg 17 =

e,
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b) Pour o = 1, la formule de dérivation se réduit a :

L(B+1) 45
o I'(s)
d
— Bl = 4P
P dt

¢) Si on prend 3 = 0 dans I'exemple précédent, on arrive au résultat suivant :

L t

Dfl=——".
0+ I'l—a)

C’est -a-dire que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d"une constante n’est

pas ni nulle ni constante, mais on a :

C
Lpa o= = 4o
0,C F(1_04)75

Remarque

Pour o € N*, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la
)

dérivée ordinaire.
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Chapitre 2
Semi-Groupes

Dans ce chapitre nous présentons les notions de base de la théorie des
semi-groupes qui seront utilisées tout au long de ce mémaoire.

Soit X un espace de Banach muni d"une norme noté ||.|| et le produit scalaire < .,. > .
L (X) est 'espace des opérateurs linéaires bornés de X dans lui méme dont la norme
est

U ||z (x) =sup—m—r
£0

pour tout U € L£(X), £(X) est un espace de Banach.

2.1 Définitions

DEFINITION 2.1.1 ([14]) Une famille d’opérateurs {S(t)}, linéaires bornés définis sur
X est dite semi-groupe fortement continu ( ou de classe Cy ), ou simplement Cy-semi-groupe
siona:

(i) S(0) = I (I est l'opérateur d’identité dans L(X)).

(i) S(t+s) = S(t)S(s) pour tout s,t > 0.(propriété algebrique)

(1ii) g%| |S(t)x — x|| =0 pour tout x dans X .(propriété topologique)

si en remplace (iii) par :

lm||S(t) — I =0, t>0,
t—0
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il s’agit d'un semi-groupe uniformément continu.

THEOREME 2.1.1 ([14]) Pour {S(t)},5, un Co—semi-groupe sur X, alors on a les propriétés
suivantes

(i) t = |S(t)|z(x) est bornée sur tout intervalle compact [0,1,];

(ii) Pour tout x dans X, la fonction t — S(t) x est continue sur R ;

(iii) Il existe des constantes w € R et M > 1 telles que:

IS(t) ey < Me*', Vt e R,

DEFINITION 2.1.2 ([14]) L'opérateur A défini par :

t —
D(A) = {m €eX: llr%w existe pour tout t > O}
et
. St)x—x d
Ax = tll%l— =7 S(t)x|i=o, pour x € D (A)

est dit générateur infinitésimal du Cy—semi-groupe.

L’espace D(A) est muni de la norme du graphe ||x||py = ||z|| + [|Az||, = € D (A).

Remarque. Si {S(t)},-, est un Co—semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés de

générateur infinitésimal A, alors il est unique.

2.2 Solution Mild

Dans cette section on présente la solution de 1’équation différentielle linéaire
fractionnaire. Le concept du solution mild peut étre introduit pour étudier le

probleme a valeur initiale non homogene suivant :

{ = a0 70 0 <T, 2.)

z(0) = o, reX

ouf:[0,7[— X.

Nous définissons maintenant le concept d"une solution mild
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DEFINITION 2.2.1 ([7]) Soit A un générateur infinitésimal
d'un Cy—semi-groupe {S(t)},5, sur X, xg € X, et f e L'([0,T] ,X) l'espace des
fonctions Bochner-intégrables sur [0, T] a valeurs dans X.

La fonction x € C([0,T] , X) donnée par
t
x(t) = S(t) xo + / S(t—s) f(s)ds, 0<t<T,
0

est la solution mild du probléme a valeur initiale (2.1) sur [0, 7] .

2.3 Transformation de Laplace

DEFINITION 2.3.1 On dit que f(t) est une fonction originale si :

1. f(t) = 0 pourt < 0.

2.1f(t)] < Me*" pourt > 0avec M >0, sy € R.

3. La fonction f(t) satisfait les conditions de Dirichlet pour tout intervalle [a, b] :

a) f(t) est bornée,

b) f(t) est continue, ou bien a un nombre fini des points de discontinuites de premiére forme,

¢) f(t) a un nombre fini des extrémes.

On consindére la variable complexe telle que : s = oo+ if et Re(s) = o > s; > sg alors

F(s) = /00 e "t f(t) dt

0
est dite la tronsformation de Laplace de la fonction f(¢) et on note
LU@) = Fs) = [ sy de.
0
La tronsformation de Laplace inverse est défini par
1 y+it

f(t) = =—lim F(s)e dt = L7'[F(s)],

Qi t—o0 y—it

our=+—1etyeR
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2.3.1 Images de quelques fonctions élémentaires

2.3.2 Exemples

Original | Image | Original | Image

T 7 =
1 5 e cos ft (S_Z)—QQJFBQ
% S.”% €at sin ﬁt (8*04)%/52
eat 1 izeat 1

s—a n! (s—a)ntl

Bt E t cos At i
cos = JE 72 coS = - %2)2
. . S

sin 3t PLi tsin Bt 17
cosh(ft) SzfﬁQ sinh(St) P

a) Soit la fonction f(t) = t*

donc la tronsformation de Laplace est :

N dx

s

et la tronsformation de Laplace inverse est :

b) Soit f(t) = sin®(t)

En utilisant 'identité sin®>t =

F(s) :/ e SN dt
0

pour évaluer cette intégrale on effuctue le changement de variable = = ts alors

oo
0

1 © '(A+1
/ e TN dr = —( +1)
0

s A+l

s At

C(A+1)
L) = =55
1 tA
-1 -
£ (S’\'H) N L(A+1)
1—cos(2t)

F(s) =

— cos(2t)

o 1
/ e dt
0 2
1 25 2
25 2(s244)  s(s2+4)
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2.3.3 Propriétés de la tronsformation de Laplace

Dans cette sous-section on utisant la notation F'(s) = L[f(t)] et G(s) = L]g(t)]

- Propriété de la linéairité

Lla f(t)+bg(t)] = aF(s) +bG(s), a,b € R

- Propriété de la similarité

1
£ flat) | = = F(
2.3.4 Les théorémes de différentiation et d’intégration

THEOREME 2.3.1 ([17])) (Différentiation d'un original)

La tronsformation de Laplace de la Dérivée d’ordre k de la fonction f(t) est donée par :
LIFO®] = s"F(s) = [s*71£(0) + 5" 2f/(0) + .. + f470(0)]

Exemples
a) Soit f(t) = t*
Ona f'(t) =2t et f7(t) = 2,

’

f(0) =0, f(0)=0, f7(0) =2
LI (0)] = s*F(s) = sf(0) = £(0)

L2] = %szF(s):> F(S):%

b) f(t) = cos(2t)
Ona f'(t) = —2sin(2t) et f7(t) = —4cos(2t),

F0) = 1, f(0)=0, f7(0)=—4

LI @®)] = s*F(s) = sf'(0) = f(0) = —4F(s) = s’F(s) — s
s2+4

F(s) =
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THEOREME 2.3.2 ([17])) (Intégration d’un original) La tronsformation de Laplace de

l'intégrale la fonction f(t) est donée par :

c [/Ot f(r)df] - Fi‘s)

THEOREME 2.3.3 ([17]) (Différentiation d’un tronsfome) On a

F™(s) = L[(=t)"f(t)]

2.3.5 La tronsformation de Laplace des intégrales et dérivées
fractionnaires

- Intégrales fractionnaires

Sia > 0, l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est donée par :

I If(t) = ﬁ / (t— )@ f(y) dy

- Dérivées fractionnaires

cop ) = L (I / (t — u) f(u) dul

£y ()] = s 2L S e e )
LD f(t)] = s*F(s) — g s"TOT DRI £ (1)) =0
k=0

2.4 Théoremes du point fixe

Les théorémes de points fixes sont des outils trés utiles en mathématiques et

particulierement dans la résolution des équations différentielles et intégrales.
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En effet, ces théoremes fournissent des conditions suffisantes pour lesquelles une

fonction donnée admet un point fixe, ainsi on assure l’existence de la solution d'un
P ,

probléme donné en le transformant en un probleme de point fixe, et on détermine

éventuellement ces points fixes qui sont les solutions du probléme posé.

DEFINITION 2.4.1 Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme. On appelle point
fixe de F tout point x € E tel que
F(z)=12z

En 1922 STEFAN BANACH prouva son fameux résultat dit “principe de contraction de
Banach”, ce théoreme est le résultat le plus élémentaire et le plus utilisé puisqu’il n’assure pas

seulement I'existence d'un point fixe mais aussi son unicité.

THEOREME 2.4.1 (Banach)
Soit E un espace de Banach sur un corps K (K = R ou C), et soit ||.|| la norme sur E. Soit
D un sous ensemble fermé de E. Soit F une fonction qui applique D dans D, telle qu’il existe

un nombre vy avec 0 < v < let
1Fo = Fyll < llz —yl| pourtout z,y € D,

Alors il existe un point unique z € D tel que F z = z.
De plus, si xy € D et x,, = Fx,_y pourn = 1,2, ... alors
lim z, ==z
n—>—+00

et on a l'estimation

ey — 2] <A™ (1 — ’y)_l |z — o] pourn =1,2, ...
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Chapitre 3
Controlabilité approchee des
systemes d’évolution d’ordre
fractionnaire

Dans ce chapitre, nous traitons des systemes de controle régis par des équations
différentielles a évolution d’ordre fractionnaire impliquant des dérivés fractionnaires
de Riemann — Liouville dans des espaces de Banach. Notre objectif principal dans ce
mémoire est d’établir des hypotheéses appropriées pour garantir I’existence et
"unicité des solutions Mild. Dans ces conditions, la controlabilité approchée des
systemes d’évolution d’ordre fractionnaire associés impliquant des dérivés

fractionnaires de Riemann — Liouville est formulée et prouvée.

3.1 Position du probléme
Ci-dessous, nous discutons le systeme d’évolution d’ordre fractionnaire suivant
Dfax(t) = Ax(t) + Bu(t) + f (t,z(t)) (3.1)

]tl_a z(t)|,—g = 20 € X, (3.2)
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ou Dj* désigne la dérivée fractionnaire de Riemann — Liouville d’ordre « avec la
limite inférieure zéro. A : D(A) C X — X estle générateur infinitésimal d'un
Co—semi-groupe S(t)(t > 0) sur un espace de Banach X. f : [0,b] x X — X est une
fonction donnée. La fonction de contrdle u (-) prend ses valeurs dans V' = L?([0, b]; U)
et U est un espace de Banach. B est un opérateur linéaire de V en L?([0, b]; X).
Avant I'introduction de la définition de la solution mild de (3.1)-(3.2), nous
présentons les définitions, lemmes et les notations suivantes.

La norme d'un espace de Banach X sera notée ||-|| . Ly(X,Y") désigne I'espace des
opérateurs linéaires de X dans Y. Soit M := sup || S(¢)||, (x)- Soit C'(J, X) I'espace de
Banach de toutes les fonctions continues de Vtzfloeurs X de J =10,b] en X muni de la
norme ||z||, = sup ||z(t)|| ;. Soit AC(J, X) I'espace des fonctions f qui sont
absolument cor:’fi(;ues sur J et AC™(J, X) ={f:J— Xet fmV(z) e AC(J,X)}.
Pour définir les solutions Mild de (3.1)-(3.2), considérons également I'espace de
Banach C_,(J, X) = {z : t**z(t) € C(J,X), 0 < a < 1} muni de la norme

|zlle, . =sup{t'=*|lz(t)]|x : t € J, 0 < a < 1}. L'espace Cy_o(J, X) est un espace de
Banach.

L’étape suivante consiste a présenter la solution mild du probleme (3.1)-(3.2).

DEFINITION 3.1.1 ([8, 23]) Une fonction x € Cy_,(J, X) est appelée solution Mild de
(3.1)-(3.2) si elle vérifie I'équation intégrale fractionnaire suivante :

x(t) =t To(t)xo + /0 (t — 8)* Mo (t — s)Bu(s)ds + /0 (t—8)* T (t — s)f (s,2(s)) ds

N

ol
T.(t) = a / 0¢..(0) S(t°0)do
0
&, est une fonction de densité de probabilité définie sur (0, o), telle que

£ (0) >0, 0 € (0,00), et /Ooga(e)cm:L
0

LEMME 3.1.1 L'opérateur T, (t) (t > 0) est fortement continus, i.e., pour x € X et

0<t;<ty<bonalT,(t2)z—Ta(t1) x| — 0 quand ty — t;.
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Ci-dessous nous imposons les conditions suivantes sur les données de notre
probléme :

(Hy) Pour toutt > 0 fixé; 7, (t) est un opérateur linéaire borné, i.e., pour tout x € X,

M
17 () 2| < = ll=|-

[ (a)
(Hy) Il existe des constantes positives N1, Ny > 0 telle que
IF(t2) = FEyll < Nille—ylx

IF@o)l < No(I+flzflx) VayeX.

(H3) Le systeme linéaire est approximativement contrdlable sur J.

Pour chaque 0 < t < b, 'opérateur A\(A] + ¥j)~! — 0 dans la topologie forte des
opérateurs quand A — 0, ot U} = fob(b — 5)2@= VT (b — s)BB*T(b — s)ds est le
Gramian de controlabilité, B* est ’adjoint de B et 7 (¢) représente 1'adjoint de 7,(?).
DEFINITION 3.1.2 ([8, 23]) Soit x(t; 0, zo,u) = x (b) une solution du systeme (3.1)-(3.2) a
partir de la valeur initiale vo € X a l'instant t correspondant au controle u(-) € V.
L’ensemble Ky (f) = {x (b) = x(b;0, zo,u) : u(-) € V'} est appelé I"ensemble accessible du
systeme (3.1)-(3.2) a l'instant terminal .

Si Ky(f) = X Vo € X, alors le systeme (3.1)-(3.2) est dit approximativement controlable

sur J.
Plus précisément, (3.1)-(3.2) est approximativement controlable sur J si :
Vhe X, VYe>0, JueV / |z(b)—h|<e
Nous définissons maintenant la fonction de controle sous la forme suivante

ut,z) = B*(b—t)*Tr(b—1t) [(AI + \Ifg)l{x (b) — blan(b)xo}]

—B*(b—t)*" 1T (b — 1) /Ot()\l + W) THb — 5)* Mo (b — 5) f(s, 2(s))ds.

LEMME 3.1.2 (8, 23]) 1l existe des constantes réelles positives M, N telles que pour tout
x,y € C1_o(J,X),ona

[ (t, ) = (ty)|| < M |x(t) =y (DIl

el < & (5 + o)
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3.2 Existence des solutions Mild

Cette section est consacrée a I'étude des résultats d’existence et d"unicité pour notre

probleme (3.1)-(3.2) en utilisant le principe de 'application contractante.

THEOREME 3.2.1 Supposons que les hypotheses (Hy) et (H) sont satisfaites. Alors pour
chaque fonction de controle u (.) € V, le systeme de controle (3.1)-(3.2) a une solution mild

unique sur Cy_, (J, X) .

Preuve

Pour tout A > 0, nous définissons l'opérateur F) : C,_, (J, X) — C1_, (J, X) par

t
(Faz) (t) = t* ' To (1) mo + / (t— )" " To (t — s) [Bu* (s,2) + f (5,2 (s))] ds.
0
Nous montrons que F}' est un opérateur de contraction sur C_,, (J, X) .En fait pour

toutx,y € C1_, (J,X) ett € J, nous avons
t
O R () = F) O < 070 [ =9 Tt = 9 B (s0) = o s,0)] s
0

1o / (t— )" | Ta(t = ) [f (s, () = f (s (s)] | ds

MBI o [ ot 1 (6 — o (o) de
< SFant /O@ )z () — y ()l d
MM ! — ) Y (s) — (s S
st /0@ ) (s) —y (s)] d

< (1Bl M) s e = vl

Ainsi, on obtient une constante réelle positive v(\) telle que

e [[(Faa) (1) = (FBy) O < vV llz = wlle, - (3:3)

pour tout ¢t € J et tout z;y € C;_,. Pour tout nombre naturel n, il résulte de l'itération
successive de l'inégalité ci-dessus (3.3) que, en prenant la borne supérieure sur J,

PR
-~ nl

e = FXylle,_, lz = ylle,_, - (3-4)

Pour tout A > 0 fixé, pour n suffisamment grand ; ) 1, 1 résulte de (3.4) que FY

n!

est une contraction, ainsi que le principe de contraction assure que 1’opérateur F) a

un unique point fixe z) dans C;_, (J, X), qui est une solution mild de (3.1)-(3.2).
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3.3 Reésultats de contrdlabilité approchée

Dans cette section, nous nous intéressons aux résultats de controdlabilité approchée
des systémes différentiels a évolution fractionnaire avec les dérivés fractionnaires de

Riemann — Liouville.

THEOREME 3.3.1 Supposons que les hypotheéses (H,) — (Hs) sont satisfaites, de plus si la
fonction f est uniformément bornée et T, (t) (t > 0) est compact, alors le systeme (3.1)—(3.2)

est approximativement controlable sur J.

Preuve. Soit z, un point fixe de F. On peut avoir facilement que

zA(b) = z(b) — MAL + ¥P) 1 (b *To(b)xo)

b
+)\/ (M 4T 1 — 5)* Mo (b — 5) f (s, 22(8))ds
0
1l résulte de I'hypothese sur f qu'il existe D > 0 tel que

1 (s, za()l < D,

pour tout s € J. Alors, il se trouve une sous-suite notée par { f(s,z,(s))} qui converge
faiblement a certains {f(s)} dans X.

De l'équation précédente, nous avons

|22 (b) — z(b)||
< AT+ )7 (BT (b)) |

+/O (b= ) AN + T (1 Ta(d = s)(f(s,2a(s) — f(5))]| ds
b
+/0 (b—s)* " ||MAT + UL (b — ) f(s)|| ds.

En utilisant I'hypothese (Hj), pour tout 0 < s < b l'opérateur A(\I + ¥4)~! — 0
fortement quand A — 0% et de plus ||A\(A + ¥2)~!|| < 1. Ainsi, par le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue et la compacité de I'opérateur 7, implique que
|zA(b) — z(D)|| — 0 quand A — 0. Par conséquent, la contrdlabilité approchée de

(3.1)-(3.2) a été prouvée.
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3.4 Exemple

Considérons le systeme de contrdle fractionnaire avec condition initiale et dérivées
fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

2 2

~

Dix(t,z) = 5,2% (t,2)+p(t,z)+ f(t,x(t,z2)), (3.5)
z(t,0)=x(t,1) =0, teJ, (3.6)
I z(t,2) im0 =0 (2), 2z€0,1] (3.7)

~

Les fonctions «(t)(z) = z(t, 2), f(t,z(t))(z) = f(t,z(t, z)), 'opérateur linéaire borné
B :V = L*0,b];U) — L*(|0,b]; X) est défini par Bu(t)(z) = u(t,2), 0< 2 <1, u e U.
Soit X = U = L*(|0, 1]) et l'opérateur A : D(A) C X — X est défini par

Ar ==z

D(A) = {z € X : z, 2" sont absolument continues, z" € X, z(0) = z(1) = 0}
Alors 'opérateur A peut étre écrit comme suit

Az = — ZnQ(m,xn)xn, x € D(A)

n=1

ou z,(z) = <\/2/_7r> sinnz, (n=1,2,...) est une base orthdnormale sur X il est bien
connue que A est un opérateur infinitésimal d"un semi-groupe différentiable S(t)
(t>0)

S(t)x = i e*"%(x,xn)xn, re X,

n=1

et |S(t)|| < el <1=M.
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Par conséquent, avec les choix ci-dessus, le systeme (3.5)-(3.7) peut s’écrire comme
une formulation abstraite de (3.1)-(3.2) et ainsi le Théoréme 3.2.1. permet de garantir
l'existence d"une solution mild de (3.5)-(3.7). D’autre part, il est facile de voir que le
systeme de contrdle déterministe linéaire fractionnaire correspond a (3.5)-(3.7) est
approximativement controlable sur .J, ce qui signifie que toutes les conditions du
Théoreme 3.3.1. sont satisfaites. Ainsi, le systeme de controdle fractionnaire (3.5)-(3.7)

est approximativement contrdlable sur J.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté quelques conditions suffisantes et appropiées
pour l'existance et I'unicité de solution mild et de résultats de controlabilité
approchée pour les problémes fractionnaires abstraite de Cauchy avec les dérivés
fractionnaires de Riemann-Liouville dans un espace de Banach. Les résultats sont
obtenus en basant sur le calcul fractionnaire, la théorié des semi-groupes et le

théoréme de point fixe (Principe de I'application contractante).
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