République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de ’'Enseignement Supérieur et de la Recherche
Scientifique
Université 8 Mai 1945 Guelma

Faculté des Mathématiques et de I'lnformatique
et des Sciences de la Matiére
Département de Mathématiques

Mémoire

Présenté en vue de I’obtention du dipléme de
Master en Mathématiques
Option : EDP Et Analyse numeérique
Par :

Himed Imane
Intitulé

Méthode de perturbation réguliere appliqguée aux EDO

non linéaire

Dirigé par : BOUTTIA Yassine

Devant le jury

PRESIDENT HITTA Amara Pr Univ-Guelma
RAPPORTEUR BOUTTIA Yassine MCB Univ-Guelma
EXAMINATEUR GHIAT Mourad MCB Univ-Guelma

Session Jeuillet 2019




Remerciements

Tous d’abord, je remercie ALLAH le toit puissant de m’avoir donné
la santé, la volonté et la force pour terminer ce travail dans les

meilleures conditions.

Je tiens a exprimer mes remerciements. Mon respect et ma
profaned gratitude a Mon encadreur Mr. Bouattia Yassine de m’avoir
orients, Corneille et critique quant le besoin se faisait sentir, mais
surtout pour sa disponibilité et d’avoir été tout simplement toujours

la pour m’écouter et me redonner confiance.

Je adresse I'exepression de notre gratitude a notre enseigant le

docteur, qui nous fait I’nonneur de jury et d’examiner notre mémaoire.

Je tiens a remercier touts nos enseignantes et enseignants du

department mathématiques.

MERCI TOUS



Dédicace

Je dédie ce travail a:

Mes tres chers parents qui m’ont donné un magnifique modele

de labeur et de persévérance.

Mes tres grand-pére ABD-ELRAHEMANE puis Allah avoir pitié

d’elle.
Mes chers freres et mes sceurs : Fares, Nour Elhouda .
a Toute famille.

Mes porche et chéres amies: Sana, Kaouthare, wafa, chafya,

Hana, Oumaima et chérés: Sara, Aia, Rawia, nouha.

MERCI TOUS



Table des matiéres

0.1 Imtroduction . . . . . . . . . . . e

1 Notions préliminaires
1.1 Systémes dynamiques, points critiques . . . . . .. .. ..o
1.2 Classification des points d’équilibre . . . . . . . .. .. ...
1.3 Portrait de phase et cycles limites . . . . . . . . .. .. ... ...
1.4 Stabilité : . . . . ..
1.4.1 Meéthode des fonctions de Lyapunov . . . . . .. .. .. ... ...

2 Meéthode de perturbation réguliére
2.1 TIdéedebase . . . . . . .
2.2 méthode de lindsted . . . . . . . . ...

2.3 méthode des échelles de temps multiples . . . . . .. ... ... .. ...

3 Meéthode de la moyenne de premier ordre

11
13
14
16

17
17
21
24

31



Résumé

Ce memoire est consacré a I’étude, Premiérement nous rappelons des notions générales.
Nous commengons par définir les systémes dynamiques, les points critiques et le systéme
linéarisé d’un systéme non linéaire au voisinage d’un point d’équilibre. Ensuite nous intro-
duisons la notion d’un cycle limite et 'amplitude d’un cycle limite d’un systéme planaire.
Nous introduisons la stabilité d’une solution d’un systéme différentiel en se basant sur les
fonctions de Lyapunov. Deuxiément, nous étudions la méthode de pérturbation régulier.
Nous commencons paridée de base sur la méthode de pérturbation régulier. Ensuite nous
étudions la premier est méthode de lindsted est on appeliquons un exemple sur cette mé-
thode. et la deuxiéme est méthode des échelles de temps multiples est on on appeliquons
un exemple sur cette méthode.troisiéme chapitre nous intéressons a I’étude du nombre

de cycles limites on utilisont la méthode de moyene de premier ordre
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0.1 Introduction

(a) Historique

Nous allons étudier dans ces chapitres des équations différentielles du deuxiéme ordre.

/ (0.1)

d
’” F / N — t =
Yy = (yay) o y=y(z)e = dr

Ces équations peuvent se transformer en un systéme de 2 équations différentielles du
premier ordre. L’espace des phases est alors un plan. La forme générale d’un tel systeme

est :

(0.2)

Le premier modéle physique publié dans la littérature qui, transformé en un systéme du

type (0.2), admette un cycle limite est I’équation :

d?y 1. dy dy

T TeG0)P =2ty =0 (0-3)

établie par Rayleigh (1945) et qui modélise les oscillations d’une corde de violon.

e Dans les années vingt, Balthasar van der Pol, un ingénieur hollandais, étudiait les pro-

priétés électriques des tubes a néon (van der Pol, 1922). A cette époque 14, les oscilloscopes

n’existant pas encore, il surveillait I’évolution de son circuit en écoutant les changements

de tonalité dans un combiné téléphonique. Il modélisa les charges et décharges du tube

par I’équation qui porte maintenant son nom :
d*x

W+5(l‘2 — 1)

dz

= 4
dt—l—x 0 (0.4)

dy

On voit que si on dérive I’équation (0.3) par rapport a t et que si I'on note x = %/,

on
retrouve I’équation (0.4) Ces deux équations sont donc équivalentes.
Quelques années plus tard Van Der Pol (1927) étudiait le méme circuit électrique mais

en régime sinusoidal forcé. Lorsqu’il variait la fréquence du courant, il entendait dans son



combiné la tonalité changer (le circuit se stabilisait donc sur la fréquence externe). Mais de
temps a autre il remarquait quelque chose d’étrange, un comportement inexplicablement
irrégulier : “on entend souvent au téléphone un bruit irrégulier avant que la fréquence ne
saute a la valeur immédiatement inférieure” (van der Pol, 1927). Son tube a vide devait
vraisemblablement traverser une période de chaos transitoire avant de se synchroniser
sur la fréquence externe.

Plus tard, en Angleterre, Mary Lucy Cartwright et John E. Littlewood poursuivront les
travaux de van der Pol sur les oscillateurs forcés.

e Liénard un ingénieur frangais, établit un théoréme d’existence et d’unicité d’ une solution

périodique pour une classe générale d’équations dont fait partie ’équation (0.4) :

d*z dz
Wngf(a:)a—l—x—O (0.5)

e Levinson & Smith (1942) ont suggéré de généraliser I’équation (0.5) :

%Jref(:c)d—erG(x) =0 (0.6)

et qui est connu sous le nom d’équation de Liénard généralisé.

e Le probléme fondamental lié & ’équation (0.6) est le nombre de solutions périodiques
isolées (i.e. cycles limites) qui peuvent exister simultanément. Imaginons que 1’équation
(0.6) décrit le mouvement d’un oscillateur. Si cette équation a un cycle limite globalement
attracteur alors l'oscillateur va évoluer, apres un régime transitoire, selon un mouvement
périodique. Le point important est que la période de ce mouvement sera la méme quelle
que soit la condition initiale !

On voit donc que la présence d’un cycle limite peut étre une propriété importante d’une
équation surtout si cette équation est une horloge!

(b) Résultats importants

On ne considére par la suite que le cas ou F' (z) et G (x) sont des polyndmes, avec F' (x) =

Jy f(t)dt. On note m le degré de F (z), n celui de G (x) et H (m,n) le nombre maximal



de cycles limites qui peuvent exister simultanément pour (0.6). Depuis le théoréme de
Liénard plusieurs résultats importants ont été publiés :

e Rychkov (1975) a prouvé que pour des polynomes F' (x) impairs et de degré 5 et si
G (x) = x alors (0.6) n’a au plus que 2 cycles limites.

e Lins, de Melo & Pugh (1977) ont prouvé que si m = 3 et n = 1 alors il n’y a au plus
qu’un cycle limite. Ils ont de plus donné les conditions pour que ce cycle existe. Enfin ils
ont conjecturé que si G (z) = x, il ne pouvait y avoir plus de [mT’l] cycles limites.

e Xianwu (1983) a prouvé la conjecture pour certains cas ou m =4 et n = 1.

e Coppel (1988) a prouvé que H (2,2) = 1.

e Dumortier & Li(1996) ont prouvé que H(2,3) = 1.

e Dumortier & Li(1997) ont prouvé que H(3,2) = 1.

D’autres chercheurs essayent de trouver des valeurs minimales & H (m,n) en ne considé-
rant que des cycles limites de petite amplitude qui seraient crées par bifurcation de Hopf
autour d’un point d’équilibre. Ils trouvent ainsi un nombre maximum H (m,n) de cycles
limites locaux.

e Zuppa (1981) et Blows & Lloyd (1984) ont prouvé que si G (z) = z et si F(z) =

2k+1

a1x + aor? + ... + Qg1 alors I’équation (0.6) a au plus k cycles limites locaux. Si

de plus on choisit les coefficients a; tels que :

laal] < Jlazll < ... < [lagksa ]

a;a; <0 pour 0<i <2k

alors il y a exactement k cycles limites locaux.
Les cycles limites locaux sont actuellement intensément étudiés par Lynch (1997) qui
remplit petit & petit la table (0.1). Christopher & Lloyd (1998) ont démontré que cette

~ A~

table était symétrique (H (n,m) = H (m,n)). Gasull & Torregrosa (1997) semblent



avoir amélioré les résultats de la table (0.1).

50 |1 |1 |38

49 | 243338

48 | 243236

13 16 |9 |10

12 |6 |8 |10

11 |5 |7 |8

10 |5 |7 |8

9 |4 |6 |8 |9

8 |4 |5 |6 |9

7 3|5 |6 |8

6 |3 |4 |6 |7

5 |2 (3 |4 |66

4 |2 13 |4 |4]|6/7/8|9]9

3 |12 |2 |4]|4|6|6|6|8|8 |8 [10/10...|36|38 |38
2 |1 |1 12 [3[3|4|5/5/6/7 |7 |8 |9 |...|32]33]|=
1 o |1 1 |2]2/3[3|4/4|5 |5 |6 |6 |...|24]2a]|=
mn—|1]2 |3 |4|5|6|7|8|9|10|/11|12|13|...|48 |49 50

Tab.0.1— Nombre maximum de cycles limites locaux qui peuvent exister pour les

équations (0.6) en fonction du degré m de F(x) et du degré n de G(z).

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Le premier chapitre est un rappel des notions générales. Nous commencons par définir les
systemes dynamiques, les points d’équilibres et le systeme lin. Ensuite nous introduisons
la notion d’un cycle limite et 'amplitude d’un cycle limite d’un systéme planaire. Nous

introduisons la définition de la stabilité des points d’équilibres en se basant sur les fonc-



tions de Lyapunov.chapitre deux nous étudions deux méthode de pérturbation la premier
est méthode de lindsted est on appeliquons un exemple sur cette méthode. la deuxiéme
est méthode des échelles de temps multiples est on on appeliquons un exemple sur cette
méthode.dans le troisiéme chapitre nous intéressons a 1’étude du nombre de cycles limites

on utilisont la méthode de moyene de premier ordre .



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Systémes dynamiques, points critiques

Définition 1.1.1 : Un systéme dynamique sur R™ est une application :
U:R" xR*" — R"

définie sur tout R™ x R, telle que :
o U(.,x): Rt — R" est continue.
o U (t,.): R" — R" est continue.
e U (0,2) ==
e U(t+s,2)=U(t,U(s,x)) pour t,s € Rt = € R".
Exemple
Soit le systéme linéaire :
T = Ax

9 t€R+, Zo e R"”
x(0) = xg

ol A est une matrice constante.



La solution de (1.1) est :

z(t) = ey

Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car I’application :
U:R" xR" — R"
qui a tout ¢t € RT, z € R™ associe :
Ult,z) = ea

vérifie les quatre propriétés précédentes.

Définition 1.1.2 : Soit le systéme non linéaire
&= f(x) (1.2)
On appelle point critique ou point d’équilibre du systéme (1.2), le point 2y € R" tel que :
f(xo) =0

Définition 1.1.3 : Considérons le systéme (1.2)
Le systéme :

T = Ax

ou

A= (gi (xo)) = Df(m),1<i,j<n

et

f(z0) =0

est appelé linéarisation de (1.2) en zy.

10



Définition 1.1.4 : On appelle point critique hyperbolique de (1.2), le point g telle que

A n’a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle.

1.2 Classification des points d’équilibre

Cas des systémes linéaires

considérons le systéme linéaire :

T = Ax (1.3)

ou z = (x1,...,x,) et A une matrice constante inversible. Soient Ay, ..., A, les valeurs
propres de A.

Définition 1.2.1 :

- Si les valeurs propres Aq, ..., A, sont réelles et du méme signe, la solution x = 0 est

appelée noeud.

Py 1

Fig 1.1 Noeud stable (n=2).
- Si les valeurs propres Aq, ..., A, sont réelles, non nulles et de signe différent, la solution

x = 0 est appelée selle.

11
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- Si les valeurs propres Ay, ..., A, sont complexes avec Im(\;) # 0, i = 1, ..., n. La solution

x = 0 est appelée foyer.

PP ey
L P

Py

friieresr

By S ey

B T T N 8

Tty T Ty S

L e

R

Loy

Eanr ol i s e i "-, "-. "'-,_‘\.\.
I N Y TN MM,

Fig 1.3- Foyer stable (n=2).

- Si les valeurs propres Ag, ..., A, sont complexes avec Re(\;) = 0et Im(\;) #0,i=1,...,n.
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La solution = = 0 est appelée centre.

Fig 1.4- Centre (n=2).

Cas des systémes non linéaires

Considérons maintenant le systéme non-linéaire :
i = f(2) (1.4)

= (21, ., zp), [ =(f1, [n)
Théoréme 1.1 : Si 2y est un point d’équilibre hyperbolique de (1.4), alors il existe
un voisinage de ce point dans lequel le systéeme & = f(x) est topologiquement équivalent

A son linéarisé © = Ax .

1.3 Portrait de phase et cycles limites

Définition 1.3.1 : Soit le systéme planaire :

#=Plry) (1.5)

ou P, ) sont des polynomes en x et y. les solutions (x (t),y (t)) du systéme (1.5) repré-
sentent dans le plan (z,y) des courbes appelés orbites. Les points critiques de ce systéme

sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi que

13



ces points critiques représentés dans le plan (z,y) s’appelle portrait de phase, et le plan
(x,y) est appelé plan de phase.

Définition 1.3.2 : Une solution périodique du systéme (1.5) est une solution telle que :
(@(t+T),yt+T))=(x(),y(t)) pour T >0

A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans ’espace des phases.
Définition 1.3.3 : Un cycle limite du systéme (1.5) est une orbite fermée isolée, c’est
a dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.
Définition 1.3.4 : L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la variable

x sur le cycle limite.

1.4 Stabilité :

Soit le systéme des équations :

d
d—f:f(t,:v), reR" teR. (1.6)

On suppose que f satisfait les conditions du théoréeme d’existence et d’unicité des solu-
tions.
Définitions : Une solution ®(¢) du systéme (1.6) telle que ®(ty) = @ est dite stable au

sens de Lyapunov si Ve > 0, 30 > 0, tel que toute solution x(¢) de (1.6) dont la valeur

initiale x(ty) vérifie
[2(to) — Doll < 6 = |lz(t) = 2()[| <&, Yt =10,
si en plus de cette définition on a :

lim lz(t) — ®()[| = 0

t—4o00

14



alors la solution est dite asymptotiquement stable.
Quand ®(¢) = 0 la définition devient :

Ve > 0, 30 > 0, tel que toute solution z(t) de (1.6) dont la valeur initiale x(ty) vérifie
[z(to)|| < & = [l <&, ¥t = 1o,

si en plus

lim {[z(#)[| = 0,

t—+4o0

alors ®(t) = 0 est asymptotiquement stable.

Pourn=1ona:

D(H)=0

L’étude de la stabilité de la solution ®(¢) peut étre ramenée a celle de la solution nulle
y = 0 d’un systéme (Analogue) au systéme (1.8).

En effet : posons y(t) = z(t) — ®(¢) ou y(t) est la nouvelle fonction inconnue.

dv dy d®(t)
g—%ﬂLT—f@y‘F@)

donc

% fty+ @) — f(t, @)

15



On voit bien que y = 0 est une solution de ce systéme.

1.4.1 Meéthode des fonctions de Lyapunov

Soit v(xy, ..., z,) une fonction différentiable.

Soit le systéme autonome :

d; :
dxt = filzy,..,zn) i=1,...,mn (1.7)
dv = 0v(x)dr; = Ov(x)
&2 o a2 o, Y (1.8
i=1 E i=1 !

si z(t) = (x1(t), ..., xn(t)) satisfait (1.7).

Théoréme 1 : Si pour le systeme (1.7); il existe une fonction v(z1,...,z,) de signe
n

deéfini positif (ou négatif ) telle que %2 = 8‘9—; fi(x1, ..., x,) est une fonction semi définie
i=1

négative (ou positive ) ou identiquement nulle alors le point d’équilibre (0, ..., 0) est stable

au sens de Lyapunov.

v(zy, ..., x,) est dite fonction de Lyapunov.

16



Chapitre 2

Méthode de perturbation réguliére

2.1 Idée de base

On utilisans la méthode de perturbation pour chercher une solution approché a une
équation (Fe) dépend d’un paramétre e, sachant que la solution correspondant a la
valeur £ = 0 est connu exactement.
Exemple
Soit le systeme :
T=—-2x+y
y=z-2

Apres une petite perturbation ce systéme devient :

&= —2x+y+ ey’
' ;2(0) = y(0) =1 (2:2)
=1z — 2y + ex?

ol € est un petite parameétre; 0 < ¢ < 1 puisque ¢ est un petit parametre I'idée de base

de la théorie des perturbation est de trouver la solution de I’équation (2.2) sous la forme :

w(t,e) = xo(t) + emy(t) + o (t) + w3 + ... (2.3)

17



On substituions (2.3) dans (2.2) on obtient :

¢

+e(yg + e2yi + 2eyorn + 2¢%yoya + ...

+e(x + a2 + 2exory + 28%x0T0 + ...

\

Xo + ety + 2y + ... = =220 — 26w — 26239 + Yo + €Y1 + 2 + ...

yo + Eyl + 82?)2 + ... = —2y0 — 2€y1 — 2€2y2 +xo+ex + 621'2 + ...

70(0) + 21 (0) + £229(0) + ... = 1(0) + ey1(0) + %y2(0) + ... = 1

(2.4)

les équations (2.4) peut étre considérée comme un polynéme en € d’oil on a les systémes

suivante :

a Pordre £° on obtient :

To = —2x0 + Yo

Yo = To — 2Yo
a Pordre £! on obtient :

i = =221+ + Y5 .
91:I1—291+$3

a Pordre £2 on obtient :

Ty = —2x9 + Y2 + 2Yol1
Yo = To — 2y2 + 2701

On va trouver la solution de systéme(2.5) :

on écrivons le systéme comme un forme matricielle :

18
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(2.6)

(2.8)



on a .

-2 1
A=
1 =2
La solution de systéme et sous la forme :
w0\ _ . exp(Ait) 0 P c
Yo 0 exp(Aat) Co

telle que : P matrice inverse et \ sont les valeures propre de A.

On calculons les valeures propre de la matrice A et la matrice P

PA) =X +4r+3=(A+22-1=0

alore :

1 1
)\1:—1,)\2:—3;P: etP_1:
1 -1

Alore on trouvons la solutions de systéme suivant :

NI= NI
I N[ =
N[

o\ 1 1) [exp(~t) 0 EANE
w) o\ -1 0 eXP(3t>) : 72/ \@
~fexp(—t) exp(=3t)\ (1 1) [«
 \exp(—t) exp(=31) 2 %) =
To = %(01 + 2) exp(—t) + %(Cl ~ et ; 20(0) = yo(0) =1
Yo = 1(c1 + ¢2) exp(—t) — L(c1 — ¢3) exp(—3t)

donc la solution de systéme (2.5) est :

nolt) = expl(~1)
yo(t) = exp(—t)

19
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On calculonss la solutions de systéme (2.6)
on écrivons le systéme comme un forme matricielle :

T -2 1 T exp(—2t
- ) (=20 (2.10)
U 1 =2 U1 exp(—2t)

alore la solution du systéme (2.10) est sous la forme :

(e m ) epl=8 FASER) ) o) =0

(c1 + c2) exp(—t) +
(c1 — ¢2) exp(—3t) + Bexp(—2t)

I, =

NI= o=
NI- o=

y1 = 5(c1 + ¢o) exp(—t) —

donc la solution de systéme (2.10) est :

x1(t) = exp(—t) + exp(—2t) ' (2.11)
y1(t) = exp(—t) + exp(—2t)

On calculons la solution de systéme (2.7),on écrivons sous forme matricielle :

T -2 1 T exp(—2t) exp(—3t
Y2 L =2 \y exp(—2t) exp(—3t)

alore la solution de systéme (2.12) est sous la forme :

)
Ty = 3(c1 4 ¢2) exp(—t) + (1 — ¢2) exp(—3t)
+ Ay exp(—2t) + (Byt + By) exp(—3t)
. o : 23(0) = 2(0) = 0
Y2 = 5(c1 + co) exp(—t) — 5(c1 — c2) exp(—3t)
+Ag exp(—2t) + (Bat + By) exp(—3t)

\

Donc la solution de (2.12) est :

2o(t) = 5 exp(—t) — exp(—2t) + 5 exp(—3t) (2.13)
ya2(t) exp(—t) — exp(—2t) + %exp(—?)t)

1
2

20



D’apres (2.9), (2.11),(2.13) la solution de systéme (2.2) est :

z(t,e) = exp(—t) + e(exp(—t) + exp(—2t)) + +&2(3 exp(—t) — exp(—2t) + 1 exp(—3t)) + ...
y(t,e) = exp(—t) + e(exp(—t) + exp(—2t)) + &?2(% exp(—t) — exp(—2t) + %exp(—?)t)) + ...

2.2 méthode de lindsted

Terme séculaires :

Si on prend le développpement de sin((1 + €)t) = sin(t) + et cos(t) — 2 §in(t) + ...
2

Si on retientun nombre fini du terme, on obtient une fonction qui est périodique et

non bornee quand t — 0 .

t" sin(t
les termes : (®) s’appellent terme séculaires, ils déteruisent la période une
" cos(t)

idée pour éviter les terme seculaire et donne par lindsted .

La méthode de lindsted s’applique aux eéquations de la forme

T+ax+eF(r,)=0 telleque 0<e<1.

la base de la méthode de lindsted consiste a introduire une transformation de la
variable indépendant ;Cette transformation ne permet d’éviter les terme séculaires dans
les solutions sous la forme de série de perturbation.

Exemple :

Soit I’équations de duffing :

i+x=er’ 2(0)=k 2(0)=0 (2.14)

posons 7 = wt on obtient :
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od x = x(7) on pose :

(1) = o(7) +ex1(7) + Exo(7) + ...

w = 14 cw; + 2wy + ..
et les conditions initiale :
21(0) = 29(0) = ... = 2,(0) =0

on obtient :

(14 ewy + 2wy + ..)2 (50 + €dy + €289 + ...) + (g + ex1 + %29 + ...)

= e(xo+exy + ¥y +..)3

En identifiont les termes de méme puissances de € on obtient :

a Pordre €2 on obtient :

Zi‘o + 29 = O; ZL’()(O) = k?, IO(O) =0 (215)

a 'ordre ! on obtient :
iy 4w = 20 — 2undo; 21(0) =0, #,(0) =0 (2.16)

a l'ordre €2 on obtient :
i’g + X9 = 31‘3371 — 2'11}1‘%'1 — (w1 -+ 2'11}2)330, ZIZ’Q(O) = O, 1'2(0) =0 (217)

Pour I’équation (2.15) on a :
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xo(7) = kcos(T)

Pour I’équation (2.16) on a :

i1+ m1 = k* cos®(7) + 2wy k cos(T)

elle s’écrite en utilisant

cos®(7) = 2(3 cos(T) + cos(37))
donc

]{Z?’
i+ x = (§k3 + 2wy k) cos(T) + 1 cos(37)).

En évite les terme séculaire, en posant %k3 + 2wk =0 donc w; = —%kQ

I’équations devient :

3
B+ 2 = %COS(?)T); x1(0) =0, 2,(0) =0 (2.18)

Donc la solutions de (2.18) :

kS
21(7) = == (cos(1) — cos(37))
32
Pour I’équation (2.17) on a :
) 21 .
Fo+ 19 = cos(r)(mk + 2wqek) + TNS (2.19)

ou T'NS : termes non séculaires

elle s’ecrite en utilisant
, 1 1
cos” (1) = 5(1 + cos(27)); cos(27) cos(37) = §(COS(T) + cos(57))
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De nouveau pour éliminer le terme séculaire , on pose wy, = %kA
I’équation (2.19) devient : &y + 29 = TNS

on trouve :

5

~ 1024

To (23 cos(7) — 24 cos(37) + cos(57))

on peut continue ce processus .
ainsi :
z(t) = kcos(37) + Z—kj(cos(wt) — cos(3wt)) + ...

ol w=1—35k*+ ..

Remareque :

Cette méthode ne donne pas toutes les solutions de I’équations, car nous avons sup-
posé que chaque terme x3 étant périodique, la méthode de lindsted donne seulement les
solutions périodique.

Remareque :

En geéneral pour une valeur quelconque K il n’existe de solutions périodique .

2.3 méthode des échelles de temps multiples

Soit I’équation

T4 =2z (2.20)

telle que 0 < ¢ < 1.
Posons :

w(t) = xo(t) + ey (t) + o (t) + w3 + ..

on obtient apres substituons dans (2.20)

a Pordre £° on obtient :
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o+ 1 =0 (2.21)

a Pordre €' on obtient :

"751 +x = —2$0 (222)

a Pordre £2 on obtient :

Zig + X9 = —21'1 (223)

La solution de I’équation (2.21) est :

zo(T) = Acos(t + o)

ou A et ¢ sont constants arbitraires

La solution de I’équations (2.22) est :

x1(t) = —Atcos(t + ¢).
La solution de I’équations (2.23) est :

1 L, .

To(t) = §At cos(t + ¢) + §At sin(t + ¢).
Donc
1
x(t) = Acos(t + ¢) — cAtcos(t + ¢) + 552(752 cos(t + @) + tsin(t + ¢))

pour approximer, il faut ¢, et, €2, ..., soit petit, plus clairement que :

z(t) = aexp(—et) cos(V1 — €2t + @)

25



et on a :

1
exp(—et) =1—et + 552152 + ...

Au voisinage de zéro on a :

cos(V1 —e2t+ ¢) = cos(t + ¢) + %5215 sin(t + ¢) + ...

C-a-d :
FE) = FO) +2f (0)+ S£7(0) + .

d’ou on a :

x = acos(t + ¢) — eat cos(t + ¢) — %52a(t2 cos(t + ¢) + tsin(t + ¢)) + ...

Quand ont tronque exp(—et) ,c’est et qui est la variable indépendant et non ¢ ;quand on
tronque cos(v/1 — 2t + ¢) c’est %t qui est variable indépendant et non ¢ ¢’est pour cela

que nous déffinissons les nouvelles variable , appelles "multiple time scales" comme suit :

To=c%=t
T1 = €1t
TQ = €2t
T, =¢e™"
Tn+1 = 5n+1t

ou T}, est toujour inférieur a 7,.
Pour utiliser ces variable dans ’équation & + x = —2e4 introduisons = = x(Tp, 11, ...) de

plusieurs variable

d_x_@ﬁ+8xdT1+8xdT2
dt 0Ty dt 0Ty dt 90Ty dt
dx or oz ox

—_ —_— —_— [ 2_
I a7, +€8T1 +e o7, + ...
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Posons :

on écrite :

D = D0+€D1 +€2D2+...

L’équation (2.20) s’ecrite :
D?z + 1 = —2¢Dx

ol encor :

(D* +1)r = —2¢Dx

[(DU +eD; +e?Dy + ..)2 + 1} [xo +ex1 +..] = —2e(Do+eDy +2Dy+..) (wg+ex1 +...)

(Do + €Dy +e?Dy+..)2 +1= D3 +1+2eDyD; + ...

En identifions les coefficients d’une méme puissance de ¢, on a :

a Pordre £° on obtient :

(D§ + 1)z =0 (2.24)

a Pordre ¢! on obtient :

(D3 + 1)z = —2e Dy Dy — 2Dog (2.25)

De I’équation(2.24) on a :
z(t) = Acos(Ty + ¢)

ou A et ¢ sont non constante; donc A = A(ty,ts,...) , ¢ = ¢(t1, 12, ...) .

L’équation(2.25) s’ecrite :
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(D3 +1)zy = 2D [Asin(Ty + ¢)] + 2Asin(Ty + ¢)

= 2[D1A+ Alsin(Ty + ¢) + 2Asin(Ty + ¢) + 2AD ¢ cos(Ty + ¢)

pour supprimes les termes séculaire posons :

DIA+A=0; Di¢=0 cad H+A=0; F=0

d'ot A =aexp(—T1) et ¢ = c .avec a et ¢ dependent de Tp, T3, ...,a et ¢ sont priss pour

des constant a cette échelle de tempe.

On a alore :
= Acos(Ty + ¢) + ...
= aexp(—T1)cos(Ty + @)
d’ou
x(t) = aexp(—et) cos(t + ¢)
exemple :

Soit 1’équation de diffing :

i+r=—c2® (2.26)
eton a:
To=c%=t
Tl = €1t
T2 = 82t
T, =¢c"
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Tn+1 = 5n+1t.

On pose :
d 0
D=—.,D,=
dt’ oT,

Substituion Dy + €Dy + 2Dy + ... dans (2.26) on obtient :

(D3 +1+2eDogDy + ..)(wo + €71 + ...) = —e(wo + 21 + ...)°.

En identifions les coefficients d’une méme puissance de ¢, on a :

a Pordre £° on obtient :

(Dg+1)zg =0 (2.27)

a Pordre £! on obtient :

(Dg + 1)ay = —2Dy D1z — (2.28)

L’équation (2.27) nous donne :

xo(t) = Acos(Ty + ¢)

ou A et ¢ sont non constante ; donc A = A(ty,ta,...) , ¢ = ¢(t1,1s,...) .
L’équation (2.28) devient :

(Di+1)x; = 2D¢D; [Acos(Ty + ¢)] — A® cos® (T + ¢)
= 2Dy[Asin(Ty + ¢)] — A% cos® (T + @)
= 2[A’sin(Ty + ¢) + A cos(Ty + ¢)] — A% cos®(Ty + @)

3

= 2[A’'sin(Ty + ¢) + A¢ cos(Ty + ¢)] — AI[?) cos(To + ¢) + cos[3(Ty + ¢)]]

3

= 2A'sin(Ty + ¢) + (24¢" + SAZ) cos(To + ¢) + TNS
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oui T'N S est termes non séculaire.
: 2 I A /I __ 3 A2
pour supprimes les termes séculaire; posons :A" =0 et ¢ = £ A
alore A = const =a et ¢ = %aQTl + const
ol constant est une fonction de 15, T3, ...
ainsi :

3
x(t) = acos(t + §a2T1 + const).
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Chapitre 3

Méthode de la moyenne de premier

ordre

Théoréme. Considérons les deuz équations suivantes
i =cF(t,x) +*G(t,x,e), x(0) = o, (3.1)

et
g=cfy),  y(0) = 0. (3.2)

ot z,y,xo € D un intervalle ouvert de R, t € [0,00), € € (0,0, F' et G sont périodiques
de période T par rapport a la variable t, et f°(y) est la fonction moyennée de F(t,y),

c.a.d.,

fly) = l/0 F(t,y)dt.

On suppose :

(i) F, OF |0z, 0*F/0x?, G et OG0z sont définies, continues et bornées par une constante
indépendante de € dans [0,00) X D et € € (0,¢0] .

(i) T est une constante indépendante de ¢.

(iii) y(t) appartient & D sur le temps échelle 1/e. Alors les propriétés suivantes sont
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vérifiées. (a) Sur le temps échelle 1/c on a x(t) — y(t) = O(¢e), quand ¢ — 0. (b) Si p
est un point d’équilibre du systéme moyennée (3.4), tel que

o5

o |, 70, (3-3)

alors il existe une solution T-périodique ¢(t,c) de léquation (3.3) proche de p tel que
#(0,e) — p quand € — 0. (¢) Si (3.5) est négatif, alors la solution périodique corres-
pondante ¢(t,e) de l’équation (3.4) dans l’espace (t,x) est asymptotiquement stable pour
e suffisamment petit. Si (3.5) est positif, alors ¢(t,e) est instable.

Preuve. (voir [4]).

Remarque. Si % < 0 alors le cycle limite d’amplitude y = p est stable et si
y=p

%—fyo — > ( alors le cycle limite d’amplitude y = p est instable.

Exemple.

Soit le systéme :

T=1y
(3.4)
y=—x+e(@*—3z+3)y
On pose :
xr =rcosf; y=rsind.
on obtient
2?4+ y* =7r% L =tané.
donc :
r=/72 + 1% 0 = arctan 2.
x
on a :

-1
7 = cos Ot +sinfy et § = —(cos Oy — sin O1).
r
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On substituions (3.4) dans 7 et # on trouvons :

Y 4
7 = ersin®f(rcos*f — §T2 cos? 0 + g),
: 3 4
6 = —1+ecosfsinf(r*cos®d — 57’2 cos® 6 + §)
Donc
~dr ersin® 0(r* cos* 6 + 2r% cos® 0 + 3)
) df  —1+ecosOsinf(rtcos*§ — 2r2cos? 6 + 2)
= eF(r,0) +&*G(e,r,0),
ou
L2904 4 59 9, 4
F(r,0) = —rsin® 0(r" cos™ 0 + o7 cos 0+ g)
ona:
1 (T
Po) = 3 [ Feow
T Jo
I 5 4
= —5- i rsin? 0(r* cos* 0 + 57’2 cos® 0 + g)dﬁ
_ a2
= 16(T 5re 4 4).
Donc :
1
£(r) = 76"~ 4)(° 1)

donc existe deux cycles limites d’amplitudes 2 et 1 respectivement.

On a:
df’(r) ETA § , 4

dr 16 16 16

Pour r = 2, i 29 = —% < 0, donc le cycle limite d’amplitude 2 est stable et pour r = 1,

% = g > 0, donc le cycle limite d’amplitude 1 est instable.
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conclusion

La méthode de pertubations réguliéres ne donne pas les fonctions périodique bornés
dans ce cas nous utilisons la méthode des perturbations singulieres comme la méthode

de la moyenne pour chercher les fonctions périodique.
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