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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie la chute des gouttelettes par la force gravita-
tionnelle, en tentant en cosidération le processus de coagulation entre elles.
De point de vue mathématiques, il s’agit d’'une équation intégro-différentielle
pour une fonction inconnue représentant la densité, par rapport & l'unité
de volume, de 'eau liquide contenue dans les gouttelettes. Cette fonction
dépendra de la masse de gouttelettes, du temps et de la position.

Pour simplifier I’étude, nous allons nous occupé de la solution station-
naire. En considérant 1’équation dans un domaine d’une dimenstion spatiale
en absence du mouvement de I'air on montre I’existence et I'unicité de la solu-
tion stationnaire, puis on traite I’équation dans un domaine tridimensionnel
en présence d’'un vent horizontal. Enfin, nous allons étudier I’équation dans

le cas générale en présence d’un vent constant dans les trois directions.
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Introduction

Depuis quelques décennies il y a eu des tentatives de modélisation ma-
thématique de 'atmosphére (voir par exemple[3], [2] etc...) et & cause de la
complexité des phénomeénes atmosphériques, jusqu’a maintenant la majorité
des scientifiques se contentent des modéles partiels ou simplifiés. Méme si
ces tentatives étaient bien appréciables dans leurs aspects mathématiques
spécifiques, dans ces modeéles la description globale des phénomeénes atmo-
sphériques comprenant la formation des nuages et la précipitation était loin
d’étre satisfaisante. Notre étude concerne la chute due a la force gravita-
tionnelle des gouttelettes réalisant le processus de coagulation (ce processus
décrit le mécanisme par lequel les gouttelettes s’unissent pour former une
gouttelette plus grande). En effet, comme il est bien connu, a partir des
nuages formés dans I’atmospheére, les gouttelettes suffisamment grandes vont
tomber comme pluie, ce qui montre le role essentiel du processus de coagula-
tion des gouttelettes dans 'apparition de la pluie. L’équation dite équation
de Smoluchowski, proposée par Smoluchowski et Miiller, décrit le proces-
sus de coagulation ; cependant cette équation dans sa version communément
considérée ne tient pas compte de l'effet de la chute des gouttelettes. En
outre, le probléme de I’équation de coagulation (et de fragmentation) des

gouttelettes en tenant compte de son déplacement a été étudié par plusieurs
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mathématiciens Russes comme P. B. Dubovski, V. A. Galkin et W. Stewart
ainsi que d’autres (voir par exemple [3]). Dans notre travail nous proposons
d’étudier le processus des gouttelettes qui tombent dans I’air et se coagulent
entre elles dans les cas respectivement de ’absence de mouvement de air,
de la présence d’un vent horizontal et puis en présence d’un vent constant
dans les trois directions. Il s’agit de I’équation de la conservation de la masse
pour la densité noté o(m) de 'eau liquide contenue dans les gouttelettes de
masse m, densité par rapport a I'unité de volume de 'air contenant d’éven-
tuelles gouttelettes, ot la vitesse des gouttelettes sera déterminée par la force

gravitationnelle, la friction entre les gouttelettes et Iair et la vitesse du vent.



Chapitre 1

Solution stationnaire dans le cas
d’absence du vent

Dans ce chapitre on va étudier I’équation intégro-différentielle décrivant
le procesus de coagulation des gouttelettes se trouvant dans l'air en absence
de mouvement de ’air. On montre l'existence et 'unicité de la solution sta-

tionnaire, donnée dans |[7].

1.1 Position du probléme

Désignons par o(m, x,y, z,t) la densité de 'eau liquide contenue dans les
gouttelettes de masse m au point (z,y, z) € Q(C R3) a l'instant ¢t € R, c’est-
a-dire, la masse de 'eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m
qui se trouvent dans 'unité de volume de l'air. Le nombre, au sens purement
statistique, des gottelettes de masse m dans I'unité de volume sera alors
donné par :

o(m,z,y, z,1t)

n(im,z,y,z,t) = —————=.
m
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L’équation de smoluchowski est normalement formulée par rapport au nombre
n = n(m,t) de gouttlettes de masse m. Mais nous préférons utiliser la den-
sité o pour la commodité pour la modélisation générale de phénoménes mé-
téorologiques. On va considérer également la vitesse des gouttlettes qui se
déplacent & cause de la force gravitationnelle et du mouvement de I'air dans
lequel elles se trouvent. Comme l'effet de la friction entre les gouttlettes
et air dépend sensiblement de la masse m, nous admettons que la vitesse

u = u(m) d’une gouttlette de masse m est donnée par :

u(m) =u(m,x,y, z,t) =v(t,z,y,z) — ﬁV(b (1.1)

ot v = (vy,vs,v3) est la vitesse de I'aire, g est une constante désigne ’accélé-
ration gravitationnelle, a(m) est le coefficient de friction entre les gouttlettes
et Dair et la vitesse de I'air et Vi = (0,0, g)*. Cette relation correspond, dans
une bonne approximation, a la vitesse réelle des gouttlettes. La variation de
o(m,x,y, z,t) due au déplacement avec la vitesse réelle des gouttlettes et au

processus de coagulation est donnée par ’équation suivante
Owo(m,x,y,2,t) + Vigy.(a(m,z,y, 2, t)u(m)) = (1.2)

— %/ ﬁ(m — m’,m’)o'(m”x7y,z,t)g(m _ m',ﬁ,y,z,t)dm’Jr
0

—m/ B(m,m"o(m,x,y, z,t)o(m', x,y, z, t)dm’,
0

ot Vizy,2) = (02,0y,0,), tandis que §(mi, my) représente la probabilité de
rencontre entre une gouttelette de masse m; est une gouttelette de masse
ms (avec la valeur de la probabilité normalisée par rapport a la masse). Si
dans 1’équation on néglige la dépendance de(z,y,z) € 2, I'équation

sera réduite a I’équation de Smoluchowski (dans une version avec la densité

7
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o(m,t) = mn(m,t)). En renvoyant I’étude de 1'équation d’évolution ([1.2) a
des recherches futures, dans le présent travail nous allons nous occuper du

cas stationnaire, c’est-a-dire, nous allons considérer 1’équation
V(ay,)-(0(m, z,y, 2)u(m)) = (1.3)

= %/ ﬂ(m_m/,m/)a(m/,x,y,z)a(m—m’,x,y,z)dm’+
0

“m / B(m,m')o(m, ., y, =)o (m' s, y, =)dm’
0

complitée avec la condition
olm,z,y,1) =a(m,z,y). (1.4)

Comme les gouttelettes tombent de {z = 1} vers {z = 0} avec la vitesse
u = u(m), la condition est une condition "initiale" (ou condition d’en-
trée) pour les gouttlettes qui partent de la position (z,y,1).

On rappelle que dans la Nature, a cause de la courbure trés élevée de la sur-
face, les gouttellettes trés petites s’évaporent immédiatement et que d’autre
part les gouttelettes trés grandes se fragmentent a cause de la friction avec
I’air environnant. Pour cela, nous nous intéressons a la fonction de densité

o(m,z,y, z) avec m entre deux extrémités m, et ma,
0<m, <m<m, <oo.

En ce qui concerne la fonction a(m), qui représente 'effet de la friction
entre les gouttelettes et l'air, dans le présent travail nous supposons qu’elle
est une fonction strictement positive et suffisamment réguliére (par exemple
a(m) € CY(R,)). Il est utile de rappeler que dans 1’état normal de atmo-

sphére a(m) est une fonction décroissante et ses valeurs varient sensiblement

8
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selon les valeurs de m. Méme si l'effet de la friction (par I'unité de masse)
croit rappidement quand m s’approche de 0, compte tenu de I’absence de
gouttelttes trés petites (m < m,), pour éviter le raisonnement inutilement
compliqué, nous supposons

sup a(m) < oo.
meR4

Pour la fonction §(mq,ms) nous supposons que
B(.,.) € C(RL xRy), B(my,ma) >0 VY(my,my) € Ry xRy, (1.5)

B(m1,ma) = B(may, m) (1.6)
B(my, my) = 0 pour my + mg > Mmy. (1.7)

Les conditions (|1.5]) et sont des conditions naturelles de la fonction de
probabilité de rencontre de gouttelettes. D’autre part, la condition est
une approximation motivée par le fait que, comme nous ’avons déja évoqué,
dans 'atmosphére les grandes gouttelettes subissent également le processus
de fragmentation, qui contrebalance de la croissance de la population de

gouttelettes de masse élevée due a la coagulation.

1.2 Cas de ’absence du mouvement de 1’air

Dans le cas ou v = 0, le probléme ([1.3))-(1.4) se réduit & une famille de
probléme dans le domaine 0 < z < 1, paramétrisée par (x,y) € R% en effet,
si v =0, u(m) se réduit a

o

u(m) = (0, O, —M



UNIVERSITE 8 MAI 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

ce qui nous permet d’envisager le probléme ([1.3))-(1.4) s’éparément pour
chaque (z,y) € R% Donc, en posant 5(m) = ¢(m, z,y) pour chaque (z,y) €
R? et en écrivant o(m, z) au lieu de o(m, x,vy, 2), avec a(m) ne dépend pas

de z, nous avons a considérer le probléme suivant

0.0(m,z) = _mo;;m) /Om Bim —m',m"o(m', 2)o(m —m', z)dm’+ (1.8)
a<m) > / / /
+m p /0 B(m, m"o(m, z)o(m’, z)dm'.

o(m,1) =a(m). (1.9)

Avant de nous occuper de la solution du probléme ([1.8)-(1.9)), rappelons une

propriété importante de 'opérateur intégral figurant au second membre de
(1.8)

Lemme 1.1 Soit 5(.,.) la fonction introduite dans le paragraphe précédent.

Alors, quelque soit o(.) € L'(R,), on a

/0°° 7 /Om Blm —m!,m')o (m)o(m —m')dm'dm (1.10)

_/ m/ B(m,m")a(m)o(m’)dm'dm = 0.
0 0
Démonstration. En faisant le changement de variables

q = m — m/’ rT=m ,

et on définit
@ (m',m) = (q,7)

le déterminant jacobien est égale a 1,

g g _
om  om/ 1 1

| S| = N =1
T T
o o 0 1
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On applique ce changement de variables dans le premier intégrale, on obtient

/0 i 5 /0 " Bl o () i = /0 ) /0 o ~L6lg, o (a)o(r)drdg

Comme m, m’et q,r sont des variables aléatoires alors
oo m m
/ B / B(m —m',m"o(m')o(m —m')dm'dm
0 0

—AmmlmBWmﬁMWWﬂWMmWn=0

/ooo /0°°<q ; = — q)B(g. 7)o (q)o (r)dgdr

- [ [ 5 heana@etdgr

On note

1= [ [ s neaotidar

Compte tenu de la symétrie de la fonction 5 (c-a-d B(q,r) = B(r,q)), on a

1= " [ s ne@otrdaar

Appliquons le théoreme de Fubbini, on obtient

1= " [ &S5t aetmoards

Par coséquent,

I=—-1=1=0

d’otut le résulta. L’égalité (1.10) n’est autre que la loi de conservation de la

masse pour l'eau liquide contenue dans les gouttelettes .

Proposition 1.1 Soit 5(.) € L*(Ry) avec supp(c) C [mg,ma]. Alors le
probleme (1.8)-(1.9) admet une unique solution o € C([0,1]; L'(R.)).

11
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Démonstration. Pour résoudre le probleéme ([1.8)-(1.9), on considére o(., 2)
comme élément de L!'(R, ), on va réecrire I'équation (1.§)) comme E.D.O sur
I'espace L'(R,). On définit

o: 10,1 — LY(R,)
z = o(z)

o(z): Ry — L'Y(R,)
m = o(z)(m) =o(m,z).

Alors, on peut réecrire (|1.8]) sous la forme

d‘;f) — F(o) sur L'(R,) (1.11)
F(o) = F(o(2))(m) = _mc;(gm / B(m—m',m"o(m', z)o(m—m', 2)dm’+
ma(m) [* : :
y /0 B(m,m"o(m, z)o(m', z)dm
Posons
Cg =maz| _swp mo;;m) Blm —m',m’), sup mag(m)ﬂ (m, m")],
S (1.12)
alors, on a, pour oy, 03 € LY(Ry),
1F(o1) = F(o2) |l ey) = /Oo |F'(01)(m) = F(o2)(m)|dm (1.13)

<Cﬁ/ / loy(m/) (o1 (m —m') — a9(m —m'))

+(o1(m') — ao(m’))oa(m —m/ |dmdm+C’5/ /
o1 (m)(o1(m") — aa(m)) + (01(m) — o9(m))az(m’)|dm'dm

12
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< Cgllor = o1 — ool |y + lllor — o2f * o2l gy
+C/3/0 (lov(m)[llor = o2l ry)) + lor(m) — oa(m)ll|o2|[ 11 ry))dm
< 200y — 0'2||L1(R+)(||<71HL1(R+) + ||02HL1(R+))
Ce qui montre que F'(.) vérifie localement la condition de lipchitz dans la to-
pologie de L' (R ). Par conséquent, I'équation (1.11]) avec la condition initiale
(1.9) admet une solution o(., z) et une seule dans un intervalle 1 —§ < z <1

avec un ¢ > 0 suffisamment petit. D’autre part du lemme 2.1 et de I’équation

(1.8) on déduit

[ ozt = [ ot syon

pourvu que o(.,z) existe. Or, la condition (1.9)) et '’hypothése supp(c) C

[Mq, M 4] impliquent que supp(o(., z)) C [Mq, Mmal. Done, de la relation

0<01§

< g < 00, VYm € [Mmgy, M4
a(m

avec deux constantes ¢y, ¢o (qui résulte de ’hypothése sur a(m)), on déduit
que ||o(., 2)||L1 (v, ) est uniformément bornée en z, ce qui , joint & la condition

de lipschitz locale, nous donne la solution (., z) de ’équation (2.5 dans tout
I'intervalle [0, 1]. O

13



Chapitre 2

Solution stationnaire avec un vent
horizontal

Dans ce chapitre, on va étudier 1’équation en présence d'un vent
horizontal dans la direction de ’axe .0On montre 'existence et 1'unicité de
la solution stationnaire donnée dans [7].

Dans le cas d’un vent horizontal, la vitesse des gouttelettes u = u(m) est

donnée par

9

a(m)

Ou v € R est une constante et le probleme ([1.3)-(1.4]) se réduite a une famille

u(m) = (v,0,

de probléeme dans le domaine
Q=R x x]0,1[={(z,2) e R?/ 0<2z<1},

paramétrisée par y € R. En pasant, 6(m) = 6(m,z) pour chaque y € R et
)

en réecrivant o(m, z, z) au lieu de o(m, x,y, z) le probléme devient
Via,o)-(0(m, z, z)u(m)) = (2.1)
m " / / / !/ /
5/ B(m —m' mo(m',x,z)o(m —m', z, z)dm'+
0

14
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—-m /00 B(m,m")o(m',x, 2)o(m, z, z)dm’
0

o(m,x,1) =a(m,x), (2.2)

2.1 Transformation de I’équation

Nous allons utiliser I'idée de transformer I’équation (2.1)) en une équa-
tion différentielle ordinaire. Pour cela, nous introduisons le changement de

variables (m, x, z) — (1, €, Z) définit par

3

Y

- Q_}m(l - Z)?

m
§ g
z

I
IST

et définissons

a(m)

9

(1—2),2).

g(m,& 2) =oc(mux.z)=oc(m,{+0

Toutefois, pour éviter la notation lourde, on va écrire simplement m et z au
lieu de m et Z et encore o(m, &, 2z) au lieu de 6(m, &, Z), ce qui ne cause pas
d’équivoque dans le calcul. Comme on peut le constater facilement, dans les

coordonnées (m, &, z) I'équation (|1.3]) se transforme en

0

ga(m,é, z) = (2.3)

_ma{m / B(m—m',m" )a(m',n(m,m', &, 2), 2)a(m—m', n(m,m—m’ £, z)dm'+

/ Bm,m" )o(m, &, 2)a(m’,n(m,m' & 2), z)dm/,
ol

n(m,m',€,2) = € +0

15
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Pour réformuler I'équation (2.1)) en une équation différentielle ordinaire et
établir des propriétés utiles de 'opérateur intégral du deuxiéme membre de
cette équation, il nous convient, pour chaque z € [0,1] fixé¢, d’introduire la
famille de courbes

a(m)

Yr={(m,§) e R, xR|{E=7—0 (1-2)},7eR (2.4)

et de définir une mesure sur ces courbes.
Désignons par Fg, la projection de v, sur R c’est-a-dire, pour les sous

ensembles A’ de v, on a

Pr, A" ={m e Ry |3¢ tel que (m,§) € A’}

La régularité de la fonction {(m) = T—@@(l —z) nous permet de définir les
ensembles mesurables de 7, et la mesure ju, sur 7, par les relations suivantes :
i)A’ C 7, est mesurable si et seulement si Pr, A" est mesurable selon Lebesgue
sur R,

i)py(A) = prr, (Pr,A’), ou purg,(.) est la mesure de Lebesgue sur R, .
Commme les courbes 7., 7 € R, sont paralléles (c’est a dire, définies par la
translation de vy par 7 dans la direction de &, on voit immeédiatement que la
projection Pg, et la mesure p,(.) étant définie sur les courbes ,, nous allons
éclaircir les relations entre /i(.) et la mesure sur R, x R. Pour ce faire, on
pose

a(m)

m(m, &) = ¢+v==(1-2)
(c’est-a-dire, 7(m, &) est 7 € R tel que (m, &) € ~,) et on considére la famille

® des ensembles A ayant la forme
A={(m,&) e Ry xR| m € [my,mg],7(m,&) € [11, [}

16
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avec 0 < mp < my < 00, —00 < 11 < Ty < 00. Si on définit la fonction

i ® — R, par la relation
i(A) = (mg —mu)(r2 — 1)

Pour A = {(m,&) €e Ry xR| m € [my,ms],7(m,§) € [11,2[}, on constate
que, de la méme maniére que la construction de la mesure de Lebesgue sur
R, x R a partir de la famille des rectangles, le prolongement de i définit
les ensembles mesurables selon i de R, x R et la mesure sur eux, mesure
que nous notons toujours [, et que i coincide avec la mesure de Lebesgue

prr, xr sur Ry x R; on a en effet
(A) = prr, xr(A)

pourA € ©

2.2 Propriétés de la nouvelle mesure

Pour les mesures 1, et fi ainsi définies et les mesures de lebesgue fip g, ,
prr et prr, xr respectivement sur Ry, R et R, x R, on a les relations

suivantes.

Lemme 2.1 Soit A un ensemble mesurable (selon lebesgue) de Ry x R. On

pose

A, ={m e R;| I € R tel que (m,§) € v, N A}
A, ={7 e R| I € R tel que (m, &) € v, N A}

Alors on a
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= /70 prr(Am)py (dm) = /0°° pr(Am)dm

(ici et dans la suite [’élément d’intégration par rapport & la mesure de Le-

besgue s’écrit directement dm, dr etc...sans utiliser les notations ppr, (dm),

ML,R(dT)y ,uL,R(df) etc...).

Lemme 2.2 Soit o(m, &) € L*(Ry x R). Alors, pour presque tout T € R la
restriction de o(m,&) a v, appartient a L' (vy,p1,).

Lemme 2.3 Soit o(m, &) € L'(Ry x R). Alors on a

/ o(m,&)dmd§ = o(m,&)dp =
Ry xR

Ry xR

- /m(/ o (m, &)y (dm))dr =

—0 YT

- / q | atmm ey ) ~

o0

_ /OOO(/_OO o(m, €)dE)dm = /_Z(/OOO o(m,&)dm)d¢,

L1 = 2).

g

3

o &(m,7) =7 —10

° ‘

Pour la démonstration des lemmes 2.1, 2.2 et 2.3, il suffit d’effectuer les mo-
difications formelles nécessaires aux démonstrations des théoremes classiques
sur le produit des mesures et Fubini (voir [5]), en tenant compte de la défi-
nition formulée ci dessus des messures ji, et ji. Maintenant on est en mesure
de transformer 1’équation ({2.1)) en une equation différentielle ordinaire. Pour

cela on pose

a(m)
g

AOm = 5 N[0, m] x R.

T(m,{’,z):f—l—@ (1_Z>7

18
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Cela étant, on peut écrire I’équation ([2.1)) dans la forme

Do) = Rlo(2), o(:)=o(.,.2) (25)

F.(0(2)) = F:(0(2))(m, ) =

= _%(Tn) /[0 ] 6(771, — m/7 m/)o—(mlv n/a Z)U(m - m/’ 77//’ Z)M’Y(dm/)_‘_
g Vr (e, )
S ot o 2o, €, 2 ),
g Vr(m,€,2)

ot 7' et nsont tels que (M, 7) € Vrmez, (M —m'1") € Yrome,), L'équa-
tion (2.5)) doit étre envisagée avec la condition (2.2)), c’est-a-dire

o(m,& 1) =a(m,§). (2.6)
2.3 Existence et unicité de la solution

Pour démontrer I'existence et l'unicité de la solution du probléme ([2.5))-

(2.6)), nous avons besoin de préciser des conditions sur a(m, ). Nous suppo-

sons que
5(.,.) € "Ry x R)N L= (R, x R), (2.7)
a(m,&) >0 p.p. dans R, x R (2.8)
supp(a) C [Mq, ma] x R (2.9)
1
| 1,00 2.10
HUHL (R4 xR) < Ml(mA _ma) ( )
ou
M, = sup ma(m)ﬂ(m —m',m’) (2.11)
U <M<MA 0 <! <m—171a 29

Ici m, et ma(0 < m, < My < 00) sont les deux nombres que I'on a introduits

dans le chapitre 1. On a alors le résultat suivant.
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Proposition 2.1 Sia(m, &) satisfait aux conditions (2.7))-(2.10), alors I’équa-
tion (2.5) avec la condition (2.6) admet une solution o et une seule dans la

classe

o€ C([0,1]; LY(Ry x R)) N L™(R, x R x [0,1]) (2.12)

Pour démontrer la Proposition 2.1, commencons par la propriété de la convo-

lution sur les courbes 7..

Lemme 2.4 Soient [ et gdeuz fonctions appertenant a L* (7., p).On pose

(f * g)(m) = / f(m — m)g(m’) oy (dm).

Alors on a
fxge L' (v py)
et

Hf *gHL%'yT,,u.y) S Hlezl(’Ym#"/)HgHLl(’Y-mM'Y)'

Comme la mesure p, ne dépend pas de 7, le Lemme 3.1 est vérifié de la

méme maniere pour tous 7.

Démonstration. La mesure p, étant bien définie sur 7, le lemme se dé-
montre de la méme maniére (avec des modifications purement formelles) que
dans le cas des fonctions sommables par rapport a la mesure de Lebesgue. A
différence du cas v = 0, ott on a considéré la solution (., z) comme fonction de
z a valeurs dans L'(R, ), pour la proposition 2.1 on & besoin de construire la
solution o (., ., z) comme fonction de z a valeur dans L' (R x R)NL> (R, xR).
Pour ce faire, il nous convient d’examiner directement I’approximation suc-

cessive avec laquelle on construit la solution o(m, &, z).
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Posons

U[O](m,f,z) =a(m,§) (2.13)

et définissons o, n=1,2...., par les relations

%UM = F, (e, ¢ (m,€,1) = 5(m, €), (2.14)

ou F.,(.) est opérateur défini dans ([2.5).
Lemme 2.5 Quelque soit n € N, o} est bien définie dans la classe

oM. ) e 'R, xR)NL®R,. xR), 0<z<1
(77) <+ ) <+ )7 =~ >

et on a

supp(a™(.,.,2)) C [Ma,ma] xR pour 0 < 2 <1 (2.15)

[n] < ||6-||L°°(R+><R)
ag ey R S ~ — — —
e O e B VAN VA ey 1= B g

(2.16)
Pour Ve X
M — Mg)l||F| ree —
T T o <+ <1
ol
M, = sup ma(m)ﬁ(m,m') (2.17)

m,m’/€R g
Démonstration. Remarquons d’abord que, si ¢ (n > 1) est bien définie
par les relations et si supp(c™U(.,., 2)) C [Magma] xR pour 0 < 2 < 1,
alors olvérifie la condition . En effet, la condition implique que
la premiére integrale de l'opérateur F.(.) s’annule pour m > m4. D’autre
part, si m < m,, alors sous le signe d’intégration o™~ U(m — m/,., 2) et

o"U(m’, ., 2) s’annule et donc l'integrale s’annule. En outre par hypothése
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o"~1 gannule pour m < m, et m > m4. On en déduit (3.12)) pour o,
Examinons maintenant 'opérateur F, appliqué a o~ 1(_, ., z). En supposant
que le support de o"~1(, ., 2) est contenu dans [m,,m.4] X R et en rappelant

(2.11]) et (3.14]), on a (avec la notation 7, n” comme dans ({2.5))
n

| matm) / Blm—nt', Yo"V 1y 20V (st ", 2) 0, (di') |<
29 'V‘r(m:g’z)[o’m]
< Ml(mA - ma)”J[n_l]('v ) Z)H%“(fy(m,&,z),uw)
| matm) / Blm—m', Yo" 1y, 2)o " (m— ', €, 2) 1, (di') |<
‘g ’YT(m7§7z)

< MQ(mA - ma)“O-[n_l]('v ) Z)H%“(fy(m,f,z),uw)

ot M et M, sont les constantes définies dans (2.11)) et (3.14]) respectivement.

On en déduit que, pour ¢” définie par

1
o"l(m, €, 2) =a(m, &) — / Ea (o™ V(.. 2))(m,€)d?,

on a

o, 2)l| ooy wr < (2.18)
1
10| ooy xr + (M1 + M) (A — ) / o 21 ey iy @2

En outre, en utilisant le lemme 3.4 et en tenant compte de la condition ([1.7)),

on a
—ma(m) " NP (! 1 [n—1] ron /
| 2 oo Bm—m',m )" (m' 1, 2)a" " (m—m", 0", 2) py (dm) || L1y, )+
o
ma(m)

. / Blm,m" o (m’ o, 2)o" (1, 2 s (dm) || 11y, 0y <
Yr

< Cllo™ (L 2) | o )
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ot C' est une constante indépendante de z (et n,n’et n” sont tels que (m,n),

(m',n'), (m,,,n") € v, comme dans (2.5))). Comme on a en outre

o0 2 ) <

< (mA - m(l)HO-[n_l}('a ) Z)|’}/T||L°°('YT,H"/) <
< (ma — ma) oI, L 2) [y x)

(pour presque tout 7 € R), a I'aide du lemme 2.3 on en déduit que

IF: (o™, )@y < Clla™ (L 2) e @ llo™ (- 2) ey xry
(2.19)

avec une constante C' indépendante de z.

Définissons une suite de fonctions y,(z), 0 < z <1, n € N, par les relations

récursives

Yo(2) = ||| Loy xr) pour 0 <z <1, (2.20)
Yn(2) = 1|0 ]| ooy xr) + (My + Ms)(ma — ma)/ Yo (7)d2"(2.21)
1

Pour 0 < 2z <1, n=1,2,.... On va démontrer par I'induction mathématique

que, quelque soit n € N, la fonction o™ est bien définie et vérifie, outre la

condition (3.12)), les relations

”UM('? ) Z)||L°°(R+><]R) < yn(z)7 (222)
sup [|o"(.,., 2)|| oo (e, ) < 00 (2.23)
0<z<1

En effet, pour n=0, les relations (3.12)), (2.22) et (2.23) résultent immédia-
tement de la définition (2.13) et des hypothéses (2.7)) et (2.9)). Supposons
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maintenant que o~Y vérifie les relations (3.12)), ([2.22) et (2.23)) (dans les-

quelles on substitue naturellement n — 1 & la place de n). Nous avons déja
remarqué que, dans ces hypothéses, ol vérifie la condition . D’autre
part, comme on le constate facilement, I'inégalité résulte de la défini-
tion de o™ et 'hypothése sur "1, implique que o™ vérifie également
(2.23]).

On remarque que la suite {y,(z)}nen,0 < z < 1, est une suite croissante
et est 'approximation successive de la solution y(z) du probléme de Cauchy

(pour z < 1)
Y'(2) = —(My 4 My)(ma —ma)Y (2)?, y(1) = |G| oo (r, xm)-

La fonction Y'(z) a la forme explicite

||U||L°°(R+XR)

Y(z) = 1 — (M + Ma)(ma — ma)||o|| o ry xr) (1 — 2)

sour MDA o e
(

— z < 1, ce qui nous permet de démontrer
M) (a—ma)lol oo, x|~ © = 0 ¢ d p

que (2.22) implique l'inégalité (3.13]). Le lemme est démontré.

Maintenant nous allons démontrer la proposition 3.1.

Démonstration de la proposition 2.1.

Nous allons démontrer avant tout I'existence et 'unicité de la solution dans
un intervalle [1 — §, 1], avec § > 0 suffisament petit .

Considérons deux fonctions ojet oo appartenant a L'(R, x R) et la différence

F.(01) — F,(02). D’aprés le lemme 3.3 on a
[F.(01) = Fo(o2) || 21y xm) = (2.24)

/ IF.(01) — F.(0s)|dmde =
Ry xR
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-/ / IF0n) = Flo)n (dm))dr
Or, on a

/ IFu(01) — Fu(02) s (dim) =

N / ’mogém) /[o m] Blm —m', m')or(m/, 0, 2)o1(m —m/, ", 2) p, (dm)
Vr ’YTY

g [0,m] B(m7m/)01(m/’nlaz)gl(mvgvZ):uv(dm,)
Yr

ma(m)
[

g
_m(;;m) /o Blm —m',m' oo (1, 2)os (m —m', ", 2) s (dm)
v
ma(m)

(m

+ ﬁ(mam/)o—Q(m/anla 2)02(77%57Z)Mv(dm/)‘ﬂv(dm)

9 o

= [ [ B =il of 2 (o = 2) -
T g Yr o

—oa(m', 0, 2)oa(m —m' 1", 2)| s (dm')+

ma(m)
g Ao

Donc, en raisonnant de la méme maniére que dans ([1.13]), et en appliquant

B(ma m')[o’l(m/7 77/7 Z)Ul <m7 57 Z)_O-2(m,7 77/7 Z)O-Q(ma 57 Z)] ’:u’Y(dm)

le lemme 2.4, on obtient

/uum—@@mmm:

YT

= Cﬂ/ /[o ]|‘71(m/’"’7/7Z)Ul(m—m/,77"7Z)—02(m/,ﬁ/,z)ag(m—m’,n",z)|u,y(dm’)u,y(dm)+
Yr v VT o

+Cﬁ/ /[0 | |01(m,77, Z)Ul(m/>77,7 Z)_U2<m,77, Z)OQ(mlle,aZ)|H7(dm,),u7(dm)
Yr VT m

<Co [ [, ol Dlom =l ' 2) = aatm = ' )]+
Yr YT "

+02(m - m,7 77”7 Z) [0-1 (m,7 7],7 Z) - UQ(m/’ "7,7 Z)] |:u7(dm,):u7(dm)+
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sy [ [ otman.2Yiow(nd ot 2) = oo, 2))+
Ve Sy ™
+02<m/7 m, Z) [01 (m7 1, Z) - 02<m7 m, Z)] ’MV(dml>/L7(dm)7
ou

/ /[0 . (|ov(m/, 0, 2)(o1(m —m/ ", z) — oa(m —m/ . ", 2)) |+
Yr Jyr’

Hoa(m —m', 0" 2)(o1(m' 0, 2) — aa(m 17, 2))) |ty (dm) 1 (dm) =

- / (0% |1 — 02) (11, ) (dm) +

+ [ (orxlor = a2)(m, O (dm)
YT
= |01 x [o1 — ool L1 (ry xr) + o2 * |01 — 02|l L1 (R, <)
< Cglloy — U2||L1(R+xR)(H01||L1(%) + HU2||L1(%))

De la méme maniére on obtient

/ / |01<m777a 2)[01(m/’n/7z) _UQ(m,7777Z)]+
Y 'Y-E—O’m]
+02 (mlv , Z)[Ul (m7 m, Z) — 02 (m7 ;s Z)] |M’Y(dm/)u7<dm)
< |||01 - 0-2’||L1(R+><R)<HO-1HL1(»YT) + HO’QHLl(,YT).
Par conséquent

/ |F.(01)—=F.(02) |ty (dm) < 2Cs||lo1—02| L1y, ) (1ol 21 () Fllo2l 21 (4 )
Yr
(2.25)

ot Cj est la constante définie dans ([1.12). Encore une fois a 'aide du lemme
3.3, on déduit de (2.24) et (2.25) que

|2 (01) = FL(02) || Lr e, xr) < 2C5 ess suprer([|o1l| iy, ) Tlloall i ) lo1 =02l L1 xr)-

(2.26)
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Maintenant on substitue o; = 0"l et g5 = ol*~1 dans ([2.26)). Alors en vertu
de (3.13)(voir aussi (3.12))) on a

[F (o) — (o) | i, xr) < Aa(2)[lo™ = o | i, xmy,  (2:27)

15| oo, xR)
1 — (My + M) (ma — M) ||T ]| Loo (s xR)(1—2))

Ay(z) = 4ACs(Mma — my)

c’est-a-dire, parmi les fonctions 0", n € N, I'opérateur F,(.) satisfait a la
condition de Lipschitz dans 'espace L'(R, xR) avec le coefficient de Lipchitz
Ay (2). Donc, de la méme maniére que pour la démonstration de l'existence
et de I'unicité de la solution locale d'une équation différentielle ordinaire, on
peut démontrer qu'il existe un 6 > 0 tel que o[ converge, quand n tend vers

I'infini, vers une fonction ¢ dans la topologie de
C([1 - 6,1]; L' (R, x )

et que la limite o satisfait, dans Uintervalle [1 — 4, 1], a I’équation et
a la condition . On voit aisément que l'unicité de la solution o dans
I'intervalle [1 — §, 1] se démontre d’une maniére analogue & la démonstration
du théoreme classique. Une fois obtenue la solution locale o dans I'intervalle
[1 — 6, 1], examinons ses propriétés. Avant tout on remarque que pour
tout n € N implique que la limite de la suite o™ jouit de la méme propriéteé,

c’est-a-dire on a
supp(o) C [Mq,ma] x R x [1 —6,1]. (2.28)
D’autre part, pourvu que ¢ > 0, la premiére intégrale de I'opérateur F,(.)

est de la forme

ma(m)

/[J’(m,m’)a(m/,n(m,m',§,z),z)u7(dm’).

Yr

o(m,x,z)
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Donc de maniére analogue aux cas des équations différentielles ordinaires, on

peut démontrer que
o0>0 ppdans Ry xR x[1—0,1]. (2.29)

Les relations (2.28) et (2.29)) étant démontrées, on peut refaire Iestimation

de [|o(., ., 2)|| Lo (®, xr)- Pour cela on considére le deuxiéme membre F,(0(2))

de (2.5)). En vertu de (2.29)) on a

ma(m)

/ /B(m’m/>o-<m/’n/7 Z)O-(m’§7z)u’y(dm,) Z 07
g Vr(m,€,2)

ce qui nous permet de déduire de (2.5) que

0
—o(m, &, z) > _ma(m) / B(m—m',m"o(m', 7, 2)o(m—m', &", 2)u(dm')
0z 2g Yy 0]
ou

0

Sotm.2)> My [ o 2)rm — ", )y (). (2.30)

aZ 'Y‘r(m,g,z)[oym]
Donc, si on pose

p(2) = |lo(, -;Z)||L°°(]R+><]R),

alors, compte tenu de (2.28)), il résulte de (2.30) que

D o(m.€.2) > My~ m)o()' pp dans. xR
zZ

ol
1
(.6, 2) < o(m.€) + Ma(ma —ma) [ ol
p-p- dans R, x R, d’ou

1
©0(2) < ||| Loy xr) + Mi(ma — ma)/ o(2)%d7.
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Cette inégalité implique que

lo(., 5 2)||Leryxr) = ©(2) < (2) (2.31)

pour z < 1 dans l'intervalle de l'existence de o(.,.; z) et de g(z), ou g(2) est

la solution de 1’équation intégrale
1
§(2) = |0 || Loo oy xr) + M1 (M4 — m(z)/ §(2)*d?,

ol, ce qui revient au méme, du probleme de cauchy

dy(2)
dz

= _Ml(mA - ma)g(z)27 g(]-) = |5-||L°°(]R+><]R)-

On a d’ailleurs

i(z) = 15| oo (., xR)
1— H5”L°°(R+xR)M1(mA —me) (1 — 2)

(2.32)

On rappelle que la condition implique que le deuxiéme membre de
est bien défini pour tout z € [0, 1]. Donc I'inégalité est valable
pour tout z € [0, 1] tel que (., ., z) existe. Rappellons que 'on a construit la
solution locale (., .; z) dans un intervalle [1 — ¢] et que I’on peut prolonger la
solution o(., ., z) pour tout I'intervalle ou les conditions pour la construction
de la solution locale continuent & étre vérifiées. Or, de on déduit que,
si|lo(., . 2)|| L, xr) < 00, alors on peut encore prolonger la solution. Par
conséquent, en vertu de et , la solution o(., ., z) peut étre pro-
longée dans tout U'intervalle [0, 1]. L’unicité de la solution résulte de I'unicité

de la solution locale, ce qui achéve la démonstration de la proposition.
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Chapitre 3

Solution stationnaire pour le cas
général

Dans ce chapitre, on va étudier 1’équation dans le cas générale de
la présence d'un vent constant dans la direction des axes x,y et z (c-a-d
v =0 = (v1,02,03) # 0). On montre l'existence et l'unicité de la solution
stationnaire.

Considérons donc I'équation (|1.3) avec la condition d’entrée (|1.4) dans

un domaine de dimension 3
Q =R*x]0, 1[= {(z,y,2) € R*/0 < 2 < 1}

et dont la vitesse u = u(m) est donnée dans ([1.1)).
Nous supposons que la troixiéme composante du vecteur vitesse vz vérifie

vy < ﬁ pour vu qu’il y a entrée et sortie des goutttelettes dans (2.
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3.1 Transformation de I’équation

Pour résoudre le probléme, nous allons utiliser les mémes techniques du

Chapitre 2. On introduit donc le changement de variables

m =m,
_ a(m)
=+ 1—2
§ la(mgvz) g( ): (3.1)
n :y+v2a(m)v3 g<1_z)
z =z

et définissons

0(m7€7n72) = U(m,%y, Z) =

m,&—v —a(m)
o(m, ¢ la(m)vg —g

a(m)
a(m)vg — g

Toutefois, pour éviter la notation lourde, on va écrire simplement m et z au

(1—2),7—wvy (1—2),2).

lieu de m et Z et encore o(m,&,n, z) au lieu de 6(m, &, n, Z), ce qui ne cause
pas d’équivoque dans le calcul. Comme on peut le constater facilement, dans

les nouveaux coordonnées (m, &, n, z) 'équation (1.3)) se transforme en

0
a—a(m E.z) = (32)
o / B(m —m',m")x
o(m',7(m,m' & 2),w (m m',n, z ) o(m—m',7(m,m—m' & 2),w(m,m—m’,n, z), z)dm'+

m)vs — g / Blm, m')x

O-(m7 57 777 Z)O-(m Y T(m7 m ? €7 Z)? w(m7 m ) n’ Z>7 Z)dm/7

ou

{ T(m> m,>€7 ) = 5 - ’Ula(gl():]ns)_g<1 -

w(m,m',n,2) =1 — v %
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Pour réformuler I’équation (3.2)) en une équation différentielle ordinnaire et
établir des propriétés utiles de 'opérateur intégral du deuxiéme membre de
cette équation, il nous convient, pour chaque z € [0,1] fixé¢, d’introduire la

famille de courbes

Yrw = {(m, &) € Ry x R (3.3)

€= T+m#::>_g(1 —2), 7 :w—l—w%(l —2), (1,w) € R?}

et de définir une mesure sur ces courbes.
Désignons par P, la projection de sur R, c’est-a-dire, pour les sous
+ W + )

ensembles A’ de 7(;) on a

Pe, A'={meRy/3 ({n) telque(m, & n) € A'}.

La régularité des fonctions £(m) = 7+v; a(z()’;?_g (1—2),n = wtv; a(:l()’;?_g (1—
z) nous permet de définir les ensembles mesurables de v, et la mesure p.,
SUr (., par les relations suivantes :
i)A" C 7(rw) est mesurable si et seulement si Pr, A" est mesurable selon Le-
besgue sur R,

i) py(A) = prr, (Pr,A’), ot prr, () est la mesure de Lebesgue sur R;. En

outre, si on pose

k=(r,w) ,0=(n) ,d=(,0),

alors les courbes définies dans (3.3)) penvent s’exrire dans la forme suivante :

Ve = Uiz = (34)
a(m)

R R2 - _rL_)
{(m.v) € Ry xR/ 0=+ doeyit

(1—2)}
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avec
a(m)

a(m)vz — g

La famille des courbes 7, est similaire a celle définnit dans (2.4) dans le

k(m,9,y,z) =9 — G (1—2).

chapitre 2 et la mesure p., sur les courbes v, est définie de la méme maniere.
Par conséquent, la mesure j1, ainsi définie a des propriétés analogues a celles
démontrées dans les lemmes 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4 cela étant, on peut écrire
I’équation dans la forme.

Cela étant, on peut écrire ’équation dans la forme

Do) = Fo(2), oz =0l 2) (3:5)

F.(0(2)) = F(o(2))(m, & n) =
ma(m)

— +2(77304(m) — /[Om] B(m —m',mo(m', ¥, z)o(m —m' 9", 2)u, (dm')+
’YK/

ma(m)

p /vﬁ(m, m')o(m', ¥, z)o(m, &, n, z) - (dm'),

 v3a(m) —

ou ¥ , ¥ sont tels que

[0,m]

K )

(m',9) € v, (m—m',0") €y

7[07’”] =7, N[0, m] x R?

K

L’équation (3.5)) doit étre envisagée avec la condition ([1.4]), c’est-a-dire

a(m,&n,1) = a(m,&n). (3.6)
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3.2 Existence et unicité de la solution

Pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution du probleme ([3.5))-

(3.6)), nous avons besoin de préciser des conditions sur a(m, &, 7). Nous sup-

posons que
5(..,.) € LNRy x R?) N L¥(R, x R?), (3.7)
a(m,&,n) >0 p.p. dans Ry x R% (3.8)
supp(5) C [mq, nia] x R?, (3.9)
1

16 [l1e (R, x2) < (3.10)

Ml(mA - ma

ot Mj est une constante définit dans (2.11)). On a alors le résultat suivant.

Proposition 3.1 Si 6(m,§,n) satisfait aux conditions (3.7)-(3.10), alors
Iéquation (3.5) avec la condition (3.6) admet une solution o et une seule

dans la classe
o€ C([0,1], LR, x R*))N L¥(Ry x R? x [0,1]). (3.11)

Démonstration On a besoin de construire la solution o(.,.,.,2) comme
fonction de z a valeur dans L'(R x R?) N L*°(R x R?). Il nous convient
d’examiner directement ’approximation successive avec laquelle on construit

la solution o(m,§,n, z) . Posons

o (m, &, 2) = a(m, €, n)

et définissons o™, n = 1,2, ..., par les relations

830[”1 — E(o" 1, oM (m, €, n,1) = 5(m, &)
zZ

On a le lemme suivant.

34



UNIVERSITE 8 MAI 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Lemme 3.1 Quelque soit n € N, ol est bien définie dans la classe
o, 2) e MR xR)NL®RL xR?), 0<2<1
et on a

supp(a™(., ..., 2)) C [Mq,ma] xR?  pour 0 <z <1 (3.12)

o] oo (r xm)
mA — ma>H5'||Loo(R+XR2)<]. — Z)

i . <
HU ('7 '7'7’2)”L (R xR?) = 1— (Ml _|_M2)(

(3.13)
Pour
(M + Ma)(ma — M) |0 oo (ry xr2)—1
— —— 2 <1,
(M + Msy)(ma — ma)||UHLoo(R+xR2)
ol
M, = sup ma(m)ﬁ(m’ m') (3.14)

m,m’eR g
Le lemme se démontre d’une maniére analogue au lemme 2.5 du chapitre 2.
Suite de la démonstration de la proposition 3.1 La proposition se
démontre de maniére analogue au proposition 2.1 du chapitre 3 avec les

mémes considérations de la démonstration du lemme 3.1.0J
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Conclusion

En partant de la modélisation de la variation de la quantité de l'eau
contenue dans les gouttelettes décrite par une équation intégro-différentielle
et dont la vitesse de gouttelettes est déterminée en fonction de la vitesse du
vent et la force gravitationnelle, on s’est interessé a 1’étude de cette équa-
tion vue que cette modélisation est intérissante pour étudier les phénoménes
atmosphériques comme la formation des nuages et la précipitation. En com-
mencant I’étude de I’équation dans le cas de I’absence du mouvement de Iair
et puis dans le cas de présence d’un vent horizontal. Cette étude nous a donné
des caractérisations intéressantes pour résoudre le probléme en présence d’'un

vent constant dans les trois directions.
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