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Abstract

In this thesis, the linear transport equation with the entry condition given on the entry part of
the boundary is considered and an estimate of the solution in W is proved. Further, by using
this result, the existence and the uniqueness of the local solution to a quasi-linear equation
system arising from the modeling of the atmosphere with phase transition of water are proved.
Moreover, the possibility of weakening the condition on the velocity field on the entry part of

the boundary for obtaining an estimate similar to that of the first result is shown.

Key-words: Transport equation, entry condition, method of characteristics, model of atmo-

spher.
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Résumé

Dans la présente these, on considére 'équation de transport linéaire (équation aux dérivées
partielles du premier ordre de type hyperbolique) avec la condition d’entrée donnée sur la par-
tie entrante de la frontiere et on démontre une estimation de la solution dans Wolo. De plus,
en utilisant ce résultat, on démontre I'existence et 'unicité de la solution locale d'un systeme
d’équations quasi-linéaire issu d'un modele décrivant le mouvement de I’air avec la transition
de phase de I'’eau. En outre, on affaiblit la condition sur le champ de vitesse sur la partie en-

trante de la frontiere, pour I'obtention d'une estimation similaire a celle du premier résultat.

Mots-Clés : Equation de transport, condition d’entrée, méthode des caractéristiques, modele

pour I'atmosphére.
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Introduction

Notes historiques sur I'équation de transport

- N 1890, en se basant sur la théorie développée par Lagrange et complétée par

Cauchy et par Jacobi, Edouard Goursat a élaboré dans son ouvrage [GOU 21],
une méthode al’aide de laquelle on rameéne I'intégration d’'une équation aux dérivées
partielles du premier ordre a 'intégration d'un systéme d’équations différetielles or-
dinaires a une seule variable indépendante. En effet, on considére en particulier une

équation a deux variables indépendantes

A% a,%% g )
Yox Zay_

ou les coefficients Ay, A2, B ne dépendent que des variables x et y et de la fonction
inconnue z. L'équation (1) traduit le fait que le plan tangent a une surface intégrale
z(x, y) en un point (x, y, z) de cette surface contient la droite (D), passant par ce méme
point, et qui a pour équations

X-x Y-y Z-z
A A B’

Selon Goursat, une courbe caractéristique est une courbe de I'’espace qui, en chacun

de leurs points, est tangente a la droite (D) correspondante. De cette définition on peut



Introduction

tirer la propriété :“ Toute surface intégrale est un lieu des courbes caractéristiques et in-
versement, toute surface engendrée par des courbes caractéristiques est une surface in-
tégrale”. Par conséquent, il a constaté alors que sur une caractéristique, les parametres
directeurs de la tangente dx, dy, dz, sont proportionnels aux coefficients A;, A2, B et

ces courbes sont donc définies par le systeme d’équations différentielles ordinaires

dx dy dz
A A B

Plus tard, en 1937, Courant et Hilbert ont consacré un chapitre tout entier dans
leur fameux livre [COU 89] ala théorie des équations aux dérivées partielles du premier
ordre ol ils donnent une description, de la méthode des caractéristiques, simillaire a
celle de Goursat. Dans la période entre 1939 et 1969, les problemes de transport ont été
largement étudiés et cela bien str est motivé par les besoins de la technologie. C’est
pourquoi I’équation de transport linéaire, a cette époque, parait dans des domaines
tres variés; elle provient principalement de la physique en particulier dans la neutro-
nique ([DAvV 57], [JOR 58], [REE 65], [ZWE 67]), le transfert radiatif ([CHA 50], [STE 67]),
la physique des plasmas ([MON 64], [OBE 67]) et la mécanique des fluides ([SER 59],
[HAR 67]).

Deés lors, un grand nombre de mathématiciens s’intéressait a 1'étude de 1'équa-
tion de transport dans ses différentes formes et ses multiples applications, citons par
exemple [BAR 70], [BLO 70], [D1p 89], [AMB 04], [BOY 05], [CRI 14], [ASC 14].

Dans son travail [BAR 70], Bardos a examiné I’équation de transport avec la condi-
tion d’entrée sous des conditions suffisamment générales mais avec le champ de vi-
tesse de transport v appartenant a la classe %! ; il utilise en substance la méthode des
caractéristiques, mais avec des "méthodes modernes"-analyse fonctionnelle et théorie
des semi-groupes-.

Dansle cas o1 v est moins régulier (appartient a un espace de Sobolev par exemple),
Diperna et Lions [D1pP 89] ont introduit la théorie des solutions renormalisées a I'aide

de laquelle ils ont démontré I'existence et I'unicité des solutions faibles dans L* d'une
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Introduction

équation de transport de la forme suivante
o;u—v-Vu+cu=0 (2)

avec une donnée initiale dans L*™°. En effet, ils ont établi que toutes les solutions faibles
de (2) sont des solutions renormalisées. Plus précisément, ils ont énoncé que pour

toute fonction réguliere S, la fonction f(u) est une solution de I’équation de transport
0:B(w) —v-VpB(u)+cuf (u) =0.

Cette théorie a été étendue au cas d'un champ de vitesse appartient al’espace des fonc-
tions a variation totale bornée (BV) par Ambrosio [AMB 04], ou il a traité la question
de I'unicité des solutions faibles bornées du transport par un champ BV. On cite éga-
lement le travail [CRI 14], dans le quel les auteurs ont étudié un probleme aux limites
pour une équation de continuité dans le cas d’'un champ de vitesse borné, a divergence

bornée et est dans L;_ (0, T; BV).

Motivation physique et mathématique

La loi de la conservation, une des lois fondamentales de la mécanique des fluides,

est exprimé par I’équation dite équation de continuité
0:0+V-(pv) =0, 3)

ol p est la densité du fluide en considération, tandis que v = (v, V2, v3) est la vitesse
avec laquelle le fluide se déplace. Cette équation peut étre considérée comme proto-
type des équations de transport, en particulier de celles qui se considerent dans un
milieu fluide. En effet, si on considére une substance diffusée dans un fluide qui se dé-

place suivant son mouvement, comme une substance dissoute dans le fluide, la den-
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sité de cette substance y vérifierait une équation du méme type que (3)

0,y +V- () =0,

Or, cette substance peut subir des réactions chimiques ou d’autre processus, qui peuvent
provoquer la variation de la masse de cette substance. Donc souvent on devra consi-

dérer une équation du type

a[u/‘l‘V'('l//U):f(U/,x, t)’ (4)

ou f(y, x, t) est le terme de la variation de densité due au processus complémentaire.
Naturellement, pour chaque substance et pour chaque probleme spécifique, on devra
préciser la forme de la fonction f (v, x, ).

Par exemple, si on considere ce qui se passe dans I'atmosphere, on voit que la va-
peur d’eau et les gouttelettes d’eau joueront le role principal pour la formation des
nuages et la précipitation. La vapeur d’eau se déplace avec 'air, tandis que les goutte-
lettes d’eau se déplacent sous I'influence du mouvement de I'air ainsi que par la force
gravitationnelle. La vapeur d’eau peut se transformer en eau liquide par le processus
de condensation et former des gouttelettes et les gouttelettes d’eau peuvent étre trans-
formées en vapeur d’eau par I'évaporation. En outre, les gouttelettes peuvent subir le
processus de coagulation entre elles. Ces circonstances nous conduisent a des équa-
tions du type (4) avec le terme de processus complémentaire f(y, x, t) bien spécifique.

A titre d’exemple, nous citons la modélisation des phénomeénes atmosphériques
proposée dans [SEL 11]; nous allons aussi appliquer notre résultat “théorique” a ce
modele. Dans le modele proposé dans [SEL 11], les auteurs ont cherché a décrire le
mouvement de 'atmosphere avec la transition de phase de ’eau. On considere en effet
un systéeme de trois équations de conservation de la masse (de la forme (4)) pour : Iair
sec, la vapeur d’eau et 'eau liquide contenue dans les gouttelettes. Par “air sec” on

entend la partie de I'air consistant dans toutes les composantes sauf H,0; c’est-a-dire,
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la partie composée par N, O,, Ar, CO,, etc. mais sans considérer H, O. Pour I'air sec, la
loi de la conservation de la masse est exprimée par I'équation de continuité (3), c’est-
a-dire

0:0+V-(ov) =0, (5)

ou p est la densité de l'air sec, tandis que v désigne la vitesse de l’air. Pour la densité
7 de vapeur d’eau, si nous désignons par Hy; la quantité (par I'unité de volume et par
I'unité de temps) de H>0 qui se transforme du gaz au liquide et par Hg, la quantité qui

se transforme du gaz au solide, on aura I’équation
0m+V-(mv)=— gl—Hgs. (6)

Si la température est supérieure a la température de fusion (T > 0°), on a Hg; = 0, de

sorte que I’équation (6) se réduit a
0+ V- (nv) =—Hg(m,0). (7

D’autre part, en désignant par w la vitesse des gouttelettes d’eau et en considérant la
condensation ou "évaporation produite sur les gouttelettes représentée par la fonction
hgi, on donne I'équation pour la densité o de I'eau liquide contenue dans les goutte-
lettes de masse m

0,0+ V-(ow)+0m,(mhg0) — hgio = 8
=-0Gi(m;m) — mf B(m,m")o(m)o(m"dm'+
0
m m
+Gy(m,o;m) + ?f Bm—-m',mo(mho(m-m'ydm/,
0

ou G (; m) représente le taux de disparition de gouttelettes de masse m, Gy(r,0; m)
est le taux de création de gouttelettes de masse m et f(m, m’) est la probabilité de
rencontre entre une gouttelette de masse m et une de masse m’.

Du point de vue mathématique, si le champ de vitesse v est donné et jouit de la
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Introduction

régularité suffisante, les équations du type (4) avec un f (v, x, t) suffisamment simple
peuvent étre résolues par la méthode classique des caractéristiques. C’est-a-dire, en

définissant les caractéristiques y par I'’équation

i () =v(t,y()
PTLAIRAY A

le long de chaque caractéristique y, on transforme ’équation (4) en une équation dif-

férentielle ordinaire

d
—V ==Y+ fay, 0. )

La résolution de (9) donnera la résolution de (4).

Toutefois, dans les applications d’intérét physique, on rencontre souvent le cas ou
la régularité de v (et des autres termes) est insuffisante pour appliquer directement la
méthode des caractéristiques. Ainsi, nous sommes obligés a recourir a une construc-
tion de la solution plus complexe, pour laquelle I’étude de I’équation linéaire et I'es-
timation de sa solution sont fondamentales. Par exemple, la résolution du systéme
d’équations non linéaires (5)-(8) se base sur I'étude des équations linéarisées, en par-
ticulier, les estimations utiles des solutions des équations linéarisées. Nous rappelons
aussi que pour I'application aux équations non linéaires, on trouve souvent particulie-
rement utiles les estimations du gradient de la solution dans L.

Lautre aspect important est la condition d’entrée. En effet, I'hypothese de I’annu-
lation de la composante normale de la vitesse v sur la frontiere du domaine dans le-
quel on considere I’équation facilite le calcul et le raisonnement, comme les auteurs
de [Asc 14] 'ont fait dans leur travail. La condition que la composante normale de la
vitesse de transport sur la frontiere du domaine considéré n’est pas nécessairement
nulle, c’est-a-dire qu’il y a’'entrée et la sortie de la quantité représentée par la fonction
inconnue del’équation, pose des problemes trés délicats sur la condition d’entrée dans
le voisinage des points o1 la composante normale de la vitesse de transport s’annule.

Ces motivations physiques et mathématiques nous ont ramenés a I’étude que nous
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présentons dans la suite.

Plan de la these

Le plan de la présente these est le suivant : le premier chapitre présente le résul-
tat de I'estimation dans W de la solution de I'équation de transport linéaire avec la
condition d’entrée. Ce résultat (voir [BAz 18]) généralise le résultat de [ASC 14] au cas
ol la composante normale de la vitesse n'est pas nécessairement nulle. Plus précisé-
ment, nous allons considérer une équation de transport linéaire avec une condition
d’entrée sur la partie entrante de la frontiere et on établi une estimation de la solu-
tion dans la classe W.. Comme la condition de régularité du champ de vitesse n’est
pas suffisante pour utiliser directement la méthode des caractéristiques, nous allons
construire un probléme approché en régularisant les coefficients de I’équation ainsi
que les données initiale et d’entrée, mais cela se fait d'une maniere particuliére a cause
de I'entrée. Ensuite, on établit des estimations des solutions approchées et en passant
ala limite, on obtient le résultat cherché.

Dans le chapitre 2, nous présentons une application des résultats obtenus dans le
chapitre précédent (voir la deuxieme partie de [BAZ 18]). Plus précisément, en utilisant
le résultat du cas linéaire, nous allons démontrer ’existence et 'unicité de la solution
locale d’'un systeme d’équations non linéaires avec I’entrée. C’est un sous-systeme du
systeme d’équations du modeéle de I'atmosphere avec la transition de phase de 'eau
(ce modele est proposé dans [SEL 11]).

Dans le chapitre 3, nous proposons d’affaiblir la condition technique posée dans le
premier chapitre pour 'obtention de I'estimation. En effet, dans le premier résultat, on
a posé une condition de la régularité du champ de vitesse dans le voisinage de la région
ol sa somposante normale s’annule. Pour affaiblir cette condition, nous proposons la
régularisation des fonctions données par I'opérateur régularisant variable (qui dépend
de la position x). Puis, nous démontrons que la mesure de la zone affectée par une ré-

gularisation particulere tend vers 0, quand le parametre € de I'opérateur rélgularisant
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tend vers 0. Ceci nous permet d’obtenir un résultat analogue a celui du premier résul-
tat sur 'estimation dans W. de la solution de I'équation de transport linéaire avec la

condition d’entrée.

Imane BAZINE 8 Université 8 Mai 1945-Guelma



Estimation dans W.. de la solution de
I’équation de transport avec une

condition d’entrée

1.1 Introduction

(1

@ E probléme de I'existence et de 'unicité ainsi que de la régularité de la solution
&0 d'une équation de transport linéaire a été étudié par nombre de mathéma-
ticiens (voir par exemple [BAR 70], [D1p 89], [AMB 04] pour ne citer que quelqu'uns

parmi les travaux les plus connus). Or, dans le cas ou I'équation est envisagée avec



Chapitre 1. Estimation dans W de la solution de 'équation de transport ...

une condition d’entrée (donnée a la frontiére du domaine), on trouve une probléma-
tique plus complexe, comme il a été évoqué par plusieurs auteurs [BAR 70], [SEC 98],
[PLO 12], [CrI 14], [BOY 05]. Dans [PLO 12], les auteurs ont étudié en détail le pro-
bleme pour '’équation de transport stationnaire avec des données d’entrée. En par-
ticulier, ils considéerent le probleme de I'existence et de I'unicité de la solution dans le
cadre des espaces de Sobolev W; (Q), 1< p<oo, 0<s<1;pour éviter l'irrégularité de
la solution, ils imposent des conditions assez complexes dans le voisinage de la fron-
tiere. Plus récemment, la question de I'affaiblissement de la condition sous laquelle il
existe une solution a été approfondie de maniere fort accentuée. On cite par exemple
le travail [AMB 04], dans lequel I'auteur considére une équation de transport dont le
champ de vitesse appartient a I’espace des fonctions a variation totale bornée (BV).
Plus tard, dans [CRI 14] les auteurs ont établi le caractere bien posé des problemes aux
limites pour les équations de continuité ou le champ de vitesse est borné, a divergence
bornée et est dans L}OC(O, T; BV (Q.;R™) pour tout ensemble ouvert et borné Q. < Q.
Or, la question de I'estimation du gradient de la solution n’a — semble-t-il — pas aussi
attiré l'attention des mathématiciens dans les derniers temps. Mais nous constatons
que, lorsqu’il s’agit des équations non linéaires, I'estimation du gradient de la solution
de I'équation linéarisée est souvent la clé de la résolution du probleme non linéaire.
Dans [AscC 14] les auteurs, en étudiant I’équation de transport linéaire, ont établi
des estimations, y compris I'estimation dans L* du gradient, de la solution. Or, dans
[AsC 14] on a supposé que la composante normale de la vitesse (du flux representant le
transport) s’annule sur la frontiére du domaine dans lequel I’équation est considérée.
Dans le présent chapitre on va généraliser le résultat de [Asc 14] sur la norme dans
L du gradient de la solution de I’équation de transport linéaire au cas ot la compo-
sante normale de la vitesse n’est pas nécessairement nulle; il s’agit donc du cas ot il y
a l'entrée et la sortie du domaine considéré. Nous allons utiliser les idées de [ASC 14],
mais la présence de I’entrée nous conduit a une construction particuliere d’équations

approchées.
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Chapitre 1. Estimation dans W de la solution de 'équation de transport ...

1.2 Position du probleme linéaire

Dans ce chapitre, nous allons considérer une équation de transport linéaire dans
un sous-ensemble ouvert borné Q de R” (n = 2). Pour la frontiere 0Q2 de Q, nous sup-
posons qu’elle est de classe €', Q étant d’'un seul coté de 0Q, et qu'il existe un g9 > 0

tel que, pour tout x € 00, on ait
x—en(x)eQ Vee]0,¢p], (1.1)

ou 71(x) désigne la normale extérieure unitaire a la frontiére Q2 au point x € 6Q (dans
la suite nous écrivons simplement n, au lieu de 7i(x)).

On consideére une fonction v définie sur [0,00[ xQ & valeurs dans R” telle que

ve Ll (0,00 W, (QR"), (1.2)
V-veL (0,00 Wy (Q), (1.3)

oul<qg<oo.
La fonction v sera considérée comme le champ de vitesse qui définit le flux pour
une équation de transport. Nous définissons, pour chaque ¢ € [0,00[, la partie d’entrée

I'_(¢?) etla partie de sortie I' . (#) de la frontiere 62 par les relations

I_(t) ={x€dQ|ny-v(t, x) <0}, (1.4)

I () ={x€dQ|ny-v(t,x)>0}. (1.5)

Dans [0,00[ xQ nous allons considérer ’équation de transport linéaire pour une

fonction inconnue u (a valeurs réelles)

6—u+V-(uv)— u+f (1.6)
ot BERRNE '
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Chapitre 1. Estimation dans W de la solution de 'équation de transport ...

ou g et f sont deux fonctions données a valeurs réelles (v est la fonction introduite

ci-dessus). Léquation (1.6) sera envisagée avec la condition initiale

u(0,x) = up(x) pourxeQ 1.7
et la condition d’entrée
u(t,x)=uy(t,x) pour(r,x)e |J [{a3xT-()], (1.8)
0<t<oo

up(x) et uy (¢, x) étant des fonctions données. On suppose la condition de compatibilité
Up(x) =u1(0,x) pourxel'_(0). (1.9

Nous rappelons que pour le probleme (1.6)—(1.8) les points ou v-n, s’annule posent
des questions délicates. Pour cela, nous excluons le cas d'un saut de la valeur de v - ny
quand v-ny change de signe et, sur les points (¢, x) € [0,00[ x0Q tels que x € 0Q\(T'_(f)U

I'; (1)), nous supposons les conditions suivantes :

CONDITION A. Nous supposons qu'il existe deux constantes €1, > 0, €2 < 52—0 (€0

est donné dans (3.1)), telles que v, Dv, Vf, Vg, V(V - v) soient continues dans 2., ou
e, = {(t,x) € [0,00[ xQ | dist((£, X), 2) < €2}, (1.10)

2={(t,x) €[0,00[x0Q| —€1 < V(t,X) Ny <E1}, (1.11)

0
Dv= (a—xi Vi)i j=1,+n-

CONDITION B. Si xp € 0Q\(I'_(#p) UT 4 (£p)), alors, quelle que soit la caractéristique y

passant par un point (£, x) € [0,00[ x£, on a

(t()) xO) ¢ )7
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Chapitre 1. Estimation dans W de la solution de 'équation de transport ...

Ici la caractéristique y = {(yo(£),y1(2), -+, Yn(D))}te1,,,, Passant par le point (¢, x) €

[0,00[ xQ2 se définit par le systeme d’équations différentielles

d =1 d () =viy =1
HYO( )— ) HY}( )—UJ(Y( ))r ]_ y oy N,

avec la condition initiale
Yo()=t, yij(t)=xj j=1-,m

ou I,,,, estl'intervalle maximal d’existence de la solution.
Pour ce qui concerne le gradient de u;(f,x) sur I'_(#), outre le gradient Vr_(,u;
défini de maniere naturelle sur la variété de dimension n — 1, nous défnissons la com-

posante normale n, - Vu, par
1
(ne-Vu|p_ = ﬁ(_ vr-Vr_pur —0;u1 — i V-v+guy + f), (1.12)
“rtx

ol vy = v— (V- ny)ny. La nécessité de la définition (1.12) est motivée par le fait que, si

on susbstitue v = (v- ny)ny, + v; dans (1.6), on a
(v-nony-Vu=-v-Vu-0,u—uvV-v+gu+f.

Dans la suite, pour ne pas alourdir I'écriture, par abus de language, nous utiliserons les

notations

IVurllzor_n) = IVr_ Uil o) + 105 - Vir l zoor_ (1), (1.13)
T llwe oy = Nt llzo -y + IVULllzoor_ () (1.14)

ou ny - Vu, estla fonction définie dans (1.12).
Sur la régularité et éventuellement sur le signe des fonctions f, g, ug, u;, on va les

préciser dans I’énoncé des résultats.
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1.3 Résultat principal pour 'équation linéaire

Le résultat principal de notre travail sur I'équation linéaire (1.6) est le suivant.

Théoreme 1.3.1. On suppose que les conditions (1.2), (1.3) ainsi que les conditions A

et B sont remplies et que, quel que soit t > 0, les fonctions v, g, f, ug, uy vérifient les

relations

gELI0,GWa(Q), feLI0,5Wa(Q), up€ Wa(Q), (1.15)
v, Vi_ipur, f—0;u1, g—V-ve L°( |J [{83xT-(0]), (1.16)

0=1<t
ne-Vur e L°( J [{8xT-(0]), (1.17)

0=<1<t

u, est uniformément continue sur J [{t} xT_(1)] et (1.18)

0<t<t

y admet presque partout la dérivée par rapport a t,

ol < q < oo etny-Vuy estlacomposante normale du gradient de u, dans le sens défini
par le second membre de (1.12). Alors il existe une fonction u et une seule appartenant

a la classe

L0, 7; W, () N W, (0,1 L(Q)),

qui vérifie l'équation (1.6) presque partout dans [0, t] x Q, la condition (1.7) presque

partout dans Q et la condition (1.8) presque partout sur U [{t} xT_(9)].

0<t<oo
De plus, la fonction u vérifie l'inégalité
I uIILOO(Oy;;W;o(Q)) <max(A, sup_essB(s)), (1.19)
0<s<t
ol
_4q-1
A= e[ q ("g”Lq((),?;Wolo(Q)]+"V'v”Lq(O,?;Wolo(Q))+”DUI|Lq(0’?;L°O(Q))) X

=
q

x [l uo ”WOIO(Q) +t ”f”Lq(O,?;Wolo(Q))]’
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=)
B(s)= e 7 Uglazwd IV Ve zwkon 1PV Ero@)

— q-1
x ([l 21 (s)”Wolo(F_(s)) +(t—5) 9 ”f”L‘?(s,?;Wolo(Q))];

-1 . L
dans le cas q = oo, on remplace qT par 1. De plus, si f, uy et uy sont non-négatives, u

est aussi non-négative.

On remarque que, a cause du facteur dans le deuxieme membre de (1.12),

V- Ny
les conditions (1.16) ne sont pas suffisantes pour garantir I'appartenance du second
membre de (1.12) a L*°(I'_(#)) et pour cela nous imposons la condition (1.17).

Pour démontrer le théoreme 1.3.1, nous allons construire les équations approchées
par la régularisation des coefficients et des données et établir des estimations des so-
lutions approchées en utilisant les caractéristiques (une méthode dont l'utilisation di-

recte sur le probleme donné est rendue problématique par la basse régularité de v); le

passage a la limite nous donnera le résultat énoncé.

1.4 Préliminaires

Pour obtenir des estimations et démontrer I'existence et I'unicité de la solution,
nous allons utiliser des équations approchées avec les données initiales et d’entrée

approchées. Pour ce faire, nous écrivons d’abord I’équation (1.6) dans la forme

o;u+v-Vu+cu=f, c=V-v—g. (1.20)

Construisons d’abord I'approximation des fonctions v, ¢, f.

On commence par prolonger les fonctions v, c, f pour ¢ < 0 par

v(t)'):()) C(t)'):C(_t)')) f(t)'):()-
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On prolonge aussi Z,, dans [~1,0[ xQ par

T, = {(t, %) € [-1,00[ xQ | dist((£, x), ) < €2} (1.21)

avec le méme X défini dans (1.11) (et donc X < [0, 00[ x0Q).

Pour (¢, x) € R x R" on pose

3d(t, x)
&2

),

h(t,x) = max (0, min(1,2 —

ol d(t,x) = dist((z,x), ([-1,00[xQ)\Z, ) est la distance entre le point (#,x) € R x R" et

I'ensemble ([-1,00[ xQ)\Z,. On définit

h(t, %) = (e, * W)(t, %), (1.22)

ou (¢, est un noyau régularisant avec un rayon £ = %2 (ici la convolution est relative a
(t,x)). On consideére deux fonctions p.(-) et {.(:) (0 < € <min(1, %)) définies sur R et R”

respectivement par

0=tod)  fw=—ad (1.23)
= - =), X)) = — -), .
ou
1
e pour —1<r<1
o1 =4 Je s :
0 ailleurs
,#2
€ i_‘xll pour |x| < 1
1-1y2 g
=4 ,L° y
0 ailleurs

Nous définissons dans R x Q les fonctions

ve(t,x) = (1— h(t, X)) v(t, x) + h(t, x) e (2, X), (1.24)

ce(t,x) = (1 - h(t, x))c(t, X) + h(t, X) (£, X), (1.25)
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fo(t,x) = A= h(t, X)) f(t,x) + (L, x) fo(, %), (1.26)

ou
[ée(x=yv(t,y)dy

Q
ffe(x—J/)dy
Q

D'E(tyx): *tQS(t))

[éc(x=y)e(t,y)dy
E(tx) =2
) [éc(x—y)dy
Q

*pr&'(t))

f’fs(x_ nfi,ydy

= Q

£t» = £t’

Jelt ) = = #e0e0)
Q

et *; désigne la convolution par rapport a .

Nous définissons aussi dans Q
ué (x) = (1 - h(0, %)) tp (x) + h(0, X) TE (), (1.27)

ou
Jée(x=yup(y)dy

7 (x) = 2
0 [Eex—y)dy
Q

En ce qui concerne la donnée d’entrée u;, qui est définie sur U [{r} x T_(1)],
0<t<oo

pour la commodité de notation, nous la prolongeons par 0 sur (£, x) € [0,00[ x0Q tels

que x ¢ I'_(#) (en réalité ce prolongement n’intervient pas dans nos raisonnements

grace au choix 0 < € < min(1, %), mais peut faciliter I'écriture); on prolonge u(t, x)

aussi sur [—1,0[x0Q par 0. Cela étant, on définit

[ éex—yu(t,y)dS,
0Q

f fs(X—y)dSy
0Q

ui(t,x) =

’

U (£, %) = (1= h(t, X)) (U1 G, X) # 4 0e (D) (£) + Rt X) (@5 (-, %) # 1 0 () (). (1.28)

Les fonctions c, Ve, fe, ug, uj étant bien définies, on considére I'équation pour la
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fonction inconnue u¢
0:uf + Ve - Vut +ceuf = fr + ugpe(t) dans[—1,00[xQ, (1.29)
avec la condition initiale

ut(-1,9)=0 surQ, (1.30)

et la condition d’entrée

ut(,)=ui(,")  sur {(£,x) € [-1,00[x0Q| x e TZ (1)}, (1.31)

ri(t) ={x€0Q|ve(t,x) - ny<0};

le choix de € €]0, min(1, %) [, de ve et de uf (voir (1.23), (1.24), (1.28)) nous garantit que
I'¢ (1) =T _(1) pour £ = 0 et que, si uf(z,x) #0, alors x € I'“ (¢).

Nous allons considérer le probleme (1.29)-(1.31) comme probléme approché de
(1.6)-(1.8).

Comme v, est une fonction suffisamment réguliere, pour tout (z,x) €] — 1,00[ xQ
il existe I'unique caractéristique y = y* telle que (t, x) € y. Cette caractéristique y =

(Yo, 7), ¥ = (y1,-*+,Yn), est définie par les équations différentielles
d N 1 d ~re\ I ~r4! _ / 1 32
WYOU‘)— , HY(t)—Ug(t,'}/(t))—Vg(')/(t)) (1.32)
avec les conditions initiales

Yo)=t, yt)=x

Si on pose

s=inf{#' < t]y(t) €] - 1,00[ xQ}, (1.33)

alors, en tenant compte que {x € 0Q | ny - v(s,x) <0} =T%(s),onaou“s=-1ety(s) €

Q" ou “s>—1ety(s) eT%(s)” (dans ce dernier cas on a nécessairement s > —¢); le cas
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“s=-1ety(s) e 'E(-1)" est exclu par le choix € < 1. Dans tous les cas la solution u*
peut étre exprimée par la solution de I'’équation différentielle sur la caractéritique. Plus

récisément, uf = uf(y(-)) est la solution de I’équation
p Y q

%u€+cgu€ = fe + Uuge (1) (1.34)

sur y = y® avec la condition initiale

u(y(s)) si s>-1
u-(s) = . (1.35)

0 si s=-1
On remarque que, si f =0, up =0, u; =0, alors f, =0, ug =0, uf >0 et donc la solution
u® de (1.34) sera elle aussi non-négative.

Nous donnons un lemme technique.

Lemme 1.4.1. Soienty =y*® une caractéristique définie par (1.32) et s l'instant défini

par (1.33). Si on pose

Ae(s) = f pe(thdt,
-1

on a, pour toutt > s,

t
f 0 NUEPENIAL < (L~ Ae(NI el o(cy, (1.36)
S
15 (5, )| < Ae(8) (S, X) N TS I poo(([s—e]* s+ €]+ 1<) + (1.37)

+(1— h(s, X))l ur | Loo((is—e1*, (s+e1+1x09) )

ot [t]* = max(t,0) (ici u; se consideére prolongée par 0 pour (t,x) € [—1,00[ x0Q tels

quex ¢ T'_(1)).
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Démonstration. On a

t t
fpg(t’)lué(y(t’))ldt'Sfpg(t')dt’ll ugll Lo (),
S S

t
d’ol, compte tenu de la relation [ p.(¢)dt’ <1—A.(s), on obtient (1.36).
S

D’autre part, on a

max(0,s+¢)

(241 20) %1 06 () (3] sf (7, Ol (s— P)di <

max(0,s—¢)
< llurll zoo(((s-1*, (s+e1+1 xa) Ae (8);

analoguement on a
|(@7 (%) % £ 06 () ()] < NUT Nl oo(([s—e]* [s+e] 1 x00) Ae (8).

De ces inégalités et de (1.28) on déduit (1.37), ce qui achéve la démonstration. O

1.5 Estimation des solutions approchées sur les caracté-
ristiques

L'estimation de la solution approchée u? et de son gradient sur les caractéristiques
Y = Y%, qui joue le réle central pour la démonstration du théoréme 1.3.1, est donnée

par le lemme suivant.

Lemme 1.5.1. Sur chaque caractéristiquey = y¢, la solution u® du probleme approché

(1.29)—(1.31) vérifie les inégalités

luf(1)| < (A‘E(S) [ AT N oo (((5—e]* (s 1x00) + (1.38)

t
[ le(@ldr

+(1 = A(s) lurll zoqs—e1* 1s+el 1200 | + 1 — A ()] uglle(Q))em“(‘g'” +
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t
: Slee(@")de”
+ f FAGRICA dt,

max(—g,s)

IVué (1) < (1.39)

< (ﬂe(s) [P IVUT I oo (s—e1* (s +e1*1x00) + (L = RV 1 | oo ([s—e)*, [s+£] 1 x00) +

t
! !
+IVR)INTS = urll zoo((s—e1+,(s+el*1x0) | + (1= A (DI VUgll oo () | ema= +

L ‘fwg(tll)dt,,
+ f (IVfe () + 1uf (IVee (1)) e dt'.

max(—g,s)

ol we(t) = i]glla.)f nléijcg +0y,; Ve, j| et h(s) = fz(y(s)).

On précise que, comme dans I'énoncé du théoreme 1.3.1, dans (1.39) la compo-
sante normale de Vu; est donnée dans (1.12) (si v-n, <0) et celle de Vﬁi est définie de
maniere analogue (voir (1.43) en bas pour son expression explicite). On précise aussi
que dans les seconds membres de ces inégalités on considere u; prolongée par 0 sur

[0,00[x0Q\ U [{t} X F_(t)] comme nous I’avons posé dans la section 1.4.
0<t<oo

Démonstration. Rappelons que la solution u® du probleme (1.29)—(1.31) peut étre construite
par la solution du probleme de Cauchy (1.34)-(1.35) sur chaque caractéristique y = y*.

Comme I’équation (1.34) est linéaire, on obtient immédiatement, si y(s) € 0Q2 (et donc

§>—¢€),
f| (t"\d : f|c &"ldt"
ce(thldt' e
luf (D] < |uf (y(s)les +fIfg(t’)+uS(y(t’))Qg(t’)lef’ dt',
N
et, siy(s) =y(-1) €Q (etdonc s = -1),
- , / Fleemide ,
luf(t)lsflfg(t)+uS(y(t))pg(t)ler’ dt'.
=&

D’aprés le lemme 1.4.1, on en déduit I'inégalité (1.38).
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Concernant la deuxieme inégalité, en dérivant par rapport a x; les deux membres
de I'’équation (1.29) et en posant wf =0y, U, Lg i =0y, [ — U0y, cc €t wg,l. = Oy, u§ pour

i=1,---,n,onobtient
n p—
0;wi + ve-Vws; + Z (0ijce + 0y, vgyj)w‘]'? =Lg;+ wgyl.gg(t) dans [-1,7] xQ. (1.40)

j=1

On considere cette équation avec la condition initiale
wi(-1,)=0 sur Q (1.41)
et la condition d’entrée
wi(,)=0yxu; sur [-1,f] x0Q. (1.42)

On précise que dans (1.42) w{ désigne la i*®™ composante du gradient Vu{ composé
par sa composante tangentielle qui est le gradient (naturel) Vr_, u{ surla variété I'_ ()

et la composante normale définie par
& 1 & £ £ £ &
(nx-Vu1)|r_m = ﬁ(— VUre Vi (U] —0:u — UV - vg + geul + fe + ugoe),  (1.43)
e x

Ol Vg e = Vg — (Vg * i) Ny
Sur chaque caractéristique y = y* I'équation (1.40) se réduit a I’équation différen-

tielle ordinaire

d n
—wi+ ) (6ijce+0y vg,j)w;'f = Lei+ wg ;0e(1), i=1,---,n. (1.44)

dt
WE(L) =) w2
i=1

En multipliant les deux membres de (1.44) par w? et en faisant la somme de ces équa-

j=1

On pose
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tions, on obtient

1d n
5 W == 3 (Bijee+0x ve puwjwy +

n n

Lejwi +0e(1) Y wi ,wi;  (1.45)

i,j=1 i=1 i=1

cette équation différentielle ordinaire sur une caractéristique y doit étre envisagée avec

la condition initiale

€

We(s) = VUi (y(s)|=W,, pour sel[-1,7],

ol s est défini par (1.33) et Vu{ (y(s)) doit étre entendu dans le sens précisé apres (1.42).
Sion pose

we(l) = Inla-X 161jCe +0x, Ve, jl,
L,j=1,-,n

LE = (LE,lr e »Ls,n);

de I’égalité (1.45) on déduit

1d £ 2 € 2 € £ & £ 2

EE(W (1) = w (W (1) +|Le (D) IWT(2) + 0 () WE (1) Z(woyi()f(t))) .
i=1

Donc, pour tout 6 >0, on a

(WE(1)? < Ys(t), pourtz=s,

ol Y;5(1) estla solution du probléme de Cauchy

1d

n
5 77 Yo(1) = 0e(DY5(0) +ILe (D] Y5 (D) +Qg(t)\/Ya(t)\/Z(wgyi(y(t)))z, (1.46)
i=1

Ys(s) = (W, +6). (1.47)

Or, comme Yj(f) est strictement positive, pour tout ¢ = s, on peut diviser les deux
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membres de (1.46) par +/ Y5(?), de sorte que 'on a

WE(t) < ys(t) pourt=s,

ol y5(1) est la solution du probleme de Cauchy

d n
—-Yo(0) = we(D) Y5 (D) + | Le(D)] + 0 (1 i:zl(wg”'(y(t)))z’

V5(8) :Wi+6.

Comme y;(¢) tend vers

t t t
—¢ [o("hdt n Jowe(tdr"
(0 =Wies +f(|Lg(t’)| + Qe(f’)\/Z(wai(ﬂf’)))z)ef’ dt’,
S i=1
quand 6 — 0,on a
t t f. d
—_— s(t’)dt, n ws(t”) i
We(r) < Wiesfw +f(|Ls(l")| +Qg(t')\/Z(wgyi(y(t’)))z)et’ dt'.
4 i=1

D’aprés lelemme 1.4.1 on a

t
fQe(t')\/Z(wgyi(y(t’)))zdt' < (1= AeOIVYgll (),
J i=1

— - _ B
W, < e () (RO NVUT I oo ((s-e]*, s+e) 7 1x00) + (1= R IV U [l zoo((s—e]*, (s+e] 1 x00) +

+HIVR()INTS = urll zoo(([s—e)* (s +e]*]x00) ) -

t t —
Comme l'intégrale [-dt' peutétreremplacéepar [  -dt’ (voirla définition de Wi,
S max(—¢,s)

L(1), pe(1)), on en déduit I'inégalité (1.39). O
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1.6 Démonstration du théoreme 1.3.1
Démonstration. On pose

t
¢ [ Uee+IDvenat"
[ (enaxtes IVee () |+lce () |+ Dve (£ d !
A (1) = emax-&9) <

o ~
X [Ae () (RNUTN oo 5-e1+ s e1 5w 0 + L= RN UL poo(qrsep, (5461 5wk 00 T

+HIVAS) TS = w1 ll oo ((1s—e1+ (s e+1x00) ) + (1= Ae())] ugllw @t

t

o BN UGG

max(-¢,s)
En faisant la somme de (1.38) et (1.39) sur chaque caractéristique y = y* et en appli-

quant le lemme de Gronwall, on trouve
luf (O] + VU (D] < Ae (D). (1.48)

D’autre part, si on pose s; = [s]" + € et si on considere r; et ry telsque s, <r; <rp, < t,

alors, en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 5.1, on a

Fieehnar i
|uf(rp)| < en (Iug(r1)|+f|j%(t)|dt),
n

rfzwg(t')dt’ 7
IVus(ry)| < et (IVug(rl)l+f(|Vfg(t’)|+|u5(t’)||ch(t’)|)dt’)

et par conséquent

n
ry [ ce(t+IDve(thdt
. ; S IVee (£ +lce (1) +1De (D1’
lu®(r2)| + |Vus ()| < e X

r
X(qu(rl)l+IVuE(rl)I+f(|fg(t’)|+|Vfg(t’)|)dt’).
r
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Comme cette inégalité est valable pour tout (ry, 12) € [Sg, ] X [Sg, t] avec 1y < 12, d’apres

lelemme 4.3 de [ASC 14],on a

t
€ e JUVee () +lce () |+ Dve () dt
lu” (D] +IVu® (1)] < e X (1.49)

t
x(|u‘f(s8)|+|Vuf(s£)|+f(|fg(t’)|+|Vf£(t’)|)dt’).

En tenant compte que I'inégalité (1.48) est vérifiée aussi pour ¢ = s,, de (1.49) on peut
déduire

t
. . SUVee(t)+]ce (P +|1Dve (£ dt
[u" ()| +|Vu® (1)| < e X (1.50)

t
< (Ae(se) + f Ufe(t)] + IV fo(eYDdr).

Si on examine 'expression de A(s,), on peut déduire de (1.50) qu'’il existe deux
fonctions continues v; () et v, (-) définies sur [0, min(1, f—;)] telles que v1(0) = v,(0) =0
et que

t
. . JUVee(t)+]ce () +|Dve (£ dt
[u (O +Vu (£)] < e X (1.51)

v (€) T —€ 7
x (e[ Ae () (RN N oo qrs—ep+,ps+er+ 1w 0 T = RO ULl oo qs—e1+ 154211,k 00 T

+|Vh(3)|”ﬁ[{ —u ||L°O([[S—8]+,[S+£]+]XOQ)) + (1 =2 US”WOIO(Q)] +

t
+f(|fg(t’)|+IVfg(t’)I)dt’)+vZ(6).

Compte tenu de la relation A.(s)a + (1 — A¢(s)) B < max(a, f) pour @ =0, § = 0 et des
définitions de uj, uf, fe (U5 — 1l — 0 pour € — 0 grace a (1.18)), on déduit que le

second membre de (1.51) est majoré par

e"'® max(A(1), sup essB(t;s)) +Vva(e), (1.52)

O<s<t

t
U1 o)+ IDVE 0@ d

t
A’(t) =eo (” uO”WOlo(Q) +f ”f(t,) ”W&(Q)dt/)’
0
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t
JUe@ly o)+ IDVE oo dt!

t
E(t; s)=es (”ulHWolo(ll(s)) +f ”f(t/)”Wolo(Q)dt,)-
s

Cela étant, on remarque que {1}, est uniformément bornée dans L*(0, t; Wolo (Q)),
ce qui, en vertu de (1.29), implique que {0;uf}.~¢ est uniformément bornée dans
L9(0,£;L°(Q2)). Par conséquent, il existe une suite f{e j}‘]’.‘il et une fonction
ue L0, W) n WC}(O,?;LOO(Q)) telles que €; — 0 pour j — oo, u‘i et Vui
convergent faiblement-* vers u et Vu dans L>®([0,7] x Q) et d,u°/ converge faible-
ment vers d,;u dans L9(0, ;; L°(Q)) (dans le cas g = 1, en établissant d’abord (1.54),
on peut procéder de maniere analogue a la démonstration du point (b) du lemme 4.4

de [Asc 14]). Dong, en faisant tendre ¢; vers 0 dans (1.52), on obtient

(D)l 1 () < max(A(z), sup essB(z; ). (1.53)

O=ss=<t

En appliquant I'inégalité de Holder aux intégrales dans l'expression de A et de B et en
rappelant la définition de c(), on parvient a (1.19).

De plus, u®/ vérifie, pour toute ¢ € €L([-1,7] x Q) telle que

e(t,0=0 sur ([-1,01xT. () u( U s xT(e))u{xQ),
0<t<t

I'égalité

—

0 )
dtf[ugf(a—(f+ Ve "V + (V-0 )9 = Ce,p) + fe; 0+ ué’pgj(t)cp]dx:
Q

I
:f uij(p(t,x)dtdS.
-10Q

En passant a la limite pour ¢; — 0, ona

1 T
0
fdtf[u(a—(fwtv-V<p+g<p)+f(p]dx:f f (v~n)u1(pd8dt—fuo(p(O,x)dx. (1.54)
0 Q 0T-(1 Q
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Comme dans (1.54) ¢ est arbitraire dans la classe indiquée, on peut affirmer que u
vérifie I’équation (1.6) et les conditions (1.7)-(1.8) presque partout dans les domaines
relatifs.

Si u!" et u® sont deux solutions du probléme (1.6)-(1.8), alors U = u? — u!! sa-
tisfait a ’équation (1.6) avec f = 0 et avec les conditions initiale et d’entrée nulles, de
sorte que, compte tenu que v-n > 0 sur I'; (1), par le produit scalaire de I'’équation (1.6)

avec U méme, on a

1d 1 1
—— Uy’ =——f UPv- dS+f ——(V-u)|UPdx <

1
<& =5V =@ Ul g,

2

12(Q) | (=0 = 0, on obtient | U|? = 0 pour tout

d’oti, compte tenu de la condition [|U]|| 2@

t =0, ce qui démontre I'unicité de la solution du probleme (1.6)-(1.8).
En outre, si f =0, ug =0, u; =0, alors, u®/ étant elles aussi non-négatives, en pas-

sant a la limite, ona u = 0. O

Remarque 1.6.1. De maniere analogue a la démonstration du théoréeme 1.3.1, on peut
donner une estimation de u et une de son gradient Vu dans la norme L* par les inéga-

lités ci-dessous

l2(8) |l roo) < max(A;(£), sup essBj(f;s)) Vie [0, 1], (1.55)
0<s<t
IVu(t)ll o) < max(Ax(f), sup essBa(t;s)) Vi€ [0, 11, (1.56)
0<s<t
ou . ,
JUE oo +I(V-0) (1) | o)t . .
Aj(t) =e0 (ol zoo ) +f I f(E) o dt],
0

t t
JUEN N zoo @)+ (V-0) ()|l oo ) d '
Bi(t;s) =es [l UI(S)HLOO(F(s))+f||f(tl)”L°°(Q)dt/],
S

t
JUgE N zoo @)+ 11 (V-0) ()|l ooy + I DV (£ || oo () d '
Ay(f) = ed (IVuoll Lo+
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t
+f(||vf(t/)||L°°(Q)+ lu() | Lo IV (g = V- ) (£) | zo) dt'),
0

t
JUgE ooy +I (V-0) (") | ooy + I D () [l foo () ) At
By(t;5) = e (Ve ()l zoo(r_ sy +

t
+f(||Vf(l")||Loo(Q)+ lu() 1o @ IV = V- ) () | 1o ) d ).

Corollaire 1.6.1. Soient u une fonction qui vérifie I'égalité (1.54) et u' une autre fonc-
tion qui vérifie la méme égalité oiL v, g, f, ug et u, sont remplacées par v', g', f', u,
et u’1 respectivement avec la condition v-ny = v' - ny sur [0, t] x 0Q. Alors pour tout
tel0,tlona

lu() = u' (D)l o) < max (A*(2), sup essB*(£;s)) (1.57)

O<s<t

et, dans le cas ot u; = ui, ona

lu(®) = u' () Loy < A (D), (1.58)

i
. SUgE N Loy + 11 (V-0) ()l oo () d ! ,
A*(t)=e0 [llu0 — ugll ooy +

t
+ f Uf )= (@) o + v () = V' () | oo IV U () | oo ) +
0
HI(V-v-g) (") = (V- = g ()l Loy It () | o)) At ],
t
" SUg@E) N zoo @)+ 11 (V-0) ()|l oo () d '
B*(t;s) = s (1 (s) — U () Nl oo _(syy +

t
+f(||f(l") — (Wl + v () = V' () | oo IV U () Lo () +

+HI(V-v—)(t) = (V- V' = g ()l Loy 11 () | o)) d ']
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Démonstration. Comme u — u' satisfait a I’équation

o(u—u')

Py +V-(u—-uhvy=gu-u)+(f-fH-w-v)-Vu'+

-(V-v—-g) - V-V - g,

en appliquant (1.55) a u — u/, on obtient (1.57).

Dans le cas ot u; = u’l, on voit aisément que B*(s) < A*, d’ou1 (1.58). O

Montrons maintenant une variante du théoreme 1.3.1. En utilisant les notations
Q" =Qx]0, +oo[, V = (V,0m) = (0x,,++,0x,,0m) €t U = (v,v) € R" xR, on considere le

probléme

Ou+V-(ud)=gu+f dans [0,7]xQ", (1.59)
u(0, x, m) =uo(x, m) dans QF, (1.60)
u(t, x, m) =u, (t,x, m) sur | J {8 xT_(n), (1.61)

0<t<r

ot T_(1) = {(x,m) € dQx]0,00[| ny - v(t,x,m) < 0}. On suppose que les conditions A,
B, (1.16), (1.17) et (1.18) sont vérifiées avec les modifications formelles consistant au

remplacement de X, par
Ze, = {(£,x,m) € [0,00[ xQ x [0, 00| dist((t, x,m), Z) < €2}

avec

3 = {(t,x,m) € [0,00[x0Qx ]0,00[| — &1 < v(t, X, m) - ny < €1},

de I'_(ty)uUl's (%) par I (to) ul, (o) (avec T, (tp) défini de la manieére naturelle), dela ca-
ractéristique y par la caractéristique ¥ définie de la maniere naturelle dans [0,c0[ x Q™"
etde L®( U [{t} xT_(n]) par L®( U [{#} x T_(1)]). Pour ce probleme on a I'affir-

O<t<t 0<t<t
mation suivante.
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Corollaire 1.6.2. Soit t > 0 (arbitraire). On suppose que

e L0, WL QTR V-Te L0, WLQY), (1.62)
g feLI0,EWLQY),  uewl@h, (1.63)
Uip(t,x,m)=0 si me]0,mgy[u]My,ool, (1.64)

ug(x,m)=0 si mel0,my[U]My,oo[ (1.65)

up(t,x,m)=0 si (x,m)ef_(t) et mel0, my[U]M,,o0], (1.66)

flt,x,m)=0 si me]0,mp[u]My,ool, (1.67)

ol < g <ooetMy>mgy>0. Alors le probleme (1.59)—(1.61) admet une solution u et
une seule dans L (0, ; W, (Q*)) n W (0, £ L®(Q")) ; l'estimation (1.19) reste valable
en remplag ant Q, V, v par Q%, A respectivement et on a supp u(t, x,-) < [mgy, Mol

pour tout (t,x) € [0, ] x Q. De plus, si f, ug et u, sont non-négatives alors u l'est aussi.

Démonstration. La condition (1.64) implique que les trajectoires qui passent par une
partie de Q x [my, My] restent toujours dans Q x [mg, Mp], ce qui nous permet de procé-
der, dans le domaine Q x]my—¢€, My + €[ (avec un € > 0 suffisamment petit), de maniere
toute analogue au raisonnement de la démonstration du théoréme 1.3.1.

D’autre part pour m ¢ [my, My], le probleme (1.59)—(1.61) se réduit a

0:u+V-(uv)=gu dans [0,7] x Q,
u(0,x)=0 dans Q,
u(t,x)=0 sur  |J [t =xT-(0)],
O=<t=<t
ce qui implique que u =0 dans Q x (]0, my[ U] My, ocol). O

On pourrait affaiblir la condition sur le support des fonctions sur [m, Mp], mais
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dans ce travail nous nous limitons a cette version de variante, que nous allons utiliser
dans la section suivante.

De maniere analogue a la démonstration du corollaire 1.6.1, on peut avoir une in-
égalité similaire a (1.58) pour deux solutions u et #’ du probleme (1.59)—(1.61) avec les

conventions de notation analogues au cas (1.58)

lu(t) — ' ()|l ooy < A* (D), (1.68)

t
~ JUEEN N ooy + I (V-D) () foo g+t
A* (1) = ed [Nluo — gl Loy +

t
+f(||f(t,)—f,(t/)||L°°(Q+) +7(") = 7' ()l o) IV () o)+
0

+H(V-T-) ()= (V- T = g) () I 1o 1t (E) [l poo o)) A ]

1.7 Conclusion

Il nous semble que les hypotheses du présent travail sont suffisamment faibles (au
moins par rapport a la méthode utilisée), méme si nous ne pouvons pas exclure |’éven-
tualité d’affaiblissement des hypotheses; il nous semble que I'éventuel affaiblissement
d’hypotheses exigera une nouvelle argumentation assez consistante, exigeant un nou-

veau travail.
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Application a un modele pour
I’atmosphere avec la transition de phase

del’eau

ous allons étudier un systeme d’équations quasi-linéaires, qui correspond a une

partie du systéeme d’équations du modele du mouvement de I’atmosphere avec

la transition de phase de I'’eau proposé dans [SEL 11] (voir aussi [BEN 18]).

33



Chapitre 2. Application a un modele pour I’atmosphere ...

2.1 Position du probléme et résultat principal

Nous considérons notre systeme d’équations pour les fonctions inconnues p(z, x),
n(t,x), o(t,x,m) dans Q" = Qx]0,00[ o1 Q est un domaine borné de R?* muni de la
frontiere 0Q de classe € (£ € [0, 7], x € Q, m > 0); les fonctions o(t,x), n(t,x), o(t,x,m)
représenteraient, dans le modele de I'atmosphere, la densité de I'air sec, la densité de
la vapeur d’eau et la densité de I'eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse
m respectivement. Plus précisément, en désignant par v (¢, x) la vitesse de I'air (c’est-a-
dire, vitesse pour p et 7) et par w(t, x, m) la vitesse des gouttelettes d’eau (c’est-a-dire,

vitesse pour o), nous considérons le systeme d’équations

00+ V-(pv) =0, 2.1)
0+ V- (nv) =—Hg(m,0), (2.2)
0;0 +V-(ow)+0m(mhg0o) + So(m,0)0 = S1(r,0), (2.3)

Hg(m,0) = (ﬂ—ﬁys)fS(mw(m)dm,
0
hei(m; m) = s(m)(w =7 ys),

So(m,0) = —hg1 + g1(mM)[m 751 + Wlfﬁ(m, mo(m')dm',
0

m
S1(m,0) = go(m)P (o) [m —TT,5] " + %fﬁ(m, m-momhom-mdm',
0

Tps € L9(0, ;WL (Q), s,81,8 € WLR,), e WLR, xR,), s=0, g =0, =0, tandis
que P(-) estun opérateur lipschitzien défini sur Wolo (Q1) avaleurs dans WOIO(Q) tel que
P(0)=0 pour tout o = 0; nous supposons que 1 < g < oo et qu’il y a deux constantes

mg, M, telles que 0 < m,; < M, < oo et que

Bm' ,m"=0 sim'+m" =M,, supp go < [ma, My).
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Du point de vue du modele du phénomene physique, 7, représenterait la den-
sité de la vapeur saturée (qui dépend sensiblement de la température), s(m)(m — 7 5)
la quantité de la condensation ou évaporation de la vapeur d’eau sur les gouttelettes
d’eau de masse m (exprimée par rapport a l'unité de masse) et donc Hg,; (7, 0) serait la
quantité totale de la condensation ou évaporation; g,(m)[r — 5]~ devrait représen-
ter le taux de disparition de gouttelettes de masse m (avec m proche de m,), tandis
que go(m)P(0)[m—T,s]" serait le taux de création de gouttelettes de masse m; la fonc-
tion B(m, m') désigne le taux de coagulation d'une gouttelette de masse m et d'une de
masse m’ (pour les détails du modele, voir [SEL 11]).

Nous considérons le systeme (2.1)—(2.3) avec les conditions initiales

0(0,) =po € WL(Q), 0020, (2.4)
n(0,-) =g € WL (Q), 720, (2.5)
0(0,)=0pe WL(QY), 0020, suppoo(x,-) < (mae, M, VxeQ, (2.6)
et les conditions d’entrée
Plropn =01, 0120, (2.7)
T[|I"(_u)(t) =m;, mw =0, (2.8)
Olfw (py =01, 0120, (2.9)

suppo(t,-,) € 0Q x [mg, Mgl Vte(0,1],

ot T (1) = {x € 0Q | ny - v(t, %) < 0}, T (1) = {(x,m) € AQx]0,00[| 1y - w(t, x,m) < O}.
On suppose que les conditions A, B, (1.16), (1.17) et (1.18) sont vérifiées pour u; = p; et
u; = m; en remplacant I'_(¢) par 'Y (¢) et pour u; = 0; en remplacant v par w et I'_(¢)

par T™)(¢) (et avec des modifications formelles évidentes comme dans le corollaire
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1.6.2). On suppose aussi que
ve L0, WL(R®),  V-ve L0, W), (2.10)
weL910,5WLQ%RY),  V-welL0,1WL@Qh). (2.11)

Le résultat principal de cette partie est le théoreme suivant.

Théoréme 2.1.1. Sous les hypothéses posées ci-dessus, il existe un t* €0, t] tel que le
systeme d’équations (2.1)—(2.3) avec les conditions initiales (2.4)—(2.6) et les conditions
d’entrée (2.7)—(2.9) admette dans l'intervalle de temps [0, t*] une solution (p,m,0) et

une seule telle que
0, € L=(0, £ W, () n W, (0, %5 L2 (Q)),

0 € L0, t*; WL (Q1) n W, 0, %, L®(Q™));

etonap=0,71=0,0=0et

suppo(t, x,-) S [mg, Mgl Y(£,x)€[0,17] x Q.

2.2 FEtude du systéme des équations linéarisées

L'équation (2.1) étant linéaire, I'existence et 'unicité de la solution résultent du
lemme 2.2.1 montré ci-dessous. En ce qui concerne les équations non linéaires (2.2)
et (2.3), on examine d’abord les équations linéarisées et puis on cherche un point fixe

d’un opérateur défini par la solution de ces équations.
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On considere deux fonctions données 7 et o et le systeme des équations

00+V-(pv)=0, (2.12)
0+ V- (nv) =—Hg(n,0), (2.13)
0t0 +V-(ow) +0m(mhg;(m)o) + So(,0)0 = $1(7,0), (2.14)

qui est le systéme linéarisé de (2.1)—(2.3).

Lemme 2.2.1. Si 7w € L®(0,;; WL (Q)) et G € L®(0, ;; WL (Q™), alors il existe une so-
lution (p,m,0) et une seule du systeme (2.12)—(2.14) avec les conditions initiales (2.4)—

(2.6) et les conditions d’entrée (2.7)—(2.9), solution dans la classe
0,7 € L0, 7; W, () n W, (0, 1; L¥(Q)),

0 € L2(0,1; Woo (@) N W (0,5 L¥(Q));

de plus, siT et o sont non négatives, alors g, m et o sont aussi non négatives. En outre,
il existe une constante C > 0 indépendante de v, w telle que les inégalités suivantes

soient vérifiées

ol oo (0, 7:wL () < MAX (Ap, sup_essBp(S)), (2.15)
O<s<t

1721 oo 0,77 @) = max (A, sup essBy(s)), (2.16)
O<s<t

ol oo 7,2 ) < Max(Ag, sup essBy(s)), (2.17)
0<s<t

=
t 9 1DVl qz00) T IV-Vl g0 701
Ap=e ( (0,5L°(9) i (O,t,WOO(Q))) ”Q()”WC}O(Q)’

=l
(t=9) 7 IDVl a7 +IV-vll g 7w
BQ(S) —e ( L9 (5,;L%°(0) Lli(s,t,Woo(Q))) ”Ql(s)”Wolo(F(_V)(s))’

=
0 [”D"”Lq(o,?;L"O(Q))+”v'“”L‘7(o,?;Wolo(Q)))X

Ap=e

q-1

Ctlal — ol - — =
xe L0056 Wo0 (@) [||7TO||W010(Q) +Ct 7 ||7Tvs||Lq(0j;Wolo(Q)) ||0-||L00(0j;W010(Q+))]v
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_ a1 _ _
Bn(S) — e(t_s) q (”DU”Lq(S,;:LOO(Q))+”V.U”Lq(s,?;Wgo(Q)))+C(t_s)Ilo—”Loo(s,f;Wc}o(Q*')) 52

_ q-1 _
x [l (8l WL (T® (s)) +C(t—-s) 9 ”nUS”L‘?(s,T;Wolo(Q)) ”O-”Loo(s,?;Wolo(Q*))]’

7"7_1(

As=e 1wl 1407000y HIV-Wl1a0 5wl @by TCIPs ”LWo,?:Wéotm)) X

9 eCt(IIHII Lw(o,?;wc}o(m))) [||UO||W010(Q+) + C((

— q-1
+lo —
i@ -

Zwl =
e I oslLa0 7 o+

TN oo 0,7, @) 10N 100 gt 4 (1 + 101 oo, 7w, o))
e _
Ba’ (S) — e(l’—S) q ("Dw“Lq(s';;Loo(QJr))-‘—”V'w”Lq(s,?;Wgo(Q'*'))+C“7T”5”Lq(s,f;wgo((2))) %

+loll

» eC(t—s) ("””LOO(s,?;W(}O(Q)) Lm(s,i;wgo(ﬂﬂ)) [

o1 ()l Fa o)+

1

_ -1 = —
+C(((t_ S) q ””Us”Lq(sj;Wolo(Q)) + (t_ S) ||7T||Loo(sj;wolo(g))+

+(? - S) ”6”L°°(s,?;Wolo(Q+))) (1 + ||E”LOO(S,?;WOIO(Q+))))].

De plus, sion a
suppo(t,x,-) S [mg, Myl pour tout (t,x) € [0,7] x Q

alors

suppo (t,x,-) S [mg, Myl pour tout (t,x) € [0, ] x Q.

Démonstration. On considérel’équation (2.1) avec la condition initiale (2.4) etla condi-

tion d’entrée (2.7) ; afin d’appliquer le théoréme 1.3.1 on prend

u=p, u=po ur=g1, [f=0, g=0;

d’apres I'inégalité (1.19) on obtient 'inégalité (2.15).

On considere maintenant I’équation (2.2) avec la condition initiale (2.5) et la condi-
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tion d’entrée (2.8) ; pour appliquer le théoreme 1.3.1 on prend
u=m, Uyp=To U =T,

g= —fs(m)ﬁ(m)dm, f:ﬁvsfs(m)ﬁ(m)dm.
0 0

En vertu des conditions posées sur 7, et s(m), on voit qu’il existe une constante posi-

tive c; telle que

lgll WL (Q) <cloll W@

et

”f”Wolo(Q) =0 ”ﬁVSHWolO(Q)”E”WOIO(Q*')'

En utilisant I'inégalité de Holder, on a, pour 0 < s < f,

a1
q

(f— s) ||g||Lq(s,;;Wgo(Q)) = C(?_ s) ”5”L°°(s.?;WJO(Q+))

et

g I _
(t=9) 4 I fllarwiy < CUE=8) T M Tusl s zwt )10 o mwd @)

avec une constante C. Donc, d’apres I'inégalité (1.19), on obtient (2.16).
On considere maintenant I’équation (2.3) avec la condition initiale (2.6) et la condi-

tion d’entrée (2.9) et on prend
u=0, Uy=09, U =01, V=W, Up=mhgm),

g=-S@m0), f[=358(@,0).

En vertu des conditions posées sur 7,5, s(m), go, g1, B, P, on constate qu’il existe une

constante positive ¢, telle que

||g||Wolo(Q+) = CZ(”ﬁ”Wolo(Q) + ”ﬁvs”Wolo(Q) + ”6”W010(Q+)))
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||f||Wolo(Q+) = CZ(”ﬁ”Wolo(Q) + ”ﬁVS”WOIO(Q) +lall Wolo(QJr))(l + ”E”W(}O(QJF))
En utilisant 'inégalité de Holder, on obtient

1

— q- — _ —
(t - 3) q ”g”]ﬂ(s,f;wolo((ﬁ)) = C((t_ S)(”]T”LOO(S,;;WOIO(Q)) + ||0”L°°(S,;;WOIO(Q+)))+

q-1

+(T=8) T (1 Tosl pas 7w @)
et

q-1

_ e = o
(=9 7 1 fll s zwiany < CLE=9 T 1Tl Lags g w o + E= TN o5 gwd o+

+(E = N0 oo s, 7w @0)) (1 + 10 oo 7w )

avec une constante C. D’apres le corollaire 1.6.2, on en déduit (2.17).
Pour la derniere assertion du lemme, on remarque que, si suppo (¢, x,-) S [mg,, M,]
pour tout (¢,x) € [0, ] x Q, alors supp [ (t,x,-) S [ma, M,] pour tout (t,x) € [0, ] x Q,

donc le résultat découle immédiatement en appliquant le corollaire 1.6.2. O

Pour utiliser le lemme 2.2.1 pour la démonstration du théoréme 2.1.1, nous intro-

duisons
O<s<t
A1 (1) = 2max(loolly o+, sSup esslolly gw ) + 1. (2.19)
O=ss<t

Alors on a le lemme suivant.

Lemme 2.2.2. Il existe un t; €10, 1] tel que, si T et appartiennent a L®(0, t; WL (Q))

et L*°(0, ty; Wolo (Q71)) respectivement, sont non-négatives et vérifient les inégalités

”ﬁ”Lm(O,tl;Wolo(Q)) = A[T[] (tl)» ”E”LW(O,Q;WOIO(Q‘L)) = A[(7] (tl); (2.20)

alors la solution (p,m,0) du systeme (2.12)—(2.14) avec les conditions initiales (2.4)—

Imane BAZINE 40 Université 8 Mai 1945-Guelma



Chapitre 2. Application a un modele pour I’atmosphere ...

(2.6) et les conditions d’entrée (2.7)—(2.9) vérifie les inégalités

”””L°°(0,t1;Wolo(Q)) < A (), ||0'||L00(0,t1;W010(Q+)) <A (1) (2.21)

etona

suppo(t, x,-) S [mg, Myl Y(t,x) €0, ] x Q. (2.22)

Démonstration. On voit que, si on choisit ¢ suffisamment petit, dans (2.16) et (2.17) le
deuxiéme membre peut étre inférieur a A () et a A4 () respectivement, ce qui nous
permet de déduire (2.21) sous la condition (2.20). La relation (2.22) découle immédia-

tement du lemme 2.2.1. O

2.3 Démonstration du théoreme 2.1.1

Soit £ €]0, t;], ou1 t; est donné dans lelemme 2.2.2. Nous définissons le sous-ensemble
F; de L*®(]0, 1] x Q) x L*°(]0, t] x Q) par la relation : (7r,0) € F; si et seulement si (1, 0)

vérifie les conditions

e L0, 5WL(Q), oel™0,5WLQ")),
n,0 =0,
{ suppo(t,x,) S mg, MIV(t,x) €0, 1] xQ,

||7I||L00(0,I;W010(Q)) < A (D),

191 o0, Wl @ty = Aot (D-

On considere, pour tout # €]0, t1], 'opérateur G, : F; — L™®(]0, 1] x Q) x L®(]0, 1] x Q™) tel
que G;(m,0) = (m,0), ou (7,0) est la solution du systeme (2.13)—(2.14) avec les condi-
tions initiales (2.5)—(2.6) et les conditions d’entrée (2.8)—(2.9).

En vertu du lemme 2.2.2 on a

G:(F;) cFy Vte€]0,1].
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Donc, pour démontrer le théoréme 2.1.1, il suffit de démontrer qu’il existe un ¢*, 0 <
t* < 11, tel que I'opérateur G4+ restreint a F;+ soit une contraction.

Pour i € {1,2} on considere (ﬁm,ﬁm) € Fret 7@, gy = Gt(ﬁm,ﬁm). Nous posons

=72 _70 T=5@_g0

M=7? 70 5=g@_gW,

Comme 7V =7 = 7@ sur | J [{t} xT"”(#)], en appliquant I'inégalité (1.58) a
0<t<nh

u=n"?, u=n", v=v, w=uy=my, w=uj=m,

g= —fs(m)ﬁm(m)dm, g = —f s(m)yac (m)dm,
0 0

/ :ﬁ”f stma® mydm, [’ =T f simyadm,
0 0

on obtient, en vertu du lemme 2.2.2 et de la définition de F;,

ITT|l Lo o, £1x) < Am, (2.23)

q-1

AH — Cet q ”v'V||Lq(0,t;L°°(Q))+CtA[U](t) x (2.24)

— q-1
X”Z”L"O(]O,t[xQ*)[tA[n](t)+t 9 ”nvS”Lﬂ(O,t;Wolo(Q))]-

D’autre part, pour estimer Z, utilisons les notations

Cp= sup (m+m)pm,m), Cs=lsly1 @,
m,m'>0

Cg, =sup gi(m), Ego = sup go(m).

m>0 m>0
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Alors, comme oV =gy =@ sur ] [{t} xT™ (1)], en appliquant I'inégalité (1.68) a
0<t<h

u=0<, u=0", w=uy=00, w=uj=o,

g=S7@?,5%), g =@V, V), f=5,@%, %), f=$,ax" 1),
U= (w,mhg@?)), ¥ =(w,mhy@")),

on obtient

1 Z1l o qo,c(xQ+) < As, (2.25)

q-1 q-1

£ T IV-wll g9, 100+ +(2+Ma) Co+Cg A (D+1 T [Tyl

L‘f(o,t;wgo((z))HCﬁ A1) (1) x

As=e (2.26)

. a-r
X{Cgo[CP||z||L°°(]0,t[xQ+)(tA[7r](t) +t 4 ||7Tvs||LQ(0,t;Wolo(Q)))+
+1Cp(Afo) () + DTl 2o o, r[x )] +
+1[(2(1 + M,)Cy +6g1)”ﬁ”L°°(]0,t[><Q) +2Ma6ﬁ”E”L"O(]O,t[xQ*)]A[U](t)};

Cp étant une constante due a I'opérateur lipschitzien P().

Lestimation de II et celle de X étant établies, on va raisonner séparément pour le
casg>letlecasg=1.

Dans le cas g > 1, des relations (2.23)-(2.26) on déduit qu'’il existe une constante C;
telle que

1Tl 2o o, 1) + IZ M Lo g0, e[ x+) <

q-1 -1
q L = =
<C e T T 4 1) (1T oo, epx + 1 Z Ml 1200, 1x 2+ ) Ve[, ).

Donc, si on choisit t* €]0, ;] de telle sorte que

q-1
*\ " g * q__l
0< C G T+ ()T 1) <1
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alors G;+ sera une contraction.
D’autre part, si g = 1, on remarque que, quel que soit € > 0, il existe un #; > 0 tel

que

|IV . U“Ll(O,tg*;Loo(Q)) <§g, ”ﬁVS”Ll(O,t;‘;Wéo(Q)) <E§g, ”v . w||L1(0,t;;L°°(Q+)) <E.

Cela étant, si on examine les expressions (2.24) et (2.26) de Ay et de Az, on constate

qu’on peut choisir un ¢* > 0 suffisamment petit de telle sorte que 'inégalité

Il oo o, e1x2) + IZN 200, eix ) < K (ITLl oo, e1x) + 1 Z 1 £oo g0, e[+ )

soit vérifiée avec un x < 1. Donc G;+ sera une contraction.

Ainsi on a montré que dans tous les deux cas g > 1 et g = 1; il existe un ¢t* > 0 tel
que G+ soit une contraction. Donc il existe le point fixe (7,0) € Fy+ (unique dans Fy+)
pour 'opérateur G;+. En rappelant que la solution p de I’équation (2.12) est donnée
danslelemme 2.2.1, on constate que (p, 7, 0) ainsi obtenu est une solution du systeme
(2.1)-(2.3) avec les conditions mentionnées en haut.

La non-négativité de p, de 7 et de o résulte des conditions s = 0, gy =0, P(0) =0

pour tout o =0, comme dans le théoreme 1.3.1 et le corollaire 1.6.2. O
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Affaiblissement de la condition pour
I'estimation dans W de la solution de

I’équation de transport avec I'entrée

3.1 Introduction

]

{}j ANS [Asc 14], les auteurs ont obtenu entre autres 1’estimation dans Wolo de
‘“; £

9 la solution de I'équation linéaire, en supposant que sur la frontiére du do-
maine la composante normale de la vitesse de transport s’annule. En suivant I'idée de

cet article, mais en admettant ’entrée et la sortie a travers la frontiere, dans [BAZ 18]

45



Chapitre 3. Affaiblissement de la condition pour I'estimation dans W ...

(voir chapitre 1), on a établi une estimation dans W de la solution de I'équation de
transport linéaire. Or, la condition sous laquelle on a démontré cette estimation était

quelque peu de nature technique. En effet, en considérant I'’équation

6_u+v (uv)=gu+f
ot -8

avec un champ de vitesse v (g et f sont des fonctions données) dans un domaine borné
Q cR" et la condition d’entrée

u(t,x) = uy(t,x)

pour (£, x) € Ry x 0Q tels que ny - v(f, x) < 0 (n, désigne la normale extérieure a 0€2), on
a supposé I'existence d'un €,-voisinage de la zone {—¢; < n(x)-v(t, x) < €1} dans lequel
les fonctions données sont suffisamment régulieres pour avoir la solution classique.

Dans ce chapitre, nous proposons d’affaiblir cette condition posée dans [BAZ 18]
pour obtenir un résultat analogue sur I'estimation dans W. de la solution de I'équa-
tion de transport linéaire avec I'’entrée. Pour ce faire, nous utilisons une régularisation
particuliere des fonctions données et estimons la mesure de la zone ou la solution du
probléme approché peut avoir de mauvais comportements.

Il est bon de rappeler que durant ces derniéres années, I'équation de transport a été
beaucoup étudiée, en particulier sur I'affaiblissement des conditions sous lesquelles
on démontre I'existence d'une solution (voir par exemple [AMB 04], nous citons aussi
[D1p 89] pour son importance). Méme si les travaux traintant la condition d’entrée ne
sont pas nombreux, le probleme a été étudié dans [BAR 70], [CRI 14], [BOY 05]. Lintérét
pour I'estimation de la solution dans W., est dii en particulier aux applications aux

équations qui ne sont pas linéaires, comme il a été traité dans [ASC 14] et [BAZ 18].
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3.2 Position du probléme et résultat principal

Soit Q un ouvert borné de R”. On suppose que sa frontiére dQ est de classe €', Q

étant d'un seul coté de 0Q), et qu'il existe un gy > 0 tel que, pour tout x € 9Q2, on ait
x—€eny€Q Vee]0,¢gp], (3.1)

ou ny, désigne la normale extérieure unitaire a la frontiére 0Q2 au point x € 0Q.
Sur Q) on considere le champ de vitesse v = v(t, x) définissant le flux de transport.

On suppose que

ve Ll (0,00 Wy (@Q;R"), (3.2)
V-velL] (0,00;W,(Q). (3.3)
On définit

I'_()={x€eoQ|n,-v(t,x) <0}, (3.4)
To(t) = {x€0Q|ny-v(t,x) =0}, (3.5)
I ()={x€oQ|n,- v(t,x)>0}. (3.6)

On pose aussi
Ao = ({5} xTo(1)). (3.7)

=0

Avec v et Q) introduits ci-dessus, on considére I’équation

g—L; +V-(uv)=gu+f dans Q, (3.8)

ou g et f sont deux fonctions données a valeurs réelles. Léquation (3.8) est envisagée
avec la condition initiale

u(0,x) = up(x) pourxeQ 3.9
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et la condition d’entrée

u(t,x)=ui(t,x) pour(r,x)e |J [{a3xT-(®)], (3.10)

0<t<oco

up(x) et uy (¢, x) étant des fonctions données. On suppose la condition de compatibilité

Up(x) =u1(0,x) pourxeI'_(0). (3.11)

Pour préciser les conditions sur les données, nous introduisons les notations Vr_ s u;
et ny-Vu, :lesymbole Vr_ 1, désigne le gradient de 1, surla variété I'_(¢) dansle sens

naturel, tandis que n, - Vu,; est défini par

ne-Vuy = (= vr-Vr_yur —0uy —u1V-v+guy + f) (3.12)

U'nx

avec vy = v — (v-ny)n, surI'_(1).
Désignons aussi par y,x) = {(yo(D),y1(8),+, Y n(€)}ter,,,, 1a caractéristique passant

par le point (¢, x) € [0,00[ xQ se définit par le systeme d’équations différentielles

d =1 d't’—- t =1
%YO( )— ) W,Y]( )—UJ(Y( )); ]_ Y

avec la condition initiale
,}/O(t):t; Y](t):x]y j:]-)"'yn;

ou I,,4x est'intervalle maximal d’existence de la solution.
Pour énoncer le résultat principal, nous formulons les conditions suivantes :

CONDITION A. On pose

Vs (Ao) = {(¢,x) € [-1,00[ xQ|dist((z, x), Ag) <5}, (3.13)
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E(V5(Ap)) = {(¢, x) € [0,00[x2 | y(1,5) N V5(Ao) # B} (3.14)

Alors pour tout £ >0 on a

mes(E(Vs(Ap)) — 0  pour 6 — 0. (3.15)

CONDITION B. Si (g, xg) € Ay, alors

(t0, X0) € Y (1,x) V(t,x) €[0,00[ xQ2. (3.16)

On a le théoréme suivant

Théoreme 3.2.1. On suppose que les conditions A et B sont remplies et que

g€ L, (0,00 Wao(),  feL], (0,00 We(Q), o € W (D), (3.17)
v, Vr_pu1, f—0;u1, g—V-vel®( |J [{#xT-(»]) Vi>o, (3.18)
0<t<t
ne-Vur e L®°( J [{#8xT-(9]) Vi>o, (3.19)
0=<t<t
uy est uniformément continue sur \J [{t} x T_(#)] pour toutt >0 et (3.20)
0=<1<t

y admet presque partout la dérivée par rapportat.

Alors il existe une fonction u € L3 (0,00; WL (Q)) et une seule qui satisfait a l'équation

(3.8) et aux conditions (3.9)—(3.11) et, pour toutt>0ona

2]l [20EWLQ) = max(A, 0sup_ess B(s)), (3.21)
<s<ft

_a1
A= e[ q ("g”Lq(O,?;Wolo(Q)]+"V'v"Lq(O,?;Wolo(Q))+“DUI|Lq(0’ELOO(Q))) X

=
q

x [l uO”wolo(Q) +1 ||f||Lq(oj;Wolo(Q))],
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=)
B(s)= e 7 Uglazwd IV Ve zwkon 1PV Ero@)

- g=t
x ([l 21 (s)”Wolo(F_(s)) +(t—5) 9 ”f”L‘?(s,?;Wolo(Q))]'

3.3 Formulation du probleme approché

Pour démontrer le théoreme 3.2.1, nous démontrons d’abord le résultat sous une
condition un peu plus restrictive, plus précisément, au lieu de (3.2), nous allons d’abord
procéder sous la condition

[e.0]
veLloc

(0,00; W, (O R™), (3.22)
Nous écrivons I'équation (3.8) dans la forme
oiu+v-Vu+cu=f, c=V-v—g. (3.23)

Nous allons considérer I'équation approchée de (3.23), en définissant I'approxima-
tion des fonctions v, ¢, f, uyp, u;. Pour ce faire, on commence par prolonger les fonctions

v, ¢, f pour t <0 par
v(t)'):(); C(t)'):C(_t)')) f(t)')zo-

On prolonge également u; par 0 sur [—1,0[ x0Q et aussi sur ', (f) UT((#) pour chaque
t = 0 (ce dernier prolongement sert seulement pour simplifier la notation).
Pour la régularisation de fonctions, nous introduisons d’abord une famille de fonc-

tions {h(€; 1, X)}g<g<1 de classe € ([—1,00[ xQ) satisfaisant aux conditions

hig;t,x)=¢ si dist((¢,x),Ag) =3¢, (3.24)
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1 1
1 dist((t, x),Ag) < h(g; t,x) < > dist((t, x),Ag) si dist((t,x),Aq) < 3e. (3.25)

Soient 9, (s) et &1 (y) deux fonctions régularisantes canoniques ayant les supports {|s| <

1} cRet{|y| <1} c R" respectivement. Pour chaque € > 0 on définit

1 s’
[e] ! — 2
f)[tx](s) e t,x)al(h(e; t,x))’ (3.26)
fl(h(gy; x))

¢ o = (3.27)

S -[Q fl(h(e 1, x))dx

Posons

v, x) = ff ) tx](t—s)f{i}x](x—y)v(s,y)dyds. (3.28)

On remarque que le choix de h (voir (3.24)-(3.25)) et la définition de 19 L 5 oL vle

(voir (3.26), (3.27), (3.28)) laissent invariants les ensembles I'_ (%), T'o(£) et I, (£), c’est-
a-dire, si on pose

T = {xedQ|n,- v, x) <0},
Tl (1) = {x€0Q|ny v (2, x) =0},
T () = {x €0Q | ny- v (2, x) > 0},

alors on a
r“m=r_(, TY®=Tor), TIHO=T ) V=0
Posons aussi
(s, x) = fR fg O (1= )&l (x—y)els, y)dyds, (3.29)

[s](t Xx) = ffﬁ[tx](t—s)f[tx](x—y)f(s,y)dyds. (3.30)
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En ce qui concerne la donnée initiale uy, nous posons
uy (6,x) =915 (1) fQ &= WM ue(ydy. (3.31)

D’autre part, pour définir la donnée d’entrée régularisée, nous définissons

0Q[t, - I ’ .
[£,x] fag & (—h?e;t,);) )dS,
ou dS, est]’élément d’'intégration sur 0Q). Avec ceci on définit
W (2,3 = f fa O (=98, = Vs, )dS, ds, (3.33)
R ’ ’

Maintenant nous pouvons formuler le probleme approché : trouver la fonction

u(t, x) qui vérifie '’équation

ou
TR v Vu+cfu= 4yl dans [-1,00[xQ, (3.34)

avec la condition initiale

u(-1,9=0 dans Q (3.35)

et la condition d’entrée

u=ul  sur{(t,x) e[-1,00[x0Q|x €% (1)} (3.36)

3.4 Solution du probleme approché et ses estimations

Rappelons d’abord I'existence et I'unicité de la solution du probleme approché.

Lemme 3.4.1. Le probléme (3.34)—(3.36) admet une solution u et une seule.

Démonstration. Comme la fonction v'€ est réguliére, en considérant les caractéris-
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tiques y'€!(£) = y'€(ty, xo; t) définies par I'équation

t
Y (1) :xo+f v s,y (s)ds,

fo
avec

(t0, %) € (-1} x Q) u( U (1 xT ) =22,

r=-1

on peut obtenir la solution u par la résolution de I'équation

A ey — . el g ] ]
dtu(z‘,y () ==(V-v= 6,y () ult,y™ (1)+

+g ¥, Y () ut, Y€ () + £ (1,71 (1)),
avec la condition initiale

0 si (10,7 (1)) € {~1} x Q
u(to, Y (1)) =

Pour chaque > 0 on définit

Az=10el-10x0l( U Gxy')nvsn) #e),
O<e=

WIS

ul (10, Y (1)) si (t0, Y (1)) € Ussoy ({8} x T (1))

(3.37)

(3.38)

(3.39)

oll G(t, x;Y'¥)) est la restriction a [—1,7] x Q de la caractéristique y'¢!(#, xo; ) telle que

y[f] (ty, Xo; t) = x (avec un certain (f, xg) € Z7).

Rappelons une conséquence immeédiate de la définition de Ay 3. Pour cela, dési-

gnons par y{‘? o la caractéristique définie par vlél et passant par (¢, x).

Lemme 3.4.2. Si (£,x) € (-1, 7] x Q)\ Az etsi0<e <%, alorsona

hig;t',x)=¢ V(' xe y{g]

t,x)’

(3.40)
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ot h(e; t', x') est la fonction introduite dans (3.24)-(3.25).

Démonstration. 1l résulte immédiatement de la définition de Ay ;. O

On va estimer la solution u du probleme (3.34)-(3.36) et ses dérivées par rapport a
x = (x1,--+,Xp) sur les caractéristiques. Pour cela, nous suivons le méme raisonnement
que le lemme 5.1 de [BAZ 18], et nous limitons toutefois aux estimations sur ([—1, 7] x
M)\ Ay 7. Cette limitation et le lemme 3.4.2 nous permettent d'épargner I'estimation des
valeurs de |u| et de |Vu| influencées par la régularisation particuliére dans le voisinage
de Ag (voir (3.25), (3.26), (3.27)).

Comme dans [BAz 18], définissons d’abord la fonction auxiliere

N
Ae(s) = f Ol (hdt',  dist((£,x),A¢) = 3e. (3.41)
-1

Lemme 3.4.3. Soity = y'¥! une caractéristique définie par (3.37) avec le point de dé-

part (ty, xo) € X*. Alors on a, pour tout t > ty,

t
f luf (r(1d’ < (1= Ae () luoll =), (3.42)
To

[€]
1

[y (f0, X)| < Ae(B0) |t Il Loo(([19—e1*, [ 1+€1+1x Q) - (3.43)

ot [t]* = max(7,0) (ici u; se considére prolongée par 0 pour (t,x) € [—1,00[ x0Q tels

quexgl'_(1)).

Démonstration. On le démontre de la méme maniere que le lemme 4.1 de [BAZ 18].

O
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Lemme 3.4.4. Sur chaque caractéristiquey = y'¢! ayant le point de départ (ty, xo) € Z*

et telle quey| 17N As 7 = @, lasolution u du probleme approché (3.34)—(3.36) vérifie,

pour t € [, t] avec (t,y(t)) €y, les inégalités

lu(y ()] = (ﬂg(to)ll Uy ll oo ([ g—e1*, [t +e1 1 x0Q) +

+||u0||L00(Q))emaX(7€'t0) |f[€](t')|et' dr,

max(—¢&,1p)

t t
f IC[E] (Y(t/))ldtl j flc[g] (Y(t”))ldl’"
o

[Vu(y(@)| = (/lg(to)”vul | 2o (([s=e1*, [tg+€1+1x00) T
t

[ w:yar
+(1 _A’E(t()))”vuollLoo(Q))emaX(—E,to) +

t

, , , ftwg(y(t”))dt” )
+ f (VAL r (D1 + luty NNV (y (£))]) e dr'.

max(—¢&,1p)

we = max |6ijc[51+6xiv[.£]|,
i,j=1,,n J

(pour cette derniére notation, rappeler (3.12)).

IVuillzo = IVr_nurll oo + 1725 - Vg || oo

(3.44)

(3.45)

Démonstration. On le démontre de la méme maniere que le lemme 5.1 de [BAZz 18].

(Par rapport au lemme 5.1 de [BAZ 18], ce présent lemme est plus simple. Car ici, nous

considérons seulement les caractéristiques contenues dans ([0, 7] x Q)\ A7 de sorte

que l'opérateur régularisant reste invariant (voir (3.40)) et donc les termes dis a la va-

riation du noyau de |'opérateur régularisant disparait.)

O
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3.5 Estimation sous la condition de la régularité de v de
type L™

Dans cette section, nous allons établir I'estimation de la solution u dans
L™(0,7; W, (Q)) sous 'hypothese de I'appartenance de v a L (0, 00; W (Q;R™)) (condi-

tion (3.22)).

Lemme 3.5.1. Désignons par u'¢' la solution u du probléeme approché (3.34)—(3.36)
avec € €]0,1]. Soit t > 0. Pour chaque 6 > 0 fixé, les solutions approchées ulé!

convergent vers une fonction u dans ([0, f] x M\ Ay 7 pour € — 0 et u satisfait a l'in-

égalité
sup ess| ull WL (Ds 1) < max(A, sup essB(s)), (3.46)

0<s<t ' 0<s<t
ol

_aq-1

A=el ! UslaozwlontIV-Vlaezwl T IPVIoo o))
_q-1
x| uO”wolo(Q) +r 9 ”f”Lq(O,?;Wolo(Q))]’
_ g1 _
. J OO
B(s) = e(t—s) q (”g”Lq(si;Wgo(Q))+”V'U”L‘7(s,?;wolo(9))+"DvllLoo(S’t’L (Q)))X
_ g=L
x [[l 2y (S)”Wolo(l“_(s)) +(t—s) 9 ”f”Lq(s,?;Wolo(Q))];
dans cette expression

Ds,={xeQl(t,x) € As 7},
|1 ()] WLT_(s) =
= w1 ()l zeo_s)) + IVr_ s U1 ()l oo r_(s)) + 11y - U1 () | Loo(r_5))-

N -1 . L.
Dans le cas ot g = oo, on remplace qT par 1. De plus, si f, ug et u, sont non-négatives,

u est aussi non-négative.

Démonstration. Pour démontrer (3.46), nous procédons par les estimations de | €l (¢, x)|
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et de |Vulé!(¢, x)| sur les caratéristiques y = y'¢! définies par v'¢). Or, comme toutes
les caractéristiques y'¢! avec 0 < & < g passant par Ds,; ne rencontrent pas As 7 (voir
(3.13)-(3.39), voir aussi le lemme 3.4.2), on prend en considération I'inégalité (3.44).
Cela étant, de la méme maniere que dans la démontration du théoreme 3.1 de [BAZ 18]
(plus précisément, la déduction de (6.4) a partir de (5.1)-(5.2) dans [BAZ 18]) on déduit
de (3.44) I'inégalité

t
] ] SUVEE (D +IcE (r () 1+ DVE (y () d t
[ (y ()| + [Vu™' (y (1) < e X (3.47)

X (evl(e) [/18(3) (R731 ”L°°([[s—£]+,[s+£]+];Wolo(69)) + 1= A UOHWOIO(Q)] +

t
+ f 9 NI+ IV (DD dt’) + vale),
Se

ol vi(-) et vo(-) sont deux fonctions continues définies sur [0, 1], telles que v;(0) =
v9(0) =0.
Compte tenu de la relation A¢(s)a + (1 — A.(s)) f < max(a, f) pour a =0, f =0 et des

définitions de v, c!¢!, f1€l on déduit que le second membre de (3.47) est majoré par

e"'® max(A(1), sup essB(t;s)) +Vva(e), (3.48)

O<s<t

t
U1 o)+ IDVE 0@’

t
A(f) = ed (luollwy o +f LF )y oy dt’),
0

t
S 1 o) +IDVE 10

t
Bl = et (g o+ [ 17y de)
N

Cela étant, on remarque que {u!'?'}.~¢ est uniformément bornée dans L (0, ©; WL (Q)),
ce qui, en vertu de (3.34), implique que {0,;u'® .5 est uniformément bornée dans
L9(0,£;L°(€)). Par conséquent, il existe une suite {g; ‘;‘;1 et une fonction
u € L0, 1; W, (Q)) N W (0,7 L(Q)) telles que £; — 0 pour j — oo, ul®/ et Vu'l®/]

convergent faiblement-* vers u et Vu dans L*®(([0, f] x Q)\A(sy;) et 0,uléi! converge
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faiblement vers d,u dans L7(0, t; L>°(Ds ;) (dans le cas g = 1, en établissant d’abord
(1.54), on peut procéder de maniere analogue ala démonstration du point (b) dulemme

4.4 de [Asc 14]). Dongc, en faisant tendre ¢ vers 0 dans (3.48), on obtient

IIu(t)IIWéO(Q) < max(;{(t), sup ess§(t; s)). (3.49)

O<s<t

En appliquant I'inégalité de Holder aux intégrales dans I'expression de A et de B et en
rappelant la définition de c(#), on parvient a (3.46).

De plus, u'/ vérifie, pour toute ¢ € €' (([-1,7] x Q)\ A4 7) telle que

@(t,x)=0 sur O(([-1, 71 x Q\A; D\( U (e} xT_(2)),

o<t<t

I'égalité

T
0 .
fdtf[u[gf](a—(f + vV + (V- v - clElp) + FlENp + u([f’](t)(p]dx:
1 a

T
:ff(v[ff]-nx)uggj](p(t,x)dtdS.
-10Q
En passant a la limite pour ¢; — 0, 0n a

T T
0
fdtf[u(a—(f+v‘V(p+g(p)+f(p]dx: f (v-n)ul(pdet—fuo(p(O,x)dx. (3.50)
0 Q 0 T_(p) Q

Comme dans (1.54), ¢ est arbitraire dans la classe indiquée, on peut affirmer que u vé-
rifie I'équation (3.8) et les conditions (3.9)—(3.10) presque partout dans ([0, 7] x Q) \As 7.

O

Maintenant nous voulons montrer que la mesure de A ;7 tend vers 0 quand 6 tend
vers 0. Pour ce faire, nous allons d’abord estimer la différence entre y[E](tO,xo; ) et

¥ (%o, Xo; ).
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Lemme 3.5.2. Ona
t
1Y (2o, x0; ) =y (t0, 03 D] < @ +sup|vDeL(t—to+ L | (s—to)e"""Vds)+R(e), (3.51)

Io

ot R(¢g) tend vers 0 lorsque € — 0.

Avant de démontrer ce lemme, en désignant par y[t] les caractéristiques définies

(€]

1 © est-a-dire,

par v

y{i]](to,xo;t) x0+f [[i]](sy[sl(s))ds

S+€E
(€] (€] — 1 lEl €] N
Vg (S’Y[ﬂ(s))_fs_g v(s, Yy (NI, 4(s—s)ds,

et on donne I’estimation suivante

Lemme 3.5.3. Ona

I3
[y (5] (0, Xo; 1) = y (o, Xo; D)l < eLsup |vl(t — o+ L | (s—to)e"*"ds)+R(e) (3.52)
Ip

Démonstration. On a

[y 51 (10, X0 £) =y (to, %03 )] = | f Wi (5,75 () = v(s,y(9))ds]

<| f Wi (5,75 () = vis,y{; (N)ds|+] f (W(s,y (5 () = v(s,y(s))ds]

< |f Wl (s, vl () — v(s, 71 (s)))ds|+Lf Y () —y(s)lds
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Maintenant, examinons la différence intgrale

t
f (V5] (5, v{ () = (s, v{{] () ds.
To

En supposant que v (s, x) est bien définie aussi pour s € [f) — €, fp]. On a donc

t
f Ve (s, )f{gl(s))ds—f f v,y (NI (s = shds'ds.
o

t+e p(s+e)nt (€] €] ) .
f f v(s', Y5 (NI (s—shdsds,
to ( ’

S—€)Viy
ol aVv b = max(a,b) et a A b = min(a, b). Dans la derniere intégrale, nous pouvons
remplacer s par s’ et en méme temps s’ par s. Donc, compte tenu de la relation

79[81

[t,x

(s=s) =01 (s~ 9),

ona
t+e p(s+e)nt €] . .
f f (s, Y (s))ﬁ[tx](s—s)dsds =
to (s—e)Viy
t+e p(s+e)nt
f f v(s, y{g](s ))19 ] (s—s"hds'ds.
to (s—€)Viy
On adonc

f Vel (s, 7]5] (5))ds—f f v, Y (DB (= 5)ds'ds + R (@) + Ro (@),
to o+

fote
Ri(e) = f f v(s, y{g](s ))ﬁ{i]x](s—s’)ds’ds,
to— (s—e)Viy

t+e p(s+e)Nt
Ry(e) = f f v(s, y[e] (s ))ﬁ{i}x](s— sds'ds.
t—

D’autre part, comme

S+
(€] _
fs_ 19 x](s shds' =1,
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ona

[ vtsrsnas= [ [ vy is- hasds =
to o JS—¢€

f f u(s, y[t](s))af]](s s)ds'ds+ Ry(e) + Ry(e),
l’ S—¢&

fot+e t
Ry(e) = f U s ylisnds,  Rale) = f Vs, Y () ds.
1 t—¢

0

Des égalités établies ci-dessus, on obtient

t
f (5 (5, 7(5 () = v(s,y (5 (M)ds = (3.53)
To

f f (s, ¥ () = V(s v (D, (s ds ds+
to+ S—€&
+R1(€) + Ra(€) — R3(€) + Ry e).

On va examiner la différence intgrale du second membre de (3.53). On remarque
d’abord que

v(s, [ () = v(s, v (5 (D] < LIy (5 (s) = y{5 (s)].

D’autre part, on a
€] €] el ot el Iy g
€ € _
Y5 () =y ()] = ‘fs, Vi (8,7 (s))ds| <

<|s—s'|sup|v| < esup|vl.

Par conséquent, on a
W,y (s = v(s,v (5 ()] < eLsup|vl,
ce qui nous donne

‘f f (v(s, Y[t] (s") —v(s, y[t] (s)))19 ] (s—s"ds'ds| < eL(t—ty)sup|v|.
to+e Js—¢
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ou encore
t
|f (W5 (5, 7(5 () = v(s,y{5 (N)ds| < eL(t — o) sup|v| + Ry (€) + Ro(€) + R3(€) + Ry ().
To

Dong, la fonction Z (1) = |, t(t) |y{§]] (s) —y(s)lds vérifie I'inégalité

Z'(t) < LZ(t) + eL(t — fp) sup |v] + Ry (€) + Ry (€) + R3(€) + Ry ().

d’ou

t
Z(t) <eLsup|v| | (s—1)eX " Vds+R'(e)
to

ol R'(€) = (Ry(€)+ Ra () + R3(€) + Ry (€)) [, tg e =9 ds ce qui nous permet d’obtenir (3.52).

O

Démonstration. dulemme 3.5.2. On a
1y'®) (10, x03 1) =y (10, X0; )] < 1y (20, %03 1) = ¥ {5 (Ho, Xo; D) + Iy (5] (o, Xo3 £) = y (£o, Xo; 1)

On commence par I'estimation du premier terme du second membre. Comme v ap-
partient a L>(0, t; WOIO(Q;R”)), il existe une constante L telle que |v(t,x) — v(t,x')| <

L|x— x'| pour tout (¢, x,x") € [0, 7] x Q x Q et ceci est valable aussi pour vl€l et doncona

ly"®! (10, x0; 1) = v 5] (0, %0; )] = | W sy s - v Vel (s, y(5 (D)ds]
fo

t
=1) @y o) - v s yendsi+ | (v[“(s Y1 () = vy (57 (s
0
t
L[ €9 -yEls)ds+] f W,y (9 = v (5,77 (9
Io

Par la définition de v'¢! on a

V1 (s, {5 () — v (s, 7{ ()] < 2€ L
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et donc la fonction Y (¢) = [ tf) lye(s) — y{‘;]] (s)|ds vérifie I'inégalité

Y'(6) < LY () +2eL(t - tp),

d’ou
t

Y() <2eL | (s— )t Vds,
fo

ce qui nous permet d’obtenir

t
Iy (10, x0; 1) = v {5 (0, X0; D < 26 Lt = o + L | (s—tg)e""~9dls). (3.54)
]

Des inégalités (3.52) et (3.54) on parvient a (3.51). O

Lemme 3.5.4. Ona

mes(As7) —0  pour § —0. (3.55)

Démonstration. Soit (t,x) € As 3 Alors par la définition de A5t il existe un € €]0, Ilet

[€]

un point (%, x*) € V5(Ao) tels que (1%, x™) €y -

D’aprés le lemme 3.5.2 on a
[(t,X) =Y x) ()] < Ce
ou C est une constante positive. On considere la caractéristique y;,x), alors on a
[(£*, Xx™) =Y (.0 ()| < Ce.

On pose

Y0 () = (7, X)
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Comme (t*,x*) € V5(Ag), on a

(t*,X) € Vsice(Do)

on a donc
(t,x) € E(Vs+ce(Ao)) © E(V5+Cg (Ao))
ou
As: < E(Vs, s (Do) (3.56)
La propriété (3.55) résulte de la relation (3.56) et de la condition A. O

Proposition 3.5.1. On suppose que

o0
veLlOC

(0,00; WL (Q;R™)), (3.57)

Soit u la solution de I'équation (3.8) avec les conditions (3.9)—(3.10). Alors sous les

mémes hypotheses complémentaires du théoreme 3.2.1, on a

2]l oo 0, 7w () = MAxX(A, sup ess B(s)), (3.58)
0<s<%
ol
_a-1
A= et q (”gllm(oj;wgo(g))*'”V'V"Lq(o,?;wgo(g))+||DV||L00(0,};L00(Q))) »
q-1
q

x [l ug ”WOIO(Q) +1 ”f”Lq(O,?;Wolo(Q))]r

q-1

B(s) = e(t_s) T U8l a5 7wl oy IVl mwd @y T IPVIeos o)) o

@t
q

x[llur ()l WL (T_(s)) + (? — ) ”f”L‘f(s,?;Wolo(Q))]'
Démonstration. On remarque que l'inégalité (3.48) ne dépend pas de 6, ce qui nous
permet de passer a la limite pour 6 — 0, de sorte que, a I’aide du lemme 3.5.4, on ob-

tiendra (3.58). O
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3.6 Démonstration du théoreme 3.2.1

Rappelons les conditions (3.2)—(3.3), selon lesquelles, quel que soit £ > 0, on a
ve L0, 5WL(Q), V-veLl0, WL Q). (3.59)
On introduit les champs de vecteurs approchés v!™ par

v(t,x) si lv(t, )y =n
V[n](t, X) = . (3.60)

v(t,x) . .
n”U([")”Wolo(Q) si |lv(t, )”WOIO(Q) >n

Soit

(to, %) € (0} x U U 1B xT-(0) =2
tel0,7]

Désignons par y(f, Xo; £) et y, (%, Xo; t) la solution de I'équation intégrale

t
y(@) = xo+f v(s,y(s)ds,

Iy

et

t
Yn(t) = xo+f v (s,y,(5))ds

fo
respectivement.
D’apres la proposition 3.5.1 'équation

9
O—L:+V-(uv["]) —gu+f dans Q (3.61)

avec les conditions (3.9)-(3.11) admet une solution et une seule, que nous notons ul,
En outre, le probléme (3.8) avec (3.9)—(3.11) lui aussi admet une solution, notée u, qui

sera construite par la famille d’équations sur les courbes y

d
Eu(t,)/(t)) ==(V-v(t,y@)ult,y(0) + gt y@)ult,y(0) + f(£,y(1), (3.62)
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uo(tp, xo) si tHp=0
u(ty, xo) = , (3.63)

up(to,x9) si trH>0

Y (1) =y (1o, Xo; 1).

On a le lemme suivant.

Lemme 3.6.1. Les solutions u™ du probleme (3.61) avec (3.9)—(3.11) convergent
presque partout dans [0, t] x Q vers la solution u construite par la famille d’équations

(3.62).

Pour démontrer le lemme 3.6.1, nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 3.6.2. Pour presque tout (ty, xo) € Z_, les fonctionsy,(ty, xo; t) convergent vers

la fonction y (ty, xo; t) pour n — oo.

Démonstration. On pose

&n (1) = yn(ty, xo; 1) —y (o, Xo; £).

Ona
t

gn(t) = | " (s,7,(s) — v(s,y(s))ds.

To

Or,ona

W (8,7 (D) = v(t, ()] < [0 (8,70 (0) = v (8,7 ()] + 10 (1,7 () — v(L, Y ()]

On rappelle que, comme v(t, x) est lipschitzienne par rapport a x, v/ (¢, x) sont elles

aussi lipschitziennes et il existe une fonction L(#) indépendante de n telle que

1w 1, x) — v (1, x")| < L(D)|x - x| Vx, x' €Q.
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On adonc

[0 (8,0 (0) = 05,7 (0)] < L) gn (D).

D’autre part, de la définition de v (¢, x), il résulte immédiatement que

0" &y (1) = vty ()] < Iy ()] max(©, vt ) ) = -

On adonc

t
18n(D) = [ [L(8)I8n(S)| +y(s)] max(0, [v(s, )1 ) — Mds,

To
d’ot;, de maniere usuelle, il résulte que | g, (¢)| tend vers 0. O

Démonstration. du lemme 3.6.1
Soit u!™ la solution de notre équation. On va montrer que u" convergent vers u

au moins presque partout. L'idée fondamentale est d’estimer
™ (2, %) = u(, 0)I.

Or, (¢, x) est traversé par une caractéristique, disons y = y(f, xo; £). Donc, on peut écrire

|ul™ (¢, x) — u(t, x)| dans la forme

™ (2,7 (1, Xo0; 1)) — u(t, y (Lo, Xo; )]
Ona

™ (2,7 (to, x0; 1)) — u(t,y(to, Xo; )] <

< 1u™ (1, y(to, x0; 1)) — u™ (£, 7 (Lo, xX0; D) + | (2,7 (0, Xo; 1) — u(t, y (Lo, Xo; )]

On remarque que le terme Iu[”](t,yn(to,xo; 1)) — u(t,y(t, xo; 1))| peut étre majoré
par

t
f (e ynENNU™ (Y (8)) = uld, y(£))1+
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+elt, yn () — e,y N Nuld,y NI+ f (', vy, (£)) = (£, yNH)dT,

en appliquant le lemme de Gronwall, on obtient
t
") (1, y (o, Xo3 1)) = Ut Y (to, Xo; )] < els 1/ Mn(VIAL

t
Xf (e, yn(@)) =, yENNul, y DI+ f (v, (t) = F(,y@)Dat
N

par conséquent
™ (2, x) — u(t, 01 < 1™ (8, )y oy () =YD+

! ! t
tels ettt f e, M ol yEN+1FE )y @)y a (@) =y @)l dt'.
N

D’apres la proposition 3.5.1, on constate que || ul™| 100, 5WL Q) €St uniformement bor-
née. D’autre part, le lemme 3.6.1 garantit la convergence de y, () a y(¢) lorsque n — oo.
Donc, on déduit que les solutions u!"™ convergent presque partout dans [0, 7] x Q vers
la solution u construite par la famille d’équations (3.62).

De plus, u!™ vérifie, pour toute ¢ € € ([0, 7] x Q) telle que

@t,x)=0 sur (J dxT m))udn xQ),

O<t<t
I'égalité

T
0
fdtf[u[”](a—(f+ vV + (V- v - cop + upp)ldx =
0o O

T

:fful(p(t,x)dtds.
0

r_(1
En passant a la limite pour n — oo, on a
i

1
0
fdtf[u(a—(f+v-V<p+g(p)+f(p]dx: f (v~n)ul(pdet—fuo(p(O,x)dx. (3.64)
0 Q 0T-(0 Q
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Chapitre 3. Affaiblissement de la condition pour I'estimation dans W ...

Donc, u vérifie I'’équation (3.8) et les conditions (3.9)-(3.11) presque partout dans les
domaines relatifs.

O

Démonstration du théoréme 3.2.1 D’apres la proposition 3.5.1, ul™ vérifie I'estimation
(3.58). En vertu du lemme 3.6.1 et en passante a la limite lorsque n — oo, on trouve

(3.21).
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Conclusion et perspectives

[RANS la présente thése, nous avons considéré I’équation de transport linéaire

avec la condition d’entrée. Le résultat présenté dans le chapitre 1 constitue
une contributions valide a la recherche sur les équations de transport, en particulier
pour I'élaboration de I'estimation dans L du gradient de la solution qui joue un role
crucial pour I'étude des équations non linéaires. Quant a la seconde partie, qui est ex-
plorée dans le deuxieme chapitre de cette these, est dédiée a 'application du premier
résultat pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution d'un systéme issu d’'un
modele du mouvement de l'air avec la transition de phase de '’eau (modéle proposé
dans [SEL 11]). En outre, dans le troisieme chapitre, nous avons amélioré le premier
résultat présenté dans le premier chapitre. Plus précisémment, nous avons affaibli les
conditions posées dans le premier résultat pour obtenir un résultat analogue sur l'es-
timation dans W de la solution de I'équation de transport.

Les résultats principaux de ce travail ne sont pas nécessairement optimaux dans le
sens strict. Mais les nouvelles techniques développées dans notre étude nous semble
suffisemment efficaces. Nous pouvons donc espérer qu’elles donneront des contribu-
tions utiles pour les futurs recherches sur les équations de transport avec |'entrée.

De point de vue d’application, nous avons réussi a résoudre le systéme d’équations
non linéaires des densités de I'air sec, de la vapeur d’eau, de 'eau liquide contenue

dans les gouttelettes, systeme d’équations avec la condition d’entrée, ce qui constitue
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Conclusion et perspectives

la généralisation du résultat de la second partie du travail [AscC 14]. Nous pouvons donc
croire que notre résultat ouvre une voie vers la résolution du systeme d’équations d'un
modele général du mouvement de I'air avec la transition de phase de I'’eau proposé

dans [SEL 11].
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