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I ntroduction :

L es problemes de la mécanique des sols sont divisés en deux groupes bien distincts :
Problémes de Stabilités et Problémes d’Elasticités. Ils sont traités de facons différentes.

Les problemes él astiques sont liés aux contraintes et déformations du sol quant il n’ya pas de
rupture du sol. Les contraintes en un point du sol sous une fondation, ou derriére un mur de
soutenement, les déformations autours d’un tunnel ou d’une excavation, et tout probleme de
stabilisation font partis de cette catégorie. La solution a ces problémes est obtenue en utilisant
la théorie de I’élasticité linéaire. La théorie de I’élasticité linéaire est basée sur la loi de
Hooke qui établie une relation linéaire entre les contraintes et les déformations.

Concernant le groupe des problémes de stabilités, ils sont liés aux conditions de rupture
ultime d’une masse de sol. Les problémes de la pression terrestre, la capacité portante, et
stabilité des talus sont considérés dans cette catégorie. La caractéristique la plus importante de
ces problémes est de déterminer les charges qui vont causer la rupture de lamasse de sol. La
solution est obtenue en utilisant la théorie de parfaite plasticité.

Lathéorie de parfaite plasticité tient compte du fait que le sol expose un comportement
mécanique régit par la loi de Hooke tant que I’intensité des contraintes est suffisamment
petite. Quant I’intensité des contraintes atteint une valeur critique, le sol quitte le rang
élastique pour entrer dans le rang plastique, qui pour un état constant de contrainte développe
une déeformation continue. Et dans le but de maintenir le flux plastique, I’intensiteé des
contraintes doit étre a la valeur critique et ne jamais la dépasser. Tant que I’intensité des
contraintes tourne autour de cette valeur critique tout changement de déformation sera
purement éastique.

Dans ce groupe (Problemes de stabilité), nous allons traiter plus précisement « la stabilité des
talus ».

Il existe plusieurs méthodes de traitement de la stabilité des talus. Parmi elles, nous avons
choisis la méthode de I’analyse limite en utilisant la méthode de la borne supérieure. Notre
choix c’est basé sur cette méthode en vu du fait que :

1- Une analyse compléete incluant le champ du flux plastique contenue est complexe et
peu pratique ;
2- Larupture par un effondrement plastique est la condition régissante de plusieurs

problémes dans |la mécanique des sols.

Le développement d’une méthode efficace pour le calcul des charges de rupture d’une
maniere plus directe est par conséquent d’un grand intérét pratique pour les ingénieurs.




L’analyse limite est concernée par le développement et I’application de pareille méthode.
Bien que la méthode de I’analyse limite soit récente, il existe un grand nombre d’applications
dans de nombreux domaines allant du traitement de la déformation du métal ala conception
des structures en béton armé.

L’application aux poutres et portiques est I’aspect le plus développé de I’analyse limite. Une
grande attention a été accordée récemment ala mécanique des sols en plus du béton et de la
roche. Une quantité appréciable d’informations pratiques est maintenant disponible.

La caractéristique la plus frappante de la méthode de I’analyse limite est que peu importe la
complexité de la géométrie d’un probleme ou les conditions de chargement, il est toujours
possible d’obtenir une valeur réaliste des charges de ruptures.

Notre but est de présenter la méthode de I’analyse limite en se basant sur I’ouvrage « Limit
Analysis and soil Plasticity » par I’auteur Wai-Fah Chen.

Pour cela nos objectifs sont :

- Appliquer cette méthode a différent types de talus, pour différent mode de rupture et
pour différent comportement de sols, en utilisant un mécanisme de rupture sous forme
de « log-spiral » et de trouver les facteurs de stabilités a I’aide d’un logiciel de calcul
mathématique « Mathcad » et comparer les résultats trouvé avec ceux de I’auteur.

- Changer le mécanisme de rupture en utilisant la forme d’un cercle au lieu d’un log-
spiral et I’appliquer a un talus incliné ou la rupture passe a travers son pied.

- Déduire les facteurs de stabilité correspondants toujours a I’aide de « Mathcad »

- Comparer les resultats obtenus de ses deux approches pour voir s’ils concordent ou
non.




Chapitrel : Problématique

|.1- Généralité sur laplasticité des sols[Cf. :02]:

Tout traitement des problémes de stabilité doit se baser sur la connaissance de:
1 La géométrie d’un systeme donné ;

2) Son mode de chargement ;

3) L es capacités de résistance des matériaux constitutifs.

Lecacul alarupture sefait aisement.il faut noter que la condition nécessaire pour que la
stabilité de I’ouvrage soit assuree est qu’il y ait compatibilité entre les equations exprimant
I’équilibre statique et les conditions imposees par les capacités de résistances.

Pour le calcul des facteurs de stabilités, nous sommes amenés a faire un choix d’une approche
théorique. Celanous conduit a un rappel des notions fondamentales de la théorie de I’analyse
limite en nous basons sur celles qui sont les plus utilisées dans les méthodes d’étude de la
stabilite.

|. 1. 1- Critéres d’écoulement et surface de charge:

Chaque élément du corps est supposé étre régi par une fonction d’écoulement « f ». Pour un
matériau parfaitement plastique, « f» ne dépend que de I'ensemble des composantes de la
contreinte d;; = (Oy, Oy, 0y, Tyy, Tyz Tz ), Mais Pas sur les composantes de la déformation

€y = (ex, Eyis €5 Exrn Exizy sz)

L’écoulement plastique ne peut se produire que lorsque la fonction d’écoulement est satisfaite
c'est-a-dire:

f(oi;) =0
f(o) < 0: Correspond au domaine de I’élasticité du matériau.
f(o) > 0: Correspond a I’apparition de déformations irréversibles ou écoulement plastique.
Le terme de surface d’écoulement est utilisé pour insister sur le fait que deux ou trois
composantes de contraintes g;; peuvent étre considérées comme axes de coordonnées.

Cependant, seule I’image en deux dimension est montrées dans la figure (Cf. Fig. :1).

Dans le cas du matériau parfaitement plastique, la fonction de charge ne varie pas, la surface
de charge est une surface fixe et les déformations plastiques se produisent s ¢ est sur cette
surface et y reste.




Dans le cas du matériau écrouissable, la fonction de charge change au fur et a mesure du
développement des déformations permanentes. Nous devons alors distinguer la surface de
charge initiadle et la surface de charge actuelle. Pour tenir compte de I’écrouissage, nous
noterons le critere de plasticité sous laforme: f (o, E) = 0 ou e symbolise I’ensemble des
parametres d’écrouissage.

d¥
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. ‘.IJ'J 1 é(fll
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0
= Unique
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Fig. :1. Représentation picturale de la surface d’écoulement et des régles du flux

|. 1. 2- Plasticité parfaite:

Le diagramme typique contrainte — déformation pour les sols est montré par la (Cf. Fig. :2).
Le comportement contrainte — déformation de la plupart des sols réels est caractérisé par une
portion initiale linéaire et un pic, ou contrainte de rupture, suivie par une détente vers un état
de contrainte résiduelle. Dans I’analyse limite, on ignore ce travail de détente, et on considére
un diagramme contrainte — déformation simplifié, du type éastique linéaire parfaitement
plastique (Cf. Fig. :2, courbe en pointillée).

Le matériau dit plastique idéal ou parfaitement plastique .est un hypothétique obé ssant a cette
propriété d’écoulement plastique non — contenu & contrainte constante.

Nous tenons a preciser que le niveau de contrainte de rupture utilisé dans les applications de
I’analyse limite, avec I’hypothese de plasticité parfaite, doit étre choisi de telle fagon qu’elle
représente la contrainte moyenne dans une plage appropriée de déformation.
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Fig. :2. Courbe contrainte-défor mation pour des solsrédls et idéaux

|. 1. 3- Loi d’écoulement plastique :

|.1- 3- &) Introduction :

La déformation actuelle en plasticité dépend essentiellement de la fagcon dont a été atteint
I’état de contrainte actuel, autrement dit de I’histoire du chargement, contrairement a
I’élasticité. Le temps n’intervenant pas, mais seulement I’ordre de succession des états de
contraintes, le trgjet du chargement correspond au trajet suivi par le point de coordonnés oij
dans I’espace représentatif de I’état de contraintes, entre I’état initial et I’état actuel. On ne
peut donc établir de relations qu’entre les increments de contraintes et de déformations.

|.1- 3- b) Regles générales de normalité :

Si nous supposons que les axes de coordonnees de I’espace de contraintes représentent
simultanément les accroissements de déformation plastique. Chaque axe oij étant également
I’axe de I’accroissement de déformation plastique correspondant ef}.

Ainsi, un point représente un état de vitesse de déformetion plastique. Dans cette

représentation, la regle de normalité apparait clairement : le vecteur représentant la vitesse de
déformation plastique aladirection de la normal e extérieure de la surface de charge.

La surface de charge, dans d’autres cas, peut avoir des angles ou il n’y a pas de directions
uniques normales. Dans ce cas, la régle de normalité implique seulement ce que le vecteur

e} ait n’importe quelle direction comprise a I’intérieur de I’angle défini par les normales aux

surfaces contigués.




La relation contrainte - vitesse de déformation, dérivant de la condition de normalité
correspondant alafonction de charge, prend laforme générale :

of

p_

e = ——
ij —H 80”-

Ou : n> 0 est un facteur scalaire de proportionnalité.

|.1- 3- ¢) Principe du travail maximal de HILL (1950) :

On fait souvent I’hypothése que les matériaux obéissent au principe du travail maximal de
HILL, gue nous pouvons énoncer de la maniére suivante :

Soit pour un éément, un tenseur contrainte ¢ a la limite d’écoulement telle que f (o) = 0, et
ep le tenseur vitesse de déformation plastique correspondant : si ¢* est un tenseur tel que
flo") <0, dors:

(o ~i)e 20
(0 —0")eP =0

Les matériaux obéissant au principe du travail maxima de HILL sont appelés matériaux
standards.

Nous démontrons (MANDEL, 1964) que ce principe implique que la surface de charge est
convexe.




| .2- Autres méhode de calcul dela stabilité destalus[Cf. :11]::

Il existe plusieurs méthodes de calcul de la stabilité des talus. Avant de développer celle
(Méthode de I’analyse limite) qui nous intéresse, nous citerons succinctement d’autres
méthodes

| .2- 1- Calcul alarupture

Ce mode de calcul suppose gque le terrain se comporte comme un solide rigide-plastique et
obéit aux lois classiques de larupture par cisaillement. 1l est utilisé depuis plusieurs décennies
et a donné naissance, dans I’hypothése de ruptures rotationnelles, a plusieurs méthodes de
caculs.

Les ruptures planes représentent un cas particulier trés simple dans son principe. Pour les
surfaces de rupture de forme quelconque, le calcul est beaucoup plus complexe.

Pour évaluer la stabilité des talus par une méthode a I’équilibre limite, il existe des méthodes
linéaires et non linéaires. Les méthodes linéaires sont des méthodes directes de calcul du
facteur de sécurité FS et les méthodes non linéaires nécessitent un processus itératif. Les
méthodes les plus connues sont donneées ci-apres ainsi que les points de différence entre les
méthodes de calcul vis-a-vis des hypotheses adoptées. Les méthodes non linéaires different
essentiellement par les hypothéses faites sur les forces inter-tranches.

|.2- 1-a) Ruptureplane
Le modele de calcul est celui d’un massif de sol infini reposant par une interface plane sur un
substratum, avec un écoulement parallele alapente. Lafigure (Cf. Fig. :3) représente une
tranche de sol et les forces qui lui sont appliquées : W le poids du bloc de sol considéré, V et
H les efforts sur les cotés du bloc, N et T les réactions normale et tangentielle ala base du
bloc, UL I’effort dii & la pression d’eau latérale, et U I’effort dil a 1a pression d’eau a la base.
Compte tenu de I’hypothese de pente infinie, on peut admettre que V =0 et que H et UL
s’équilibrent de part et d’autre. En écrivant que la résultante des forces appliquées est nulle,
on peut calculer N et T, ainsi que le coefficient de sécurité F = Tpppy /T

Le critere de rupture de Coulomb s’écrit :

I d I
Tmax =€ E;;—E+(N—U)tan(p

On obtient I’expression suivante pour
2 c h —y,h
= ¢ (v Yw w) tan ¢’
sin2f y yhtanf3
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Fig. :3. Rupture Plane

|. 2- 1-b) Rupture Circulaire:

1) Méthodede FELLENIUS:

C’est la méthode la plus simple pour I’analyse de stabilité des talus. Fellenius suppose que le
volume de glissement délimité par la surface de glissement et |a topographie du talus est
subdivisé en « n » tranches. Chague tranche est considérée comme un solide indéformable, en
équilibre sur laligne de glissement. Considérons un talus recoupant un certain nombre de
couches de sols de caractéristiques différentes c;, ¢;, g;- Lastabilité est éudiée en

considérant e probléme 2D, c'est-a-dire en analysant 1'équilibre d'une masse de sol d'épaisseur
unité dans e sens perpendiculaire alafigure.

Soit un cercle quelcongue de centre O et de rayon R pour lequel on veérifie la sécurité vis-a-vis
au risgue de glissement. La méthode consiste a découper |e volume de sol concerné (compris
dans|'arc EMF) en un certain nombre de tranches limitées par des plans verticaux. Etudions
I'équilibre de I'une de ces tranches, par exemple latranche "ABCD" (Cf. Fig. :4). Lesforces
agissant sur cette tranche sont les suivantes:




D
= tranche 1
W
A
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Fig. :4. : Rupturecirculaireselon FELLENIUS

e sONnpoidsW,

e laréaction du milieu sous-jacent sur |'arc AB;

e lesréactions sur lesfaces verticales BC et AD décomposées en réactions
horizontales H et en réactions verticales V. Il sagit de forces internes au massif
étudié.

e lespressions hydrauliques.

Définissons par rapport au centre O :

1) le moment moteur, comme celui du poids desterres W (et des surcharges
éventuelles), qui tend & provoquer le glissement ;
2) les moments résistants, comme ceux des réactions sopposant globalement au

glissement de latranche




Lasurface de rupture étant limitée par les points E et F, le coefficient de sécurité global
FS est défini par le quotient:

FS = SEF(des moments résistants maximaux) /SEF(des moments moteurs)

Considérons la somme des moments pour |'arc EF, sachant que la somme des moments
desforces est nulle. Fellenius afait une hypothese qui simplifie considérablement les
calculs, asavoir que laseule force agissant sur I'arc AB est le poids W, al'exception des
forcesinternes.

Dans ces conditions, le moment résistant maximal est fourni par la valeur maximale que
peut prendre la composante tangentielie de Rn : (Rn)t

D'apréslaloi de Coulomb, elle s'écrit :

(Rn)t = CL‘AB + Nn tan ¢i

[La somme des moments pour toutes les tranches est :

n=m
Z R(c;AB + N,, tan ¢;)
n=1

m: nombre total de tranches,

R : rayon du cercle de glissement.

Ci & ¢; : caractéristiques mécaniques de la couche dans laquelle est situé I’arc de la
tranche AB

Par ailleurs, le moment moteur est dit @ Tn et égal a Tn x R, d'ou:

_ Zn=1(¢iAB + Ny, tan ;)

F _
: b3 O




2) Méthode de BISHOP :

G\l

\u;

/R? = C'UF.S + & yltand'/E.S.

Fig. :5 Rupturecirculaire selon BISHOP

La méthode de Bishop différe de celle des tranches surtout parce qu’elle fait I’équilibre
dans checune des tranches pour trouver on au lieu d’assumer celle ci comme étant égale

aWcosa.

O'n—’z F;,

En fait nous voyons que s nous faisions I’équilibre des forces pour obtenir ay,, on n’a

pas nécessairement W cos «.

Hypothése: X, — X,,_.; =0

Si nous tragons le polygone des forces pour trouver gy, pour chaque tranche, nous avons

aors:




Fig. :6. Schémas des for ces selon BISHOP

Dansla} F, , E, — E,,_, n’entre pas 2h ligne de compte mais influence le polygone a
I’équilibre :

2 E,=0- —W+ulcosa + aylcosa +

c'lsina " oyltanpsina _ 0
FS FS B
c'lsina
Fs

tan ¢ sina
FS

o',{,l(cosa:+ )=W—u£cosa—-

ot =W = ul c'lsina /( +tan¢sin a:)
Nl = ul cosa Fs cosa S
DelaMéthode des tranches :

oyl =W cosa — ul
Equilibre de I’ensemble :

> M = 0 pour déterminer FS




De I’équilibre des moments ont a déja établie que :

FS =§ (lic; + ay;l; tan ¢)/Z W; sin q;

(Bishop est différent que dansle calcul de ay)
Si nous remplagons gy, dans I’équation :

FS = (1/2 W; sin ai)z lficf

+ W I c'lsina /( +tanq‘)sina) ;
ulcosa s cos a S an g

Si nous voulons une expression avec le méme dénominateur, nous faisons :

tan ¢ sin a

=cosa +
my, =Ccosa S

FS= (1/2 W; sin ai)Z[iic{ cosa + (W —ulcosa) tan ¢ /m,]

A noter m,, contient F.S. (inconnu). Il faut donc procéder par itération — converge
rapidement
Si noustravaillonsalamain, il est plus simple de réécrire cette équation avec :

b

A
v

Fiqg. : 7. Dimensions d’une tranche selon BISHOP




b=Ilcosa = myg=hbsina

W = yhb

FS = (1/2 h;b; sin a,;) Z[bi (c] + (yh; ~ u) tan ¢/ my]

Lorsque nous travaillons alamain, le terme m,, est assez fastidieux a évaluer. 1l existe
cependant des tables qui permettent de donner directement le terme en fonction de a et
de tang /F.S.

|. 2- 1-c) Rupturenon circulaire

1) Méhode simplifiée de Janbu et al 1956 :

C’est une bonne méthode a utiliser a la main. Cette méthode assume lalocalisation des
forces P = N-1 comme hypothéses. Nous avons donc 3N-1 inconnus et 3N équations.
Nous nous retrouvons avec un systéme sur-déterminé. Ceci peut causer certaines
instabilités de la solution surtout lorsque nous utilisons I’ordinateur.

Laméthode utilise un coefficient correcteur f, pour tenir compte des forces entre les
tranches. On calcule d’abord un facteur de sécurit€ non corrigé FS, qui est déterminé
comme suit :




Fig. :8. Rupiure non eif culgire selon Janbu et al

FS, = Z(c'l cosa + (P —ul) tan ¢ cos a)/Z Psina

P =W —c'lsina/FS + ul tan ¢ sin a/FS]/m,
Le coefficient de sécurité corrigé est :

FS = £foFS,

Pour obtenir Jes valeurs de f,, nous nous servons d’un diagramme.

Il existe aussi laméthode dite rigoureuse de Janbu ou les forces de cisaillement sont
incluses dans le calcul de P.




2) Méthode de Morgenstern-Price 1965:

f(x) Courbe sinusoidale A =1

~
/ :

/ ;

Courbe sinusoidale A =0.5

Fig. :9. Rupturenon circulaire selon M or genster -Price

Dans cette méthode, nous supposons que la direction des forces entre les tranches est
définie par une fonction mathématique arbitraire :

T/E = Af(x)N —1
L peut varier entre O et 1. Lafigure (Cf. Fig.9) montre les fonctions typiques de f(x).
Dans cette méthode, les forces entre les tranches sont déterminées de la méme fagon que
dans la méthode rigoureuse de Janbu. Dans la premiere itération, les forces de
cisaillement verticales sont égales a 0.
L es coefficients de sécurité sont obtenus par la détermination de deux séries de
coefficients de sécurité pour divers valeurs de A
Lapremiére série correspond a I’équilibre des moments et la deuxiéme al’équilibre des
forces. Ces coefficients de sécurité sont mis en graphique en fonction de A. Le point
d’intersection satisfait les deux conditions d’équilibre. Cette méthode est précise, mais
demande une certaine pratique pour donner le bon f(x).




3) Méthode de Spencer 1967:

Fig. :10 Rupturenon circulaire selon Spencer

Spencer a présenté cette méthode pour une surface circulaire, Wright I’a développée
pour une suriace non circulaire. Spencer assume que le rapport des forces verticale et
horizontale est constant pour toutes les tranches:

T/E = (T +dT)/(E + dE) = tag#




N-1 hypothéses. Ou 6 est I’angle formé par la résultante et 1’horizontale. Dans ce cas, la
force P est donnée par :
c'lsina  ultan¢sina
+ ¢ /mg
FS FS

P=[W—d£ta99—

FS =§ c'lcosa + (P —ul) tan¢c0$a/ZPsina

Pour chague angle 6, on obtient deux coefficients de sécurité. Un qui correspond a
I’équilibre des forces horizontales (Janbu) et I’autre & I’équilibre des moments (Bishop).
Pour un certain angle 6, les deux coefficients sont égaux et les conditions d’equilibre
des forces et des moments sont satisfaites.

En fait, Spencer donne la méme réponse que Morgenstern et Price (1965) avec f(x)=0.

| .2- 2- Caractéristiques de ses M éthode:

Il s’agit du champ d’application et des limites des méthodes développées plus haut. Il faut
distinguer :

1- méthode: Circulaire

2- noncirculaire

|. 2- 2-a) Méthode Circulaire:

1) Méthode destranches:
Il s’agit de la méthode la plus simple employée pour ¢ # 0. Elle s’applique a des
dépdts de sol non homogenes. La méthode est conservatrice.

Limitations:

- Elle sous-estime le facteur de sécuritéen ¢’ et ¢, surtout si « u »est élevé.
- Elleest utilisée que pour des surfaces circulaires.

- Elle ne satisfait pas toutes les conditions d’équilibre.




2) Bishop simplifié:

S’applique a des dépots de sol non homogeénes ¢ # 0 et donne des facteurs de securités
supérieur a ceux obtenus par la méthode des trenches. Elle est par contre plus précise
gue laméthode des tranches.

Elle donne les mémes résultats que la méthode des tranches pour ¢ = 0

Limitations:

- Elleest utilisée que pour des surfaces circulaires.

- Elle ne satisfait pas I’équilibre des forces horizontales.

Laméthode de Bishop est la meilleure méthode a utiliser pour des surfaces de rupture
circulaires

|. 2- 2-b) Méthode non Circulaire:

1) Méthode de Janbu :

Surface non-circulaire pour ¢ # 0
Il s’agit d’une bonne méthode pour des surfaces non circulaires et elle peut étre utilisée
alamain

2) Méthode de Spencer :

Elle semble étre une bonne méthode pour des surfaces de rupture non circulaire c’est
une méthode a utiliser sur ordinateur.

3) Morgenstern Price:

Peut étre la meilleure méthode mais demande plus de travail et de pratique que la
méthode de Spencer.




|. 3- Méthode de I’analyse limite [Cf. :02]:
I. 3. 1- Introduction :

Avant de procéder a une discussion genérale sur la méthode de I’analyse limite, voyons
d’abord les conditions requises pour une solution valide dans la mécanique des milieux
déformables.

Trois conditions de base sont requises :

1) Les équations d’équilibre des contraintes.
2) Laloi de comportement.

3) Les équations de compatibilité reliant les déplacements et les déformations.

En général, une infinité d’états de contrainte satisfait les conditions aux limites de contrainte,
les équations d’équilibres, et le critere de rupture. Et un nombre infini de modes de
déplacements est compatible avec une distorsion continue satisfaisant les conditions aux
limites de déplacements.

Comme dans la théorie de I’élasticité, on fait utiliser la loi de comportement pour savoir si les
états de contraintes et de déplacements correspondent ; il en résulte une solution unique
vérifiant les conditions requises.

Cependant, dans un matériau éastique plastique, il y a trois éapes de développement dans
une solution (quand nous augmentons progressivement le chargement a partir de zéro) qui
sont :

o Laréponseinitiae élastique.
o L écoulement plastique imminent intermédiaire
° L’ecoulement plastique libre.

La solution compléte par cette approche est vraisemblablement lourde pour tous les
problémes mais surtout pour les plus simples. Pour cela, nous avons besoin de méthodes qui
fournissent la charge limite ultime de la maniere la plus directe.




L’analyse limite est la méthode permettant de définir une valeur de la charge de rupture sans
utilisation de I’analyse élastique — plastique incrémentale. Contrairement a la méthode des
lignes de glissement et a la méthode de I’équilibre limite (ou prisme de rupture ), la méthode
de I’analyse limite considére une loi de comportement idéalisée. Cette idéalisation, nommée
normalité (ou régle d’écoulement), établit les théoremes limites sur lesquels est basée
I’analyse limite. Dans le cadre de cette hypothese, I’approche est rigoureuse et ses techniques
sont compétitives avec celles de I’équilibre limite. Certains cas sont pourtant plus simples a
résoudre avec la meéthode de I’équilibre limite. Les théorémes plastiques limites de
DRUCKER et Al (1952) peuvent aors étre employés pour obtenir des inférieure et supérieure
de la charge de rupture dans les problemes de stabilité, ou encore de la profondeur critique
pour la stabilité des tranchés, ou encore de la capacité portante de sols non - homogeénes.

|.3.2- Théoremedelaborneinférieure:

DRUCKER, PRAGER, GREENBERG (1952) démontrent qu’une charge, déterminée a partir
d’une distribution de contrainte seule, et satisfaisant aux conditions suivantes :

. Les équations d’équilibre sont vérifiées en tout point.
o Les conditions aux limites des contraintes sont vérifiées.
. Cette distribution des contraintes satisfait au caractere de rupture en tout point.

n’est pas supérieure a la charge réelle de rupture.

La distribution des contraintes qui satisfait aux trois conditions est appelée: «champ de
contrainte statiquement admissible ».

Le théoréme de la borne inférieure peut donc s’exprimer de la fagon suivante :

Si une distribution de contrainte statiquement admissible peut étre trouvée, I’écoulement
plastique libre ne se produira pas sous I’effet d’une charge plus petite.

A partir de toutes ces considérations, nous pouvons voir que la technique de la borne
inférieure se base seulement sur les conditions d’équilibre et le critere de rupture. Elle ne dit
rien sur la cinématique du sol.




|.3.3- Théoremedelabornesupérieure:

DRUCKER , PRAGER ,GREENBERG (1952) démontrent aussi qu’une charge, déeterminée
en écrivant que le taux de travail extérieur est égal au taux de dissipation d’énergie interne
pour un certain mode de déformation ( ou champ de vitesse), et satisfait :

o Aux conditions aux limites des vitesses.
. Aux conditions de compatibilité entre vitesses et déformations.
. Le champ de vitesse doit étre cinématiquement admissible.

n’est pas plus petite que la charge de rupture réelle.

Un champ de vitesse, satisfaisant les conditions précédentes, est appelée : «champ de vitesse
cinématiquement admissible ».

Nous pouvons énoncer |e théoreme de lafagon suivante :

Si un champ de vitesse cinématiquement admissible peut étre trouve, I’écoulement plastique
libre doit é&tre imminent ou aeu lieu auparavant.

La technique de la borne supérieure considére seulement le champ de vitesse ou le mode de
rupture et la dissipation d’énergie. Alors qu’il n’est pas nécessaire dans cette approche que la
distribution des contraintes satisfasse aux conditions d’équilibre statique.

| .3- 3- a) Méthode de recherche de |a borne supérieure :

Le théoréme de la borne supérieure exprime gue les charges imposées ne peuvent pas étre
supportées par la masse de sol si, pour un mécanisme de rupture bien déterming, le taux de
travail d0 aux forces extérieures excéde le taux de travail interne de dissipation d’énergie. Dés
lors, en égalisant le taux de travail extérieur au taux de travail interne pour un mécanisme de
rupture cinématiquement admissible, nous obtenons une borne supérieure de la charge de
rupture. L’équation ainsi obtenue s’appelle I’équation de travail pour le mécanisme de rupture
choisi.

En résumé, les conditions nécessaires pour établir une solution type borne supérieure sont les
suivantes :




o Un mécanisme de rupture « admissible » satisfaisant aux conditions aux limites doit
étre choisl.

. La dissipation d’énergie des forces extérieures due aux petits déplacements définis par
le mécanisme doit étre calculée.

. La dissipation d’énergie interne dans les regions plastiguement déformées du
mécanisme doit étre calculée.

. La solution la plus critique (plus petite borne supérieure), correspondante au
meécanisme de rupture choisi, est obtenue en effectuant une minimisation de la charge de
rupture par rapport aux parametres définissant ce mécanisme.

Nous ferons remarquer qu’en appliquant le théoréme de la borne supérieure en analyse limite,
nous pouvons utiliser des champs de vitesse discontinus. Les surfaces de discontinuité de
vitesse peuvent étre admises a condition que la dissipation d’énergie interne soit bien calculée
le long de ces surfaces. Le glissement d’un corps rigide sur un autre est un bon exemple.

La surface discontinue doit étre regardée comme un cas particulier d’un champ de vitesse
continu dans lequel une ou plusieurs composantes de vitesse changent tres rapidement a
travers une faible couche de transition, qui est remplacée par une surface de discontinuité par
simplicité.

La méthode de la borne supérieure suppose que nous calculions la dissipation d’énergie
interne dans les régions plastiquement déformées. Nous présentons, dans le paragraphe qui
suit, quelques explications concernant la surface de discontinuité d’un matériau de
COULOMB standard et la méthode de I’énergie de dissipation interne le long de cette surface
de discontinuité.

|.3- 3- b) Surface de discontinuité d’'un matériau de COULOMB standard :

L’hypothése selon laquelle le matériau de COULOMB est standard, implique que toute
déformation plastique est accompagnée d’une augmentation de volume.




Si une masse de sol se déplace en trandation par rapport a une autre (Cf. Fig. :11), la zone de
transition entre ces masses est limitée par deux paralléles.

Fig. :11. Zone mince de transition

La notion de normalité exige que la variation de vitesse tangentielle dv = du . tgp. Cette
condition de glissement cinématique signifie que le changement de vitesse relatif 6w dans la
couche mince de transition limitée par deux plans paraléles, doit faire un angle ¢ avec les
plans de glissement (Cf. Fig. :12)

I A

eEm

Fig. :12. Condition de glissement cinématique




Si une masse de sol rigide effectue une rotation par rapport a une autre masse, la trace de la
zone de transition dans un plan normal a I’axe de rotation ne peut pas étre limitée par deux
cercles concentriques, mais plutot par deux spirales logarithmiques qui font, avec le rayon, un
angle constant éga a (/2 +¢). Ceci est illustré dans la (Cf. Fig. :12). La partie supérieure
rigide A tourne par rapport au centre avec une vitesse angulaire Q. Les deux parties A et B
sont séparées par une couche en forme de spirale logarithmique. La vitesse relative dw fait un
angle constant ¢ avec la couche de transition le long de lalongueur de la spirale.

En résumé, nous devons savoir que, dans la méthode de |a borne supérieure en analyse limite,
la surface de discontinuité circulaire n’est pas acceptable pour un mouvement de corpsrigide
a cause de la condition de séparation. La surface plane et la surface limitée par une spirale
logarithmique d’angle f (Cf. Fig.:13) sont donc les seules surfaces (ou plans) de
discontinuité qui sont acceptables en analyse limite pour le cas d’un mouvement de corps
rigide par rapport a la surface fixe.

Log-Spiral

Fig. :13. Surface de discontinuité

|.3- 3- ¢) Dissipation d’énergie :

Nous allons calculer le taux de dissipation d’énergie interne AD dans la couche mince de
cisaillement plastique d’épaisseur t.

Le mode de déformation dans cette couche de transition (Cf. Fig. :11) est une combinaison
d’un écoulement en cisaillement paralléle a la couche de transition d’une part, et d’extension
normale & la couche d’autre part.




Le taux de déformations en cisaillement, supposé uniforme dans la couche de transition, est
éga a oult; et le taux de déformation normal est égal a dv/t. Aing, le taux de dissipation
d’énergie est égal a « 1.y - 6. € » par unité de volume,t et ¢ (ici pris positifs en compression)
sont respectivement les contraintes normales et tangentieties. e volume de la couche est éga
at,ans :

AD = (ty — ge)t = téu — odv = (1)

Ou encore:

AD = Su(t—otang) - (2)

Comme le critére de rupture de MOHR - COULOMB doit ére satisfait dans la couche
plastique, I’équation (2) se réduit a :

AD = céu - (3)

Cette équation signifie que le taux de dissipation d’énergie par unité de la surface de
discontinuité pour un sol (¢ ,c) est tout ssmplement le produit de la cohésion et de la variation
tangentielle du atravers la couche de transition.

Comme I’équation ( 3 ) est indépendante de I’épaisseur de la couche de transition t, nous
pouvons prendre t d’autant plus petit que I’on veut ( épaisseur nulle par simplicité ).

|. 3. 4- Extension aux matériaux non — standards : théoreme de RADENKOVIC :

Cette prolongation concerne le cas ou le principe du travail maximal n’est pas vérifié. Elle
permet de situer les charges de rupture du matériau non — standard par rapport a celles
obtenues pour le matériau standard.

Considérons un matériau non — standard caractérisé par un critére de plasticité f, et dont la
reégle d’écoulement admet g comme fonction potentielle. En notant :

K" :la charge de rupture obtenue pour un matériau standard (f, f)
K9 :la charge de rupture obtenue pour un matériau standard (g, g)
La charge de rupture pour un matériau (f, g) est comprise entre K" et K9, frontiére comprise.




Le théoreme de RADENKOVIC permet d’encadrer les charges limites pour le matériau non —
standard entre celles de deux matériaux standards.

) Une approche statique connue pour le matériau standard (g, g) fournit une
approximation par défaut de toute charge limite pour e matériau non — standard (f, g).

o Une approche cinématique connue pour le matéiau standard (f, f) fournit une
approximation par exces de toute charge limite pour le matériau non - standard (f, g).

I.3.5- Apercue succinct destravaux de différents auteurs:

Comme nous I’avons déja cité plus haut, la méthode de la borne supérieure comme étant
simple, facile et souple. Elle a été utilisée pour le calcul du facteur de sécurité par plusieurs
auteurs comme FINN (1967), DAVIS (1968), CHEN et SCAWTHORN (1970), CHEN et
ROSENFARB (1973), puis dernierement SOUBRA (1989).

Ces auteurs ont utilisé des mécanismes de rupture allant du plus simple (prisme triangulaire)
au plus compligqué (log.sandwich) (Cf. Fig.:1) et (spirade logarithmique) avec SOUBRA
(1989) (Cf. Fig. :14) , obtenant ainsi plusieurs bornes supérieures.

Fig. :14. Spiralelogarithmique (SOUBRA 1989)




La méthode de la borne inférieure qui n’est accessible que par des calculs complexes, a fait
I’objet de moins d’études. Nous pouvons citer toutefois dans cette catégorie, les travaux de:

. LYSMER (1970) qui admettant un critere de MOHR — COULOMB linéaire, avec un
matériau standard, discrétise le massif sollicité en éléments triangulaires (Cf. Fig. :15) : tout
en admettant que le champ de contraintes a I’intérieur de chaque élément varie linéairement .

. BASUDHAR et AL (1979) qui ont aussi résolu le probleme par |la méme approche que
LYSMER, mais en gardant lanon — linéarité du critére de rupture de MOHR COULOMB.

. LEE et HERINGTON (1972) qui établissent une solution, pour un matériau standard,
en déduisant le champ de vitesse du champ des contraintes ; cette solution est donc a la fois
une borne inférieure et une borne supérieure
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Fig. :15. Discrétisation du massif en éémentstriangulaires (L YSMER 1970)




|. 4- Rappd des objectifs:

- Appliquer la méthode de I’analyse limite a différent types de talus, pour différent mode

de rupture et pour différent comportement de sols, en utilisant un mécanisme de rupture
sous forme de « log-spiral » et trouver les facteurs de stabilités a I’aide d’un logiciel de
calcul mathématique « Mathcad » puis comparer |es résultats trouvé avec ceux de
I’auteur.

Changer le mécanisme de rupture en utilisant la forme d’un cercle au lieu d’un log-spira
et I’appliquer a un talus incliné ou la rupture passe a travers son pied.

Déduire les facteurs de stabilités correspondants toujours a I’aide de « Mathcad »

Comparer les résultats obtenus de ses deux approches pour voir s’ils concordent ou non.

|.5- Méthode:

1)

Pour le premier objectif a savoir I’application de I’analyse limite nous utiliserons un
meécanisme rotationnel de rupture log-spiral successivement aun :
Talus non incliné et homogene ;
Talusincliné et homogene avec un mécanisme de rupture passant atravers le pied du
talus;
Talusincliné et homogene avec un mécanisme de rupture passant sous le pied du
talus;
Talus incliné non homogéne et anisotrope avec un mecanisme de rupture passant sous
le pied du talus.

Puis nous calculerons les valeurs de Stabilités pour les talus inclinés et homogene a I’aide du
logiciel « Mathcad ». les résultats seront comparés avec ceux de Chen (Analysis and soil
Plasticity : pages 407, 411 et 413).

Pour déduire les facteurs de stabilités de chague talus, nous utiliserons la méthode de la borne
supérieure de I’analyse limite (Cf. Chapitre I, Page : 20).

2)

3)

4)

Pour le second objectif, a savoir le changement du mécanisme de rupture sous forme de
cercle, nous I’appliquerons au :
Talusincliné et homogene avec un mécanisme de rupture passant atravers le pied du
talus.
Pour le troisieme objectif a savoir la déduction des facteurs de stabilités correspondant
au cercle. Nous adopterons les mémes étapes gque celles du premier objectif.
Pour le dernier objectif a savoir la comparaison des facteurs de stabilités, nous verrons
s’ils concordent ou non (entre les deux approches : log-spiral et cercle).




|. 6- Présentation du logiciel M athcad :

Mathcad est un outil de calcul technique standard pour lesingénieurs atravers le monde.il
donne toutes | es capacités de résolution, fonctionnalités ainsi que la robustesse nécessaire
pour le calcul, la manipulation des données, et les travaux de conception dingénierie. Le
Calcul de normalisation et de laréutilisation par le biais Mathcad assure la conformité aux
normes. En combinant les calculs, graphiques, textes et images dans un seul document,
Mathcad permet la capture des connaissances et |a publication que la gestion des aides de
grands projets.

Mathcad permet de documenter les calculs dans le langage mathématiques, parce qu’il associe
un puissant moteur de calcul, accessible par la notation mathématique classique, avec un
traitement de texte complet et des outils graphiques. Les éguations que nous avons |'habitude
de voir sur le papier peuvent y étre tapé.

Il suffit de taper les équations, puis de les voir s’afficher avec un résultat immeédiat, avec un
texte ou non. Il devient facile de communiquer les raisons et les hypotheses derriére les
calculs permettant I'assurance qualité de la conception.

Il est possible d’utiliser des équations Mathcad pour résoudre les deux équations symboliques
et numeériques. Aussi placer du texte nimporte ou sur lafeuille de calcul et d'y gouter deux et
trois dimensions des graphiques. L’illustration du travail avec des images prises depuis une
autre application est faisable.

Mathcad permet de mélanger facilement et de convertir entre les systémes d'unités, la capture
d’erreurs d'unités en verifiant les feuilles de calcul pour la cohérence dimensionnelle.
Travailler dans un systeme d'unités préféré ou passer a un autre systéme pour un ensemble
particulier d'équations est trés facile.

Mathcad simplifie et rationalise la documentation, essentielle ala communication de réunion
d'affaires et les normes d'assurance qualité. En combinant les égquations, les textes et des
graphiques dans une seule feuille, il est facile de garder une trace des calculsles plus
complexes. En enregistrant les feuilles de calcul sous format XML, laréutilisation
d’information dans d’'autres systémes basés sur le texte ou la recherche de rapport sur les
feuilles de calcul sans avoir besoin de les rouvrir dans Mathcad est possible.




Chapitrell : Présentation du modéle mécanique et éude
paramétrique

Il1. 1- M écanisme derupture L og-Spiral passant a travers le pied d’un talus
non incliné:

I1.1- 1 Hauteur Critique d’une Rupture Verticale [Cf. :03]:

Nous allons commencer par exemple simple de talus non incliné pour un sol homogéne et isotrope.

I1. 1. 1- @) Mécanisme de trandation :
Les caractéristiques du sol sont :
sol cohérent C- ¢ avec un poids volumique y
Lahauteur critique h,- est définieici comme étant la hauteur du talus lors de sa rupture sous
son poids propre.

Fiq. :16 Hauteur critique d’une coupe verticale

Lacondition limite est atteinte quand le taux de travail qui est du aux forces de gravités est
égal a la dissipation d’énergie tout au long de la surface de glissement. Le taux de travail
donné par la gravité (ou forces de gravités) est |la composante verticale de la vitesse multipliée
par le poids du sol :

1
EYHZ tan BV cos(g + B) - (01)

Et le taux de dissipation d’énergie :

C Vcosg - (02)

H
cos 3

En égalisant les deux termes nous trouvons :

2 cos

H tan s(p + )-’ZCCOSQD
pcos(p + B) = ——ce

1 H
—yH?*tanpBVcos(p+B) =C BVCOS(p—» (03)

- (04)




Si nous posons :

sin B
tanf =——
p cosf3
Nous trouvons :
sinf8 2C cosg
H =— 05
Osﬁcosw-l'ﬁ) e (05)
2C coS
== . (05)
y sinfBcos(e + B)
Si nous minimisons 'angle f a B = E— %(p

H—4 (1 +1 ) 07)
- — — — _)
ytan 41r Z(p (

I1. 1- 1- b) Mécanisme rotationnel :

Q

ary

o

Rigide

'>Iog Spiral

-«
C

Fig. :17 Mécanisme de rupture rotationnel pour la hauteur critique d’une coupe
verticale




Cette anal yse requiere une expression de la dissipation d’énergie le long de la surface log-
spiral et une expression du taux de travail externe donnée par le poids de la masse du sol en
rotation.

Le Bloc (ABC) tourne comme un corps rigide autour du point « O ». La surface logarithmique
BC est une couche mince avec une vitesse discontinue. L’équation de la surface

logarithmique est alors donnée par :

r(6) = roexp[(6 — 6o) tan ¢] — (08)

Ou la longueur du rayon OC est donnée par :
r(h) = roexp[(6x — 6o) tan ¢] - (09)
Nous pouvons voir de la figure que:

H = Tn sin Gh =Ty sin 80

H . )

= sin 8, exp[(8,, — 6,) tan @] —sin g, - (10)
0

Et que :

L =1ycosfy—rycos by

L
T_ = cosfy — cos G, exp[(@h — 0p) tan (p] - (11)
0

L’intégration directe du taux de travail externe danslarégion (ABC) est compliqué. Ce sera
plus simple d’utiliser la méthode de superposition en trouvant les taux des travaux Wy, W, et
W dus au poids du sol dans les régions (OBC), (OAB) et (OAC) respectivement. Le taux de
travail externe de'la région (ABC) est dlorségalea:

W:Wl_FWZ._'W3_’ (12)




1) Région (OBC):

: 2 1
dw, = (Qgr cos@) (yirzdﬂ)

L.’ intégration pour toute la surface nous donnera :

B
; 1
w, = §yQ f r3 cos6 do
&9
Op
N 1
W, = yrgQ f gexp[B (6 — 6,) tan @] cos 6 dO
bo

Wl = Yrc?Q f1(61,6,)

Ou la fonction, f;(6y,6,) est comme suit ;

{(8tan ¢ cos 6; + sin 6,)exp[3(6, — 6,) tan @] — 3tan ¢ cos B, — sin Oy}

f1(6n, 60) = 3(1 +9tan2 ¢)

- (13)




2) Région (OAB) :

Letaux detravail delarégion (OAB) est donné comme suit ;

2 1 1
W, = (E yLry sin 90) [§ (2rg cos By — L)] Q
Ou:

G yLr, sin 90) : Poids total delarégion ;

E (2ry cos By — L)] : La composante verticale de lavitesse au C.D.G

En faisant la multiplicat:on nous trouverons :

. 1 1
w, = 5 yQLrysinfy X 21, cos By — E]/QLrD sinfy, X L

2 1 o i 1 S
W, =2 x 5 yQryL sin 8y cos By — EVQL 1y sin 6y
Si nous faisons ressortir la forme (y€rg) alors :

- 3 i 8 112
W, = (yQrg){2 x z ;;sm@o cos By — 6;03511190
Nous remarquons que cette fonction prend laformede W, = (yQrd) £,(6, 6,)
Ou:

L, 1L ‘.

fz(eh, 90) =2 X —=—sinfy cosfy — 67511‘1 0o

6 o L)

Si nous faisons ressortir lavaleur :




1L . 0
6:rosm 0

Nous trouverons que :
1L L

f2(61,0p) = =— (2 cos By — —) sinf, — (14)
6 o o

Sans oublier que L /1, est en fonction de ,, et de 6,

3) Région (OAC):

yHh cos gh

De laméme fagon que précédemment nous trouvons que :
W3 = (yQr) f3(64, 6o)
Ou:
1H
f3(6r, 00) = §;C052 6y exp[2(6y — 6,) tan @] — (15)
0

Sans oublier que H /1, est en fonction de 6;, et de 6,




Lamagnitude du taux de travail donné par le poids propre dans la région O-B-C peut étre
obtenue par une simple sommation algébrique :

W =W, — W, —W; =yrgQ(fy — f» — f3) - (16)

La dissipation de I’énergie interne tout au long de la surface BC peut étre trouvée en
multipliant la surface différentielle rd6 /cos ¢ par la cohésion « C » et par la vitesse
tangentielle discontinue V cos ¢.,ou (D = Céu)

La dissipation de 1’énergie interne total est obtenue par I’intégration suivante :

0
f v rdd _ R 106, — 69 tane] ~ 1} - (17)
9 e COb(p)tan(p_Ztan(p exp|2(0, o)tang S

En faisant I’égalité entre le taux de travail externe et la dissipation d’énergie interne nous
trouvons :

C
H = ;f(emgo) - (18)

Ou:
[exp{2(6;, — 0,) tan @} — 1][sin 8, exp{(0, — 6,) tan @} sin 6]
2tano (fy — o — f3)

En utilisant le théoreme de lalimite sup de I’analyse limite I’équation (18) donne une limite
Sup pour lavaleur critique de la hauteur. Lafonction f (6, 6,) aura une valeur min quand 6,
et 0, satisferont les conditions suivantes :

- (19)

f(6r,60) =

d
=0
h
o _Oﬁ(zo)
a6,

Larésolution de ses éguations ainsi que la substitution des valeurs de 6, &t 6,dans I’équation
(18), nous donneralalimite sup de la hauteur critique du talus.

Nous trouvons que lafonction f(8,, 8,) a une valeur minimal aux aentours du point
6, = 65°, 8y = 40° pour une valeur de ¢ = 20°

Pour toutes les autres valeurs de ¢ nous trouverons :

3,83¢ 1 T
Hy= , tan (ZH +§¢p) - (21)

Cette valeur est une limite sup pour la hauteur critique des talus verticaux. C’est la méme
valeur obtenue par Fellenius (1927) qui a utilisé laméthode conventionnelle de I’équilibre
limite




1. 2- Mécanisme derupture L og-Spiral passant a travers le pied d’un talus
incliné:

[l.2-1- Stabilité destalus[Cf.:5] :

Nous allons nous limiter a I’étude d’un corps rigide, glissant dans un matériau coherent ¢ # 0,
ou larésistance au cisaillement est calculée par laloi de Coulomb.

Nous allons considérer la hauteur critique d’un talus incliné ou la rupture passe par son pied.

Uy

]
LR
T n

T
I
3

Surface de Rupture

Fig. :18: Solution de I’équilibre limite pour la stabilité d’une coupe verticale

L’utilisation du mécanisme de rupture rotationnel vu précédemment nous donne :

[1. 2. 1- @) Equilibre limite :

Nous savons que T=c+otang
Ou:
C : Cohésion;
@ : L’angle de frottement.

Donc :

jrdi =jcdi+jatan¢dl = Cl+tan¢jadl

Nous savons que::




deE=Wc059
- Wsin@ =cl+tang W cos 6

jrdlz W sin 8
Avec :
H
BIRLES LS
1 H?
_Eytané?

Ce qui nous donne :

Wsinfg =c¢

H
9+Wcosf}tan(p

Si nous minimisons ’angle 6 a :

6 ~(1 . )

Alors nous trouverons que :

4c 1 i
H, = ?tan (ZH +§fp)

Ici seules les conditions d’équilibre ont été satisfaites.

Pour qu’une solution soit valide elle requiére non seulement I’équilibre, la compatibilité mais
aussi que les relations contraintes-déformations soient satisfaites.

La solution vue plus haut n’est ni une limite supérieure ni une limite inférieure, car seules les
conditions d’équilibres ont été satisfaites. Ce n’est qu’une solution parmi tant d’autres.

I1. 2. 1- b) Analyse limite :

L’analyse limite implique la détermination d’une limite inférieure des charges de rupture en
supposant un champ de contraintes qui satisfait I’équilibre et ne viole aucun autre critere de
rendement et se en tout points.

Une limite supérieure est obtenue, avec un champ de vitesse compatible avec e mouvement
dans lequel «letaux detravail desforces externes est supérieur ou égal au taux dela
dissipation d’énergie interne ».

Si nous revenons a I’exemple précedent




Surface de Rupture

Fig. :19 Solution de I’équilibre limite pour la stabilité d’une coupe verticale.

Le coin formé par le plan de cisaillement qui fait un angle S avec lavertical, glisse tout au
long de lavertical. Il ya une séparation de vitesse, sin ¢ , de la surface discontinue.

Letaux de travail donné par \es forces extérieures est la.composante verticale de la vitesse
multiplié par le poids propre du sol du coin, alors que le taux de la dissipation d’énergie est
trouvé en multipliant la surface ou I’air de la surface discontinue H/€os 8 par la cohésion
«Cx»par du =V cose (D =Céu)

En égalisant le travail et la dissipation d’énergie et en minimisant 1a hauteur &:
Hie= 2 (1 2 )
= =tan |=m¥=
cr y 4' 2 ‘p

Cela implique que la méthode d’équilibre limite précedente est une limite supérieure.




[l.2-2- Mécanisme du L og-spir al:

Le probleme qui se poseici est de trouver la hauteur critique qui est fonction des angles
d’inclinaisonsa et

Centre de
rotation

Plan de rupture log-spiral

Fig. :20: Mécanisme de rupture de la stabilité d’un talus avec un plan de rupture passant a
traverslepied du talus.

Le théoréme de la limite supérieure de I’analyse limite établis que le talus va se rompre sous
son propre poids si, pour tout mécanisme de rupture, le taux de travail donné par le poids
propre du sol est supérieur ou égal au taux de dissipation d’énergie interne.
Dans un mécanisme rotationnel discontinu comme le montré la figure plus haut (Cf. Fig.20),
et dans laguelle la surface de rupture est supposée passer atraversle pied du talus, laforme
triangulaire (ABC) tourne (rotation) comme un corps rigide autours d’un centre de rotation
« O », La surface BC est une surface avec une vitesse discontinue.
L utilisation desrelations géométriques nous donne :

% = %{sin(@h + a)exp|(6, — 6,) tan @] —sin(6, + a)} - (23)

L sin(6p — 6p)
r_o "~ sin(6, + @)
sin(6y, + )
a sin(6, + a)sin(f — «a
- (24)

){exp[(ﬂh — 6y) tan @] sin(@;, + a) —sin(6, + a)}




I1. 2. 2- @) Taux de travail externe:

Une intégration directe du taux de travail externe due au poids propre du sol danslarégion
(ABC) est trés compliqué. Il existe une aternative plus facile qui consiste a trouver les taux
detravails externes W, , W, et W5 dus au poids propre des sols dans les régions (OBC),
(OAB) et (OAC) respectivement puis par une simple sommation a gébrique nous trouvons le
taux de travail externe danslarégion (ABC) qui est :

W =w,—W,—W; - (25)

Nous avons trouvé dans I’exemple précédent que le taux de travail donné par le poids propre
du sol danslarégion (ABC) est :
yroQf — f2 = f3) - (26)

Ou:

y : Poids volumique ;

Q : Vitesse angulaire delarégion (ABC).
Nous posons::

rfl (6, 6p) = {(3tan ¢ cos B, + sinG,)exp[3(6;, — 6,) tan @] — (3tan ¢ cos B, + sin )}

- (27)

3(1 +9tan? ¢)

1L L
{ f2(60n,60) = ——(2 cos §y ——cos a:) sin(8, + a) —» (28)
6T0 TO

1 | .
£5(0n, 80) = 5 expl(6, — 80) tan 9] [ sin(8y, — 6) — sin, + 2]

L
{cos 6y — —cosa + cos G exp[ (6, — ;) tan (p]] - (29)
0

I1. 2. 2- b) Taux de dissipation d’énergie interne :

La dissipation interne de I’énergie survient le long de la discontinuité « BC ». Le taux
differentiel de la dissipation interne de 1’énergie de long de cette surface peut étre trouvé en
multipliant la surface différentielle rdf/cos @ de cette surface par la cohésion C et V cos ¢

La dissipation d’énergiz totale est trouvée en intégrant a travers la surface entiére :
On

f c(V cos @)

o

rdd  cr?’Q
cosg 2tang expl2(8, ~ o) tan¢] — 1} - (30)




[1. 2. 2- ¢) Hauteur critique :

L’égalisation du taux de travail externe au taux de dissipation d’énergie nous donne:
c
H = ?f(eh; 6o) - (31)

Ou:
_sin g {exp[2(6,, ~ 6,) tan @] — 1}
T 60) = 5 GintB — aytang (h— o~ 1>)

{sin(8;, + a) exp[2(6;, — 0,) tan @] —sin(6, + a)} - (32)

I’utilisation du théoréme de laborne supérieure de I’analyse limite sur la fonction (32)nous
donnera une limite supérieure pour la hauteur critique. Lafonction f (6, 6,) aune valeur
minimale quand 6, et 8, satisfont les conditions suivantes :

9 _y
o
\5g, = °

La.résolution de ses éguations et leur substitution dans lafonction (31) nous donne :
C
H. < ;NS - (34)

Ou:
Ng = min f (65, 6,) - (35)

N, : Facteur de stabilité d’un talus. 1l dépend de a, [ et ¢.




[1. 2. 2- d) Résultats numériques :
Les Résultats de Chen sont représentés dans le tableau suivant (Cf. Tab. :I).

Facteur de stabilité Ng = H.(y/C) par I'analyse limite (Log-Spiral passant atraversle pied
d’un talus incliné Fig. :20).

Angled® | Angle Angle d’inclinaison 3
frotteml‘;n d’inclinaison o
interne— 90 75 60 45 30 15
0 0 3.83 4.57 5.25 5.86 6.51 7.35
5 0 4.19 5.14 6.17 7.33 9.17 14.80
5 4.14 5.05 6.03 7.18 8.93 14.62
10 0 4.59 5.80 71.26 9.32 13.53 | 45.53
5 4.53 5.72 7.14 9.14 13.26 | 45.15
10 4.47 5.61 6.98 8.93 12.97 | 44.56
15 0 5.02 6.57 8.64 12.05 21.71
5 4.97 6.49 8.52 11.91 21.50
10 4.90 6.39 8.38 11.73 21.14
15 4.83 6.28 8.18 11.42 20.59
20 0 551 7.48 10.39 |16.18 |41.27
5 5.46 7.40 10.30 16.04 41.06
10 5.40 7.31 10.15 15.87 40.73
15 5.33 7.20 9.98 1559 |40.16
20 5.24 7.04 9.78 15.17 39.19
25 0 6.06 8.59 12.75 22.92 120.0
5 6.01 8.52 12.65 22.78 119.8
10 5.96 8.41 12.54 22.60 1195
15 5.89 8.30 12.40 22.37 118.7
20 5.81 8.16 12.17 21.98 117.4
25 5.71 7.97 11.80 21.35 115.5




30 0 6.69 9.96 16.11 | 35.63
5 6.63 9.87 16.00 | 35.44
10 6.58 9.79 1587 | 3525
15 6.53 9.67 1569 | 34.99
20 6.44 9.54 1548 | 34.64
25 6.34 9.37 1521 | 3412
30 6.22 9.15 1481 | 33.08
35 0 7.43 11.68 |20.94 |65.53
5 7.38 1160 |20.84 |65.39
10 7.32 1151 | 20.71 | 65.22
15 7.26 1141 | 2055 | 65.03
20 2.18 1128 |20.36 | 64.74
25 711 1112 | 20.07 | 64.18
30 6.99 1093 | 19.73 | 63.00
35 6.84 10.66 |19.21 | 60.80
40 0 8.30 1400 |28.99 |1856
5 8.26 1394 | 28.84 | 1855
10 8.21 1385 |28.69 |1853
15 8.15 13.72 | 2854 | 1850
20 8.06 1357 | 2839 |1846
25 7.98 1342 | 2816 |184.0
30 7.87 1321 | 2788 |183.2
35 7.76 1295 | 2749 1823
40 7.61 1263 2691 |1811

Tab. :| Facteur de stabilité pour un mécanisme derupturelog-spiral passant atraversle
pied du talus selon Chen.
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Fig. :21 Valeurscritiquesde 8y, 8, et L/ry en fonction de 8 pour unerupture passant a
travers le pied du talus




Nos résultats obtenus a I’aide du logiciel Mathcad sont présentés dans le tableau suivant :

Tab. :Il Facteur de stabilité pour un mécanisme de rupturelog-spiral

passant a travers le pied d’un talus selon Mathcad

IM écanisme de rupture log-spirale passant a travers le pied d’un talus
Valeur du facteur de stabilité suivant Mathcad
0=0° , 720°
B (degré) 00 (degré) Oh (degré) Ns
30 54 107 41,351
45 40 101 16,188
60 35 90 10,396
75 34 79 7,485
90 40 65 5,512
Ns

45
40 X\
35
30 \\

» 25 \

" AV
15 Ns
10 \

5 ——=
30° 45° 60° 75° 90°
B

Fig. :22 Courbe du facteur de Stabilité suivant I’angle d’inclinaison 8 d’un mécanisme de
rupturelog-spiral passant a iraveis le pied du talus pour e = 0 (Selon M athcad).

N.B:
Lesvaleurs critiques des angles 6, et 6, ont été obtenus en satisfaisant aux conditions
suivantes :

Sf
o
o,

56,




I1.3- Mécanisme deruptur e log-spir al passant sous le pied du talus

[Cf.:06] :

Nous avons vus précédemment le cas ou la surface log-spiral passe & travers|le pied du talus.
Ici, et pour des valeurs de I’angle de frottement ¢ et I’angle du talus g petites, la surface va
passer sous le pied du talus.

Nous supposons toujours gque le sol est homogéne et anisotrope.

[1. 3- 1- Hauteur critique d’un talus :

I1. 3. 1- @) Taux de travail externe:

Q L=AB

Y =cc

Fig. :23 Mécanisme de rupture de la stabilité d’un talus incliné avec un plan de rupture
passant sousle pied du talus.

Ici, le taux de travail externe dans la région ABC’CA peut étre obtenu facilement en trouvant
lestaux de travail W;, W,, W5 et W, dus aux poids des sols des régions OBC’O, OABO,
OAC’0 et ACC’A respectivement. Le taux de travail externe pour la région ABC’CA est
alors obtenue par une simple sommation algébrique :

w, — W, — Wy — W, - (36)




Nous trouverons que le taux total du travail externe du au poids du sol danslarégion
ABC’CAestde:

yQrs(fi = o — 3 = fa) » (37)

Lesfonctionsf; (6, 6,), f2(61, 85) €t f3(6h, 6,) sont les mémes que ceux précédemment
définies. La fonction f3(8), 8,) résultante de la région ACC’A est la suivante :

JACHDE (E)

Ty

2 sin(B — B

L LH
TsnBsing’ sinﬁsinﬁ'[cos O — (T_o) cosa —§r—0(c0tﬁ'+ Cotﬁ)] - (38)

[1. 3. 1- b) Taux de dissipation d’énergie interne :

La dissipation interne d'énergie qui se produit le long de la surface de rupture BC’ est

identique ala précédente :
On

cw ) rdd  Cr¢Q
) =
co>9 cosp 2tang

{exp[2(6,, — 6,) tan @] — 1} - (39)

bo

I1. 3. 1- ¢) Hauteur critique :

Delaméme fagon, I’égalisation des deux taux de travail et de dissipation d’énergie interne

nous donne:
H = %f(ﬂm 80, B") ~» (40)
Ou ;
£ (O 60, = B texp2(6n — B N @1~ 1 150 4 03 expl(6, — B) tan o] ~ sin(8p + @)}

2sin(B'—a)tang (i = fa—fr—fa)
L (41)

La fonction f (8, 6y, B") atteint son maximum quand 8, 8, et ' satisfont aux conditions suivantes :
ﬁzg;ﬂzo-a_frzo Ng = minf (6,60, 8"

06, 96, ap - H. < 4 N, - (42)

avecf < 14

Et:

D _sin(B B
A~ sinpsmp




[1. 3- 1- d) Résultats numériques :
Les Résultats de Chen sont représentés dans le tableau suivant (Cf. Tab. :111) :
Tab. :111 Facteur de stabilité pour un mécanisme de ruptur e log-spiral passant sous le pied

du talus. (Selon Chen)

Angled¢ Angle Angle d’inclinaison 3

frottem°ht | d’inclinaison a

interne™ 50 45 40 35 30 25 20 15

0 0 552 |553 |553 |553 |553 |[553 |553 |553
5 0 6.92* | 7.35* | 7.84* |841* |9.13 |10.02 | 1146 | 14.38
5 5 6.76* | 7.18* | 7.64* | 819* | 883 |965 |10.99 |13.71

*Rupture atravers|le pied.

Facteur de stabilité Ny = H.(y/C) par I’analyse limite pour de petites valeurs de o, B et ¢
(Log-Spiral passant sous le pied d’un talus incliné Fig. :23)

Tab. :1V Facteur de stabilité pour les méthodes de I’équilibre limite et I’analyse limite.

(Selon Chen)
B 0] Equilibre limite Analyse Limite
Tranches (-cercle Log-spirdl Log-spird
20 0 3.83 3.83 3.83 3.83
5 4.19 4.19 4.19 4.19
15 5.02 5.02 5.02
25 6.06 6.06 6.06 6.06
75 0 4.57 4.57 4.57 4.56
5 5.13 5.13 5.14
15 6.49 6.52 6.57
25 8.48 8.54 8.58
60 0 5.24 5.24 5.24 5.25
5 6.06 6.18 6.18 6.16
15 8.33 8.63 8.63 8.63
25 12.20 12.65 12.82 12.74
45 0 5.88 5.88 5.88 5.53
5 7.09 7.36 7.35
15 11.77 12.04 12.05
25 20.83 22.73 22.90
30 0 6.41 6.41 6.41 5.53
5 8.77 9.09 9.13
15 20.84 21.74 21.69
25 83.34 111.1 125.0 119.93
15 0 6.90 6.90 6.90 5.53
5 13.89 14.71 14.71 14.38
10 43.62 45.49




ANGLES 8o AND Bp IN DEGREES

Fig. :24 Valeurscritiguesde 8y, 85, L~1y et D~Hen fonction de 3 pour une rupture passant

RATIOS L/rg, H/rg, D/H

Nos résultats obtenus a I’aide du logiciel Mathcad sont présentés dans le tableau suivant :

sous le pied du talus

Tab. :V Facteur de stabilité pour un mécanisme de ruptur e log-spiral passant sousle pied

du talus. (Selon M athcad)

M écanisme de rupture log-spiral passant sous le pied du talus
Valeur du facteur de stabilité suivant Mathcad
0=0°, 55
B (degré) B1 (degré) 00 (degré) Bh (degré) Ns

15 11,1 36 135,2 14,382
20 16,7 30 133,2 11,477
25 22,5 24,8 130 10,055
30 29 24 122 9,152
35 35 23,2 112 8,423*
40 40 23,2 108 7,842*
45 45 23,2 104 7,360*
50 50 23,2 100 6,936*

*Rupture atraversle pied.
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Fig. :25 Courbe du facteur de Stabilité suivant I’angle d’inclinaison # d’un mécanisme de
ruptur e log-spiral passant sousle pied du talus pour e = 0 (Selon M athcad).




Il. 4- Stabilité des talus dans un sol non homogene et anisotr opique

[Cf.:07]:
Nous avons limité précédemment notre discutions aux matériaux cohérents ou la résistance au

cisaillement est déterminé i sotropiquement et homogéenement par |es conditions de coulomb.
Dans laréalité, chague masse de sol présente une anisotropie, avec le respect des directions de

cisaillement, et une non homogénéité dans la profondeur. Ces variations d’orientations et de

profondeur du sol vont influencées la hauteur critique.

[l.4- 1- Hauteur critique d’un talus :

I1. 4. 1- a) Exposé du probleme :
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Fig. :26 Mécanisme de rupture de la stabilité d’un talus avec un plan de rupture passant sous
le pied du talus pour un sol anisotropigue et non homogéne.




Comme nous I’avons vus précédemment, dans la stabilité des talus isotropique et homogene,
la technique de la limite sup de I’analyse limite peut étre utilisée afin d’obtenir une solution
pour la hauteur critigque des talus anisotropique et non homogene. Et, puisgue les conditions
suivantes sont considérées, a savoir :

1) La surface de glissement, log-spiral, passe par le pied ou en-dessous ;
2) Lanon homogeénéite ;
3) L’anisotropie ;

4) Talus en généra incliné avec différents angles.

Les problemes considérés vont nous servir adémontrer I’utilité et la valeur de la technique de
la limite sup de I’analyse limite dans le développement de nouvelles solutions.
Dans les cal culs suivants, nous supposerons que le matériau du sol obéit ala condition de
coulomb (C et ) ou :

C :lacohésion est non homogene et anisotropique.

@: L’angle de frottement est homogeéne et isotropique.

1) Non homogénéité:

Beaucoup de cas de non homogénéité de la cohésion sont sous forme linéaire, comme
présenté dans la figure plus haut (Cf. Fig. :26), en fonction de la profondeur Z. Dans cet
esprit, nous montrons plus bas différents types de variations linéaires de la cohésion en
fonction de la profondeur. La variation de la cohésion montrée dans \a figure (Cf. Fig. :27e)
est le cas le plus général et c’est celle que nous avons adoptée dans nos calculs. Lesratios de
la cohésion a différentes profondeur sont définis comme ng, n; et n,
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Fig. :27 Différentstypes de variation de la cohésion linéair ement.

2) Anisotropie:

Lavariation de la cohésion en fonction de la direction en un point particulier a été étudiée par
Casagrande et carrillo en 1954. 1l a éé trouve que, lavariation en fonction de ladirection
approche ala courbe de la figue vue plus haut (Cf. Fig. :27). Lacohésion c;, dont ladirection
de ses contraintes principales est inclinée avec un anglei par rapport aladirection vertical, est
donnée par :

C = Ch =+ (CV - Ch) cos?i — (44)

Ou C, et Cy, sont, respectivement, les cohésions principales vertical et horizontal.




3) Talus incliné avec différent angle d’inclinaisos :

La conception de talus avec différent angles d’inclinaison 3, et [3,, comme dans lafigure
précédente (Cf. Fig. :26), est devenue plus courante parce qu’un volume minimum d’argile
excaveée est toujours souhaitable.

Dans I’analyse qui va suivre, nous supposerons que la surface du talus consiste en deux plans
cassés qui sont fonctions des angles 3, et 3, et les hauteurs verticales relatives
correspondantes alahauteur totale H et qui sont définies par les facteurs de profondeur

0, et a,. Lahauteur verticale de la surface de rupture log-spiral est dénotée par N.

Lasolution « limite sup » de I’analyse limite :

Lalimite sup établie que le talus va se rompre sous son propre poids si, pour un mécanisme de
rupture log-spiral qui est défini par les parameétres 6, 0y, et D-T,, le taux de travail externe
donné par le sol dépasse le taux de dissipation d’énergie interne, la limite sup de la hauteur
critique peut étre obtenue en égalisant le taux de travail externe au taux de dissipation
d’énergie interne.

En seréférant alafigure précédente (Cf. Fig. :26), la region (AA’CB’BA) fait une rotation
autour du point « O » par rapport au matériau sous la surface de rupture log-spiral AB (cette
surface a une vitesse discontinue).

[1. 4. 1- b) Taux detravail externe:

Comme nous I’avons vus précédemment, le taux de travail externe donné par la région
(AA’CB’BA) peut étre obtenu par une simple sommation algébrique :
Wl"wz _’W3 _’W4 _’Ws — (45)

Ou :
W;, W, Wy, W, et W5 représentes respectivement les taux de travail externe donnés par le
poids du sol des régions (OABO), (OB’BO), (OCB’0), (OA’CO) et (OAA’O). Apres
simplification, le taux total de travail externe donné par le poids du sol est de:

yQrg(f;, — 9, — g3 — g4 — gs) — (46)
Ou:
f, (B, 0p) est identique aux précédentes ;

1L L
gz = gasm 0y (2 cos 0, —g) — (47)

o, (H g L /L ) L
gz = —3—(;;) [cos 0y + r—o(g — 2cos 60) + sin 6, cot B, (cos 0g —E)

a, H L
- Zoot, (cosy +—sing cotp, )| — (48)




H
gs = (;;) {(c052 Oy, + sin By, cos By, cot B, )exp[2(6y, — 6,) tan ¢]

+(2D B, + 2 sin6, cotp, + 21 cosh tB
rocosh rﬁsm h cotf, 2r0Cos h Ot P,

o, H " D\?
+ 2 10 sin 6, cot [32) exp[(6,, — 8y) tano] + (rg) — (49)

1/D D
9<% (r ) S G, [2 cos 8 expl(8n = 8p) tan ] + ]exp[(ﬂh — 8,) tan 9] — (50)
0
Des relations geométrique, les fractions BT, LT, et N-T, peuvent étre exprimées par :

H
ol sin 8}, exp[(8}, — 6,) tan @] — sin6, — (51)
0

L D H
— = c0s 8, — cos 0, exp[(8, — 0,) tan ] — — — (—) (aq cotB, +a, cotB,) — (52)
lo o oy 1 2

N 1 ) D
— = cosS @ exp [(—n+ ¢~ 90) tamp] —sinfy, —— — (53)
ro 2 rO

[1. 4- 1- c) Taux de dissipation d’énergie interne :

Le taux total de la dissipation d’énergie interne le long de la discontinuité log-spiral dela
surface de rupture « AB » est trouvé en multipliant la surface différentielle rd8~tos ¢ par c; et
V cos @, puis en intégrant sur toute la surface « AB » comme suit :

l:'h Om
f c;(Vcos <p)— f (ci)1 (Vcoscp)—+ f (cp)2(Vcos <p)——> (54)
Do

L’ angle log-spiral (6,,,) et I’angle anisotropique (i) sont obtenus directement des relations
géométriques et peuvent étre exprimés ains :

B,exp(0,, tan @) = sin 6, exp(By, tan @) — (55)
. 1
I=9—~§:'1:—(p+m=9+(|)—>(56)
Ou:
1
o= —(En+(p—m) — (57)

En ce référant a I’équation (44), (c;), et (c;), peuvent étre exprimés comme suit :




(cp,=c LnO + (lH;ZO) {sinBexp[(6 — B,) tan ] — sin 90}] ll + a ; k) cos? i] — (58)
(c), =c|n; + (nlil T n) {sinBexp[(B —B,) tan @] — sin B, exp[(6,, — 6,) tan cp]}]
x ll + (1- ” k) cos? i] — (59)

En substituant les équations (58) et (59) dans I’équation (54), et apres intégration et
simplification, I’équation (54) sera réduite a :

cQr3(d, +d; +q3) — (60)

Lesfonctions q;, g, et q3 sont définies comme :

3 No (1-Kk)
G, = {exp(zeo T [w(e) + A(e)]}

(1 — k)
- e | (1-K)
92 = (57,) exp(36, tan @) {E(B) — P(B) sin 6, exp(B, tan @) + ”

Bn
x [p(B6) — A(B) sin B, exp(B, tan (p)]] — (62)

m

1-Kk)
k

- (n; —ny)
95 = (F7,) exp(36, tan 0)

Bn
% [p(8) = N©)sin By, exp(@tan )]} — (69

m

{E(B) - (0)sinB,, exp(0,, tan ) + (

Ou:
_ (3tan@sinB — cos 6) exp(30 tan @)
&0) = 1+ 9tan? ¢ — (64-2)
20t
P(e) = M — (64 — b)

2tan @




exp(36tan @) (cos® —3tansinB®) (tan@sin 30 — cos 30)
p(0) = —————{cos 20

2 2(1 + 9tan? @) + 6(1 + tan? )
) (sin@ + 3tan@cos0) (tancos30 + sin 30)
s [ 20 +9tanZg)  6(1+tan2g)
. l(3 tan @ sin® — cos 0)
1+ 9tan? @

}—)(64—(:)

AB) = wztancp) [cos 2¢ [
N exp(26 tan @)

4tan @

tan @ cos 20 + sin 29] . [tancpsin 20 — cos 29”
2(1 +tanz ) sin 2(1 + tan? )

— (64 —d)

L’égalisation du taux total de travail externe (46) au taux total de dissipation d’énergie interne
(60) nous donne :

H Cf(B 0 —D) — (65)
= -
y 02 Yhe o (

Ou:
C : cohésion principal horizontal au pied du talus

D H (0; + 02 +q3)
f(B 0 ,—)z(—) — (66
. h1'0 ro/ (f =92 =93 — 94 — gs) (66)

Lafonction f(BO, Bh, rE) a un minimum quand :
of of of

—=0—=0;
{aeh 00, a(D-F,)

Les valeurs correspondantes de 6, 6, et D-T qui satisfont I’équation (67) sont les méme que
ceux de I’équation du facteur de Stabilité:

=0 - (67)

NS = minf(eh, 90., D/ro) - (68)

La hauteur critique peut étre obtenue de I’équation suivante :

C
He < VNS - (69)




[1. 4- 1- d) Résultats numériques :

Les Résultats de Chen sont représentés dans le tableau suivant (Cf. Tab. :VI et VII) :

Tab. :VI Facteur de stabilité pour un sol homogéne et anisotropigue (Selon Chen)

Facteur de stabilité pour un sol Homogeéne et anisotropique

2 == 0 m=55°

B (degré) k NS

90° 1.0 3.83
0.9 3.81

0.8 3.79

0.7 3.78

0.6 3.76

0.5 3.74

70° 1.0 4.79
0.9 4.72

0.8 4.65

0.7 4.58

0.6 4.49

0.5 4.41

50° 1.0 5.68
0.9 5.54

0.8 5.38

0.7 5.23

0.6 5.09

0.5 4.95

30° 1.0 7.45
0.9 7.20

0.8 6.95

0.7 6.70

0.6 6.45

0.5 6.19




Tab. :VIIl Facteur de stabilité pour un sol non homogene et anisotr opique (Selon Chen)

Facteur de Stabilité pour un sol non homogene et anisotropique

sz 0 m=55°

B (degré) k NS

90° 1.0 2.00
0.9 2.00

0.8 2.00

0.7 2.00

0.6 2.00

0.5 2.00

70° 1.0 2.77
0.9 2.73

0.8 2.69

0.7 2.65

0.6 2.61

0.5 2.52

50° 1.0 3.78
0.9 3.66

0.8 3.56

0.7 3.45

0.6 3.31

0.5 3.20

30° 1.0 5.50
0.9 5.22

0.8 5.00

0.7 4.69

0.6 441

0.5 4.16

Pour ce cas (sol non homogeéne et anisotropigque) nous n’avons pas calculé les facteurs de
stabilités avec le logiciel Mathcad car nous avons jugés que pour une comparaison les calculs
réalisés précédemment sont suffisants.




1. 5- Mécanisme derupture sous formede Cercle:

Dans ce paragraphe nous alons essayer de simplifier laméthode de calcul en changeant |a
forme de la surface de rupture, du log-spiral au cercle, tout en suivant les mémes étapes de
I’analyse limite. Ensuite calculer les valeurs du facteur de stabilité correspondantes et les
comparer avec ceux gue nous avons trouvé précédemment pour la surface du log-spiral.

De cefait, et pour plus de rapidité, nous alons utiliser un logiciel de calcul mathématique
intitulé « Mathcad » afin de trouver les valeurs des facteurs de stabilités.

[1.5-1Talusnon incliné [Cf.:09 et Cf. :10]:

Ici contrairement a ce que nous avons vus précédemment le rayon de courbure « R » est
constant ce qui va nous faciliter les calculs.

En suivant les mémes étapes et tout en sachant que la fonction d’un cercle est la suivante :
R* = (x —a)* + (y — b)* ~ (70)
Avec:
(a, b) : les coordonnés du centre de rotation du cercle dans un systéme cartésien ;
(x,y) : les coordonnés cartésiennes ;
R : Rayon du cercle.

Nous trouvons que :

nn=m=R=yx=-a?+y-b)?~ (71)




O(a,b)

Arc de cercle

Fig. :28 Mécanisme de rupture rotationnel suivant un cercle d’un talus non
incliné

A partir de la figure (Cf. Fig. :28) nous trouvons facilement ce qui suit :
H = Rsin @, — R sin 6,

H = R(sin@, —sin8,)

H
— = (sin 6, —sin6,) - (72)

R

Ei:

L = Rcos8, — R cos 6,

L

== (cos 6, — cos 8) - (73)

[1. 5. 1- @) Taux de travail externe:

Et de |la méme maniére que précédemment nous sevons que le taux de travail externe total
peut étre divisé en une sommation comme Suit :

W =W, —W, —W; - (74)




Ou:

W : taux detravail delarégion (ABC) ;
W, : taux detravail delarégion (OBC) ;
W, : taux detravail delarégion (OAB) ;

W, : taux detravail delarégion (OAC).

1) Région (OBC) :

; O, 2 1
W, = f (Q—Rcos 9) (y—deﬂ)
9, \ 3 2
Et comme le rayon R n’est plus fonction de I’angle 6 alors:

o1 On

W, = =QyR? J‘ cos 6 deo
3 o

1]

1 5
W, = §QVR5 (sin@, —sin@,)

Wy = yR3Q f,(6h,6,)

Ou:

fl(ﬂh,ﬂo) = %(Sin 6n —sin 90) - (75)




w,

38}

w,

38}

W

38

W,

2) Région (OAB) :

1 1
= (E YLR sin 90) [5 (2R cos 8y — L)]

1 ) 2 1
= (EyLR sin 60) [§ R cos 8, — §L]

2 sinfy,cos8, 1 _sinf,

=~ R3.Q[—L— —LZ—]
Ve s R 6" R?

= yR3Q EE 2 cos 6 2 sin @
ve St ler 0T R 0

= yR3Qf,(6p, 60)

1L Ly |
fz (Bh, 90) = gﬁ(z Ccos 90 o E) sin 90 = (76)




3) Région (OAQC):

NI -

)
yHR cos 8h

: 1 2

W, =Q (E yHR cos Gh) (§R cos Bh)
: 1 5 5

W5 =§]/HR Qcos* By

W, = Rm(EE 29 )
Wy = yR3Qf3(6p, 6,)
ou:
1H
f3(6p,00) = 550052 0p — (77)

En remplacant dans I’équation (74) nous trouvons :

W =yR*Q(fi = f, = f3) ~ (78)




I1. 5. 1- b) Taux de dissipation d’énergie interne:

La dissipation de I’énergie interne tout au long de la surface BC peut étre trouvée en
multipliant la surface différentielle rd6 / cos¢ par la cohésion « C » et par lavitesse
tangentielle discontinue V cos ¢,ou (D = Céu)

La dissipation de 1’énergie interne total est obtenue par I’intégration de :

Oy

O /Rd6
J‘ C( )(VCOS(p):CRJ‘ Vde = CRQ — (79)
0 cos @ 9,

[1.5-2- Talusincliné avec un mécanisme de ruptur e passant a traverslepied du
talus:

Arc de cercle

Fig. :29 Mécanisme de rupture rotationnel suivant un cercle d’un talus incliné
passant a travesle pied du talus




1. 5. 2- Q) Valeursdes f; (65, 05):

De laméme fagon que précédemment nous trouvons les valeurs suivantes :

1
f1(6n, 6p) = 3 (sin6y —sin6,) > (80)
1L E _
f2(6r, 80) = gﬁ(z c0s 6y — 5 cos a:) sin(6, + a) — (81)

1 L L
f3(6y,6,) = 5 [sin(@,»L —6p) — ﬁSin(eh + a)] [cos 6y — ECOS cz} - (82)

sinf8 ) i

6,,0,) = 0 — 6 -~ (83
f(6n,6p) Sin(B — o) (fl_fz_f3){5In(h+a) sin(6y + @)} - (83)

aof

e [

i‘?]ﬁ - (84)

sl

26,

C

Ng = min f (6, 6,) - (86)

I1. 5. 2- b) Résultats Numeériques.

En introduisant les fonctions (80), (81), (82), (83), (84), (85) et (86) dans lelogiciel Mathcad
nous trouvons les valeurs suivantes :

Tab. :VIII Facteur de Stabilité pour un mécanisme de rupture suivant un cercle
passant a travers le pied d’un talus

Valeurs du facteur de Stabilité suivant Mathcad
a=0°, z=20°
B 00 (cercle) Oh (cercle) Ns (cercle)
30° 0° 90° 1,836
45° 0° 90° 1,804
60° 0° 90° 1,759
75° 0° 89,95° 1,759
90° 0° 90° 1,735




Ns (cercle)

1,86
1,84
1,82 \

1,8 \\
1,78

2
1,76 \
—9— Ns (cercle
1,74 ~ ( )
1,72
1,7
1,68
30° 45° 60° 75° 90°

Fig. :30 Courbe du facteur de Stabilité suivant I’angle d’inclinaison # d’un mécanisme de
ruptur e sous forme de cer cle passant a traversle pied du talus pour
a = 0 (Selon Mathcad).




Chapitrelll : Discussion desrésultats

[11.1- Mécanisme de rupture L og-Spiral passant a travers le pied d’un
talusincliné:

Les résultats des facteurs de stabilités obtenus pour un mécanisme de rupture los-spira
passant a travers le pied du talus pour un angle d’inclinaison & = 0 et , =20 sont représentés
dans le tableau suivant (Cf. Tab. :1X) :

Tab. :I X Comparaison des Facteurs de stabilités pour un mécanisme derupture
log-spiral passant a travers le pied d’un talus

Valeur du facteur de stabilité

selon Mathcad selon Chen
B (degré) 00 (degré) | 6h (degré) Ns Ns

30° 54° 107° 41,351 41,27
45° 40° 101° 16,188 16,18
60° 35° 90° 10,396 10,39
75° 34° 79° 7,485 7,48
90° 40° 65° 5,512 5,51

45

*

40 \

30 \

25

2 \ —4— Facteur de Stabilité selon

20 \ Mathcad

15 ™\ Facteur de Stabilité selon

10 \ Chen

—
5 Thm—
0
30° 45° 60° 75° 90°
B

Fig. :31 Comparaison des Facteur s de Stabilités pour un mécanisme derupture
log-spiral passant a travers le pied d’un talus




L e graphique montre tres clairement une superposition des deux lignes représentants les
facteurs de Stabilités pour un mécanisme de rupture log-spiral passant atraversle pied du
talus pour un angle d’inclinaison a = 0, en gris pour Chen et en noir pour Mathcad, detelle
maniere qu’on ne peux bien distinguer la courbe noir (selon Mathcad).

Ce qui montre gue les résultats que nous avons obtenus en utilisant les logiciel Mathcad
correspondent parfaitement a ceux qu’a obtenu Chen et ce pour les mémes hypotheses.

[11. 2- M écanisme de rupture L og-Spir al passant sous le pied d’un talus
incliné:

Les résultats des facteurs de Stabilités obtenus pour un mécanisme de rupture los-spiral
passant sous le pied du talus pour un angle d’inclinaison a = 0 et ¢p=5 sont représentés dans
le tableau suivant (Cf. Tab. :X) :

Tab. :X Comparaison des Facteurs de Stabilités pour un mécanisme de rupture
log-spiral passant sous le pied d’un talus

Valeur du facteur de stabilité

selon Mathcad selon Chen
B (degré) | B1(degré) | 60 (degré) | 6h (degré) Ns Ns
15° 111 36 135,2 14,382 14,38
20° 16,7 30 133,2 11,477 11,46
25° 22,5 24,8 130 10,055 10,02
30° 29 24 122 9,152 9,13
35° 35 23,2 112 8,423 8,41
40° 40 23,2 108 7,842 7,84
45° 45 23,2 104 7,360 7,35
50° 50 23,2 100 6,936 6,92
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Fig. :32 Comparaison des Facteur s de Stabilités pour un mécanisme derupture
log-spiral passant sous le pied d’un talus

Le graphique montre trés clairement une superposition des deux lignes représentants les
facteurs de Stabilités pour un mécanisme de rupture log-spiral passant sous le pied du talus
pour un angle d’inclinaison @ = 0, en gris pour Chen et en noir pour Mathcad, de telle
maniére qu’on ne peux distinguer la courbe noir (selon Mathcad).

Ce qui montre gque les résultats que nous avons obtenus en utilisant les logiciel Mathcad
correspondent parfaitement a ceux qu’a obtenu Chen et ce pour les mémes hypotheses.

[11.3- Mécanisme de ruptur e sous forme de cer cle passant a traversle pied
d’un talus incliné :

Les résultats des facteurs de Stabilités obtenus pour un mécanisme de rupture sous forme d’un
cercle passant a travers le pied du talus pour un angle d’inclinaison & = 0° et ¢p=20° sont
représentés dans le tableau suivant (Cf. Tab. :X1) :




Tab. :X| Comparaison des Facteurs de Stabilités pour un mécanisme derupture

log-spiral et celui d’un cercle passant a travers le pied d’un talus

Valeur du facteur de stabilité

selon Mathcad selon Chen
B 00 (cercle) | Bh (cercle) | Ns (cercle) | Ns (logspiral) | Ns (log spiral)
30° 44° 100° 1,836 41,351 41,27
45° 43° 99° 1,804 16,188 16,18
60° 43° 99° 1,759 10,396 10,39
75° 44° 100° 1,759 7,485 7,48
90° 44° 100° 1,735 5,512 5,51
45
40 \
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Fig. :33 Comparaison des Facteurs de Stabilité entre un mécanisme de rupture
log-spiral et celui du cercle passant a travers le pied d’un talus

Ici nous voyons trés clairement que laligne gris clair, asavoir celle du mécanisme de rupture
sous forme de cercle passant atravers le pied du talus, est trés loin de correspondre a celle des
lignes du mécanisme de rupture log-spiral passant atraversle pied du talus.

Ce qui montre gque les résultats que nous avons obtenus pour le la surface de rupture sous
forme de cercle en utilisant les logiciel Mathcad ne correspondent en rien a ceux qu’a obtenu
pour les surface log-spiral.

Au vu des résultats que nous avons trouve lors de notre travail, nous pouvons déduire ce qui
suit :




1) Concernant le premier objectif a savoir, la comparaison des facteurs de stabilités pour
un mécanisme de rupture rotationnel log-spiral entre ceux de Mathcad et ceux de
I’auteur, nous avons trouvé qu’ils correspondent les uns au autres que ce soit pour un
mécanisme de rupture rotationnel log-spiral passant atraversle pied du talus ou sous
son pied.

Et comme les résultats de I’auteur correspondent a ceux d’autres méthodes, nous pouvons en
conclure que les résultats des facteurs de stabilités que nous avons trouvés correspondent eux
auss alarédlite.

2) Concernant le dernier objectif a savoir, la comparaison des facteurs de stabilités entre un
mécanisme de rupture rotationnel log spiral et celui sous forme de cercle passant a
traversle pied du talus, les résultats obtenus sont loin de correspondre les uns aux autre.

Nous pouvons en conclure que, la forme du mécanisme rotationnel pour un corps rigide et
suivant la méthode de la borne supérieure de I’analyse limite ne peux en aucun cas étre de
forme circulaire mais que seule la forme log-spiral est acceptée pour cette méthode. Ce qui
confirme I’hypothése de la Surface de discontinuité d’un matériau de COULOMB standard
(Cf. 1.3- 3- b. page 23) qui dis: « Quand un corps rigide effectue une rotation par rapport a un
autre corps rigide, alors la surface de transition (ou de rupture) ne peux étre en aucun cas
limité par deux cercles concentrique mais par deux spirales logarithmiques.

La méthode de la borne supérieure de I’analyse limite de Chen nous apparait comme étant une
méthode relativement facile a utiliser d’autan plus qu’il existe actuellement de nombreux
logiciel performants et a la portée de tous. Ce qui n’été pas le cas il ya 50 ans !

Nos résultats montrent aussi que cette méthode englobe la majorité des cas qu’un ingénieur
peut rencontrer lors d’une résolution d’un probléme de stabilité.

Les résultats que nous avons obtenus dans notre travail n’ont pas fait I’objet d’une application
sur site ou en laboratoire, ¢a reste un travail théorique. Une future application de ses résultats
peut, éventuellement, constituer un bon sujet de these pour un doctorat.




1. 4- Conclusion:

La théorie de la borne supérieure de I’analyse limite appliquée a la stabilité des talus est une
Méthode relativement facile a utiliser. 1l suffit simplement d’avoir de bonnes bases en
géométrie et en mathématique. D’autant plus qu’il existe un large choix de logiciels
mathématiques performants et accessibles.

Ce qui est le plus intéressant avec cette méthode c’est son champ d’application qui est tres
vaste. Car, peu importe la complexité des formes d’un talus ou les composantes de son sol, il
est toujours possible d’avoir les facteurs de stabilité correspondants et donc les hauteurs
critiques.

La théorie de I’analyse limite ne se limite pas aux facteurs de stabilités des talus. Elle fournie
également la capacité portante des fondations (semelles isolées, filantes, rectangulaires,
circulaires), les pressions actives et passives des terres sur des murs de souténements, la
capacité portante d’un bloc de béton ou d’une roche...etc.

Les résultats que donne cette méthode refletent la réaité. Ce qui larend compétitive avec les
autres méthodes

La conclusion que nous pouvonstirer de se modeste travail, est :

La méthode de I’analyse limite est relativement facile a utiliser avec un large champ
d’application. Elle permet de résoudre un grand nombre de problémes de stabilités qu’un
ingénieur peut rencontrer au cours de sa carriere. Elle est incontournable.

Pour conclure nous reprenons un passage de I’auteur du livre «limit analysis and soil
plasticity » page 3 :

«...Although the limit analysis method were established firmly less than twenty years ago,
there has been an enormous number of applications in a wide variety of field from metal
deformation processing to the design of reinforced concrete structures ». Cette affirmation
reste toujours d’actualité.




Annexes




Facteur de sécurité d’'un mécanisme de rupture log-spiral pour
un talus incliné passant a travers le pied du talus suivant
Mathcad

1) Pour unevaleurde f§ = 30°:

T I
=C =— =— L:=1
a ¢ 5 p 5 b
r(60,6h) = — - L
sin(6h — 60) B sin(6h + B)

[e(eh—eO)-tan(¢),Sin(9h + o) —sin(00 + oc)}

snOh + @) sin(6h + a)-sin(B - o)

3(0n=00)-1a(9) _ (3 1n(9)-cos(60) + sin(60))

11(00.0h) = —— [ (3tan(¢)-cos(6h) + sn(6h))e
3-(1 + 9tan(¢)2)

1
f2(00,0h) := =-

-(2- cos(60) -
6 r(60,6h)

£(00.0n) ~cos(oc))~si n(60 + o)

-cos(a) + cos(bh) e

~ 1(60,6h)

£3(60, 0h) := E-e(eheo)'ta”(d’)-(gn(eh ~ 00)
6 r(60,0h)

-sin(6h + a))-[cos(GO) - (6h90)-tan(¢)}

[62-(9h—90)-tan(¢) ~ 1“

£ (60,0h) = — sn(p): Lsin(oh + o O =00)t(®) _ g0, o]
2.5n(B — o)-tan(6)-(F1(00,0h) — £2(60,6h) — £3(60,0h))
00 = 0.94; oh = 1.86¢

N, := min(f (60,6h))

N =41.351




2) Pourunevaleurde f§ = 45°:

L:=1

ARA

N

L

1(00.60) = 5o —00) ~___sn(eh+p)

, , , [(0N=00)-tan(8) 4o 4 o) — sin(o0 + a))
sin(6h + o) sin(6h + a)-sin(p — o)

11(00.0h) = —— %[ (3tan(¢)-cos(oh) + sin(hy)e> =001 _ 3oy cos(00) + sin(60))

3(1+ oten(@)?)

£2(00,0h) = = —=.[ 2.cos(00) —
6 r(00,0h)

£ (60.6h) ~cos(a))~si n(e0 + o)

-cos(at) + cos(6h) o(0n—60)-tan(¢)

£3(60,6h) := —ée(eh—eO)Ian(d)).(sin(eh ~00) - .sin(h + oc))[cos(eO) -

r(60,6h) r(60,6h)

. 2.(6h—00)-tan(¢)
£ (60,0h) = — sin(p){ e 4] Lsin(eh + a) @008 _ g0, o]
2.5n(B — a)-tan(¢)-(F1(00,0h) — f2(00,0h) — f3(60,0h))
00 := 0.69¢ oh = 1.76¢

N := min(f (60,6h))

AAAA®

N =16.188




3) Pour une valeurde f§ = 60°:

L:=1

ARA

w3

L

1(00.60) = 5o —00) ~___sn(eh+p)

, , , [(0N=00)-tan(8) 4o 4 o) — sin(o0 + a))
sin(6h + o) sin(6h + a)-sin(p — o)

11(00.0h) = —— %[ (3tan(¢)-cos(oh) + sin(hy)e> =001 _ 3oy cos(00) + sin(60))

3(1+ oten(@)?)

£2(00,0h) = = —=.[ 2.cos(00) —
6 r(00,0h)

£ (60.6h) ~cos(a))~si n(e0 + o)

-cos(at) + cos(6h) o(0n—60)-tan(¢)

£3(60,6h) := —ée(eh—eO)Ian(d)).(sin(eh ~00) - .sin(h + oc))[cos(eO) -

r(60,6h) r(60,6h)

. 2.(6h—00)-tan(¢)
£ (60,0h) = — sin(p){ e 4] Lsin(eh + a) @008 _ g0, o]
2.5n(B — a)-tan(¢)-(F1(00,0h) — f2(00,0h) — f3(60,0h))
00 := 0.61 oh = 1.57"

N := min(f (60,6h))

AAAA®

N = 10.396




4) Pour unevaleurde f = 75°:

r(60,0h) = sin(oh - 00) _ sin(éh + B)

_ _ _ [(BN=00)-tN(8) o & o) — sin(60 + )|
sin(6h + o) sin(6h + a)-sin(p — o)

£1(00,0h) := ! [ (3tan(6)-cos(on) + sin(hy)e> N —001(8) _ (3 a4y cos(00) + sin(00))
3(1+ oten(@)?)
1 .
f2(60,6h) := E (60,00 -(2-005(60) - (60.6h) ~cos(a))~sn(60+ o)

-cos(a) + cos(6h) o(0n—00)-tan(¢)

£3(00, 6h) = —;-e(eheo)'ta”(q’)-(sjn(eh ~00) - .sin(oh + oc))-[cos(GO) -

r (00, 6h) r (60, 6h)

[62-(9h—90)-tan(¢) ~ 1“

£ (60,0h) = — sn(p): Lsin(oh + o O =00)t(®) _ g0, o]
2.9n(B — o)-tan(6)-(F1(00,0h) — F2(60,6h) — £3(60,0h))
00 = 0.50; oh = 1.37¢

N_:= min(f (60,0h))

N =7.485




5) Pour unevaleurde f = 90°:

©o|a
=
I
N a
2
8!

r(60,0h) = sin(oh - 00) _ sin(éh + B)

_ _ _ [(BN=00)-tN(8) o & o) — sin(60 + )|
sin(6h + o) sin(6h + a)-sin(p — o)

£1(00,0h) := ! [ (3tan(6)-cos(on) + sin(hy)e> N —001(8) _ (3 a4y cos(00) + sin(00))
3(1+ oten(@)?)
1 .
f2(60,6h) := E (60,00 -(2-005(60) - (60.6h) ~cos(a))~sn(60+ o)

-cos(a) + cos(6h) o(0n—00)-tan(¢)

£3(00, 6h) = —;-e(eheo)'ta”(q’)-(sjn(eh ~00) - .sin(oh + oc))-[cos(GO) -

r (00, 6h) r (60, 6h)

[62-(9h—90)-tan(¢) ~ 1“

£ (60,0h) = — sn(p): Lsin(oh + o O =00)t(®) _ g0, o]
2.9n(B — o)-tan(6)-(F1(00,0h) — F2(60,6h) — £3(60,0h))
00 = 0.69¢ oh = 1.13¢

N_:= min(f (60,0h))

N =5.512




Facteur de sécurité d’'un mécanisme de rupture log-spiral pour
un talus incliné passant sous le pied d'un talus suivant Mathcad

1) Pourunevaleurde f = 15°:

T T T
=C =— =— L:=1 1:=
* =% P & RTY T
L
r(60,0h) = — _ _
Sn(Oh —00) ___ sn(Oh+P) [ (6h-00)-tan(d) g g+ o) — sin(60 + o)

snh + @)  sin(6h + a)-sin(p — o)

H(60,6h) := %{gn(eh + ) ON00-1@) _ g0 o |r(0.0h)

sn -
11(00,0h) = ——~ | (3tan(6)-cos(oh) + sin(hy)e> N0 _ 310041 cos(00) + sin(60))

3(1+ oten(@)?)
f2(60,6h) := —1~;~(2~cos(60) - L -cos(a) |-sin(60 + o)

77 6 1(00,0h) r(00,0h)
_ 1 _(6h-00)-tan(9) [ . ooy - ). ~ ‘ (6h—60)-tan(¢)|

f3(00,6h) := 5 e (sm(eh 00) £(00.00) sin(6h + a)} [005(90) £(00.0n) cos(a) + cos(6h) e

2 .
£4(00,0h) = (H(eo,eh)) _Sn(@ - B1) [cos(GO) —(

(@) - 1. H(©00.0n)
r(00,6h) ) 2sin(B)-sin(B1)

———(cot(B1) + COt(B))}

-COS
r(00,0h) 3 r(00,0h)

. [2-(0h—-00)-tan(0)]
 (60,0h) := — sin(pnd -1 Lsin(oh + o)-e©@N=00)t(®) _ 400, o]
2.9n(BL — a)-tan($)-(F1(60,6h) — £2(60,0h) — 3(00,6h) — f4(60,6h))
00 == 0.62¢ oh = 2.3¢

N, := min(f (60,6h))

N = 14.382




2) Pourune valeurde f = 20°:

r(60,6h) =

sin(6h - 60) sin(eh + B)

_ _ _ [(0N=00)-taN(8) 4o+ ) — sin(60 + a)
sin(6h + ) sin(6h + a)-sin(p — o)

H(00,6h) = _SnB) [ gncon + a)-e©@=00®) _gna0. o |r(60.0n)

sin(p - a)

£1(00,0h) = 1 [ (3tan(¢)-cos(oh) + sin(ehy)e> N =001(&) _ (3 a4y cos(00) + sin(60))
3(1+ oten(@)?)
f2(60,6h) := E- -(Z-COS(QO) - —-cos(oc)\-sin(90+ o)
77 6 1(00,0h) r(00,0h) )
_ 1 (6h-00)-tan(¢) [ oo < . ~ . (6h—-00)-tan()|
£3(00,6h) := 5 e (sm(eh 00) £(60.0h) sin(6h + 0()) [cos(@O) (60.0h) cos(a) + cos(bh) e

2
£4(60,0h) = (H(eo,eh)) _Sin(@ = B1) |:cos(90) -(

j 1 H(60,6h)
: , s(o) | -
r(60,6h) 2-sin(B)-sin(pl)

———2 (cot(B1) + cot(B))}

-CO!
r (00, 6h) 3 r(00,6h)

sin(p1) | el2 (ON-00)-tan(@)] _ ]

2.sin(Bl — «)-tan(d)-(FL(00,6h) — F2(60,6h) — f3(60,6h) — F4(60,6h))

Lsinoh + o-¢(@N=00)-tan(é)

f (60,6h) := —§n(00 + o

60 := 0.52¢ oh = 2.32¢

N_:= min(f (60,0h))

N = 11.477




3) Pourunevaleurde f = 25°:

r(60,6h) =

sin(6h - 60) sin(eh + B)

_ _ _ [(0N=00)-taN(8) 4o+ ) — sin(60 + a)
sin(6h + ) sin(6h + a)-sin(p — o)

H(00,6h) = _SnB) [ gncon + a)-e©@=00®) _gna0. o |r(60.0n)

sin(p - a)

£1(00,0h) = 1 [ (3tan(¢)-cos(oh) + sin(ehy)e> N =001(&) _ (3 a4y cos(00) + sin(60))
3(1+ oten(@)?)
f2(60,6h) := E- -(Z-COS(QO) - —-cos(oc)\-sin(90+ o)
77 6 1(00,0h) r(00,0h) )
_ 1 (6h-00)-tan(¢) [ oo < . ~ . (6h—-00)-tan()|
£3(00,6h) := 5 e (sm(eh 00) £(60.0h) sin(6h + 0()) [cos(@O) (60.0h) cos(a) + cos(bh) e

2
£4(60,0h) = (H(eo,eh)) _Sin(@ = B1) |:cos(90) -(

j 1 H(60,6h)
: , s(o) | -
r(60,6h) 2-sin(B)-sin(pl)

———2 (cot(B1) + cot(B))}

-CO!
r (00, 6h) 3 r(00,6h)

sin(p1) | el2 (ON-00)-tan(@)] _ ]

2.sin(Bl — «)-tan(d)-(FL(00,6h) — F2(60,6h) — f3(60,6h) — F4(60,6h))

Lsinoh + o-¢(@N=00)-tan(é)

f (60,6h) := —§n(00 + o

60 := 0.43¢ oh = 2.26¢

N_:= min(f (60,0h))

N =10.055




4) Pour unevaleurde §f = 30°:

r(60,6h) =

sin(6h - 60) sin(eh + B)

_ _ _ [(0N=00)-taN(8) 4o+ ) — sin(60 + a)
sin(6h + ) sin(6h + a)-sin(p — o)

H(00,6h) = _SnB) [ gncon + a)-e©@=00®) _gna0. o |r(60.0n)

sin(p - a)

£1(00,0h) = 1 [ (3tan(¢)-cos(oh) + sin(ehy)e> N =001(&) _ (3 a4y cos(00) + sin(60))
3(1+ oten(@)?)
f2(60,6h) := E- -(Z-COS(QO) - —-cos(oc)\-sin(90+ o)
77 6 1(00,0h) r(00,0h) )
_ 1 (6h-00)-tan(¢) [ oo < . ~ . (6h—-00)-tan()|
£3(00,6h) := 5 e (sm(eh 00) £(60.0h) sin(6h + 0()) [cos(@O) (60.0h) cos(a) + cos(bh) e

2
£4(60,0h) = (H(eo,eh)) _Sin(@ = B1) |:cos(90) -(

j 1 H(60,6h)
: , s(o) | -
r(60,6h) 2-sin(B)-sin(pl)

———2 (cot(B1) + cot(B))}

-CO!
r (00, 6h) 3 r(00,6h)

sin(p1) | el2 (ON-00)-tan(@)] _ ]

2.sin(Bl — «)-tan(d)-(FL(00,6h) — F2(60,6h) — f3(60,6h) — F4(60,6h))

Lsinoh + o-¢(@N=00)-tan(é)

f (60,6h) := —§n(00 + o

60 := 0.41¢ oh = 2.12¢

N_:= min(f (60,0h))

N =9.152




5) Pour unevaleurde f = 35°:

T T
a:=C =— = =1 1:=
¢ 36 b 5143 ™ b 5.14¢
L
r(60,6h) := — ; =
sin(6h — 60) sin(6h + B)

[e(eh—eo)-tan(d)),sm(eh +a) —sin(B0+ a)

sndh + ) sin(6h + a)-sin(B — o)

H(00,6h) = _SnB) [ gncon + a)-e©@=00®) _gna0. o |r(60.0n)

sin(p - a)

£1(00,0h) = 1 [ (3tan(¢)-cos(oh) + sin(ehy)e> N =001(&) _ (3 a4y cos(00) + sin(60))
3(1+ oten(@)?)
f2(60,6h) := E- -(Z-COS(QO) - —-cos(oc)\-sin(90+ o)
77 6 1(00,0h) r(00,0h) )
_ 1 (6h-00)-tan(¢) [ oo < . ~ . (6h—-00)-tan()|
£3(00,6h) := 5 e (sm(eh 00) £(60.0h) sin(6h + 0()) [cos(@O) (60.0h) cos(a) + cos(bh) e

2
£4(60,0h) = (H(eo,eh)) _Sin(@ = B1) |:cos(90) -(

j 1 H(60,6h)
: , s(o) | -
r(60,6h) 2-sin(B)-sin(pl)

———2 (cot(B1) + cot(B))}

-CO!
r (00, 6h) 3 r(00,6h)

sin(p1) | el2 (ON-00)-tan(@)] _ ]

2.sin(Bl — «)-tan(d)-(FL(00,6h) — F2(60,6h) — f3(60,6h) — F4(60,6h))

Lsinoh + o-¢(@N=00)-tan(é)

f (60,6h) := —§n(00 + o

60 := 0.40¢ 6h = 1.95¢

N_:= min(f (60,0h))

N =8.423




6) Pourunevaleurde f = 40°:

T T
=C =— =— =1 1:=—
* ¢ 36 b 45 - b 45
r(60,6h) = — - L —
sin(6h — 60) B sin(6h + B)

[e(eh—eo)-tan(d)),sm(eh +a) —sin(B0+ a)

sndh + ) sin(6h + a)-sin(B — o)

H(00,6h) = _SnB) [ gncon + a)-e©@=00®) _gna0. o |r(60.0n)

sin(p - a)

£1(00,0h) = 1 [ (3tan(¢)-cos(oh) + sin(ehy)e> N =001(&) _ (3 a4y cos(00) + sin(60))
3(1+ oten(@)?)
f2(60,6h) := E- -(Z-COS(QO) - —-cos(oc)\-sin(90+ o)
77 6 1(00,0h) r(00,0h) )
_ 1 (6h-00)-tan(¢) [ oo < . ~ . (6h—-00)-tan()|
£3(00,6h) := 5 e (sm(eh 00) £(60.0h) sin(6h + 0()) [cos(@O) (60.0h) cos(a) + cos(bh) e

2
£4(60,0h) = (H(eo,eh)) _Sin(@ = B1) |:cos(90) -(

j 1 H(60,6h)
: , s(o) | -
r(60,6h) 2-sin(B)-sin(pl)

———2 (cot(B1) + cot(B))}

-CO!
r (00, 6h) 3 r(00,6h)

sin(p1) | el2 (ON-00)-tan(@)] _ ]

2.sin(Bl — «)-tan(d)-(FL(00,6h) — F2(60,6h) — f3(60,6h) — F4(60,6h))

Lsinoh + o-¢(@N=00)-tan(é)

f (60,6h) := —§n(00 + o

60 := 0.40¢ 6h = 1.88¢

N_:= min(f (60,0h))

N =7.842




7) Pourunevaleurde f = 45°:

r(60,6h) =

sin(6h - 60) sin(eh + B)

_ _ _ [(0N=00)-taN(8) 4o+ ) — sin(60 + a)
sin(6h + ) sin(6h + a)-sin(p — o)

H(00,6h) = _SnB) [ gncon + a)-e©@=00®) _gna0. o |r(60.0n)

sin(p - a)

£1(00,0h) = 1 [ (3tan(¢)-cos(oh) + sin(ehy)e> N =001(&) _ (3 a4y cos(00) + sin(60))
3(1+ oten(@)?)
f2(60,6h) := E- -(Z-COS(QO) - —-cos(oc)\-sin(90+ o)
77 6 1(00,0h) r(00,0h) )
_ 1 (6h-00)-tan(¢) [ oo < . ~ . (6h—-00)-tan()|
£3(00,6h) := 5 e (sm(eh 00) £(60.0h) sin(6h + 0()) [cos(@O) (60.0h) cos(a) + cos(bh) e

2
£4(60,0h) = (H(eo,eh)) _Sin(@ = B1) |:cos(90) -(

j 1 H(60,6h)
: , s(o) | -
r(60,6h) 2-sin(B)-sin(pl)

———2 (cot(B1) + cot(B))}

-CO!
r (00, 6h) 3 r(00,6h)

sin(p1) | 2 (ON—00)tan(@)] _ |-

_ (6h-00)-tan(¢)
2.sin(Bl — o)-tan(¢)-(F1(60,6h) — f2(00,6h) — £3(60,6h) — f4(60,6h))

-[sjn(eh + 0)-e

f (60,6h) := —§in(00 + of

60 := 0.40¢ 6h = 1.81¢

N_:= min(f (60,0h))

N =7.36




8) Pour unevaleurde f = 50°:

r(60,6h) =

sin(6h - 60) sin(eh + B)

_ _ _ [(0N=00)-taN(8) 4o+ ) — sin(60 + a)
sin(6h + ) sin(6h + a)-sin(p — o)

H(00,6h) = _SnB) [ gncon + a)-e©@=00®) _gna0. o |r(60.0n)

sin(p - a)

£1(00,0h) = 1 [ (3tan(¢)-cos(oh) + sin(ehy)e> N =001(&) _ (3 a4y cos(00) + sin(60))
3(1+ oten(@)?)
f2(60,6h) := E- -(Z-COS(QO) - —-cos(oc)\-sin(90+ o)
77 6 1(00,0h) r(00,0h) )
_ 1 (6h-00)-tan(¢) [ oo < . ~ . (6h—-00)-tan()|
£3(00,6h) := 5 e (sm(eh 00) £(60.0h) sin(6h + 0()) [cos(@O) (60.0h) cos(a) + cos(bh) e

2
£4(60,0h) = (H(eo,eh)) _Sin(@ = B1) |:cos(90) -(

j 1 H(60,6h)
: , s(o) | -
r(60,6h) 2-sin(B)-sin(pl)

———2 (cot(B1) + cot(B))}

-CO!
r (00, 6h) 3 r(00,6h)

sin(p1) | el2 (ON-00)-tan(@)] _ ]

2.sin(Bl — «)-tan(d)-(FL(00,6h) — F2(60,6h) — f3(60,6h) — F4(60,6h))

Lsinoh + o-¢(@N=00)-tan(é)

f (60,6h) := —§n(00 + o

60 := 0.40¢ oh = 1.74¢

N_:= min(f (60,0h))

N = 6.936




Facteur de sécurité d'un mécanisme de rupture sous forme de
cercle pour un talus inclin€é passant a travers le pied d’un talus

suivant Mathcad

1) Pourunevaleurde f = 30°:

i
o:=C =—
¢ 9
Giver

f1= §~(sin(eh) — sin(60))

f2= }-L-(ZCOS(GO) - L-cos(oc)\-sin(60+ o)
6r r )

f3= —1-(sin(eh —-00) - L~sin(€)h + a)\-(cos(OO) - L-cos(oc)\
6 r ) r )
sin(B) . .
f = . oh - 60
an(p a)-[\/m_ (sin(6h + o) —sin(60 + o))
sin(B) . . | [n j
-(sin(6h + a) —sin(60+ o)) | = O solve,6h,60 — E 0

d
dGhLin(B — o) [\(f1 =2 —3)] ]

d o[ sin(B) (sin(0h + ) — sin(00+ a)) | = 0 solve,0h,00 > (o %j

400 sin(p - o) V(L -2 - 13) |

N a

00:=C 6h

N_:= min(f (80,0h))

N = 1836




2) Pourunevaleurde ff = 45°:

o:=C o = B = L:=4¢ r:=81

N
2
E

r

9
Giver

f1= é-(sin(eh) - sin(60))

f2 = _(13.5(2.(;03(60) - Lcos(q))'sin(eo + o)
r r

f3=

olk

-(sin(eh - 00) - L~51in(9h + a))-(cos(GO) - E-cos(oc)j
r r

sin(B) —-(sin(6h + a) — sin(60 + a))

sin(B — o) [y/(fL =12 — 13)_

f =

d—[ Sn(p) .(sin(6h + o) — sin(00+ a)) | = 0 solve,0h,00 — (1 oj
doh| sin(B — a) [\[(F1 =2 - 13)| 2
d_o[ sin(p) (sin(6h + &) — sin(00+ oc)):| - 0solve,6h.00 — (o Ej
400 sin(B — o) [\[(f1 — 12 — 13) 2

00 :=C oh =~
2

N := min(f (60,6h))

N =1.804




3) Pourunevaleurde f = 60°:

o:=C o =

B = L=6J1r:=81

r r
9 3
Giver

fl= é-(sin(eh) —sin(60))
f2= —é-£~(2~cos(60) - L~cos(on))'sin(60 + o)
r r

f3=

olk

-(sin(eh - 00) - L~51in(9h + a))-(cos(GO) - E-cos(oc)j
r r

sin(B) —-(sin(6h + a) — sin(60 + a))

sin(B — o) [y/(fL =12 — 13)_

f =

d [ sin(p)
doh| sin(B — a) [\[(F1 =2 - 13)|

(sin(6h + o) — sin(00 + a))} - O solve,0h,00 — (% oj

d_o[ sin(p) .(sin(6h + &) — sin(80 + oc))} T Olve. 000 = (0 %}

400 sin(B — o) [\[(f1 — 12 — 13)

00 :=C oh =~
2

N := min(f (60,6h))

N =1.759




4) Pour unevaleurde f = 75°:

o:=C o =
Giver

fl= é-(sin(eh) —sin(60))
f2= %3-5(2003(60) - L~cos(on))'sin(60 + o)
r r

f3=

olk

-(sin(eh - 00) - L~51in(9h + a))-(cos(GO) - E-cos(oc)j
r r

sin(B) —-(sin(6h + a) — sin(60 + a))

sin(B — o) [y/(fL =12 — 13)_

f =

d [ sin(p)
doh| sin(B — a)[\(F1 =2 - 13)|

(sin(h + o)) — sin(00 + a))} = 0 solve,0h,00 — (1.57079632679489661920)

d—o[ Sn(p) .(Sin(6h + o) — sin(00 + (x)):| - Osolve,6h,00 —> (O 1.570796326794896619

400 sin(B — o) [\/(f1 — 12 — 13)]

00:=C 0h := 1.57

N_:= min(f (80,0h))

N =1.759




5) Pour unevaleurde f = 90°:

a:=C ¢ = B = % Li=72 r:=81

r
9
Giver

fl= é-(sin(eh) —sin(60))
f2= —é-£~(2~cos(60) - L~cos(on))'sin(60 + o)
r r

f3=

olk

-(sin(eh - 00) - L~51in(9h + a))-(cos(GO) - E-cos(oc)j
r r

sin(B) —-(sin(6h + a) — sin(60 + a))

sin(B — o) [y/(fL =12 — 13)_

f =

d—[ Sn(p) .(sin(6h + o) — sin(00+ a)) | = 0 solve,0h,00 — (1 oj
doh| sin(B — a) [\[(F1 =2 - 13)| 2
d_o[ sin(p) (sin(6h + &) — sin(00+ oc)):| - 0solve,6h.00 — (o Ej
400 sin(B — o) [\[(f1 — 12 — 13) 2

00 :=C oh =~
2

N := min(f (60,6h))

N =1.735
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STABILITE DES TALUS PAR L’ANALYSE LIMITE

Résumé :

Lastabilité destalus a toujours été d’un tres grand intérét dans la géotechnique. Il
existe plusieurs méthodes de calcul. Parmi les méthodes préconisées, ce document a
pour objet de présenter la méthode de I’analyse limite.

Cette méthode se base sur les théoremes plastiques limites de DRUCKER et Al (1952)
qui sont utilisés pour obtenir des supérieures de la charge de rupture dans les
problémes de stabilité.

Cequi différentie cette méthode des autres est que, peu importe lacomplexité de la
géométrie d’un probléme ou les conditions de chargement, il est toujours possible
d’obtenir une valeur réaliste des charges de ruptures.

Dans la premiére partie, nous présentons, brievement, quelques généralités sur la
plasticité des sols ainsi que les différentes méthodes de calcul de la stabilité des talus.
La présentation de la méthode de I’analyse limite sera en dernier. Nous exposons les
objectifs et méthodes de ce travail.

La seconde partie, aura pour but I’application de cette méthode aux différents types de
talus (inclinés ou non, homogeéenes ou non) allant du simple au complexe puis nous
changerons la surface de ruptures du log-spiral au cercle.

Dans la troisieme partie, nous discuterons les résultats obtenus et nous les
comparerons les uns aux autres.

Finalement, et en derniere partie, des annexes seront joint a ce document pour plus
d’information.

Mots clés: Stabilité des talus. Anayse limite. Bornes supérieures. Mécanisme de
rupture log-spiral.




STABILITY OF SLOPE BY THE LIMIT ANALYSIS

Summary

Slope stability has always been a great interest in geotechnical engineering. There are
severa methods of calculation. Among the recommended methods, this document isto
present the method of limit analysis.

This method is based on plastic limit theorems of Drucker et al (1952) that are used to
obtain higher tensile strength in stability problems.

What differentiates this method from others is that no matter the complexity of the
geometry of aproblem or loading conditions, it is always possible to obtain arealistic
value of the breaking load.

In the first part, we present, briefly, some background on the plasticity of soil and
different methods of calculating slope stability. The presentation of the method of
limit analysis will be the last. The goals and methods of thiswork are given here.

In the second part, we will see the application of this method to different types of
slope (inclined or not, homogeneous or not) from the simple to the complex and then
we will change the surface of rupture from the log-spiral to the circle.

In the third part, we discuss the results and compare them to each others.

Finally, in the last parts, the annexes are attached to this document for more
information.

Keywords. Slope stability. Limit analysis. Upper bound. Log-Spiral Failure
mechanism.
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