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Résumé

Dans cette thése, nous avons étudié la solvabilité et les contréles optimaux d'une classe
d'inclusions d'évolution avec retard fractionnel non linéaire de Hilfer, dans les espaces de
Banach. Nous avons présenté les principaux outils et concepts pour établir I'existence de
paires optimales d'états et de contrdles, pour minimiser un co(t fonctionnel parmi toute la
paire de controle d'état admissible du probléme de Lagrange considéré.

En outre, nous avons étudié la contrélabilité approchée d'une classe d'inclusions
différentielles fractionnaires de Hilfer avec des conditions non locales, nous avons traité le
type de Sobolev, ol nous avons donné des conditions suffisantes appropriées, pour que
notre systeme puisse étre approximativement contrélable.

De plus, nous avons introduit un nouvel outil appelé famille de résolvantes alpha-Sobolev,
pour formuler de nouveaux opérateurs, nécessaires a la représentation de la solution de
guelgues équations différentielles quasi-linéaires a retard fractionnaire avec des conditions
non locales et impulsives de type Sobolev. Notre travail est cl6turé avec des exemples
illustratifs, pour expliquer les significations théoriques pour de nombreuses applications
dans plusieurs domaines de notre vie quotidienne.

Enfin, nous avons terminé par une conclusion qui résume nos contributions scientifiques
dans cette thése, ainsi que, quelques problémes ouverts possibles a étudier a I'avenir
comme de nouvelles directions.

Mots clés: calcul factionnaire, théorie du semigroups, dérivée fractionnaire au sens de
Hilfer, dérivées fractionnaire au sens de Caputo...



Abstract

We have focused within this Thesis on some new problems involving fractional differential
equations and inclusions which are applied in real life. In particular, we firstly started to
review some essential facts from fractional calculus, abstract differential equations, multi-
valued analysis, fixed point techniques and control theory that are used to obtain our main
results.

Then, we studied the solvability and optimal controls of a class of impulsive nonlinear Hilfer
fractional delay evolution inclusions in Banach spaces, we presented the main tools and
concepts to guarantee the existence of optimal pairs which are both state and control
functions, where the purpose is to minimize a cost functional among all the admissible state
control pair of the considered Lagrange problem.

Moreover, we have investigated the approximate controllability of a different class of Hilfer
fractional differential inclusions with nonlocal conditions, we included the Sobolev type and
constructed an appropriate sufficient conditions set so that we ensured that our system can
be approximately controllable.

Furthermore, we introduced a new tool called alpha-Sobolev resolvent family that was
qualified to formulate new characteristic operators needed for the solution representation
of somefractionaldelayquasilinearintegro-differentialequationswithnonlocal and impulsive
conditions of Sobolev type. Our work has been associated with illustrative examples to
explain the theoretical meanings and indications for many possible applications in several
fields in our daily life.

Finally, we ended by a conclusion that summarized our strict scientific novelties and
contributions of this thesis, as well as, some possible open problems to be investigated in
future as new directions.

Key words: fractional calculus, semigroups theory, hilfer fractional derivative, Caputo
fractional derivatve...
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Introduction

Le concept d’ordre d’intégration non-entier peut étre retracé a la genése
du calcul différentiel lui-méme, pendant trois siécles la théorie des dérivés
fractionnaires s’est développée principalement comme un champ théorique
pur de mathématiques utile seulement pour des mathématiciens. Le philo-
sophe et créateur du calcul moderne G.W. Leibniz a fait quelques remarques
sur la signification et la possibilité de la dérivée fractionnaire de 'ordre a la
fin du 17éme siecle.

Cependant une enquéte rigoureuse a d’abord été menée par Liouville dans
une série d’articles ou il a défini le premier paria d’un opérateur d’intégra-
tion fractionnaire. Des recherches ultérieures et des développements ultérieurs
entre autres Riemann conduisirent & la construction de l'opérateur intégral
fractionnaire Riemann-Liouville, basé sur l'intégrale, qui a été depuis lors
une pierre angulaire précieuse dans le calcul fractionnaire. Avant Liouville et
Riemann, Euler a fait le premier pas dans I’étude de I'intégration fraction-
naire lorsqu’il a étudié le cas simple des intégrales fractionnaires de mono-
meéres d’ordre réel arbitraire dans le mode heuristique de 1’époque ; on a dit

qu’il 'avait conduit & construire la fonction gamma pour les puissances frac-
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tionnaires de la factorielle. Abel, Letnikov, Wayl, Hadamard, Griinwald et
beaucoup d’autres bien connus dans ce domaine du passé et du présent. Une
premiére tentative de Liouville a été plus tard purifiée par le mathématicien
suédois Holmgren, qui a fait d’importantes contributions a 1’étude croissante
du calcul fractionnaire. Mais c¢’est Riemann qui I’a reconstitué pour 'adapter
a I’équation intégrale d’Abel, et I’a donc rendu beaucoup plus utile.

Au cours des derniéres décennies, de nombreux auteurs ont souligné que
les dérivés et intégrales d’ordre non entier sont trés appropriés pour la des-
cription des propriétés de divers matériaux réels, par ex. des polymeéres. Il a
été démontré que les nouveaux modeéles d’ordre fractionnaire sont plus adé-
quats que les modeéles d’ordre entier précédemment utilisés. Considération
physique fondamentale en faveur de l'utilisation de modéles basés sur des
dérivées d’ordre non entier.

Les dérivés fractionnaires fournissent un excellent instrument pour la
description de la mémoire et des propriétés héréditaires de divers matériaux
et processus. C’est 'avantage principal des dérivés fractionnaires par rapport
aux modéles d’ordre entier classiques, dans lesquels de tels effets sont en fait
négligés. Les avantages des dérivés fractionnaires deviennent apparents dans
la modélisation des propriétés mécaniques et électriques des matériaux réels.

Ces derniéres années, un intérét considérable a été démontré dans le calcul
dit fractionnaire, ce qui nous permet de considérer 'intégration et la diffé-
renciation de n’importe quel ordre, pas nécessairement entier. Dans une large
mesure, cela est dii aux applications du calcul fractionnaire & des problémes
dans différents domaines de la physique et de I'ingénierie.

Le calcul fractionnaire peut étre considéré comme un sujet ancien et pour-
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tant nouveau. Partant de quelques spéculations de Leibniz et d’Euler, sui-
vies par les travaux d’autres mathématiciens éminents, dont Laplace, Fourier,
Abel, Liouville et Riemann, il a connu un développement rapide en particu-
lier au cours des deux derniéres décennies. L’'une des branches émergentes de
cette étude est la théorie des équations d’évolution fractionnaire, c’est-a-dire
des équations d’évolution o la dérivée entiére par rapport au temps est rem-
placée par une dérivée d’ordre fractionnaire. L’intérét croissant pour cette
classe d’équations est motivé a la fois par leur application & des problémes
de viscoélasticité, de conduction thermique dans les matériaux a mémoire,
d’électrodynamique avec mémoire, et aussi parce qu’ils peuvent étre utilisés
pour approcher des lois de conservation non linéaires.

Il existe aujourd’hui de nombreuses formes d’opérateurs intégraux frac-
tionnaires, allant des types a différences divisées aux types a somme infinie,
mais 'opérateur de Riemann-Liouville est toujours le plus fréquemment uti-
lisé lors de l'intégration fractionnaire. Dans la modélisation mathématique
des diffusions dépendantes de la fréquence non carrées, également connues
sous le nom de diffusions anomales, il est souhaitable d’avoir une transfor-
mée de Fourier réelle positive pour la dérivée temporelle d'un ordre entier
fractionnaire ou impair. La transformée de Fourier de la dérivée fractionnaire
temporelle dans les sens de Riemann-Liouville et de Caputo implique cepen-
dant une fonction de puissance complexe de 'ordre fractionnaire. Cette thése
se compose de quatre chapitres :

Le premier chapitre est un rappel de quelques notions de base : calcul frac-
tionnaire, les techniques du point fixe, la théorie du semigroups, ... .

Le deuxiéme chapitre on a étudié la solvabilité et le controle optimal des



A. HARRAT UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

inclusions d’évolution fractionnaires impulsives au sens de Hilfer avec retard
et sous-différentiel de Clarke ot on a utilisé une version du théoreme de
Sadoviski pour montrer les résultats principales.

Dans la troisiéme chapitre, nous étudions la controlabilité approchée des
inclusions différentielles fractionnaires de Hilfer de type Sobolev avec des
conditions non locales. Les principales techniques reposent sur le théoréme
du point fixe combinée avec la théorie du semigroupe, le calcul fractionnaire
et a ’analyse multivaluée.

Et dans le dernier on introduit un nouvel outil qui s’appelle la famille
résolvante alpha-sobolev pour établir 1’éxistance et l'unicité des solutions
d’une classe d’équations intégro-différentielle quasilinéaire avec retard d’ordre
fractionnaire avec des condition nonlocales et impulsives. On utilise le calcul
fractionnaire, la famille résolvante et le théoréme du point fixe de Banach

pour les résultats principaux.



CHAPITRE 1

OUTILS FONCTIONNELS

Le but de ce chapitre et de rappeler quelques notions de base que nous
allons utiliser dans les chapitres suivants tels que : les espaces de bases,
calcul fractionnaire, la théorie du controle, semigroupe,...(et d’autre outils

fonctoionnels)

1.1 Notions générales
Espace des fonctions intégrables L?

Soit €2 C R un intervale fini ou infini de R et 1 < p < 400.

1. Si 1 < p < 400 on définit

LP(Q2) = {f : Q — R mesurable tel que/ |f(t)[Pdt  soit ﬁni}
0

P
On muni cet espace vectoriel de la norme || f||, = [ / |f (t)|pdt1 qui le rend
Q

complet

2. Si p = 00, on définit

L=(Q) = {f : Q — R mesurable, 3M >0 t.q |[f(t)] <M p.p.sur Q}
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C’est un espace vectoriel complet pour la norme
[fllee = Inf{M >0,[f(t)] <M pp.sur }
1 1
Inégalité de Holder Si f € LP(Q), g € LI(Q), — + - =1 alors fg € L'(Q)
p q

et / 1l < 1£1lgll,

Espace des fonctions continues et absolument continues

Soit © un intervale de R et k£ € N. On note par C(2) 'espace des fonctions
continue dans R, et on définit les espaces C*(£2) comme suit :

Pour k=0on a:
o) =C(Q) ={f: Q=R continuel},
Pour k > 1,k € N on définit :
Q) = {f @, ec@)],
C¥(2) = () Cu(©),

£>0
muni de la norme :
k

k
= (n) = (n) =1,2, ...
1f llex @) Zl 17" e . max[f(t)], k= 1,2,
Espaces des fonctions absolument continues
Soit Q = [a,b](—00 < a < b < o0) un intervalle de R. On désigne par
AC*([a, b]) I'espace des fonctions primitives des fonctions intégrables, c’est a

dire :
ACH(a,t) = {#/26 € Lila.t): f@) = c+ [ (0t}

8



A. HARRAT UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

On notera AC!(Q2) par AC(Q) et on I'appelle espace des fonctions absolument
continues sur [a, b].

Pour k € N, k > 2, on désigne par AC*([a,b]) 'espace des fonctions f ayant
des dérivées continues jusqu’a l'ordre (n — 1) sur [a, b] telles que f(n — 1) €

AC([a,b]) c’est a dire :
ACK([a,0])) = {f : 2= C(Q) et f*D e AC([a,b])}

Une fonction f € AC*[a, b], si et seulement si elle s’écrit sous la forme :

f(t):ﬁ/a (=) 0+ S e —ay, vie

Pour plus de détails voir [?].

Espaces des fonctions continues avec poids C.,([a, b])

Soit = [a,b] un intervalle fermé borné et v € C(0 < R(y) < 1). On
désigne par C,([a,b]) 'espace des fonctions f définies sur |a, b] telles que la

fonction (¢t — a)? f(x) € C([a,b]) c’est & dire :
Cy([a,b]) = [ [a, 0] = C: (. = a) f(.) € C([a, b])

muni de la norme :
[ flle, = It —a)" flle

L’espace C,([a,b]) est appelé I'espace des fonctions continues avec poids. En

particulier, Cy([a, b]) = C([a, b]). Pour plus de détails voir [57].

Eléments sur la transformée de Laplace
Rappelons quelques outils de base de la transformée de Laplace.

9
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Définition 1.1.1 Soit f € L'(0,00)La fonction F(s) de la variable compleze
s définie par
P(s) = L{fess} = [ e fe (L)
0
est appelée la transformée de Laplace de la fonction f(t), qui se nomme [’ori-

ginale de F'.

Une condition suffisante pour l'existence de l'intégrale (|1.1]) est que la fonc-
tion f(t) doit étre d’ordre exponentiel «, ce qui veut dire qu’il existe deux

constantes positives M et « telles que

e ™ f(t)| < M pour tout t>T.
ouT € RY
On notera les transformées de Laplace par des lettres majuscules et les
originiales par des lettres miniscules.
L’originale f(t) peut étre reconsituée a partir de la transformée de La-

place F(s) a l'aide de la transformée de Laplace inverse
etico
f(t) =L YHF(s);t} = e F(s)ds, ¢ =R(s) > ¢, (1.2)
ou ¢ réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de l'inté-
grale de Laplace ([1.1).
Le calcul direct de la transformée de Laplace inverse en utilisant la formule
est "souvent compliqué” ; cependant, parfois elle donne une information

utile sur le comportement de I'inconnue originale f(¢) qu’on cherche.

La transformée de Laplace de la convolution
t t
fO=9) = [ 1t~ ngyir= [ frge-nar  (13)
0 0

10
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de deux fonctions f(t) et g(t), qui sont égale & zéro pour ¢t < 0, est égale au

produit de leurs transformées de Laplace :

L{f(t) x g(t); s} = F(s)G(s) (14)

sous I’hypothése que F(s) et G(s) existent. On utilisera la propriété pour
calculer la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville.

Une autre propriété utile dont on aura besoin est la formule de la transfor-

mée de Laplace de la dérivée fractionnaire d’un ordre entier n de la fonction

f@)

L{FO0)is} =" F(s) = Y f0(0)
e (1.5)

n—1
—5"F(s) = 3 55 fhD 0),
k=0

qui peut étre obtenue de la définition (|1.1)) par intégration par parties sous

I’hypotheése que les intégrales correspondantes existent.

1.2 Calcul fractionnaire

1.2.1 Fonctions spéciales

Les fonctions d’Euler

— La fonction Gamma
L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction
Gamma Euler I'(z). La fonction de Gamma I'(z) est définie par 'inté-

grale suivante

['(z) = /000 e~ dt, (1.6)

11
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avec I'(1) = 1, I'(04) = 400, I'(2) est une fonction monotone et stric-
tement décroissante pour 0 < z < 1. Une propriété importante de la

fonction de Gamma I'(z) est la relation de récurrence suivante
['(z+1) =zI'(2)
qu’on peut démontrée par une intégration par parties
oo [e.9]
(z+1) = / e "dt = [—e '] + z/ e '* 7t = 2I'(2).
0 0

La fonction de Gamma Euler généralise la factorielle car I'(n+1) = n!,

Vn € N*

— La fonction Béta La fonction Béta est définie par :

B(p,q) = /0 =11 — )7 'dt, Re(p) >0, Re(q) > 0. (1.7)

Liens entre la fonction Gamma et la fonction Beta

I'(p)'(q)

B(p,q) = To+q)

, Re(p) >0, Re(q) > 0. (1.8)

La fonctions de Mittag-lefler

La fonction exponentielle, e*, joue un roéle trés important dans la théorie
des équations différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction
exponentielle & un seul parameétre a été introduite par G.M. Mittag-Lefler

et désignée par la fonction suivante :
o

Eo(z) =) k7D (1.9)

k=0

12
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La fonction de Mittag-Leffler & deux paramétres joue également un role tres
important dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette fonction de Mittag-
Leffler & deux paramétres a été introduite par Argawal et elle est définie par

un développement en série suivant :

Z;FO* ot (>0, >0). (1.10)

Pour $ =1, on retrouve la relation ([1.9)) car

2: = E,(2).
kZOFak+1

A partir de la relation ((1.10)) on montre que

Ba()=Y =" 111
11(2) T(k+1) o c (L11)
k=0 k=0

La transformée de Laplace de la fonction de Mittag-LefHler & deux paramétres

peut s’écrire

] afﬁk;'
—styok+8—1 (k) « _ S .
Ae G i = s (1.12)
ou
(%
w _ d'k)
EOQB - dtk Ea”B‘

1.2.2 Intégration fractionnaire

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]. On considére I'intégrale

:/jf(t)dt
:/;dt/atf(s)ds

13
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En permutant 'ordre d’intégration,on obtient

195 - [ "o — ) f (),

Plus généralement le n’®™¢ itéré de 'opérateur I peut s’e’crire

I f () = / " day / Y / " ) da, = ﬁ / (=)™ (1)t
’ ’ ’ o (1.13)
pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation
du factoriel par la fonction Gamma : (n —1)! = I'(n), Riemann rendu compte
que le second membre de pourrait avoir un sens méme quand n prenant
une valeur non-entiére, il était naturel de définir I'intégration fractionnaire

comme suit :

Définition 1.2.1 si f € Cla, b], a € R, [intégrale

Iéi)f@) = ﬁ /:(x — ) Vft)dt  telle que a €] — oo, +oo[ (1.14)

est appelée intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre o

(qu’on va utiliser dans tout ce qui suit), et l'intégrale
b
[ f(e) = =—— / (x — )@V f(t)dt  telle que b €] — oo, 400 (1.15)
est appelelée intégrale fractionnaire a droite de Riemann-Liouville d’ordre «.

Exemples 1.2.1 Considérons la fonction f(x) = (x — a)®. Alors

olr— b= (e eV )
-0 = g [ =0 o

14
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Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x — a)7, d’ou

o _(w—a)te ! a1 B+ ta
(@ — a)® = W/o (1= r)e et = (e — o)

apres utilisation de l'intégrale eulérienne de premiére espéce (la fonction béta

d’Euler). On voit bien que c¢’est une généralisation du cas a =1 ot on a

1 —F(6+1)x—a +1—Lx—a +1
e —a) = [gy @) = (e —a)

a cause de la relation bien connue I'(z + 1) = 2I'(z).

Voici des identités qui nous serviront par la suite.

Proposition 1.2.1 Pour f € Cla, b, l'intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouwille posséde la propriété de semi-groupe
I(i) []g)f(x)] = ]ﬁﬂg) () pour a>0, >0, (1.16)

De plus on a :

LI2f@) = 157 (@) pour a0 (1.17)

Démonstration. La preuve découle directement de la définition

1 “ dt o f(s)
7@ ¢ (] — / / ds.
a+ [ a+ f(I)] F(a)F(ﬁ) . (S _ t)a—l " (t _ 8)1_6 5
Or f € Cla, b], d’aprés le théoréeme de Fubini et par le changement ¢ =

u+ s(x — u) on obtient

RS0 = iy | et 0

La deuxiéme identité se justifie par les théorémes classiques de dérivation

d’une intégrale dépendant d’'un paramétre et 1‘utilisation de 1‘équation fon-

damentale de la fonction gamma d’Euler : T''(a) = (o — 1)T'(aw — 1). B

15
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Transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville

La transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire d’ordre o« > 0 de
Riemann-Liouville définie par ((1.14)), laquelle peut s’écrire comme une convo-
lution de deux fonctions g(t) = t*~! et f(¢) :

18 £(t) = ﬁ / (t = 7 (r)dr = s () = glt) % F(0)

La transformée de Laplace de la fonction t*~1 est [A. Erdélyi (ed), Tables of
Integral Transforms, vol. 1, McGraw-Hill, New York, 1954.|

G(s) = L{t* s} =T(a)s?. (1.18)

Et donc, en utilisant la transformée de Laplace de la convolution (|1.4)), nous
obtenons la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville :
L{I§ s} = s7PF(s). (1.19)
1.2.3 Dérivées fractionnaires

Pour la dérivation fractionnaire, il y a plusieurs types de définitions, citons

les plus utilisées dans les applications :

Les dérivées fractionnaire de Griinwald-letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la
dérivation entiére d’une fonction a des ordres de dérivée arbitraires, donc
on peut exprimer la dérivée d’ordre entier p (si p est positif) et I'intégrale

répétée (—p) fois (si p est négatif) d’une fonction f par la formule suivante :

16
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n

DPf(t) = lim h_pZ(—l)k(z)f(t — kh), avec (Z

h—0
k=0

):p(p—l)...(p—k:—i—l)
k!
(1.20)

La généralisation de cette formule pour p non entier (avec 0 <n—1 < p < n)

rien de fait que :

(_1)k(i) —p(l — p) k'(k —P— 1)
~ I'(k—p)
- T(k+ DI (—p)’

nous substituons dans ([1.20))

n

D 1 —p F(k — p) .
“pri(t) = ]lllg(l]h kgzo T+ 1)F(—p)f(t kh) (1.21)
Remplacons p par —p
1 apx~ Lk +p) B
“DPF(t) = }lLli%h, ,?0 —F(k: n 1)F(p)f(t kh). (1.22)

Si f est de classe C™, alors en utilisant l'intégration par parties on obtient :

GD pf nzlf )k+p + 1 /t<t—7')n+p_1f(n)(7')d7'
—~ Fk+p+1) I(n+p) J, ’
(1.23)

aussi

n—1
G np fk) )k b 1 ! _ \n—p—1 p(n)
DPf(t) ;.; T p+ 5 +F(n—p)/a(t )PP (7 dr. (1.24)

Ezxemples :

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov :

17
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En générale la dérivée d’une fonction constante au sens de Griinwald-
Letnikov n’est pas nulle ni constante.

Si f(t) = c et p non entier positif on a :

f®t)=0pour k=1,2,....n

D) :ﬁ@ —a)
f(’f )(t —a)kP
Z k p+1)
+ ﬁ/ (t — )" PO (1) dr
Y

2. La dérivée de f(t) = (t —a)* au sens de Griinwald-Lenikov.

Soit p non entier et 0 <n —1<p <naveca >n—1alorson a :
f®(a)=0pour k=0,1,...,n—1,

et

d’ou

18
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En faisant le changement de variable 7 = a + s(t — a) on trouve :

%ﬁ:@—ayznn_SQZ?n+1%L@—7wp1@—awnm-
= Fla+1) —a)*? 1 S L e
Tt A
I'(a+1)Bla—p,a—n+1)
I'n—pl'a—n+1)
MNa+1)I'(n—pI'(a—n+1)

(t—a)*?

:Hn—MHa—n+Uﬂa—p+U@_aww
- Tla+1) (t — a)or
" Tla—n+1)

A titre d’exemple

DY = Fr(fg))‘/E B F(\f5)'

Dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a,t], alors la dérivée fractionnaire
d’ordre p (avec n — 1 < p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie

par :

1 d [
Lpr, = ——/ t—7)" P f(1)d
at F(n . p> dtn . ( T) f(T) T

d" n—p
= ()

(1.25)

Remarque 1.2.1 Si f est de classe C™, alors en faisant des intégrations par

parties et des dérivations répétées on obtient

D f CL t_a)kip 1 ! n—p—1 g(n
LDPf(t) Z e +r<n_p>/a<t—” 0 (r)d
S Do

19
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Dans ce cas l'approche de Grimwald-Letnikov et Approche de Riemann-Liouville

sont équivalentes.

Exemples 1.2.2 :
1. La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de
Riemann-Liouville

En général la dérivée non entiere d’une fonction constante au sens de

Riemann-Liouville n’est pas nulle ni constante, mais on a :

_c
(1 —p)

2. La dérivée de f(t) = (t —a)® au sens de Riemann-Liouville

Lpr.C = (t—a)™®
Soit p non entier et 0 <n—1<p<n eta>—1, alors on a :

L
F(n—p) dn i T T a T.

En faisant le changement de variable T = a + s(t — a), on aura :

LDP, (1 —a)® =

1 dn t
LDP t— o t — n+a—p/ 1— n—p—1 o
(=) =g g T [ reds

Fn+a—p+1)B(n—p,a+l)

N L(n—p) =)
__Twta—pr On=pllatD) o,
F'n—plla—p+1)I'(n+a—p+1)
:M(t _ a)a—P

I'a—p+1)

A titre d’exemple

L0505 L(A5)
Dyt = T - ['(1.5)
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Propriétés générales :

1. Composition avec l’intégrale fractionnaire
L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est

un inverse gauche de 'opérateur d’intégration fractionnaire,

EDYA(IPf(1) = f(1), (1.26)
en général on a
LDPL(14(1)) = “D2 (1) (1.27)

et sip—q<0,XDPaf(t) =T7Pf(t).

En général la dérivation et I'intégration fractionnaire ne commutent pas

_ _ = t—a)r*
Lp-p(Lpe _L pa-p E D%k f —< 1.2
at (a a+f(t)> at p at F(p —k+ 1) ( 8)

avecm—1< g <m.
2. Composition avec les dérivées d’ordre entier

La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre en-

tiére) ne commutent que si : f*(a) = 0 pour tout k =0,1,2, ..., n— 1.
& (-Dr 1) = DI F D), (1.29)
mais
Ly A = f(k )(t —a)krr

Dy (o f(8) =" D f( (1.30)

3. Composition avec les dérivées fractionnaires Soit n—1 <p <n et

m—1<q < m, alors

= t—a) Pk
Lpp (Lpe =L priag( LDk f (— 1.31
a+< a+f<t)) at Z at F(p—k—i‘l)’ ( 3 )
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et
L yp L pypt+q En: L np—Fk (t— a)_q_k
Da+ = Da+ f(t) - [ Da+ f(t)]t=aF<_q —k+ 1)’

k=1

(1.32)

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire * D?, et L D! (p#q),
ne commutent que si et [LDsikf(t)]t:a = 0 pour tout k = 1,2, ..., n, et

[LDZka(t)]t:a pour tout kK =1,2, ..., m.

Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville

Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens

de Riemann- Liouville de la fonction f(t), posons
“Dh = g™(t)
ce qui entraine

olt) = DL O [ =@ =1 <p <

I'(n—
L’utilisation de la transformée de Laplace de la dérivation d’ordre entier

conduit &

LDy (B) = #6(s) ~ 3 g0 (1.33)
G(s) = s~ ™ P F(s). (1.34)

A partir de la définition de la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville,

il vient
dn—k—l

g(nfkfl)(t) _ WLDO}("*I’)JCU) — Lngkflf(t). (1.35)
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En substituant (|1.34)) et (1.35)) dans (|1.33)), nous obtenons ’expression finale
de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

n—1
L{"Dh ()} = s"F(s) = Y " "DE* f(#)]imo,, m— 1 << n. (1.36)
k=0

Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Soit p >0 avecn—1 <p<mn, (n € N*)et f une fonction telle que

La dériveé fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par

1 t — )P (D dr
p)/aos P () g

‘Dhf(t) = Tn—p)

(1.37)

n

d
=I1""P(—f(t
(1)
Propriétés générales :

1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville Soit p > 0 avec
n—1<p<mn, (n €N*), supposons que f est une fonction telle que

cDP, f(t) et “D”, f(t) existent alors

cp? Lpr A 1.38
10 = D250 = 3 P (1.33)
On déduit que si f®(a) =0 pour k =0,1,2, .....,n—1, on aura ‘DP, f(t) =

LDP,f(t).
2. Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est une fonction continue on a

CDfZJfJ =[ et [§+ CD§+f(t) =f(@t) -
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donc 'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de I'operateur

d’intégration fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

Exemples 1.2.3 :
1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo.

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle
‘DP.C =0.

2. La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Caputo. Soit p un entier

et0<n—1<p<naveca>n—1, alors on a

f(r) =
d’ot

F<a+1> ' n—p—1 — a)* "dr
F(n—p)F(a—n+1)/a<t_T) (7 —a)*r,

effectuant le changement de variable T = a + s(t — a) on obtient

°DP (t —a)* =

['(a+1)
Fn—plla—n+1
F(Oé + 1) a—p ! n—p—1_a—n
" T'(n—pIl(a—n+1) (t=a) /a (1=s) st ds
_ Tla+1)B(n—p,a—n+1)
 I'(n—pI'(a—n+1)
Fa+1)I'(n—pI'(a—n+1)

‘D (t—a)* = ) / (t —7)" P (1 —a)* "dr

(t—a)* P

TT—pTla—n+ )l (a—p+1) (t=a)™*
T(a—p+1)
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Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo se donne

par la formule :

L{Dg, f(t)} = sPF(s) — Zspk ldd{fg)t—0+ —l<a<n. (1.40)
k=0

Dérivées fractionnaire au sens de Hilfer

La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer d’ordre 0 < a < 1 et de type

B € 10, 1] de la fonction h : [a, +00) € R est défini par :
D3Ph(t) = [157 D (1570 )] @) (1.41)

Relation avec les dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville et de
Caputo

—sionpose f=0,0< a<1eta=0,dans La formule de dérivée

fractionnaire au sens de Hilfer on obtient la dérivée fractionnaire

classique au sens de Riemann-Liouville :

(0% d « e}
DEPh(t) = algi 'n(t) = TDg h(t)

—sionpose f=1,0< a < 1and a =0, dans La formule de dérivée
fractionnaire au sens de Hilfer ((1.41)) on obtient la dérivée fractionnaire

classique au sens de Caputo :

L1ty = <Dg. h(t)

DO () = 147 yr

La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer peut considérer comme une inter-

polateur entre la dérivée de Riemann- Liouville et de Caputo .

25



A. HARRAT UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

1.3 Principe du point fixe

Les théorémes de point fixe consistent & transformer un probléme donné
en un probléme du type x = ¢(z), ainsi ils fournissent des conditions gé-

néralement santes pour lesquelles 'équation © = ¢(x) admet une solution.

Définition 1.3.1 Soient (X; ||.||) un espace vectoriel normé et (x,) une suite

de X. On dit que (z,) est une suite de Cauchy si
Ve >0, AN >0, Yn > N, Ym > N, ||Zpim — xa| < €

Définition 1.3.2 On dit que X est comlpet pour la norme ||.|| si toute suite
de Cauchy dans X est convergente. Un tel espace est aussi appelé espace de

Banach.

Définition 1.3.3 Soit X un espace normé. Un sous-ensemble 2 C X est

dit borné s’il existe M > 0 telle que pour tout x € Q on a :
||| < M.

Définition 1.3.4 On dit que 2 est une partie compacte de X si de toute
suite de points de §2 on peut extraire une sous-suite qui converge vers un

élément de ).

Définition 1.3.5 Une partie Q) de X est dite relativement compacte si son

adhérence est compact.

Définition 1.3.6 Soit Q2 un sous ensemble de X = C(J, E). Q est équicon-
tinue si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que :

[t —t2| <0 = |p(t1) — ¢(t1)| <€, pour tout ty, to € J et ¢ €
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Définition 1.3.7 Soit (X; |.||) un espace vectoriel normé. Une application
¢ de X dans X est dite contractante s’il existe un nombre positive k €] 0,1

[, tel que pour tout x, y € X, ona :

lo(z) = W)l < & llz = yll.

Définition 1.3.8 Soient X un espace vectoriel normé, de norme |.|| et ¢
une application d’un ensemble X dans lui méme. On appelle point ffize de ¢
tout point x € X tel que :

or = .

Définition 1.3.9 Soient X etY deux espaces de Banach. L’opérateur continu
¢ : X =Y est complétement continu s’il transforme tout borné de X en une

partie relativement compacte dans Y .

Théoréme 1.3.1 (Point Fize de Banach) [{4)]
Soient X un espace de Banach et ¢ : X — X est un opérateur contractant.

Alors il existe un point five v € X tel que ¢z = x.

1.4 Théorie du semigroups
Semi-groupe fortement continues & ’origine

Définition 1.4.1 Soit E un espace de Banach. Une famille d’ opérateurs
linéaires bornés S(t) : E — E dépendante du parameétre t > 0 forme un semi

groupe Si

1) 5(0) =1
{ 2) S(t+s)=S(t)S(s); Vt, s>0 (1.42)
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Définition 1.4.2 Un semi groupe S(t) est dit fortement continue a l’origine

ou bien semi groupe de classe Cy si
lim ||S(t)x —z|| =0;Vz € £ (1.43)
t—0+

Définition 1.4.3 Soit S(t) un semi groupe sur E le générateur infinitisimal

de S(t) est lopérateur linéaire non borné A défini par

A:D(ACE—E

B . S(t)—1 :
D(A)={x € E tel que %1_{% — existe},
et
Az = PH(]) SWz—w pour x € D(A) (1.44)

D(A) est le domaine de A.

Proposition 1.4.1 Soient {S(t)}i>0 un semigroupe d’opérateurs linéaires
bornées et A son générateur infinitisimal. Si x € D(A), alors S(t)x € D(A)
et on a l’égalité S(t)Ax = AS(t)x; Vvt > 0.

Démonstration 1.4.1 Soit x € D(A). Alors pour tout t > 0, nous avons :

S(t) Az = S(t) #{}%% _ }lg% S(h)S(t)}:j — S(t)x‘

Donc S(t)x € D(A) et on a S(t)Ax = AS(t)z;Vt > 0. B

Remarque 1.4.1 On voit que : S(t)D(A) C D(A); vVt > 0.

Lemme 1.4.1 Soit {S(t) }+>0 un Co-semi-groupe alors :
1 t+h
lim — S(o)xdo = S(t)x

h—0 h t

Pour tout x € E et t > 0.
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Démonstration 1.4.2 Ce lemme résulte de 'évaluation :
t+h t+h
(
t t

H% / S(a)xda—S(t)tzH% / S(o)-S(t)edo] < sup [ S(o)a—5(1)a]

o€E[t,t+h]

et de la continuité de l'application [0, co) > tS(t)z € E. A

Proposition 1.4.2 voir [65)]

Soient {S(t) }i>0 un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornées et A son
générateur infinitésimal. Si x € D(A), alors : /t S(o)xdo € D(A) et on a
[’égalité : ’

t
A/ S(o)xdo = S(t)x — x; Yt > 0.
0

Théoréme 1.4.1 voir [65] Soient {S(t)}i>0 un semi-groupe d’opérateur li-
néaire bornée et A son générateur infinitésimal. alors x € D(A) et Ax =y

st et seulement si

t
St)r —x = / S(o)ydo; Vt > 0.
0

Proposition 1.4.3 Vo € D(A);S(t)xr € D(A) et iS(t)x = AS(t)x =

dt
S(t)Ax

Démonstration 1.4.3 Remarquons que

S(t + h)x — S(t)x

AL h = h ‘
_ g 2O 1)
h—0+ h
B . Sth)y—1
=5(t) hli)r&_ = S(t)Ax
Jim Msu)x = AS(t)x;Vt > 0.
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d’autre parte

hlg& —h - hlg& —h
— m S(t—h)x —S(t—h)S(h)x
h—0+ —h
_ I—5()
= hﬂ?ﬁ“‘“ — r=S(t)Ax

S(th)—1
Donc : lim LS(zf —h)x =AS(t)z. A
h—0+ h
Proposition 1.4.4 Soit A le générateur infinitisimal d’un Cy semigroup

donc D(A) est un sous espace vectoriel dense dans E(D(A) = E).

Démonstration 1.4.4 D(A) sous espace vectorielle qu’on peut vériffie fa-
cilement.
Comme

t

1
lim- [ S(o)xdo =2 ; Vx e E
=01 J,

donc il suffit de démontrer que
t
VeeE et Vt> 0;/ S(o)zdo € D(A)
0

En effet

% /O S(o)rdo =3 /O {S(h+ o)z — S(o)x}do

1/ 1/
= —/ S(h—l—a)xda——/ S(o)xdo
h Jo h Jo
1 h+t 1 t
n ), S(o)xdo — E/o S(o)zdo

1 0 1 t+h 1 t
= —/ S(U):Ed0+—/ S(O’)JZdO‘——/ S(o)xdo
h Jn h Jo h Jo

1 I
= EthS(a)xda - —/ S(o)xdo = S(t)r — x
0

>
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d’ot
d’ot
t
/ S(o)zdo € D(A)
0

1 [ 1
On a donc aussi Z/ S(o)xdo € D(A), et comme z = lim— [ S(o)zdo.
0

t—0 t 0

t
On en déduit que D(A) = E, et A/ S(o)xdo = S(t)xr — x. et en plus
0

t
/ S(0)Ado = S(t)z — z. W
0
Proposition 1.4.5 L’opérateur A est fermé.

Démonstration 1.4.5 pour tout (x,) € D(A) telle que z,, — x et Az, =y
FEst-ce que x € D(A) et Ax =y ¥

En effet, supposons que (,)nen-

(xp)n € D(A) et x, > x9 et Ax, — Yo

dans E D’aprés la démonstration précédente

/O ' S(o)odo = S(t)zo — a0

Donc

S(t)xy — 1
lim Sz = 2o = lim - | S(o)ydo
t—0+ t t—0+ ¢ 0

On en déduit que xo € D(A) et Axg = 1yo. Ainsi lopérateur A est fermé. B
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Unicité du générateur

Théoréme 1.4.2 Soient deur Cy-semi-groupes {T'(t) }i>0 et {S(t) }e>0 ayant

pour générateur infinitésimal le méme opérateurA. Alors :
T(t)=S(t); pourtout t>0.

Démonstration 1.4.6 Soient t > 0 et © € D(A). Déffinissons ’applica-

tion :
0, t) > s—=U(s)x=T(t —s)S(s)x € D(A).
Alors :
d d d
£U(s)x = ET(t —35)S(s)z+T(t— S)ES(S)QU =—AT(t—s)S(s)x+T(t —
s)AS(s)x = 0.

Quel que soit x € D(A). Par suite U(0)x = U(t)z, pour tout x € D(A),
d’ou :
T(t)xr = S(t)x; Ve € D(A) et t>0.
Puisque D(A) = E et T(t), S(t) € F(E), pour tout t > 0, il résulte que :
T(t)xr=S(t)x; Vt>0 et z€FE
Ou bien T(t) = S(t); Vt > 0. 1

Propriété de la croissance exponentielle de semi groupe

Lemme 1.4.2 Soit S(t) un semi groupe fortement continu alors il existe

M>1etweR telle que

|S@)|| < Me“t; WVt >0 (1.45)
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Démonstration 1.4.7 Considérons le compact [0, 1]
Comme S(t) est fortement continue alors Vo € E;t — S(t)x est continue.

Alors limage du compact [0, 1] par cette application est borné :
AM, >0 telle que ||S(t)x| < M,; Vt € [0,1]
d’aprés Banach-Steinhauss
M telle que ||S(t)|| < M; Vt € [0,1]

Comme S(0)=1= M > 1.
Sit &10,1]; on peut écrire t sous le forme : t =n+o oun € N* et o0 € [0, 1]

n fois

S(t) =S(n + o) = S(n)S(e) = ST+ -+ 1)S(0)
= {5(1)}"S(0)

Donc
SOOI = LSS @) < SIS (o)l
ISH)|| < M"M = Mem'sM = pene

Done ||S(t)|| < Me™ telle que w =log M. R

Proposition 1.4.6 Si S(t) est un semi groupe fortement continue a ’origine
est la majoration

IS@)] < Me

Alors S(t) est fortement continue en tout points s > 0.

Démonstration 1.4.8 Soit S(t) un semi groupe fortement continue a l’ori-

gine pour tout
reE; ||St)r—z| =0 quand t+— 0
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Montrons la continuité forte en un point s >0 7

C-a-d montrons que :
Vo € E; ||S(s+t)x — S(s)x|]| = 0 quand t+~ 0"
Considérons sont d’abord le cast > 0
1S(s+t)z—=S(s)z|| = [9(t)S(s)z=S(s)al = [S()y—yl =0 quand t+— 0"

Grace a la continuité forte a l'origine. La continuité a droite (1)

Le cast <0
1S(t+ s)x— S(s)z|| = [|S(t+ s)z— St —t+ )z
= =S+ 5)(S(=t)x — )]
< S+ 9)I(S(=t)x — )]
< Me“TI|[(S(~t)x — )|
On a

|S(=t)x — z|| = 0 quand t — 0" ( cart <0 alors —t > 0)

Donc la continuité a gauche (I1I)
d’apres (1) et (11) alors S(t) est fortement continue. W
Type d’un semi-groupe
Définition 1.4.4 On appelle type d’un Cy semi groupe S(t) le nombre wy
définie par
wo = inf{fw € R; IM € RT  telle que ||S(t)|| < Me**  pour tout t > 0}

o llS@N oS
0 t—0+ t t>0 t

(1.46)
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Semi-groups importants :
SiVt>0ona |[S(t)| <M le semi groupe S(t) est dit borné.
SiVt>0ona |[S(t)|| <1 lesemi groupe S(t) est dit contraction.

La transformée de Laplace d’un (C)-semi groupe
Dans la suite, pour w > 0 nous désignerons par A, ’ensemble
A, ={2eCA>w>wy}

Soit A € A, et {S(t)}+>0 un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornées nous
avons

1S(t)]] < Me*; ¥t > 0.

Et on voit que
le S ()]l < eSO llz]| < Mem* |z 5 Vo € B
Définissons 'application Ry : £ — E Par
Ryw = / h e MS(t)adt
0

Il est clair que Ry est un opérateur linéaire. De plus on a

o M
[ Rz S/ le™ " S(t)x|dt < 3
0

;v € B
— W

d’ou il résulte que Ry est un opérateur linéaire borné.

Définition 1.4.5 L’opérateur R : A, — F(E)

RO\ = / MG (1)t (1.47)
0
S’appelle la transformée de Laplace du semi groupe {S(t)}i>0-
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Théoréme 1.4.3 Si \ est telle que

N 0]

—0+ t

Alors X € p(A) et l'intégrale / e MS(t)dt existe. Et :
0

/00 e MS(t)xdt = R(\, A)x

0

Démonstration 1.4.9 Siwy <w < A on a |[|[T(t)]| < Me**
|| / eS| < / le S (0)]|dt = / IS () e
0 0 0

—+o00 0
= M/ e Mevtdt = M/ WMty
0 0

Ainsi si wy < A alors lintégrale / e MS(t)dt existe.
0

Notons par R(\) lopérateur définit pour chaque x € E par
RNz = /0+00 e MS(t)xdt
Tout d’abord on va montrer que
Vo € E; R(A)x € D(A)
En effet Ve € E on a
% /0 NS (= % /0 T e MIS( 4 e — S(t)aldt

On pose t + h = o alors on a

_ +00 +oo oo
MWL [ sttt =1 [ e Ds(o1do 1 [ e s(o)wdo
0 h 0

h h
M [0 1 h
= / e S(0)zdo — —/ e NN S(0)zdo
hJo h Jo
et — 1

1 rh
— _ Ah —Ao
= RNz —e ; /0 e " S(o)xdo
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St h — 0; on obtient
ARNxz =ARN)z —x= (A—AR\Nzx=z;Vr € E

Alors R()\) est linverse 4 gauche de 1‘opérateur (A — A).

L inverse a droite ¢

Pour montrer que c’est un inverse a droite de (A — A) il suffit de montrer
que AR(\) = R(M\)A

On a. Six € D(A); ona

+00 _ +oo
ARz —A / NS ()t = Tim ST / M8 (t)wdt
0 0

h—0+ h
+oo -1 oo -1
= lim e‘At%S(t)xdt: lim e_ktS(t)%xdt
h—0+ J, h—0+ J, h
e S(h) —1 o
= / e MS(t) lim L:L'clt:/ e MS(t) Axdt
0 h—0+  h 0

+o0o
- / eMS(t)dt Az = R(N) Az
0

Ainsi on a déduire que R(N) (AN — A)x =x
d’'ou R(\) = (M — A)™! c’est-a-dire R(\) = R(\, A). &

Etude de la croissance de la Résolvante

+oo
On a VA € R telle que A > w > wy, l'intégrale / e MS(t)xdt est
0

convergente.
M S()x]| <[] Mee 0t ot e >0
De cette maniére on peut définit I'opérateur borné

+oo
R(\):E— E; RNz = / e MS(t)xdt telle que A > wy + €.
0
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Et que
M,

RO < ————

IR < s
d’autre part on a 0(A) C {A € R; A < wp}, et en générale p(A) D {\ €
R; A > wp}. Et on a

My

A _CUQ‘

+oo
R(), A):/ e MS(t)dt et ||R(), A)| <
0

Proposition 1.4.7

+00
(R(\, A))" = ﬁ/o e M1 (t)dt

Démonstration 1.4.10 Tout d’abord on remarque que l'on a R(\, A) —
R(p, A)=(u—NR(N, A)R(u, A) identité des résolvante de Hilbert,

R(\ A) — R(u, A)

= —R(\, A)R(p, A)

A—p

>t PR =D gy (RO, ARG, 4)
d :
TSRO\, A) = (R, A4))

Par récurrence on peut démontrer facilement que

d" n n+l
SR BROL A) = (“1)"l(R(A, A4))

Alors :
. 1 !
(R<)‘7 A)) - (_1)n_1(n_1)|d)\n_1R(/\7 A)

+o0
(R(\, A" = /0 e M TIT(H)dt; YA € p(A)
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Donc :
M Feo
RN, A)"|| < / e~ Amwityn=1 gy
(n =1 Jo
. M
On obtient : ||R(N, A)"|| < ——. 1
(A —w)"

L’approximation généralisée de Yosida

Lemme 1.4.3 Soit A : D(A) C E — E un opérateur linéaire vériffiant les
propriétés sutvantes

o A est un opérateur fermé et D(A) = E.

o Il existe w >0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour N € A, ; on a

|IR(A, A" < —; Vn € N*

M

(A —w)

Alors pour tout X € A, ; nous avons )\lim AR(N\, A)x = x;Vx € E De plus :
— 00

MR(N, A) € F(X)

Et : lim MAR(\, A)x = Ax; Vo € D(A)

A—00

Remarque 1.4.2 On peut dire que les opérateurs bornés NAR(\, A) sont
des approzimations pour l’opérateur non borné A. C’est le motif pour lequel

on introduit le théoreme suivant.
Théoréme 1.4.4 La famille {Ay}rea, C F(E); ou

Ay = MR A) = N’R(\,A) — M
S’appelle approzimation généralisée de Yosida de l'opérateur A.

Démonstration 1.4.11 Ona (M —A) M —A)"' =1= (A[-A)R(\, A) =
I
= AR\, A) — AR(N, A) =1 = NR(\, A) — MARN A) =\
= AR\, A) — Al = AR\, A) = A,. B
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Théoréme de Hille-Yosida
Théoréme 1.4.5

Un opérateur linéaire A : D(A) C E — E est le générateur infinitésimal d'un
semi groupe S(t);>o d’opérateurs linéaires bornées si et seulement si

(i) A est un opérateur fermé et D(A) = E.
(i) Il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, ; on a:

M — A)™"| < _Vn e N’ (1.48)

M
(A=w)
Démonstration 1.4.12 (=) déja démontrée.

(<) Dans ce but introduisant tout d’abord la notion d’approchante yosida W
Définition 1.4.6 Pour \ > w on déffinit les approchant yosida de A par :
Ay = NR(\, A) — M = AR\, A).

Lemme 1.4.4 On a
lim Ayz = Ax ; Vo € D(A).

A—400

Démonstration 1.4.13 soit € D(A) : ||AR(\, A)x —z|| = ||[AR(\, A)x||

= [[R(A, A)Az| < [[R(, A)|. [[Az]| < [Az[|A = 0, A = 400

A—w

D’aprés Banach-Steinhauss :

AR(N\, A)x — 0, quand A — 400 ; Yz € D(A)

Or:D(A)=F :||R(\, A < o
Alors d’aprés Banach-Steinhauss : A\R(\, A)x — x :Vx € E
Ainsi : Ayx — Ax; Vo € D(A)

<c

{Axz = AR(\, A)Az — Az}
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Lemme 1.4.5 Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés telle que A C

B et p(A)Np(B) = ¢. Alors A= B.

Démonstration 1.4.14 soit x € D(B) et \g € p(A) N p(B) posons : Bx —
=y etz=(A—=NI)""y

=z € D(A) et de plus Az — Nz =y

=z2€D(B):Bz— Mz =y

= 2= (B—XI)'y = (B - NI) (B - Xl)z =z

=z € D(A)

Ainsi D(A)=D(B) = A=B. 1

Démonstration 1.4.15 (suite de la Démonstration de la Suffisance de théo-
réeme de Hille-Yosida) : Pour chaque A > w : soit Ay = N>(A\[ —A)"' =\ =

Ay € L(E) ; on peut alors construire le Semi-groupe :

G — pArt _ e)ﬁt(,\I—A)*l—)\t
o= =

=L (A2
St)\ — 6A>"t — e—AtZ ( n') ()\]_ A)—l
n=0 ’

On va montrer que la limite de Semi-groupe S} existe quand A\ — +oo et que

de Semi-groupe chercher S;.

Notons que :

e (A2 M
IS <™ oy

/\wt)
A—w

n=0

= M. exp(

Il facile de voir que : Ay.A, = A, Ay (vue que : R(N\, A).R(p, A) = R(p, A).R(\, A))
est que : A).St' = SI' A,
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Soit x € D(A) on a :
t
Sto—Sta = [ SELS)
t
= [ st - 4,825
0

t
— [ S8~ Ayads

0

pwt pw)w?s

t B ()\_ )
LU (r=ay)all [ expl-EdH

= ||S’\x Six| < M?. exp(——

Choist : A > p
Iw%—S%H<MQwMJL JE[|(Ay — A,)zl].

(et on a Ayx — Ax car A\, p— o)
Donc St’\x converge fortement vers une limite qu‘on note par : Syx.
Il reste que Sy est un C°-Semi-groupe dans le générateur infinitésimal A.

o Sprsr = lim S} x = lim S}.S2x = S,.S,x;Vx € E;Vt, s >0

A—00 A—00
o Syr=lim Sjr=Ir=2= Sy =1
A—00

o la continuité forte est une conséquence directe de la continuité uniforme
sur le compacte.

A est le générateur infinitésimal de Sy ?

Soit v € D(A)

t ¢
S(t)r —z = lim (e™z — ) = lim [ e Ayds = / S(s)Axds
0

A—00 A—oo J
Soit B le générateur de S(t) et soit x € D(A)

_ t
= leiml. / S(s)Axds
0

t t—0 t

= x € D(B); Br = Ax
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= BDA

Si A > w on’ a tout d’abord A € p(A) et X\ € p(B) d’aprés de condition
nécessaire de Hille-Yosida alors d’aprés le lemme précédente : A = B.

Ainsi le théoréme est démontré.
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CHAPITRE 2

SOLVABILITE ET CONTROLE
OPTIMAL DES INCLUSIONS
D’EVOLUTION FRACTIONNAIRES
IMPULSIVES AU SENS DE HILFER
AVEC RETARD ET
SOUS-DIFFERENTIEL DE CLARKE

2.1 Reésultats préliminaires

Nous sommes concernés par le controle des inclusions différentielle frac-

tionnaire avec retard du type suivant :
szx(t) € Az(t) + Bu(t) + F(t,z(t — o)) + 0G(t,x(t — 0)),t € (0,b] — {t1,t2, ..., tm},
I " a(®)]lmo = o,
I Pa(t) = ot + L((t), i = 1,2,....m,

k3

U(t) € Uad;
(2.1)

ou D:‘_;B désigne la dérivée fractionnaire au sens Hilfer d’ordre a et de type

[ tel que % < a <1, 0<pB <1 Nous supposons que A est le générateur
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infinitésimal d’un semi-groupe fortement continue {S(t)}:>o dans un espace
de Banach X, B est un opérateur linéaire borné d'un espace de Banach sé-
parable et reflexive Y vers X et 0G(t, ) est le sous-différentiel de Clarke de
G(t,-). Soient J = [0,b],J" = (0,0], J" = J — {t1,ta,.. ., tn},0 =ty < t; <
s <ty < tpar = b, 1; 0 X — X des fonctions impulsives qui caractérisent le
saut des solutions aux points d’impulsions ¢;, F' : J x X — 2%\ (est une appli-
cation multivaluée nonlinéaire et o, ¢ sont des arguments de retard. Comme
d’habitude z(t) et z(¢;) sont des limites & droite et & gauche de z au point
t; respectivement, et U,y désigne un ensemble de controle admissible. Soit
Aqq un ensemble de toutes les paires de controle d’état admissibles (z,u)

pour lequel nous pouvons présenter le cotit fonctionnel comme

mo il
T (@, u) = Z/ L(t, 2" (E— o), 2t — 8), u(t))dt. (2.2)

Définition 2.1.1 Soient X un espace de Banach, X* sont dual, et G : X —
R un fonctionnel localement lipschitzien sur X . La dérivée directionnelle gé-
néralisée de Clarke de G au point x € X dans la direction z € X, notée
G (x; 2), est défini par

G%(x;z) = lim sup Gly+Az) = G(y)

A—0t y— )\

Le gradient généralisé de Clarke de G au x € X, notée par 0G(x), est un

sous-espae de X* donné par
0G(r) ={z* € X*: G%x;2) >< a2 >,Vz € X}.

Tout au long de ce chapitre, on note par PC(J, X), l'espace des fonc-

tions bornées a valeurs dans X sur J avec la norme uniforme ||z|pc =
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sup{||lz(t)||,t € J} tel que z(t]") existe pour tout i = 0,...,m, et z(t) est
continu sur J;,i = 0,...,m, ot J; = (t;,t;s1] et to = 0,t41 = b. Soit
g=a+p—af, alors 1 —q = (1 —a)(1 — ), définissons PCi_,(J, X) =
{x : (t — ;)" 12(t) € PC(J,X)}, avec la norme | - ||, Défini par ||z]|, =
max ?él}) (t—t)'" Yz (t)|, ¢ = a+B—ap,t € J'}. Clairement, PCy_,(J, X)
est un espace de Banach.

Soit LP(J, X),1 < p < oo, l'espace des fonctions intégrables au sens de Boch-
ner de J vers X avec la norm || f||zr(sx) = (fob |f(t)|Pdt> %

On note aussi P(X) ={Y €2¥:Y #£ 0}, PyX ={Y € P(X),Y est fermé},
P,X ={Y € P(X),Y est borné}, P.X ={Y € P(X),Y est convexe},
P.,X ={Y € P(X),Y est compact}.

Nous aurons besoin des résultats suivants.

Définition 2.1.2 (See [33]) (1) Une fonction mesurable x : J — X est
Bochner intégrable si et seulement si ||z|| est Lebesque intégrable.

(2) Une application multi-valuée F : X — 2% est dite a valeur conveze (a
valeur fermée) si F'(x) est convexe (fermée) pour tout x € X ; est dite
bornée sur des ensembles bornés si F(B) = |J F(x) est borné dans X
pour tout B € Py(X). <

(3) Une application F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) sur
X si pour chaque xo € X Uensemble F(xo) est un sous-ensemble fermé
non vide de X, et si pour chaque sous-ensemble ouvert 2 de X conte-
nant F(xy), il existe un voisinage ouvert 7 de xq tel que F(s7) C €.

(4) Une application F est dite complétement continu si F(B) Est relati-

vement compact pour chaque B € Py(X). si lapplication multi-valuée

F est completement continu avec des wvaleurs compactes non wvides,
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alors F est s.c.s. si est seulement si le graphe de F est fermé, i.e.,
Ty = T, Yn — Y, Yn € F(x,) implique y € F(x).
Nous disons que F' a un point fize s’il y a x € X tel que x € F(x).

(5) Une application multi-valuée F : J — Py(X) est dite mesurable si
pour chaque x € X la fonctiony : J — R défini par y(t) = d(z, F(t)) =
inf{||z — z||,z € F(t)} is measurable.

(6) Une application multi-valuée F : X — 2% est dite condensé si pour
tout sous-ensemble borné B C X avec B(B) # 0 on a B(F(B)) <
B(B), ot B(-) désigne la mesure de non-compacité de Kuratowski dé-
finie comme suit : f(B) := inf{d > 0 : B Peut étre couvert par un

nombre fini de boules de rayon d}.

Les résultats suivants sont motivés par [59].

Proposition 2.1.1 (Cf. [59]) soit J un intervalle réel compact et soit X
un espace de Banach. L’application multivalué non linéaire F' : J x X —

Py .o(X) satisfait les conditions suivantes :

1. pour chaque x € X, (t,z(t — o)) — F(t,z(t — o)) est mesurable par

rapport a t;

2. pour chaque t € J, (t,x(t — o)) — F(t,z(t — o)) is s.c.s. par rapport a
x;

3. pour chaque x € X fixé et pourt € J p.p., 'ensemble
SE={fel'(JxX,X): f(t,z(t —0)) € F(t,z(t —0))}

est non-vide.
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Aussi, soit T une application linéaire continue de L'(Jx X, X) vers PCy_,(J, X).

Alos, l'opérateur
ToSF: LY Jx X,X) — Tep(PCi_o(J, X))
z+— Yo SF(z) :=71(S)

est un opérateur de graphe fermé.

Lemme 2.1.1 (See [33]) Soit Q un ensemble borné, convezxe, et fermé dans
espace de Banach X et soit F: Q — 2%\ () un s.c.s. application condensée
multi-valuée. Si pour chaque x € Q, F(x)est un ensemble fermé et convexe

dans 1, alors F' a un point fixe dans ).

Selon les définitions précédentes, il convient de réécrire le probléme (|2.1))

comme l’'inclusion intégrale équivalente

¢ . 7
2(t) € rarisantt !

+ﬁ fot(t — 8)*HAx(s) + Bu(s) + F(s,z(s — 0)) + 0G(s,z(s — §))]ds, t € [0,1),

x(t] +1
o(t) € “rafa (¢t — )"

—i—F(l ftl (t — s)2 Az (s) + Bu(s) + F(s,z(s — o)) + 0G(s,x(s — §))]ds, t € (t1,12),

O{

T(tm)+Im (2(tm))
[L’(t) c W(t —1 )

s fi (= 5)°7 [Ax(s) + Bu(s) + F(s, (s — 0)) + 0G(s,3(s — 0))]ds, t € (L, ]
(2.3)

\

Pour définir une solution douce du systéme ({2.3]), nous introduisons la fonc-

tion Wright M, (0), qui est donné par

0 n 1

0 1,0 e C
Zn—l‘Fl—om)’ sashieh

n=1

et satisfait 'egalite [~ 07 M, (0)d6 = 11++Tr)’ for 6 > 0.
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Définition 2.1.3 (Cf. [20]) Une paire de fonctions (z,u) € PCi_,(J, X) X
U,q est appelé une solution douce de (2.1)) si
(1) Iy e(t)]lmo = 20 € X,
(2) IV Vx(tf) = 2(t;7) + L=(ty)), i=1,2,...,m,
(3) ille:m'ste des fonctions f € LN(Jx X, X) et g € LP(J x X, X),Il) <a<
1, tel que f(t,z(t—0)) € F(t,z(t—0)) et g(t,x(t—3)) € OG(t,x(t—0))
p.p. sur J et les équations intégrales suivantes sont satisfaites :

(

(t) = Sa,p(t) 7o
+ fot(t —8)* 1P, (t — 8)[Bu(s) + f(s,z(s — ) + g(s,z(s — §))]ds, t € [0,1),

z(t) = Sap(t —t1)[x(ty) + Li(z(t)))]
+ [ (t = 8)* 7 P (t — 5)[Bu(s) + f(s,x(s — 0)) + g(s,x(s — 8))|ds, t € (t1,12),

2(t) = Sa,s(t — tm)[x(t;,) + In(x(t5,))]
+ ftin (t — 5)* P,(t — s)[Bu(s) + f(s,x(s — 7)) + g(s,2(s — §))]ds, t € (tm,b],
(2.4)

ot Po(t) = [7°afMo(0)S(t°0)d0, S 5(t) = ISP T, (t) and Ta(t) =
1P, (1).

\

Lemme 2.1.2 On a les propriétés suivantes[20), [72] :
(a) S(t) est continu dans la topologie uniforme de l’opérateur pourt > 0,
et {S(t) }i>0 est uniformément borné, c’est-a-dire qu’il existe M > 1 tel
gue supycio ) |S(0)] < M,
(b) P.(t) est continu dans la topologie uniforme des opérateurs pour t >
0,
(c) pour tout t > 0,{Tn(t)}t>0 fixé et {Sap(t)}i=0 sont des opérateurs
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linéaires, et pour tout x € X,

Mtafl Mth*l
R <
], [|Sa,s(t)z]l < Mo+ (1= a)B)

(d) {To(t)}i=0 and {Sap(t) =0 sont fortement continus, ce qui signifie

I Ta(t)z]| < [E4F

que pour tout x € X, et 0 < t' < t" < b, nous avons ||T,(t")x —
To(t")z]| = 0 and ||Ss,a(t)x — Sas(t”)z|| = 0, quand t' — t".

2.2 Reésultats de solvabilité

Afin d’étudier les résultats de solvabilité pour le contrdéle de I'inclusion
différentielle fractionnaire impulsive au sens de Hilfer avec retard et sous-
différentiel de Clarke , nous devons d’abord formuler ’ensemble des
conditions suffisantes :

(H;) Il existe une constante positive w telle que I"application multi-valuée

F:JxX — P..,(X) satisfait |F(t,z)| < wl||z| pour tout t € J,z €
X, ou
|t 2)] = sup{ £ : £(t,2) € F(t,2)}.

(Hy) la fonctionnelle G : J x X — R satisfait
(i) G(-,z) : J — R est mesurable pour tous z € X ;
(ii) G(t,-): X — R est localement lipschitzienne pour p.p. t € J;
(iii) il existe une fonction a(t) € LP(J,R"), (]l? < a < 1) et une

constante ¢ > 0 tel que
|0G(t, z)|| = sup{||g| : g(t,x) € OG(t,x)} < a(t)+c| x|, pour p.p.t € J et tout z € X.

(H3) L’ensemble de controle admissible U,y est un sous-ensemble borné

fermé convexe de LP(J,Y) tel que
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(1) Upa = Sp ={u e LP(JY) s u(t) € U(t) pour p.p. t € J},% <a<
L;
(i) [[U@] = sup{llz]l : z € U(t)} < u(t) pour p.p. t € J;

(iii) Uuq # 0 et Bu € LP(J, X) pour tout u € Upy.
(Hy) pour chaque x,x1, 29 € X et tout t € (¢;,t;41],4 = 1,...,m, Il existe

b;,d; > 0, satisfait

[iCz= )] < bi, My (1)) = Ly ()] < sup [l (&) = 5 ()]]-

Pour x € PCy_,(J, X), nous définissons 'opérateur F? : PC_,(J, X) —
2PC1=4(1X) comme suit : Fi(z) =y € PCy_4(J, X) :

(S5(t)z0
+ fot(t —8)* 1P, (t — 8)[Bu(s) + f(s,z(s — 0)) + g(s,x(s — §))]ds, t € [0,t],
y(t) =
Se(t = te—1)[2(te_y) + To1(2(t3_y))]
A ‘fttk—l(t —8)*7 1P, (t — 8)[Bu(s) + f(s,z(s — 7)) + g(s,x(s — §))|ds, t € (tp_1,t1],
ou k = 2,...,m -+ 1. Notons que les points fixes de F9 sont des solutions

douces du systéeme différentiel de controle fractionnaire de Hilfer impul-

Sif.

Théoréme 2.2.1 soient u € U,y et xg € X. Si des conditions suffisantes

(Hy)-(Hy) sont satisfaites, alors F? a un point fixe sur J pour chaque q =

M(1+dg—1) (b —tg—1)*""
Flat(1-a)5) ] <1

a+ B —af et pa > 1, a condition que

Preuve. Afin de prouver 'existence de solutions douces pour le systéme
(2.1]), nous divisons la preuve en plusieurs étapes.
Etape 1. Pour chaque ¢ = o 4+ 8 — a3, F4(z) est borné. Pour y € Fi(x),

en utilisant I’ensemble des conditions suffisantes, Lemme et I'inégalité

o1



A. HARRAT

UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

de Holder, on trouve

ly(llg <

IN

IN

(

/

(

\

sup}{t1q||sa,5<t>a:o||

tE[O t1

4

Jy (6 = )27 Palt = )[Bu(s) + f(s,2(s = ) + g(s,2(s =) “H}

sup ]{a e ) Sas(f — e late) + Lo ()]

t€(te—1,tk

+<t — tkil)l—q

QQAQ—@*Uﬁﬁ—$BM$+f@@@—aD+g@x@—®ﬂ@)

1 ¢ o
M + £ %{fou—s) Bllfu(s) v ds

o [0t =n = o) M a(m)ldn + [15(t = p—6)* aln) + C||$(#)||]d#} e 0,1,

M(t—ty_1)7—1 _ ~
F((ct;(kl—lcz)ﬂ) Nt llg + (= ti1)'" 1]

e = i) o L = 9 1B lulo) s

+w fp 7t =n =) Ha)lldy + [t —pn—8)*"a (M)JFCHI'(M)H]CZM},

\t e (tk717 tk]?

p—1

Mt -t 1— P
st ol + 675 (e = 955 as) T (IBIulrion) + Nalliruas )
+ F‘E:;C fO - a_l||x(8>||qd87t S [07t1]7

M(t t q _
Mt ()l + (e — temr) %]

E
it =)y (0= 5% as) T (1Bularoy + lelurn
M

+Hed [ (- s>a*1||x<s>uqu,t € (ty, b,

Ainsi, pour chaque = € PC_,(J, X), il existe une constante positive r satis-

faisant ||z||, < r. Par conséquent, F(Q2,) C Q,, o , = {x € PC1_,(J, X) :
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llg <7}

Etape 2. F9(x) est convexe pour chaque x € Q,. Si y1,y, € F4(z), alors
il existe uy,uy € Ung, f1, f2 € SE, g1,90 € G et I;1, ;0 € X,i=1,...,m,
tel que, pour chaque t € J, on a

( Says(t)0
+ fg(t — 8)* 1P, (t — s)[Bu;(s) + fi(s,x(s — o)) + g;(s,x(s — §))]ds, t € [0,¢4],

Sas(t = te)[x(t_y) + L—1,(x(t )]
+ fti_l(t — 5)* TP, (t — 8)[Bu;(s) + fi(s,x(s — o)) + g;(s,x(s — 8))|ds, t € (tp—1,tx],

\
7 =1,2. Soit 0 < A < 1. alors,
Ay (1) + (1 = Ny (t) =

(

Sap(t)xo + fg(t —38)* P, (t —s) [B{)\ul(s) + (1= Nua(s)} + Afi(s,z(s — 0))

+H(I =N fa(s,x(s —0)) + Agi(s,z(s —9)) + (1 — N)ga(s, x(s — 5))} ds, t € [0,t],

Sap(t = te-1)[w(te_y) + Mi—1a (2t 1)) + (1 = Mlp-r2(2(ty))]
+ fttk_l(t —8)* P, (t — s) {B{)\ul(s) + (1 = Nua(s)} + Afi(s,z(s — o))

+(1 =N fa(s,z(s — ) + Aga(s,z(s — 9)) + (1 — N)ga(s, x(s — 5))} ds, t € (tg_1,tx).

0
Puisque 'application multi-valuée F' et Le gradient généralisé de Clarke 0G
ont des valeurs convexes, il est facile de conclure que \y;(¢) + (1 — N)ye(t) €
Fi(x).

Etape 3. F(z) est fermé pour chaque z € Q.. Soit {9, }n>0 € F%(x) pour
Yn — y € Q,.. Ensuite, il existe u,, € Ung, [, € SE, g, € 0G et [;,, € X,i =
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1,...,m, tel que

(Saﬂ(t)

+ fo V2P (t — 8)[Bun(s) + fu(s,x(s — 0)) + gu(s, z(s — 9))]|ds, t € [0,11],
Yn(t) =

Sop(t = o) e (ty_1) + Tern(2(t;1))]
G ft (t — 8)* 1P, (t — 8)[Bun(s) + fu(s,x(s — 7)) + gn(s,z(s — 0))|ds, t € (tr_1,tx].

De la propriété de compacité faible de U,q, ST et OG, respectivement, on a
Up, fn €t g, convergent faiblement vers quelque u € Uy, f € SE et g € 0G
dans LP(J,Y), L} (J x X, X) et LP(J x X, X), respectivement. Donc,

(Socﬁ(t)

+ fo (t — 8)* 1P, (t — s)[Bu(s) + f(s,x(s — 0)) + g(s,x(s — §))]ds, t € [0,t],
alt) "5 (1) =
Sa,a(t — i 1) [z (I; 1)+Ik 1z (k 1))]
+ft (t —s)* P, (t — s)[Bu(s) + f(s,z(s — 7)) + g(s,z(s — §))]ds, t € (tp_1

Par conséquent, y € F(z).
Etape 4. F9(x) est s.c.s. est condensé. Nous faisons la décomposition

F1 = Fi + Fj, ou les opérateurs F{ et Fj sont définis par
Sa,ﬂ(t)l’o, t e [0,t1]7
(Fiz) (t) =
Sap(t = te—)[(t,_y) + L—1 (z(t_ 1)) t € (-, tal,
Fi(x) =y € Q, tel que :

fo V2P, (t — 8)[Bu(s) + f(s,z(s — ) + g(s,x(s — §))]ds, t € [0,t],
y(t) =
ft (t—=5)"'Py(t — s)[Bu(s) + f(s,z(s — o)) + g(s,2(s — 9))]ds, t € (tp_1,tx],

otu€Uy, feES gedGet Iy 1€ X, k=2,...,m+ 1.

Nous montrons que F;' est une application de contraction. Si ¢ € [0,,], alors
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la propriété est clairement satisfaite.

Site (tp_1,tr], let x1, 29 € £, alors

[Fra(t) = Fraa(t)llg < 1Sas(t — tea)|[||21(te_y) — w2(ty_y) + Ieoa (21 (b y)) — Tea (22t 4)

q

sup !\301(82_1) - j11’2(51;—1)Hq'
Sp—1€Jk—1

M1+ dg—1)(tg — tp_1)9?
: [ Mo+ (1—a)f) }

Done, [|Fra(t) = Fa(t)lly € K sup ra(siy) = wa(si g, 00 0 <
Sp—1€J5—

K < 1. Par conséquent F} est un gplé:ra]icelur de contraction. Ensuite, nous

montrons que Fy est s.c.s. et complétement continu. Nous commengons a

prouver que JFj est complétement continu.

FEtape 1. Fj est équicontinue sur €,. Soit x € Q,, y € (F5)(x). Alors il
existe u € Uy, f € ST et g € OG tel que

fot(t — 8)* 1P, (t — 8)[Bu(s) + f(s,z(s — ) + g(s,x(s — 0))]ds, t € [0,1,],
y(t) =
fti_l(t —8)* P, (t — 8)[Bu(s) + f(s,z(s — 7)) + g(s,x(s — 9))]ds, t € (tp_1,t1],

Si 7 € (0,14], il en résulte que

p—1
_ M T p(a—1) P
()~ (O}, < 77 < JAE ds) (||B||||u||LP<J7y> T ||a||LP<J,R+>)
(a) 0

M(w + ¢)

o [ = ao)llds — 0
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quand 7 — 0 uniformément.

Let 71,7 € (0,t1] avec 0 < 1y < 75 < t1. Alors

ly(r2) =yl

< || [ (= 9 Putra = )1Bu(s) + fs. (s = ) + gl a(s — 8))]s q
+ ‘ /O (72 =507 = 1= 7] Pars = )B(s) + 525 = @)+ (5205 )|
" \ | =5 Patr = 5) = Palr = 9] [Buto) + fsva(s = ) + g(s,a(s = 6)] ds q

<|/ (7= 9™ Palr = )BU() + 5,5 = ) + g2l = )|
[ T = (= 9 Pl = s)Bul) + Fls.a(s = )+ 9(s,a(s — )]s q
+ (72 =) = (2 =) ] Patra = 9){Bu(s) + (s = o))+ s als = )|
+ /0 )9 [Pa(r — ) — Pa(m — )] [Buls) + f(s,2(s — o)) + g(s, 2(5 — 6))] ds q
[ = Pl = 9) = Pufrs = )] [Buls) + (5,266 = ) + gl (s = 8))] ds q

En vue du lemme nous pouvons observer que P,(-) est un opérateur
compact et fortement continue, ce qui implique la continuité de cet opérateur
dans la topologie uniforme de 'opérateur sur (0, ¢;]. En suivant FEtape 1, nous
concluons, lorsque 7 — 77 — 0, avec e suffisamment petit, le c6té droit de
I'inégalité ci-dessus tend vers zéro indépendamment de x € €2,.. Des résultat
similaire peut étre trouvé lorsque tp_1 < 71 < 7 < tp, k=2,...,m+ 1. Cela
montre ’équicontinuité de Fy sur (,.

Etape 2. (F3Q)(t) = {y(t) : y € F5(2)} est relativement compact dans

X pour chaque t € J.
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Clairement, (F35€2,.)(t) est relativement compact dans X pour t = 0.
Soit t_1 <t < tx,k =1,...,m+ 1, fixé, pour chaque € € (tx_1,t) et tous

0 > 0, définissons un opérateur Fs on {2, par la formule
(Fea)(t) = a /t h /5 T 0t — 8 MA(0)S((E — 5)°0)[Bu(s) + f(s,2(s — 0)) + g(s, (s — 5))]dBds
—a /t h /5 T 00— 5) ML (O)[S()S((t — 5)°0 — 8| [Buls) + f(s, 3(5 — o)) + g(s, (5 — 0))]

— S(e*)a /t h /5 T 00— )T ML(O)S((t — 5)°0 — 6)[Buls) + (5, 2(5 — o)) + g(s, 2(5 — 6))]d

oux € (,.
Puis de la compacité de S(€%§), e > 0, et la limite de 'opérateur qui suivi,
dans la derniére égalité, nous obtenons que l'ensemble V 5(t) = {(Fsz)(¢) :

x € .} est relativement compact dans X pour Ve € (tx_1,t) et Vo > 0. De
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plus, pour chaque x € €2,., on a

1(F2) ]:593)( )lg

) MA(0)S((t — 5)*0)[Bu(s) + f(s,x(s — 0)) + g(s,x(s — §))]dOds

+ / / O(t — s)* " Mn(0)S((t — 5)*0)[Bu(s) + f(s,z(s — o)) + g(s,z(s — §))]dOds
tho1 /o

_ /t - /600 O(t — 8)* M, (0)S((t — 8)*0)[Bu(s) + f(s,2(s — o)) + g(s,z(s — §))]dbds

q

<a /t / Ot — ) Mo (8)S((t — 5)°0)[Bu(s) + f(s,2(s — o)) + gls, 2(s — 6))]d0ds

q

/t / — 5)* T Mo (0)S((t — 5)*0)[Bu(s) + f(s,x(s — 0)) + g(s, z(s — 0))]dfds

p—1

b p(a—1) P
< [(tk - tk_m-QM( JET ds) (||B||||u||LP<J7y> ; ||a||LP<J,R+))
tk—1

+ M(w+0) /tk (t s)"‘_le(s)qus} /05 6ML,(8)d6

tk—1
1—q M t p(a—1) ijl
+e F(a——l—l) (t—s) » T ds | Bl[llwllLe vy + llall e r+)
t—e
Mw+c¢) [ o
Tt [ = o o) s
t—e

['a+1)

q

Par conséquent, il existe des ensembles relativement compacts arbitrairement
proches de l'ensemble (F3€2,.)(¢). D’ou 'ensemble (F35€2,.)(t) est relativement
compact dans X pour chaque ¢t € J. En utilisant le fait que Fy est bornée et
comme conséquence du théoréme d’Arzela - Ascoli, nous concluons que F
est complétement continu.

FEtape 3. Fy a un graphe fermé. D’en haut nous avons queFy(z) est un
ensemble relativement compact et fermé pour chaque x € €Q,.. Par conséquent

FJ(z) est un ensemble compact. Soient x,, — x,, z, € Q,, y, € Fy(x,) et
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Yn — Ys. Nous allons prouver que y, € FJ(z.). Notons que y, € Fy(x,), ce

qui signifie qu'il existe f, € SE et g, € G telle que

[5(t = 8)2 7 Po(t — 8)[Bu(s) + fal(s,2(s — 0)) + gu(s, x(s — 0))]ds, t € [0,t:],

Yn(t) =
‘j;if1 (t - 8)a71Pa(t - S)[BU(S> + fn(s, CC(S — O')) + gn(s,x(s — 5))]d8, t e (tk;—la tk].
(2.5)

Notons que {fn}n>1 € LY(J x X, X) et {gn}n>1 C LP(J x X, X),ap > 1,

sont bornés. La réflexivité de LP(J x X, X),p > 1, permet de faire I’assertion

fn — f«et g, — g. faiblement dans L'(Jx X, X) et L?(Jx X, X ), respectivement.
(2.6)

11 résulte de (2.5)), and Theorem 3.1 dans|20] que

[3(t = )2 Py(t — 8)[Bu(s) + fu(s,2(s — o)) + (s, 2(s — 0))]ds, t € [0, 1],
y«(t) =

Ji (= 5)"" Pa(t — )[Bu(s) + fu(s,2(s — 0)) + gu(s, 2(s — 8))]ds, t € (tx-1, tx].
Cela montre que y, € Fy(x,). Donc, Fj a un graphe fermé et Fy est une
application multi-valuée complétement continue avec des valeurs compact.
Ainsi, Fy est s.c.s. D’autre part, F} est prouvé un opérateur de contraction
et donc F'9 = Ff + Fj est .s.c.s. et condensé. Selon le Lemme nous

assurons 'existence d'un point fixe 29(-) pour F'¢ dans €,.

2.3 Résultats de contrdle optimal

Cette section établit le probléme de Lagrange suivant

(LP) - Trouver (z%,u’) € PCy_y(J, X) X Upq
"\ tel que J (20 u?) < J(x,u),V(z,u) € PCi_y(J, X) X Uua,
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ot le cott fonctionnel J(z,u) est introduit dans (2.2]) comme

J(z,u) = Z / L(t,z"(t — o), 2"t —6),u(t))dt,i=0,...,m,

¢’est-a-dire, minimiser un cott fonctionnel parmi toutes les paires de controle
d’état admissible du probléeme , ou z* dénote la solution douce du sys-
téme correspondant au controle u € U,q.
Pour étudier le probléme de Lagrange (LP), les hypothéses suivantes sont
requises :
(H5) la fonctionnelle £ : J x X? x Y — R U {oo} est Borel measurable;
(He) L(t,, ") est séquentiellement semi-continue inférieurement sur X?x
Y pour presque tout t € J;
(Hy) L(t,x(t — o), z(t — J),-) est convexe sur Y pour chaque z € X et
presque tout t € J;
(Hg) I existe des constantes cj,co > 0,d > 0, ¥ est non-négatif et 1) €
L'(J,R) tel que

L(t,x(t—0),2(t=06), u(t)) = () +aillz(t—0)llg+calz(t=0)llg+dl|ully-

Théoréme 2.3.1 Si on a toutes les conditions de Théoreme [2.2.1] avec les
conditions (Hs)—(Hg), alors le probléme de Lagrange (LP) admet une paire

optimale.

Deémonstration. Supposon que inf{J (z, u)|(z,u) € PCi_y(J, X) X U} =
+00, alors nous savons facilement que le probléme de Lagrange (LP) a une
paire optimale. Sans perte de généralité, nous supposons que inf{ 7 (z, u)|(z,u) €
PCy_y(J,X) x Uge} = v < oo. Par (Hg), on obtient v > —oo. Selon

la définition de I'infimum, il existe une suite minimisant les paire possible
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{(z",u™)} C Pag, ot Pog = {(z,u)|z est une solution douce du systéme(2.1)
correspond & u € Uy}, tel que J(z",u™) — v quand n — +oo. Puisque
{u"} C Uugym = 1,2,...,{u"} est un sous-ensemble borné de l'espace ré-
flexif et séparable de Banach LP(J,Y'), alors il existe une sous-suite, encore

notée {u"}, et u® € LP(J,Y) tel que

weakly
ut == 0

dans LP(J,Y). Puisque U,y est fermé et convexe, par le Lemme de Marzur,
u® € U,q. Soit {2} la suite correspondante des solutions des équations inté-
grales

(Sa,s(t)z0
+ fot(t —8)*7 P, (t — 8)[Bu™(s) + f(s,2™(s — 0)) + g"(s,z(s — 8))]ds, t € [0, 4],

Sap(t — tk_l)[x”(t,;l) + ]k_l(x"(t,;l))]
[+ [, (t=9) 7 Po(t — s)[Bu"(s) + f(s,2"(s — 0)) + g"(s,2(s — ))lds, t € (tr_1, t].
(2.7)

En adaptant les propriétés de Lemme [2.1.2) grace a la bornitude de {u"} et

sselon Etape 2., on montre que {z"} est un sous-ensemble relativement com-
pact de PCy_,(J, X). Par conséquent, il existe une fonction 2° € PC;_,(J, X)

tel que
" — 2% in PC,_,(J, X). (2.8)

De (Hy), (Hy) et (2.8)), est en appliquant le théoréme de convergence dominé
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on montre que

(Jo(t = 8)* " Py(t — 8) f(s,2"(s — 0))ds — [ (t — 8)* " Py(t — 8) f(s5,2°(s — 0))ds, t € [0, 1],

Sap(t — tr—1)[2" (G_1) + D1 (2™ (821))] = Sa,p(t — tim)[2°(6_1) + Lima (2°(820))]4
Jo (= 5)2T Pyt — ) f(s,2"(s — 0))ds = [} (t—5)* " Pa(t — ) f(5,2%(s — 0))ds,

tk—1

\te (tk,l,tk],kzl...,m—i—l.

En utilisant (Hy)(iii), on a {¢"} est borné sur LP(J x X, X). Aussi, nous
savons que LP(J x X, X) est réflexif, alors il existe une sous-suite de {g"}

encore notés par la méme notation et ¢° € LP(J x X, X) tel que

n weakly 0

— g € LP(J x X, X). (2.9)
Il résulte de (2.9) et la compacité de P, que
t t
/ (t—8)* ' P, (t—5)g" (s, 2(s—0))ds — / (t—8)* "' Py (t—5)g° (s, 2(s—0))ds,
tr—1 tr—1

out€ (ty_q,t; ], 7=1,...,m+1.
Selon les formules ci-dessus, nous concluons que

(

Saﬁ(t)

+ fo(t = )2 Py (t — 8)[Bu®(s) + f(5,2%(s — 0)) + ¢°(s,2(s — 8))]ds, t € [0, 1],
a"(t) — 2°(t) =
Saﬁ(t—tk 1)[170( 1) + Lo (20 (62y)]

+ftk —8)*7 P, (t — 8)[Bu®(s) + f(s,2%(s — o)) + ¢°(s, z(s — 9))]ds, t € (ts-

ou z° désigne la suite des solutions douces du systéme (2.1]) correspond a u°.
A partir des hypothéses (Hs)—(Hg) et en appliquant le théoréme de Balder,

nous déduisons que

mo il
(g X T5,u) = Z/ L(t,x(t —o),z(t —06),u(t))dt,i =0,...,m,
i=0 1

62



A. HARRAT UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

est séquentiellement semi-continu inférieurement dans la topologie forte de
L'(J, X x X) et la topologie faible de LP(J, X x X). Puisque LP(J, X x
X) € LYJ, X x X), alors J est faiblement semicontinuité inférieurement
sur LP(J, X x X). Nous utilisons (Hg), nous déduisons que J > —oo. Par
conséquent, nous concluons que J atteint son infimum a u° € Uy, c’est-a-
dire

€= nlggoz/ a"(t — o), x"(t — &), u"(t))dt

>Z/ 22t — o), 2°(t — 0),u’(t))dt = T (2°,u°) > £,i=0,...,m.

Ceci compléte la démonstration du théoréme.

2.4 Application

Considérons l'inclusion de controle différentielle partielle fractionnaire de

Hilfer avec des conditions aux limites impulsives suivante :

K\J\»—'

2
(Dt‘} 2(t,y) € zyy(t,y) + fo Ju(n, t)dn + explz(sint, y)] + 0G(t, z(sint,y)), (t,y) € A x T,
15 [2(t y)]le=0 = 20(y), y €T,
2(t,0) = z(t,m) =0, t € A,
1
L2t y) = (8 y) + ezt y), y €T,
(2.10)
ot a =383=1¢=27T=[07e A= (0,1 —{ts,ta,...,tm} tel
que 0 = tg < t; < - < tp, < tpper = 1 and kK = 1,...,m. Prenons

= fo C(y,m)u(n, t)dn, ou ¢ est continue, I'application multi-valué
F(t,z(t — 0))(y) = exp|z(sint,y)], le sous-différentiel de Clarke 0G(¢, z(t —
0))(y) = 0G(t, z(sint,y)) and I(=())(y) = er(z(,y)).
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Suppose que X =Y = L?[0, 7| et définissons A : D(A) C X — X par

Az = 2z, avec le domaine
D(A)={ze€ X : 2,2, X, 2(t,0)=z2(t,7) =0}.

Il est connu que A est le générateur infinitésimal d’un semigroupe différen-

tiable S(t),t > 0 dans X donné par

foﬂw(t, y—s)x(s)ds, t >0,

(S(t)2)(y) = {x@), i

e_%,t>0,0<y<7r,

et z(t)(y) = z(t,y). Cela implique [|S(¢)|| < 1. L’endsemble de controles
admissibles U,q = {u € Y| ||ul|2(0,1,y) < 1}. Trouver les controles u(t,y)

qui réduisent au minimum la fonctionnelle

m tit1 ™ tit1 T
J(z,u>=2[ / / (. 0)Payar + | / |u<t,y>|2dydt}
i=0 L/t i

sous réserve du probléme (2.10)). le systéme (2.10) peut étre transformé en
(2.1)) avec la fonction de cotit

e =30 [ (O + [u)1) d

Nous pouvons vérifier que toutes les hypothéses (H; )—(Hg) sont remplies, d’ou
le théoréeme [2.2.1] et théoréme [2.3.1] correctement appliqué pour assurer que
le probléme ([2.10)) admet une solution et au moins une paire optimale.

64



CHAPITRE 3

CONTROLLABILITE APPROCHEE
DES INCLUSIONS DIFFERENTIELLES
FRACTIONANAIRES DE HILFER
SEMILINEAIRES DE TYPE SOBOLEV

Dans ce chapitre, nous étudions la controlabilité approchée des inclusions
différentielles fractionnaires de Hilfer de type Sobolev avec des conditions
non locales. Les principales techniques reposent sur le théoréme du point fixe
combinée avec la théorie du semigroupe, le calcul fractionnaire et & ’analyse

multivaluée. Un exemple est fourni pour illustrer les résultats obtenus.

3.1 Introduction

On considére I'inclusion différentielle fractionnaire de Hilfer de type So-

bolev de la forme :

{ Dyt (Ex(t)) € Ax(t) + F(t,z(t)) + Bu(t),t € J' = (0,b], (3.1)
Iéi_”(l‘“)x(t)lt:o = 10, :
ott D est la dérivée fractionnaire de Hilfer,0 < v < 1,0 < p < 1, P'état

x(+) prend ces valeurs dans un espace de Banach X et la fonction de controle
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u(-) est donnée dans L?(J, U), un espace de Banach des fonctions de controle
admissibles avec U comme un espace de Banach. B est un opérateur linéaire
borné de U vers Z, qui est un espace de Banach. A et E sont un opérateur
linéaire avec des domaines contenus dans un espace de Banach X et des
images contenues dans un espace de Banach Z. Soit J = [0,b0], F': J x X —
27\{0} est une application multivaluée. La norme de X et Z sont notée par
|- || et |- [, respectivement.

Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme un mo-

déle alternatif aux équations différentielles non linéaires. La controlabilité est
I’'un des concepts importants & la fois en mathématiques et en théorie du
controle. I’existence, la contrdlabilité (approximative) et les controles opti-
maux des systémes de controle déterministes ou stochastiques ont été bien
développés en utilisant différents types de méthodes, qui peuvent étre trouvés
dans |31, 2, 211, 29], 39, 63, 19, [75, [78, BT, 82l 86, 88|, 87, 84, 89, 00 08, 94,
95, 96, [99].
Les équations de type Sobolev (fractionnaires) apparaissent dans divers pro-
blémes physiques tels que 1’écoulement de fluide & travers des roches fissu-
rées, thermodynamique, propagation d’ondes longues de faible amplitude,
cisaillement dans les fluides de second ordre et ainsi de suite. Brill [I5] et
Showalter [80] ont établi I'existence des solutions des équations d’évolution
semi-linéaires de type Sobolev dans l'espace de Banach. Les problémes de
controlabilité pour les différents types de systémes décrits par des équations
différentielles fractionnaires de type Sobolev ont encore un manque de contri-
butions, par exemple [39] 84].

Dans les derniéres années, il y a eu un développement important dans
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les équations différentielles ordinaires et partielles avec des dérivés fraction-
naires, voir les monographies de Kilbas et al. [57], Lakshmikantham et al. [61],
Miller and Ross [71], Podlubny [74]. Hilfer [50] a proposé un généralisation
du dérivé fractionnaire de Riemann - Liouville (GRLFD), qui est devenue
en d’autre terme, dérivé fractionnaire de Hilfer, qui comprend a la fois des
dérivés fractionnaires de Riemann - Liouville et de Caputo. Furati et al. [41]
a considéré un probléme & valeur initiale pour une classe d’équations différen-
tielles fractionnaires non linéaires avec un dérivé fractionnaire de Hilfer, Gu
and Trujillo [45] ont étudié une classe d’équations d’évolution ave des dérivés
fractionnaires au sens de Hilfer, Wang et Zhang [85] ont étudié des problémes
aux valeurs initiales non locales pour des équations différentielles fraction-
naire de Hilfer, Mahmudov et al. [66] ont étudié la contrdlabilité approchée
des équations d’évolution fractionnaire avec le dérivé de Riemann-Liouville
généralisé (GRLFD), Yang et Wang [92] présentent le concept de controla-
bilité approchée des inclusions différentielles fractionnelles de Hilfer avec des
conditions non locales, pour les dérivés fractionnés dits au sens de Hilfer, on
peut voir |42} [51].

Le contour de ce chapitre est le suivant. Dans la section Résultats préli-
minaires, nous rappelons quelques notations préliminaires et les résultats qui
seront nécessaires pour la suite. La section Résultats d’Existence est consa-
crée a ’étude de la controlabilité approchée du systéme a condition que
le systeme linéaire correspondant soit approximativement contrélable. Enfin,

un exemple est donné pour illustrer I'efficacité des principaux résultats.
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3.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, nous mentionnons les notations, les définitions, les
lemmes et les faits préliminaires nécessaire pour établir nos principaux résul-
tats.

Tout au long de ce chapitre, nous désignons par C(J, X) et C(J', X)
les espaces de toutes les fonctions continues de J vers X et de J' vers X,
respectivement. Posons v = v + pu — yu, donc 1 — v = (1 — v)(1 — p),
définissons C_,(J, X) = {z : t'7z(t) € C(J, X)}, avec la norme || - ||, défini
par ||z]l, = sup{t' ™" |[z(t)|,v = v+ p —u}.

Evidemment, C;_,(J, X) est un espace de Banach.
Les opérateurs A : D(A) C X — Z et E: D(F) C X — Z satisfont les
hypotheses suivantes :

(S1) A and E are closed linear operators,

(S2) D(E) C D(A) and F is bijective,

(S3) E7': Z — D(FE) is compact,

Les hypothéses (S1) — (S3) et le théoréme du graphe fermé impliquent la
bornitude de l'opérateur linéaire AE~! : Z — Z, donc AE~! génére un

Cy-semigroupe {Q(t),t > 0}, Q(t) := AP ' [42].

Lemme 3.2.1 ([78]) Soit D un sous-ensemble non vide de X, qui est bor-
née, fermée et conveze. Supposons G : D — 25\ est s.c.s avec des valeurs
convezes fermées et telles que G(D) C D et G(D) est compact. Alors G a un
point fize.

Lemme 3.2.2 Le systéme de controle fractionnaire non local (3.1)) est équi-
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valent a l'inclusion intégrale

Ex(t) € Bz 1 ! /t(t—s)“_l [Az(s)+F(s,z(s))+Bu(s)]ds,t € J.

Ly +p—m) L) Jo
(3.2)
Remarque 3.2.1 Pour x € X nous définissons deuzx familles d’opérateurs
{Syue(t) :t>0} et {T,r(t): t >0} par

Ton(t) = Py n(t),  Put) = / " B 00, (0)Q(6)do,
0

S%M,E( ) = ﬂl g 7;E( )

ou M,(0) est la fonction de Wright, qui est définie par

M) = = (1;?(”1_ 0 H<LOEC, (3.3)

ce qui satisfait I'égalité suivante [~ 6°M,(0)df = F(llj‘i;), for 0 >0.

Lemme 3.2.3 Si linclusion intégrale (3.2)) est wvalide, alors il existe f €
LY J x X, X) tel que f € F et

z(t) =8, u5(t)Exy + /Ot Tue(t —s) {f(s,a:(s)) + Bu(s)|ds,t € J. (3.4)

Nous imposons les hypothéses suivantes.
(H1) :{Q(t)}i>0 is uniformly bounded, i.e., 3 M > 1 such that sup,c(y ;o) [Q(2)] <
M.

Proposition 3.2.1 ([39, [}5]) Sous les conditions (Sy1), (S2), (S3) et (Hy),
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(i) Pour tout t >0 firé, {P, p(t)} >0, {Tur(t) o et {8, ,,5(t) o sont

des opérateurs compacts linéaires, et pour tout v € X,

M|E

12,0l < 2E Ny,

g [(p)
MHE lHt“ 1
t L

IO < S5 el
M||EH[t0—D D)

1S, p(t)al] < MIE_N ]l

D(y(1 —p) + 1)
(11) {PuE(t)}is0, {Te(t) im0 et {Syu5(t) }so sont continues au sens de

la topologie d’opérateur uniforme.
Preuve : (i) De 'égalité
o L1449
/ 00, (0)d0 — D TO)
0 I'(1+ p6)
nous savons que

o M| E~
1Pesl = [ B o000 < MIE

ensuite nous avons

ME
| Tue(t)z]] < —————||z||, fort € J'andx € X.
o T(1)
Pourt e J et z € X,
t
1,002 = 15T = |y | (6= 970 Tp(e)aas]

1 t
= H— (t — s)" =W =1n=1p p(s)ads
P(y(1 = p)) /0 ’
y=1)(1—p) 1
) / (1 —s)=m=1gn=1p (ts)ads
0

#
HF (v(1—p)
tO=DA=-W|| E-1 M

- || || / 1_ 'y(l w)— S‘u 1d8||l‘|l
||

L(y(1 = p))l
_ M||E7|t0 D ”

C(y(1 = p) + 1)
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Ceci compléte la preuve de (i).

(ii) Pour tout t > 0,h >0 and z € X, on a
[Palt + Bz = Paslt)al = | [ B oM 0)(QU(E+ h)'6) ~ Q(e'0)ad]|
0
on remarque que

H /OOO E M, (0)[Q((t + h)"0) — Q(t“ﬁ)]deH
2M|E|
I'(p)

puis par le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, nous avons || P, g (t+

< aM|E| / WM, (6)d6)|]| = Il

h)x— P, g(t)x|| = 0 quand h — 0. Par conséquent, P, g(t) est continue dans
la topologie de l'opérateur uniforme pour ¢ > 0.
De méme {7, (t)}+>0 et {S,,,6(t) }i>0 sont continues dans le sens de la

topologie d’opérateur uniforme. Ceci compléte la preuve.

Proposition 3.2.2 ([39,[45]) Sous Uhypothése (Hy), { P e(t) }iso0, {Tue(t) =0
et {S,,e(t)}i=0 sont fortement continues, ce qui signifie que, pour tout
reXet0<t <t"<b, onalP,plt)r— P,z =0, ||T.el)r—
Tue)z|| =0 et |Sy e(t)e =S, 6"z = 0 quand t" — t/

Preuve : Par la proposition nous savons que {P, g(t)}~o est forte-

ment continue, alors nous obtenons facilement {7, g(t)}i>0 est aussi forte-
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ment continu. Pour tout z € X et 0 < t; <ty < b, on a

||S%u,E(t2)37 - S%u,E@l)x”

1 £2 t1
= (t2 _ S)V(l_u)_lnE(S)de _ (tl _ S)'y(l—,u)—lnE(s)deH
(1 —p) / : ,
1 Otz ’ t1
S Tha—p) /0 (ty — s)/IW1h=1P 1 (s)ads —/0 (t, — S)W(lfu)*lsuflme(S)mdsH
1 t2
ST (ty — 5)7 (1_“)_18"‘1}7 e(s )xds‘
I(y(1 - u)) /
1 _ H / t2 — S 7(1 M) (t 3)7(1—M)_1] SM—IPM,E<S)deH
M HE 1Ht“ 1
= D(y(1 — p)T () y( M) (ta = t2)" ||
M B!
+ F( || H H/ 1 ,U«)*l _ (tl _ S)'y(lfu)fl] SuildSHHxH_
Notons que

t1 N
H / [(t2 — s ==l _ (4 3)7(17u)71}5u71d5H < 2/ (t — sy (=W —1gn1gg
0 0

puis par le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, nous avons

s)Y ==t () — 8)7(1_“)_1}8“_1d8H — 0 as ty — 1.

Jy' 1=

Par conséquent, nous avons ||S, , g(t2)r — S, e(t1)z|| = 0 as to — ¢4,
i.e., {S,.6(t)} =0 est fortement continue. Ceci compléte la preuve.

Soit(X, ||.||) un espace Banach. Nous utiliserons les notations suivantes :
P(X)={Y € 2¥ : Y # 0}, Pu(X) = {Y € P(X)} est fermé, Pp(X) =
{Y € P(X)} est borné, P.,(X) ={Y € P(X)} est convexe, P, (X) ={Y €
P(X)} est compact.

Lemme 3.2.4 ([59]) Soit J un intervalle réel compact et soit X un espace de

Banach. L’application multivaluée F : J XX — Py o.c0(X) est mesurable pour
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t pour chaque x € X fixé, u.s.c.pour x pour chaque t € J, et pour chaque x €
C(J,X) Uensemble Sp, = {f € L*(J,X) : f(t,z(t)) € F(t,x(t))for aet €
J} est nonvide. Soit ' une application linéaire continue de L*(J, X) vers

C(J,X), puis l'opérateur
T'o SF . C(J,X) — ’Pbdm)(C(J,X))

x+— (I'oSk)(x) = [(Sk.) est un opérateur de graphe fermé dans C(J, X) x
C(J,X)

Proposition 3.2.3 (/29])

(1) Une fonction mesurable u : J — X est Bochner intégrable si et seule-
ment si ||u|| est Lebesque intégrable.

(2) Une application multivaluée F : X — 2% est dit étre a valeurs convexe
( a valeurs fermé), si F(u) est conveze (fermé) pour tout u € X ; est
dit étre bornée sur des ensembles bornés si F(B) = |J,cp est bornée
dans X pour tout B € Py(X).

(8) une application F est dit semi-continue supérieurement (s.c.s.) sur
X si pour chaque uy € X Uensemble F(ug) est un sous-ensemble fermé
non vide de X, et si pour chaque sous-ensemble ouvert 2 de X conte-
nant F(ug), il existe un voisinage ouvert V de uqy telle que F(V) C .

(4) une application F est dit étre complétement continue si F(B) est
relativement compact pour tout B € P,(X). si application multivaluée
F' est completement continu aux valeurs compactes non vides, puis F'
est s.c.s. si et seulement si F' a un graphe fermé, c’est-a-dire, u, —
W Yn = Y;Yn € F(u). Nous disons que F' a un point five s’il y au € X
tel que u € F(u) .
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(5) Une application multivaluée F : J — Py(X) est dite mesurable si
pour chaque u € X la fonctiony : J — R Défini pary(t) = d(u, F(t)) =
inf{|lu — z||,z € F(t)} est mesurable.

(6) Une application multivaluée F : X — 2% est dit se condenser si pour
tout sous-ensemble borné B C X avec B(B) # 0 on a B(F(B)) <
B(B), ot B(-) désigne la mesure de non-compacité de Kuratowski dé-
finie comme suit : f(B) = inf{d > 0 : B peut étre recouvert par un

nombre fini de boules de rayon d}

Définition 3.2.1 Par une solution douce du systéme , on veut dire une
fonction x € C1_,(J, X) satisfaisant :

(1) I;77x(t)|imo + h(z) =20 € X ;

(2)

+10) = Sy O1Blro — M)+ [ Toslt = ) (s, ()
4 /Ot T n(t — s)Bu(s)ds, t € J.
Car T, p(t) = t*'P, p(t), alors 'équation ci-dessus est équivalente a
z(t) =S8, ,56(t)Elro — h(z)] + /Ot(t — s)“flPH,E(t —s)f(s,z(s))ds

+ /0 (t — s)" ' P, g(t — s)Bu(s)ds.

Afin d’étudier la controlabilité approximative pour le systéme de controle
non linéaire (3.1]), nous considérons d’abord la contrélabilité approximative

de sa partie linéaire

DIFEx(t) € Ax(t) + (Bu)t, te.J = (0,b)
(1—7)(1—p) _ (3.5)
IO+ I’(t)|t:0 = Xop-

Ici, B : U — Z est un opérateur linéaire borné et v € L*(J,U)
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Définition 3.2.2 Le systéme de contréle (3.5) est dite approximativement
contrélable sur J si W = X, c-a-d, étant donné un arbitraire € > 0, il
est possible de partir des points x(0) a l'instant t tous les points dans l’espace
d’état X dans une distance €. ou R(b, zo) = {z(b,u) : v € L*(J,U),z(0,u) =
xo} ; qui est l'ensemble atteignable du systéme avec la valeur initiale xq

au moment terminal b.

Remarque 3.2.2 Supposons que le systeme de contréle fractionnaire linéaire
(3.5) est approximativement contrélable. Nous rappelons que [7, [77] la contro-
labilité approximative de (3.5)) est équivalent a la convergence de aR(a,T'}) —

0 quand a — 0T in the strong operator topology.

3.3 Reésultats d’existence

Nous obtenons I'existence et la contrélabilité approchée du systéme. (3.1)).

Nous considérons les hypothéses suivantes
(Hy) |la(R(a,TH))|| <1 for ¥V a > 0.

(Hs) The multivalued map F': J X X — Py 4.(Z) satisfait ce qui suit :
(3a) F(t,.) : X — Z is u.s.c et pour chaque t € J et pour z € X,
la fonction F(.,z): J — Z est fortement mesurable par rapport a ¢

pour chaque x € X, '’ensemble

Sra =1{f € L'(J,X) : f(t,2(t))
€ F(t,x(t))forppt € J}

est non-vide.
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(3b) il existe une fonction n(-) € Lﬁ, p1 € (0,p1) et une fonction
continue non décroissante ¢ : [0,00) — (0,00) such that for any
(?f x y) € J X X x X, ||F(t2(t), [y k(t, s,2(5))ds)l| = suppe, {[1f]]

t), o k(t,s,2(s))ds) € F(t,x(t), [, k(t,s,2(s))ds)} < n(t)o(||z].),
et, llm,ﬂ_>Oo inf ¢T =w < o0
- _1y (I=p1) ' TRLOE T H Lo |n| 1 2| =112 1s2 _
b= M B M2E=1 P M3, a1
(Hs) ( () e ) (H ) B(zu—u) <L

Pour prouver nos résultats, nous présentons d’abord les deux opérateurs :

b
1
b= / (b— ) 2P, p(b— §)BB* P} p(b— s)ds, 3 <p<l
0

et R(a,T}) = (al +T4)"",¥ a >0, on B* désigne I'adjoint de B et P} ; est
ladjoint de P, g. Il est claire que I'opérateur ' is a linear bounded operator.

Maintenant, pour tout a > 0, et z; € X, on pose
u(t) = (b — )" "' B P} p(b — s)R(a, Tg)p(x(-)),
ou

p(x() = 21 — S, () Elxo]
+ /(; (b — S)“*lme(b — S)f(S, $<3))d8

En utilisant le controle u,nous définissons 'opérateur ¥ : Cy_,(J, X) —

201-v(JX) comme suit

U(z) = {z €Ci (], X):
2(t) = Sy e (t) Elzo]

n / (t — )" Pup(t — 5)f (s, 2(s))ds

N /0 (= 8Py p(t — 8)Bu(s)ds, f € Spa}
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Selon I’hypothése (Hj3) et la proposition [3.2.1, nous pouvons obtenir

/0 (t —s)" 1P, g(t — 8)f(s,2(s))ds
= MIE"g(lll) (1= )~y
>~ F(M) (/,L — /Ll)l*“l

).
Ainsi

[p(z ()]

M| EH o
< [l [l +

P(y(1 = p))

MIE~ o(llllv) (1 — pa) ~Hrbrm

[ Exol|] + (1) (1 — i)

]l -

Théoréme 3.3.1 Si les conditions (S1), (S2), (Ss3) et les hypotheses (Hy)—
(Hs) sont satisfaites, alors le systéeme (3.1) a une solution douce fourni par

1
§<I/§1.

Proof : Maintenant, il sera montré que l'opérateur ¥ a un point fixe. La
preuve sera divisée en six étapes.
Etape 1 : L'opérateur ¥(z) est convexe pour chaque z € Cy_,(J, X).

Soit 21,20 € C1-,(J, X), alors il existe fi, fo € Sp.tel que pour chaque

teJ,ona

z(t) = S, 5 (t) Elxo)
. / (1= )Pt — ) s, 2(s))ds
N /0 (= ) Poplt — 8)(b— ) BB P (b — )R(a, 1)
x (xl — 8,.5(b)Elz]

b
—/0(b—T)M_lme(b—T)fi(T,[E(T))dT i=1,2.
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Soit 0 < A < 1, puis pour chaque t € J on a

(Az1 + (1 = N)z2) (1)
= S, (1) Elo] + / (t — 5) 1P, (t — 5)
X [Mals, 2(s)) + (1= V) fols, 2(s)g) | ds

¢
+ / (t—s)" ' P gt —s)(b—s)" "BB*P; 5(b— s)R(a, )
0

% (Il - S%M,E(b)E[xO] N /Ob(b - T)M—lme(b —7)

x [Afl(f,x(f)) T (- A)fz(f,x(r))}m) ds.

Puisque Sp, est convexe, Az; + (1 — X)zg € Sp,. Par conséquent A\z; + (1 —
N)zg € U(x).
Etape 2 : Considérons un ensemble B, = z € C,_,(J, X) : ||z|, <7, ot r
est une constante positive. Evidemment, B, est un ensemble borné, fermé et
convexe C_,(J, X). Nous supposons qu’il existe un nombre positif r tel que
V(B,) C B,.

Si ce n’est pas vrai, alors pour chaque nombre positif r, il existe une
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fonction " € B, , mais ¥(2") ¢ B, , i.e.,

r < ¥ (=),

< supt' V|8, e (t) E[zo] ||
teJ
t

+ sup tlf”H (t — s)“’lPuyE(t —s)f(s,2"(s))ds||
ted 0
t

+supt' V|| [ (t—s)* P, p(t — s)Bu"(s)ds||
teJ 0

M| E~

< T Bl +
|:b1VM2||E1||2M% b2,u71 :|
al®(p) (2p—1)

b M| E~ o2 ]]) (1 — pa)' 10—
IN{) (o —pg)tm

Iolls

M|E- ! DO )y, )
< (ot + o el + M T
MjE-) ME o) (1 - )b

T L Y R TR ST
|:b1—uM2HE—1 HzMJZB b2“_1 :|
al™ () (2u—1)
M| E~L||p—1 M| E=Y|p(r) (1 — py)t—rbr—m
: (Hxl” T +u)[“Eon|H T (1 — )t ”"”i)’

ou on a utilise la proposition [3.2.1]
Divisant les deux cotés de I'inégalité ci-dessus par r et en prenant la limite
quand r — 00, nous obtenons
B (1= ) b
T ——i,@lnll:
(1) (b — ) [
M2 E—l 2M2 b2u—1
(o MLE NG P Y
al(p)  (2p—1)

ce qui est une contradiction & (Hs). Ainsi, il existe r > 0 tel que ¥ applique

B, en lui-méme.
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Etape 3 : ¥ applique des ensembles bornés vers des ensembles équicontinues
de 01,,/({], X)
Soit 0 < s <t<t+h<bete>0.Pour chaque z € B,,z € ¥(z), il

existe un f € Sg, tel que
£00) = SypOlan] + [ (6= 9" Pt = 9)f(s,(5))ds
0

+ /0 (t — s)" 1P, p(t — s)Bu(s)ds.
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Clairement,

[2( + h) = 2(1)]

<supt' V|8, u(t + 1) Elxe] = Sy () Elx |

teJ
+supt ™ /tt+h(t +h— s P gt + h—s)f(s, x(s))dsH
ot [ (4 Bt b= ) = Pt = ) % Jssa)s|
bt [ (4 b= s = (6= 5 Buslt — ) x ()|
+supt!~ /0 b= ) Pt h—8) — Puplt—5)) x f(s,0(s))ds
popt | [ b () Bt — ) s a5
+supt ™ /t t+h(t +h— )Pt + B — s)Bu(s)dsH
+ sup v /t (t+h—s)l " (P,p(t+h—s)— P,p(t—s))Bu(s)ds
+ sup v /t (t+h—s)"'—(t—s)" P, p(t — s)Bu(s)ds
+ iﬁ?tl_” /Ot_e(t +h— s YP,g(t+h—s)— P,g(t—s))Bu(s)ds
+supt ™ /0 (s — (- )P, p(t — s)Bu(s)dsH

11
1=1

Maintenant, nous avons seulement besoin de vérifier I; — 0 as h — 0,7 =
1,2,...,11.
pour Iy, par Proposition [3.2.2) I; — 0 as h — 0,

Soit ¢ = ﬁ € (—1,0). En vue de la proposition [3.2.1 pour I, I3, I4, I5
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and Ig on a

b MILE o) 0

R0 grnem i
W'Y M| E~|o(r t
I3 < IU(M) lo(r) (/ (t+h— s)“_lds) ||n||l%l
t—e
D' M| B[ (r) (2h) D0k
ST @ M
VLY MIIE-L t e 1=
I < ﬂ(u) lotr) </ R e ds) Inlf
t—e 1
D' M|| B[ p(r) (2h) D0k |
ST T (g i M
t—e
Iy < b p |1Pup(t+h—s)— Pyt —s)| (/0 (t+h— s)“‘lds> o(r)lInfl o
se|0,t—e€

_ t+ h)1t — (h 4 e)rtt]imm
<b"" sup ||P,p(t+h—s)—P,p(t—s (
s 1P )~ Puplt— 5] P

o) ]+

De la méme maniére, pour I, Ig, Iy, I1g and I;; on obtient

bl_”MHE_l | Mp e+ (1—p1)
o eyl
1y < U MIE My (2h) D0
ST W oo
o < PMIE My (21 D0
ST W oo
q+1 _ q+111—pm

Lo < b Mp Ses[gtp_e] |Pue(t+h—s)—P,g(t—s) (ARD q+ Y;l__:f) ]

bl—uM”E—lHMB (Qh)(q+1)(1—y1) || ||
ulf.
)

I7

IN

]
]

]

I <
" I(p) (q+1)0m

On peut facilement voir que Iy, I3, Iy, I, I7, I3, Iy, I1; tend vers zéro quand
h — 0. Par la Proposition [3.2.1] I5 et I o tend vers zéro. Ainsi ||z(t + h) —
2(t)|| — 0 quand A — 0 pour tout = € B,. Cela implique que V(B,) C

C1_,(J, X) est équicontinue.
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Etape 4 : Ensuite, nous montrons que I'ensemble V (t) = {z(t) : z € ¥(B,)}
est relativement compact dans X. Le cas ¢t = 0 est trivial. Soit ¢ € (0, b] fixé

et pour chaque A € (0,t) et V 0 > 0, z € VU(B,), définissons un opérateur
() = - /t_)\ /OO E~ M, (0)(t — s)" =Lt 1Q (50 E[x]dOds
Py =w) Jo Js g
+Q(N0) /Ot/\ /500 E7pf(t — )" M, (0)Q((t — )6 — X0) x [f(s,2(s)) + Bu(s)]dbds

De la compacité de Q(MN0), \* > 0, nous obtenons que pour VA €
(0,t) et V& > 0, I'ensemble V<I(t) = {2M(t), 2 € UM (z), 2 € B,} est

relativement compact dans X.
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De plus, pour chaque x € B,., nous avons

I2(t) = (@)l
¢ 5
m/@ (t — 3)’7(1—u)715u71 / EilueMﬂ(e)Q(Sue)E[xo]dﬁds

0

=supt'™”
ted

1 ' — g\ Y= =1 gpu—1 = -1 gt T s
o | B 000 Elaolana
t—XA [e's)
— ;)) / (t — s) I —Lgnt /5 E~ b M, (0)Q(5"0) Elx)dfds
/ / E7'pf(t — )" "M (0)Q((t — $)"0) x [f(s,z(s)) + Bu(s)]dbds
/ / B0t — )" M, (0)Q((t — 5)°0) x [ (s, 2(s)) + Bu(s)]dods

/ / E7' bt — )" "ML (0)Q((t — )0) x [f(s,z(s)) + Bu(s)]dbds

1 t 1
< supt!™ —/ t— g)Imm—lgn-l x/ E~0M,(0)Q(s"0)E|xo|dods
<ot gy | 6 -9) 7 M, (6)Q(0) Bl deds
t 00
+ sup ' ;)) « / (t — 5=t gumt / B M, (0)Q("0) Bl dbds
teJ 1

+sup i //E L(t — ) IML(0)Q((t — 5)40) x [f(s,a:(s))+Bu(s)]d9dsH

teJ

+ sup i /t A / B0t — )" M, (0)Q((t — 5)°0) x [ (s, 2(s)) + Bu(s)|dods

teJ
Pl E-HIM

T - )
Mp|[E- 001
T TOU W) s ”E‘”’”O”/ OM(

L'V M| E|plet - m) 5
1 M M
D GOl + My]ul) / OM,(0)d0

bl—vM||E—1||)\(q+1)(1—u1)
P(1+ p)(g +1)0=m)

| Eoll B+ 1) / 00, (

(@)l 1+ Mpllul)-
Cela implique qu’il existe des ensembles relativement compacts arbitrai-
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rement proche de l’ensemble V(¢) pour chaque ¢t € (0,b]. Ainsi V() est
relativement compact dans X pour tout ¢ € (0,b]. Comme il est compact a
t =0, donc V (t) est relativement compact en X pour tout ¢ € J.
Etape 5 : ¥ a un graphe fermé.

Soit z, — x. quand n — o0, 2, € V(z,) et 2, — z. quand n — co. On
va montrer que z, € V(x,). Puisque z, € ¥(z,), il existe un f, € Sp,, tel

que
t
Zn<t> = SW,M,E(t)E[:EO] + / (t - S)M_IPM,E<t - s)f(s, xn(s))ds
0
t
+ / (t — s)" "Bt —s)(b—s)"'BB*P; (b — s)R(a,T})
" b
X (xl — S, up(b)Elzo] — / (b—7)P, g(b—T7)f(, ZL’n(T))dT> ds.
0
Nous devons prouver qu’il existe f, € Sp,, tel que pour chaque ¢t € J,
t
2(t) = Sy e(t)Exy + / (t —s)" 'P, gt —5)f(s,z.(5))ds
0
t
+ / (t — s)" ' Pup(t — s)(b— s)" ' BB*P; (b — s)R(a,T§)
0

X (m — 8, p(b)Exg — /0 b(b — )P, (b — ) f (7, x*(T))dT) ds.
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Clairement,
| [20(0) = S (t) B
— [P Pt = )0 = 91 BB B0 )Rl TY
< (21— 8, 6(0) B~ /0 (b )P (b — 1) ,(r))dr ) ds|
— |20 = 8, () B
_ /0 (= V1 Puplt — 5)(b— 8" BB P (b — )R(a, I1)

X (171 — S ue(b)Exy — /Ob(b - T)M_IPM,E(b —7)f(7, x*<7))d7> ds} H

— 0 asn — oo.
Considérons 'opérateur linéaire continue I : L%(J, X)— Ci,(J,X)
90 = (6= Pt =) 525D
+ /t(t — )" P p(t — s)(b— s)" ' BB*P} 5(b— s)R(a,T§)
0

X ( /O b(b — )P, (b — ) (7, x*(f))df) ds.

Clairement, il résulte du Lemmel@l que I'o Sp, est un opérateur de graphe

fermé. D’aprés la définition de I', nous avons que

[zn(t) -8, e(t)Exy — /0 (t— s)“_lPMVE(t —3s)(b— s)“_lBB*P;E(b — s)R(a, Fg)

b
x (1 = 8y (6) B - / (b= 7V P (b = 7)f (7, 2a(7))dr ) ds| € T(Spa,).
0
Puisque f,, — f, il résulte du Lemme que

[z* (t) = Sy up(t)Exy — /Ot(t — )P, gt —s)(b— S)M_IBB*P;’E(Z) —8)R(a,T})
b
x (1 = 8, (0) B - /0 (b= 7V (b = 7)f(r,.(7))dr ) ds| € T(Sp).
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Par conséquent ¥ a un graphe fermé. En conséquence de I'étape 1 a ’étape
5 avec le théoréme d’Arzela-Ascoli, U est une application multivaluée com-
plétement continu & valeur compacte et donc de la Proposition 3.2.3((4), nous
obtenons que W est s.c.s.. D’ou par le lemme U a un point fixe z(-) on
B, , qui est la solution douce du systéme .

Théoréme 3.3.2 Supposons que les conditions (S1), (S2), (S3) et (Hy) —
(Hs) soient vérifiées et la fonction multivaluée F(t,x(t)) est uniformément
bornée. De plus, supposons que le systéme linéaire correspondant est
approximativement contrélable sur J, alors le systéme est approximati-

vement controlable sur J.

Démonstration : Sous les hypotheses ci-dessus, nous connaissons 1’opéra-
teur ¥ a un point fixe dans B,.. Soit ¢ le point fixe de ¥ dans B,., cela signifie

qu’il existe f* € Sp, tel que
29(t) = 8y 5 (t)Exo + /0 t(t — )" P, g (t — ) f (s, 2%(s))ds

+ /0 t(t — )" "B p(t — s)(b— )" ' BB*P} 5(b— s)R(a,Tg)

x (xl — 8, u(b)Exg — /O b(b — )P, (b — 1) f (7, xa(f))d7> ds, teJ.
on définit

p(a) = x1 = S, (b)) By — /O (b= ) Pup(b— ) f(r,2°(7))dr.
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Notons que I — I'%R(a,T'}) = aR(a,Ty) on obtient
b
z(b) =8, ,.5(b)Exo + / (b—s)"'P, gt — s)f(s,2%(s))ds
0
b
+ /0 (b—s)**VP, p(b— s)BB*P; 5(b— s)R(a,T})
b
X <:1c1 — 8,5 (b)Exy — / (b— 1) "P, w(b—7)f(, xa(f))df) ds
0
b
=S, ,.5(b)Ex)+ / (b—s)"'P, gt — s)f(s,2%(s))ds
0
+IgR(a, Tg)p(a?)

b
=S8, e8b)Exy+ / (b—s)" P, gt — s)f(s,2%(s))ds
0
+p(z) — aR(a, Tg)p(z”)
=11 — aR(a,T4)p(z?).
De plus, il existe un L < oo tel que Hf(s,:v“(s))H < L. Par conséquent,
la suite {f(s,z%(s))} a sous-suite encore notée par {f(s,z%(s))}, converge

faiblement, vers, {f(s,z(s))}.

On note
b
w=x1—38,,5b)FEx)— / (b— )P, 5(b—5)f(s,z(s))ds.
0

Nous dérivons cela

In(e?) —wl = | [ b= 5P Puslb— 5) x [ (5, °(5) — (5,2(5) ] s

< H /Ob(b — )P, (b — s) x [f(s,xa(s)) - f(s,x(s))}dsH.

De la compacité de l'opérateur {P, (t),t > 0} et la bornitude uniforme de

{f(s,2%(s))} il existe quelques f € L'(J, X) tel que lorsque a — 0"
P,e(b—s)f(s,2%(s) = P,e(b—s)f(s,x(s)).
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De plus, par la controlabilité approximative du systéme (3.4]) et la remarque
(3.2.2)), nous savons que a(al + I'§)~! tend vers zéro quand a — 0T dans

la topologie de strong operator. Ainsi, nous pouvons obtenir cela comme

a— 0t

|2(0) = 2]| < [|aR(a, T5) (w)]| + [laR(a, To) || [Ip(z*) — wl
< [laR(a, Tg) (w)|| + [[p(=") — wl|

— 0.

Par conséquent, le systéme (3.1)) est approximativement contrdlable sur J.

La preuve est terminée.

3.4 Application

Comme application de nos résultats, nous considérons I'inclusion différentielle

fractionnaire
3
D;4 (x(t>y - xyy<t7y)) € xyy<t7y)
+F (ta(t — r.y) + Bult.y).t € (0.3], 56
z(t,0) =z(t,7) =0, teJ=][0,0], ’
Ly—
159" (@ (0,)) = 0,y € [0, 7],

3 1y
ou Dg’;‘ est la dérivée fractionnelle de Hilfer d’ordre % et de type 7, Iéi)(l “

est l'intégrale de Riemann-Liouville d’ordre (1 — p), F (t,z(t —r,y)) et
Bu(t,y) sont des fonctions données.

Soit U = X = Z = L*([0,7], R) et Définir A : D(A) € X — Z par
Ar = zy, et £ : D(E) ¢ X — Z par Ex = x — x,, ou chaque do-

maine, D(A) et D(E), est donné par {z € X : z,x, sont absolument conti-

nues, z,, € X,z(t,0) = z(t,7) = 0}. A et E peut étre écrit comme suit :
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A =35> —n?(z,2,) xn, x € D(A),
FEx =" (14n?) (z,x,) x,,x € D(E), respectivement, o z,,(y) = \/gsin ny,n =
1,2, ... est 'ensemble orthonormé de valeurs propres de A.

De plus, pour tout z € X, nous avons

Il est facile de voir que E~! est compact, borné avec |[E7Y| < 1 et AE™!
génére le semigroupe fortement continu ci-dessus Q(t) surZ avec Q||(t)]| <
e ! < 1. Par conséquent, avec les choix ci-dessus, le systéme ({3.6) peut étre
écrit comme une formulation abstraite de et donc le théorémempeut
étre appliquée pour garantir ’existence d’une solution douce de . De
plus, on peut facilement voir que le systéme de controle fractionnaire linéaire
déterministe de type Sobolev correspondant & est approximativement
controlable sur J,ce qui signifie que toutes les conditions du théoréme
sont satisfait. Par conséquent, est approximativement controlable sur

J.
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CHAPITRE 4

EQUATION FRACTIONNAIRE
IMPULSIVE AVEC RETARD DE TYPE
SOBOLEV AVEC LA FAMILLES
RESOLVANTE ALPHA-SOBOLEV ET
DES CONDITIONS INTEGRALES

Dans ce chapitre on introduit un nouvel outil qui s’appelle la famille
résolvante alpha-sobolev pour établir 1’éxistance et l'unicité des solutions
d’une classe d’équations intégro-différentielle quasilinéaire avec retard d’ordre
fractionnaire avec des condition nonlocales et impulsives. On utilise le calcul
fractionnaire, la famille résolvante et le théoréme du point fixe de Banach
pour les résultats principaux. De plus, on donne un exemple pour illustrer

les résultats abstraits.
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4.1 Introduction

Nous sommes concernés par le systéme a retard impulsif non local d’ordre

fractionnaire et de type Sobolev suivants :

CDP(B(t)u(t)]+ Alt)u(t) = f(t,U(ﬁ(t)))ﬂL/O g(t, s, u(y(s)))ds, t # i (4.1)

u(0) + /Oa h(u(o(t)))dt = ug (4.2)
Dulimyy, = Tx(u(ty)), (4.3)

Dans un espace de Banach X, oit “D¢ est la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre 0 < o < 1, u est une fonction de [0,a] & valeur dans X et ug € X.
Soit A(t) et B(t) deux opérateurs linéaires avec des domaines contenus dans
X et des images contenues dans un espace de Banach Y. f: J x X — Y,
g:AxX —=Yeth:PC(J,X)— Y sont des fonctions abstraites donnés,
B,v,0:J — J sont les arguments de retard. I, : X — X, k=1,2,....m,0 <
t) <ty < oo < by < a,Almy, = u(ty) — u(t;) constitues la condition
impulsive. Ici J = [0,a], J' = [0,t] et A = (£,5): 0 < s <t <a.

Pour £ =1,2,...,m,on considere ’ensemble des fonctions

PC(J,X)={u:j— X e C((tp-1,t], X) and there exist
u(tf) and u(ty) with w(ty) = u(t)}
Muni de la norme || u || pc= sup || u(t) ||.

Clairement (PC(J, X),| . |lrc) et;;] un espace de Banach.

Grace a ses résultats précis et meilleures applications dans diverses sciences,
telles que la physique, la mécanique, la chimie, I'ingénierie, etc., le calcul

fractionnaire a pris une importance considérable. Pendant trois siécles, les
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équations différentielles fractionnaires ont attiré 'attention de nombreux ma-
thématiciens et physiciens, voir par exemple [I3| 14} 30 58|, 69, 95] et les ré-
férences qui y sont contenues. Ceci est principalement parce qu’ils décrivent
efficacement de nombreux phénomeénes qui se produisent dans l'ingénierie, la
physique, I’économie et la science. En effet, on peut trouver de nombreuses
applications en viscoélasticité, électrochimie, controle, milieux poreux, élec-
tromagnétiques. Au cours des derniéres décennies, il y a eu un développement
important dans les équations différentielles ordinaires et partielles impliquant
des dérivés fractionnaires, voir les monographies de Kilbas et al. [57], Laksh-
mikantham et al. [62], Miller et Ross [T1]Podlubny [74] et les documents.
Pour comprendre les progrés de la théorie des équations différentielles non
locales et impulsifs, les lecteurs peuvent se référer a : Byszewski [5, 9]. Au
cours des années récentes, de nombreuses activités ont été présentées pour
établir les résultats d’existence des équations d’évolution fractionnaire, Ben-
chohra et al. [I0] ont considéré 'IVP pour une classe d’équations différen-
tielles fonctionnelles fractionnaires avec un retard infini, Araya et Lizama [13]
ont introduit I'idée de la famille a-resolvent afin de construire la représenta-
tion de la solution. Cependant, de nombreux problémes restent sans formes
explicites de solutions.

Nous introduisons un nouveau concept appelé famille résolvante alpha-
Sobolev pour discuter des résultats d’existence d’'une classe de systéme a

retard impulsif non local fractionnaire de type Sobolev.
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4.2 Préliminaires

Soit X et Y deux espaces de Banach tel que Yest continuement dense et
inclus dans X. Pour tout espace de Banach Z, la norme de Z est désigné par
|| . |l.- L'espace de tous les opérateurs linéaires bornés de X a Y est noté
B(X,Y) et B(X,X) s’écrit B(X). Nous rappelons quelques définitions du
calcul fractionnaire de [57, [71, [74], puis quelques faits connus de la théorie
des semigroupes de [52, [72] [100].

En utilisant la Définition 2.1 et la Proposition 2.1. (iv), le systeme (4.1))-(4.3)
est équivalent a I’équation intégrale :
B(t)u(t) =B(0)u(0)

n ﬁ / (t = ) = Als)uls) + (s, u(8(s))) + /089@””“”("””’7] ds

+ Y Lu(t).ted
o<t; <t
(4.4)

Nous supposons que les opérateurs A(t) : D(A) C X — Y et B(t) : D(B) C
X — Y vérifiant les hypothéses suivantes :

(a) A(t) and B(t) sont des opérateurs linéaires, et A(t) est fermé

(b) D(B) C D(A) et B(t) est bijective,

(c) B7Y(t) : Y — D(B) est compact,

Remarque 4.2.1 De (c), nous déduisons que B~'(t) est un opérateur borné.
Note (c) implique aussi que B(t) est fermé puisque en fait : B~1(t) est fermé
et injectif, alors son inverse est également fermé. Il vient de (a)-(c) et le
théoreme du graphe fermé, on obtient le bornitude de [’opérateur linéaire
E(t) = A(t)B7'(t) : Y — Y. Par conséquent, —E(t) génére un opérateur

d’évolution a spécifier ultérieurement.
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Définition 4.2.1 Une famille d’opérateurs linéaires bornés a deux parametres
U(t,s),0 <s<t<a, sur X est appelée un systeme d’évolution si les deux
conditions suivantes sont satisfaites

(1) U(t, t) =1, U(t, r)U(r,s) =U(t,s) for0 <s<r<t<a,

(2) (t, s) — U(t, s) is strongly continuous for 0 < s <t < a.
More detail about evolution system can be found in Pazy [72].

Définition 4.2.2 Soit p[E(t)] l’ensemble résoluante de E(t). Nous appelons
E(t) le générateur d’une famille résolvante alpha -Sobolev s’il existe w > 0
et une fonction fortement continue W, : R2 — L(X) tel que {\* : Re(N) >
w} Cp[E(t)] et pour 0 < s <t < oo,
(AT — E(s)rl$ = /OO e M) BH )W, (8, 8)B(s)xdt, Re(\) > w, = € X.
" (4.5)

Dans ce cas, W, (t,s) est appelée la famille résolvante c-Sobolev générée par
E(t).
Remarque 4.2.2 .

1. Si B(.) =1 et A(.) = A, alors (4.5)) sera réduite au concept introduit

par [5].
2. On peut déduire que — est bien posé si et seulement si, —E(t)

est le générateur de la famille résolvante a-Sobolev.

3. Ici, Wo(t,s) peut étre extrait de l'opérateur d’évolution du générateur
—E(t)

4. La famille résolvante a-Sobolev est similaire a 'opérateur d’évolution

pour les équations différentielles non autonomes dans un espace de Ba-

nach.
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Soit € un sous-ensemble de X.

Définition 4.2.3 (Motivé par [23, [25]) Une fonction u € PC(J : X) est
dite une solution mild de — avec des valeurs dans ) si elle satisfait
I’équation intégrale :

u(t) =B~ (t)W,(t,0)B(0)ug — B~ (t)W,(t,0)B(0) /Oa h(u(o(t)))dt

s [ B, u(Bs)) + [ glsn. ubrm))dnlds (46)

0 0
+ B Y)W (t, t:) L (u(ty)),
0<t;<t
for all ug € X.
Définition 4.2.4 ([22, (24, 128]) Par une solution classique de (??7)-(?7?) sur
J, nous voulons dire une fonction u avec des valeurs dans X telles que :
e u est une fonction continue sur J\{ti,ta, ..., tn} et u(t) € D(—E(t)),
e “DY[B(t)u(t)] existe et est continu danst € Jy,0 < a < 1,
o u satisfait (1.1) sur Jy, la condition non locale (4.2)) et la condition impul-

sive (1.3),

ot Jo = (0,a]\{t1,t2, ..., tm}.

Nous faisons les conditions suivantes

(H;) L’argument de retard g : J — J' est bijectif absolument continu et
satisfait

BeCH(LR), Bt) <t, B'(t) > c1.

De méme pour v et o, we have v/(t) > ¢y and o’(t) > c3, where ¢y, ¢o, c3 > 0.
(Hy)h : PC(J : Q) — Y est Lipschitzienne en X et bornée dans Y, c’est-a-

dire qu’il existe des constantes ky > 0 et ko > 0 telles que
[h(u)]ly < ki,

96



A. HARRAT UNIVERSITE 8 Mar 1945 GUELMA

lh(u) — h(v)|ly < ko I?Eziujx||u —v||pe, u,v € PC(J: X).

(H3) L'opérateur [B(t) + A\“I]~! existe dans L(X) pour tout A with el < 0
et

C
B(t) + X174 < . teld
B + AT < gt

(Hy)g : A x X — X est continu et il existe des constantes k3 > 0 et ky > 0

telles que

t
/Hﬂt&w—ﬂﬁﬁwmﬂkﬁkﬂu—ﬂh,%vGX'
0

t
ky = maX{/ llg(t,s,0)]|xds : (t,s) € A}.
0
(Hs)f : J x X — X est continu et il existe des constantes ks > 0 et kg > 0

telle que
”f(t7 ) - f(t,U)HX < k5”u - UHX7 u,v € X:

ke = max || (2, 0)[|x-

(He)I; : X — X sont continus et il existe des constantes [; > 0, i =

1,2, ..., m telle que
| Li(uw) — L) < Liflu—v|x, u,veX.

Prenons R = ||B(0)|ly et My = max ||[W,(t,s)|zx), 0 < s <t <a.

1
(H7) 11 existe des constantes positives 01, 02,03 € (0,0/3] et A1, A2, A3 € [0, §>
tel que
kla /{:5a l{?ga
o) = CaMOR[HUOHY+6_]7 0y = Co My |:C_{5+k6}+c_{5 +k4}]> 03 = Co M€,
3 1 2
et

k ks k =
M = CaMyR=2 0 = CoMoa( = + =2) Xg = Caly Y
=1

C3 C1 Co
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ou & = Z(MS + [[21:(0)]]).

4.3 Reésultats d’existence

Soit S5 = {u :u € PC(J : X), u(0)+h(u) = up, Au(t;) = Li(u(t;)), |lul| <
O, pourte J, § >0, uype Xeti=1, ..., m.

Théoréme 4.3.1 Supposons que l'opérateur —E(t) génére une famille ré-
solvante a-Sobolev W, (t,s) avec |[Wo(t, s)|| < MeNt) M, N > 0. Si les
hypotheses (Hy) ~ (Hy) sont satisfaits, alors le systéme avec retard impulsif
non local d’ordre fractionnire de type Sobolev — admet une solution

mald unique on J pour tout ug € X.
Démonstration Considérons une application P sur Ss défini par
(Pu) (t) =B~ (t)W,(t,0)B(0)ug — Bl(t)Wa(t,O)B(O)/ h(u(o(t)))dt
0

+ / B Y)Wt ) (s, u(B(s)) + / " g(s,mu(y(n)))dnlds
+ Z B7H ) Wa(t, ) 1 (u(ty)),

0<t;<t
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+|f s () + [ gl ur )|
+O<tzi<t||B—1<t>wa<t,tiﬂi(u(m)u

< 1B OWat.0)BO) ol + [ Ihtutoe)let]

+ s 117, B(5)) — £ (s, Ol + 15,0}

+ [ lats.n w0 = (s, 00 + [t m,0)dn] s
+ 3 1B Wt () — EO) + 1))

En utilisant (H;) ~ (Hg), on a
IPu®lly < CodtaR[lually + [ ICu(a 0l 0)/ca)d]

+Cay [ [ksIu(BDIE 5)/e0)} + b + Rl DI (9/e2)} + b ds
+Caby 3 NIEC(t) = B + [11O)])

0<t;<t

1 [o@
< CaMR[Jluolly + = [ u(r)lar]
C3 a(0)

ks [P0 ky [
+CaMo[ 2 [ flutn)] + hody+ 22 [ (@) + kapas
€1 /5(0) €2 Jy©

+CaMy Y (16 + || 1:(0)]))-

i=1
Par conséquent,

k k k
|Pu(t)ly < CaMo| Rilluolly + ﬂ) + L“(é - K6) + (5 + ka) + €.

&)
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De I'hypothese (H7), on obtient ||(Pu)(t)||y < §. Par conséquent, P applique
Ss en lui-méme.

Maintenant pour u,v € Ss, on a

|Pu(t) — Pu(t)|| < I + I + I,

B ol / e (o(t))) |t
= / B (6 Walt ) 15, u(3(5)) = Fls (B
/0 lg(s,m,u(y(n))) — g(s,n,v(v(n)))|ldn}ds
et

ZHB ot t) [ i (u(ti)) — Li(o(E:)) -
Appliquons (Hy), (Hs) et (Hs), on trouve

I < CaMoRfoa 1A (u(a(£))) = h(v(a (@) (o' () /cs)dt

o(a)
<CaMoRe- [ h(ur)) ~ hlo(r) dr
3 Jo(0)

< {CaMoRkL}maxHu( ) — ()]

C3 TeJ

On applique aussi (Hy), (H3), (H4) et (Hs), on obtient
I < CaMo/O {Fsllu(B(s)) = v(B()I(B'(s)/er) + ksllu(v(5)) = v(v(s))|(7(5)/ c2) } ds

ks B(t)
C. M, u(n) —v(n)||d — u(f) —v(0)do
< { [ vt = ot + 2 [ <>}

< { Cuttoa(Z2 + 22)ac u(r) = o1

(&) TeJ
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Encore, (H3) et (Hg), nous avons

I3 < CaMo Y |[Li(u(t:) — Liv(t:)]

=1
< {CaMo > li} max [[u(r) — (7).
=1

Il résulte de ces estimations que
1Pu(t) = Po()]| < Amax|lu(r) — v(7)]],

ou 0 < XA < 1(Hy). Ainsi P est une contraction sur Sg.A partir du théoréme

de contraction, P a un point fixe unique u dans Ss qui est la solution mild

de - dans J.

Théoréme 4.3.2 Supposons que

(i) Les conditions (Hy) ~ (Hz) tiennent

(1) Y est un espace Banach réflexif avec la norme || - ||,

(iii) Les fonctions f et g sont uniformément Hélder continues ent € J, i.e.

Il y a des nombres Ly, Ly > 0 et p,q € (0,1] tels que
1f (1, u) = f(t2,0)| < La(ftr — tof” + [lu — o)),

lg(s1,m, w) = g(s2,m,0)l| < Lafsy — 52|

pour tout t1,ts € J et tout (s1,7n), (s2,m) € A
Alors le probleme (4.1)-(4.3]) a une solution classique unique sur J.

Proof En appliquant le théoréme 3.1, le probléme (1.1)—(1.3) a une solution

mild u € Sg. Maintenant, nous montrerons que u est une solution classique
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unique du probléme considéré sur J.
([36]) Selon (i), ||u—wv|| est uniformétment Hoélder continu en ¢t € J, aussi (iii)
implique que t — f(t, u) et t — / g(t,s, u)ds sont uniformément Holder
continues sur J. ’

On pose t

VO = Fu30) + [ ot sal(s)s
Clairement V'(¢) est uniformément Holder continue sur ¢ € J.
Considérons le probléme de Cauchy non local impulsif suivant

“DRB(t)u(t)] + A(tyu(t) = V (1), (4.7)

v(0) + /Oa h(u(o(t)))dt = uo, (4.8)
A=y, = Ix(u(ty)), (4.9)

De Pazy [?]; (3.1) — (3.3) a une solution unique v sur J donnée par
v(t) =B~ ()W, (t,0)B(0)ug — B~ (t)W,(t,0)B(0) /Oa h(u(o(t)))dt

b [ B v (s)as (410)

+ BY W (t, ) I (u(t:))

0<t;<t

Notant que, chaque terme sur le coté droit de (3.4) appartient a D(—E),
donc v(t) € D(—FE), en utilisant 1 'unicité de V(t), nous avons u(t) = v(t).
Donc u est la solution classique unique de (4.1))-(4.3) sur J.

Pour illustrer les résultats abstraits, nous donnons I’exemple suivant.
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4.4 Exemple

Considérons le systéme partiel avec retard impulsif non local fractionnaire

de type Sobolev

Q

gy Z by(x,t)Diu(z,t)| + Z ay(z,t)Diu(z,t) = F(x,t, u(z,sint))
lg|<2m lgl<2m
¢
+/ G(z,t,s,u(x,sin s))ds,
0
(4.11)

u(x,0) + ch /Oa u(x, sinty)dty = g(x), (4.12)

Au(t;)(x) = Gt — s)u(z, s)ds, (4.13)

ounl<a<1l,0<th <...<t,<a, veR",DI=DE.. D" D, =
6%1-’ q=(q1, ---,qn) est un multi-index n-dimensionnel, |¢| = ¢1 + ... + gn-

Soit Ly(R™) be 'ensemble de toutes les fonctions de carré intégrable sur
R”™. On note par C™(R™) L’ensemble de toutes les fonctions continues a
valeurs réelles définies sur R™ qui ont des dérivées partielles continues d’ordre
inférieur ou égal a m. Par CJ*(R™) on note I'ensemble de toutes les fonctions
f € C™(R™) avec des supports compacts. Soit H™(R™) le complémentaire de

CJ*(R™) par rapport a la norme
1= 3 [ 1Dtsops
lq|<m " &"

On suppose que

(i) L'opérateur £ = — > e,(z,t)D% est uniformément elliptique sur R".
lg|=2m
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En d’autres termes, tous les coefficients e,, |¢| = 2m, sont continues et

bornées dans R"™ et il y a un nombre positif ¢ tel que

(D)™ > eg()€? > clg™™,

lg|=2m

pour tout z € R™ et tout £ # 0, £ € R™, ol ¢, = agb, ", €9 = &' ... &L et
P =& +... +&

(ii) Tous les coefficients e, (z,t), |g| = 2m, satisfaire la condition uniforme de
Holder sur R™. Sous ces conditions, 'opérateur E avec le domaine de défi-
nition D(E) = H*™(R™) génére un opérateur d’évolution défini sur Lo(R"),
et il est bien connu que H*™(R™) Est dense dans X = Ly(R") et la fonction
nonlocale g(x) est un élément dans l'espace de Hilbert H?™(R"), voir [13,
16]. En appliquant les théorémes 3.1, ceci apporte la preuve de 'existence de
la solutions mild du probléme -. De plus, si les opérateurs F' et
G satisfont

(iii) I y a des nombres L1, Ly > 0 et 0 < p,q < 1 tels que
[F (2, t,u) = Fa,s,0)| < L[t = s + [lu = v[|*)

|G (@, t,n,u) = G, 5,m,0)[* < Laft — s,

pour tout t,s € J, (t,n),(s,n) € A, u,v € H*™(R") et tout x € R". En
appliquant le Théoréme 3.2, nous déduisons que ({.11))-(4.13) a une unique

solution classique.
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CHAPITRE b

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nos principales contributions scientifiques dans ce projet de doctorat ont
porté sur l'existence, la controlabilité approchée, ainsi que le controéle op-
timal, pour différentes classes d’équations différentielles et inclusions frac-
tionnaires. Nous avons montré 1 ’intérét de la dérivée fractionnaire de Hilfer,
pour différentes classes de systémes différentiels dans la modélisation de plu-
sieurs phénomeénes complexes, pour lesquels, il peut étre considéré comme un
interpolant entre les dérivés de Riemann - Liouville et de Caputo.

Afin de décrire les divers problémes du monde réel en sciences physiques
et en ingénierie, soumis a des changements brusques pour certains instants
durant le processus d’évolution, les équations différentielles fractionnaires im-
pulsives sont devenues importantes ces derniéres années comme modéles ma-
thématiques pour de nombreux phénoménes physiques et sociaux. Ce constat,
nous a motivé a utiliser cette condition, ol nous I’avons consacré une partie
importante dans de cette these.

Un autre domaine récent et actif est la notion de dérivée fractionnaire
d’ordre variable, ou la dérivée fractionnaire peut étre considérée aussi comme

une fonction. Cette notion a été exploitée avec succés dans certains cas pra-
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tiques.
Comme perspectives, nous projetons 1’étude des modeéles dynamiques
du cancer en utilisant des équations différentielles fractionnées d’ordres va-

riables.
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