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Résumé 

 

 

Dans cette thèse, nous avons étudié la solvabilité et les contrôles optimaux d'une classe 

d'inclusions d'évolution avec retard fractionnel non linéaire de Hilfer, dans les espaces de 

Banach. Nous avons présenté les principaux outils et concepts pour établir l'existence de 

paires optimales d'états et de contrôles, pour minimiser un coût fonctionnel parmi toute la 

paire de contrôle d'état admissible du problème de Lagrange considéré. 

 

En outre, nous avons étudié la contrôlabilité approchée d'une classe d'inclusions 

différentielles fractionnaires de Hilfer avec des conditions non locales, nous avons traité le 

type de Sobolev, où nous avons donné des conditions suffisantes appropriées, pour que 

notre système puisse être approximativement contrôlable. 

 

De plus, nous avons introduit un nouvel outil appelé famille de résolvantes alpha-Sobolev, 

pour formuler de nouveaux opérateurs, nécessaires à la représentation de la solution de 

quelques équations différentielles quasi-linéaires à retard fractionnaire avec des conditions 

non locales et impulsives de type Sobolev. Notre travail est clôturé avec des exemples 

illustratifs, pour expliquer les significations théoriques pour de nombreuses applications 

dans plusieurs domaines de notre vie quotidienne. 

 

Enfin, nous avons terminé par une conclusion qui résume nos contributions scientifiques 

dans cette thèse, ainsi que, quelques problèmes ouverts possibles à étudier à l'avenir 

comme de nouvelles directions. 

 

Mots clés: calcul factionnaire, théorie du semigroups, dérivée fractionnaire au sens de 

Hilfer, dérivées fractionnaire au sens de Caputo... 

 

 

 

 

 

 



 

Abstract 

 

 

We have focused within this Thesis on some new problems involving fractional differential 
equations and inclusions which are applied in real life. In particular, we firstly started to 
review some essential facts from fractional calculus, abstract differential equations, multi-
valued analysis, fixed point techniques and control theory that are used to obtain our main 
results.  
 
Then, we studied the solvability and optimal controls of a class of impulsive nonlinear Hilfer 
fractional delay evolution inclusions in Banach spaces, we presented the main tools and 
concepts to guarantee the existence of optimal pairs which are both state and control 
functions, where the purpose is to minimize a cost functional among all the admissible state 
control pair of the considered Lagrange problem.  
 
Moreover, we have investigated the approximate controllability of a different class of Hilfer 
fractional differential inclusions with nonlocal conditions, we included the Sobolev type and 
constructed an appropriate sufficient conditions set so that we ensured that our system can 
be approximately controllable.  
 
Furthermore, we introduced a new tool called alpha-Sobolev resolvent family that was 
qualified to formulate new characteristic operators needed for the solution representation 
of somefractionaldelayquasilinearintegro-differentialequationswithnonlocal and impulsive 
conditions of Sobolev type. Our work has been associated with illustrative examples to 
explain the theoretical meanings and indications for many possible applications in several 
fields in our daily life.  
 
Finally, we ended by a conclusion that summarized our strict scientific novelties and 
contributions of this thesis, as well as, some possible open problems to be investigated in 
future as new directions.   
 

Key words:  fractional calculus, semigroups theory, hilfer fractional derivative, Caputo 

fractional derivatve… 

 

 

 

 

 

 



 

 

 ملخصال

 

بما أن الأنظمة الديناميكية الكسرية تنمو وتنضج و تتطور، ركزنا في هذه الرسالة على بعض المسائل المتعلقة 

 بالمعادلات والإحتواءات  التفاضلية الكسرية التي يمكن تطبيقها في الواقع. 

اضلية ، المعادلات التفالحساب الكسريبمراجعة بعض الحقائق الأساسية مثل  ناعلى وجه الخصوص بدأ

المجردة، التحليل المتعدد القيم، تقنيات النقطة الثابتة و نظرية التحكم التي استعملت للحصول على نتائجنا 

 الأساسية. 

 

ثم درسنا التحكم الأمثل و قابلية الحل لأصناف من احتواءات التطوير المتأخر ذو رتب كسرية  خاصة بهيلفار، 

خ، عرضنا الأدوات و الأفكار الأساسية لضمان وجود الأزواج بنا فضاء والتي هي غير خطية و نبضية في

التكلفة قدر الإمكان من بين الغرض هنا هو خفض دالة  حيثالمثلى التي هي عبارة عن دوال الحالة و التحكم، 

 تحكم الحالة المقبولة لمشكلة لاغرنج. أزواجكل 

 

مختلفة من إحتواءات تفاضلية كسرية للعالم  لأصنافعلاوة على ذلك تطرقنا إلى دراسة قابلية التحكم التقريبي 

هيلفر مع شروط غير محلية، أضفنا نوع سوبولاف و شكلنا مجموعة شروط كافية و ملائمة، وهذا لضمان 

 .لنظامناقابلية التحكم النسبية 

 

سوبولاف التي هي مؤهلة لتشكيل مؤثرات مميزة جديدة، ومطلوبة -تدعى ألفا ذلك قدمنا أداة جديدة إلىبالإضافة 

 نوع سوبولاف.  نبضية من غير محلية لبعض المعادلات التفاضلية التكاملية مع شروط لتهيئة الحل

 

أرفقنا الدراسة أيضا بأمثلة واضحة لشرح المعاني النظرية والإشارة إلى عدة تطبيقات ممكنة في مختلف 

 .لات في حياتنا اليوميةالمجا

في الختام، أنهينا باستنتاج لخص مساهماتنا الجديدة العلمية لهذه الرسالة، و أيضا أشرنا لبعض المشاكل 

 جديدة. كتوجهاتالممكن دراستها في المتقبل  المفتوحة

 

 ، المشتقة الكسرية لهيلفار، المشتقة الكسرية لكابيتو... زمرة نصفالحساب الكسري، الكلمات المفتاحية: 
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Introduction

Le concept d’ordre d’intégration non-entier peut être retracé à la genèse

du calcul différentiel lui-même, pendant trois siècles la théorie des dérivés

fractionnaires s’est développée principalement comme un champ théorique

pur de mathématiques utile seulement pour des mathématiciens. Le philo-

sophe et créateur du calcul moderne G.W. Leibniz a fait quelques remarques

sur la signification et la possibilité de la dérivée fractionnaire de l’ordre à la

fin du 17ème siècle.

Cependant une enquête rigoureuse a d’abord été menée par Liouville dans

une série d’articles où il a défini le premier paria d’un opérateur d’intégra-

tion fractionnaire. Des recherches ultérieures et des développements ultérieurs

entre autres Riemann conduisirent à la construction de l’opérateur intégral

fractionnaire Riemann-Liouville, basé sur l’intégrale, qui a été depuis lors

une pierre angulaire précieuse dans le calcul fractionnaire. Avant Liouville et

Riemann, Euler a fait le premier pas dans l’étude de l’intégration fraction-

naire lorsqu’il a étudié le cas simple des intégrales fractionnaires de mono-

mères d’ordre réel arbitraire dans le mode heuristique de l’époque ; on a dit

qu’il l’avait conduit à construire la fonction gamma pour les puissances frac-
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tionnaires de la factorielle. Abel, Letnikov, Wayl, Hadamard, Grünwald et

beaucoup d’autres bien connus dans ce domaine du passé et du présent. Une

première tentative de Liouville a été plus tard purifiée par le mathématicien

suédois Holmgren, qui a fait d’importantes contributions à l’étude croissante

du calcul fractionnaire. Mais c’est Riemann qui l’a reconstitué pour l’adapter

à l’équation intégrale d’Abel, et l’a donc rendu beaucoup plus utile.

Au cours des dernières décennies, de nombreux auteurs ont souligné que

les dérivés et intégrales d’ordre non entier sont très appropriés pour la des-

cription des propriétés de divers matériaux réels, par ex. des polymères. Il a

été démontré que les nouveaux modèles d’ordre fractionnaire sont plus adé-

quats que les modèles d’ordre entier précédemment utilisés. Considération

physique fondamentale en faveur de l’utilisation de modèles basés sur des

dérivées d’ordre non entier.

Les dérivés fractionnaires fournissent un excellent instrument pour la

description de la mémoire et des propriétés héréditaires de divers matériaux

et processus. C’est l’avantage principal des dérivés fractionnaires par rapport

aux modèles d’ordre entier classiques, dans lesquels de tels effets sont en fait

négligés. Les avantages des dérivés fractionnaires deviennent apparents dans

la modélisation des propriétés mécaniques et électriques des matériaux réels.

Ces dernières années, un intérêt considérable a été démontré dans le calcul

dit fractionnaire, ce qui nous permet de considérer l’intégration et la diffé-

renciation de n’importe quel ordre, pas nécessairement entier. Dans une large

mesure, cela est dû aux applications du calcul fractionnaire à des problèmes

dans différents domaines de la physique et de l’ingénierie.

Le calcul fractionnaire peut être considéré comme un sujet ancien et pour-
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tant nouveau. Partant de quelques spéculations de Leibniz et d’Euler, sui-

vies par les travaux d’autres mathématiciens éminents, dont Laplace, Fourier,

Abel, Liouville et Riemann, il a connu un développement rapide en particu-

lier au cours des deux dernières décennies. L’une des branches émergentes de

cette étude est la théorie des équations d’évolution fractionnaire, c’est-à-dire

des équations d’évolution où la dérivée entière par rapport au temps est rem-

placée par une dérivée d’ordre fractionnaire. L’intérêt croissant pour cette

classe d’équations est motivé à la fois par leur application à des problèmes

de viscoélasticité, de conduction thermique dans les matériaux à mémoire,

d’électrodynamique avec mémoire, et aussi parce qu’ils peuvent être utilisés

pour approcher des lois de conservation non linéaires.

Il existe aujourd’hui de nombreuses formes d’opérateurs intégraux frac-

tionnaires, allant des types à différences divisées aux types à somme infinie,

mais l’opérateur de Riemann-Liouville est toujours le plus fréquemment uti-

lisé lors de l’intégration fractionnaire. Dans la modélisation mathématique

des diffusions dépendantes de la fréquence non carrées, également connues

sous le nom de diffusions anomales, il est souhaitable d’avoir une transfor-

mée de Fourier réelle positive pour la dérivée temporelle d’un ordre entier

fractionnaire ou impair. La transformée de Fourier de la dérivée fractionnaire

temporelle dans les sens de Riemann-Liouville et de Caputo implique cepen-

dant une fonction de puissance complexe de l’ordre fractionnaire. Cette thèse

se compose de quatre chapitres :

Le premier chapitre est un rappel de quelques notions de base : calcul frac-

tionnaire, les techniques du point fixe, la théorie du semigroups, ... .

Le deuxième chapitre on a étudié la solvabilité et le contrôle optimal des
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inclusions d’évolution fractionnaires impulsives au sens de Hilfer avec retard

et sous-différentiel de Clarke où on a utilisé une version du théoreme de

Sadoviski pour montrer les résultats principales.

Dans la troisième chapitre, nous étudions la contrôlabilité approchée des

inclusions différentielles fractionnaires de Hilfer de type Sobolev avec des

conditions non locales. Les principales techniques reposent sur le théorème

du point fixe combinée avec la théorie du semigroupe, le calcul fractionnaire

et à l’analyse multivaluée.

Et dans le dernier on introduit un nouvel outil qui s’appelle la famille

résolvante alpha-sobolev pour établir l’éxistance et l’unicité des solutions

d’une classe d’équations intégro-différentielle quasilinéaire avec retard d’ordre

fractionnaire avec des condition nonlocales et impulsives. On utilise le calcul

fractionnaire, la famille résolvante et le théorème du point fixe de Banach

pour les résultats principaux.

6



Chapitre 1

Outils fonctionnels

Le but de ce chapitre et de rappeler quelques notions de base que nous

allons utiliser dans les chapitres suivants tels que : les espaces de bases,

calcul fractionnaire, la théorie du controle, semigroupe,...(et d’autre outils

fonctoionnels)

1.1 Notions générales

Espace des fonctions intégrables Lp

Soit Ω ⊂ R un intervale fini ou infini de R et 1 ≤ p ≤ +∞.

1. Si 1 ≤ p < +∞ on définit

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R mesurable tel que

∫
Ω

|f(t)|pdt soit fini
}

On muni cet espace vectoriel de la norme ‖f‖p =

[∫
Ω

|f(t)|pdt
] 1
p

qui le rend

complet

2. Si p =∞, on définit

L∞(Ω) =
{
f : Ω→ R mesurable, ∃M > 0 t.q |f(t)| ≤M p.p. sur Ω

}
7
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C’est un espace vectoriel complet pour la norme

‖f‖∞ = inf{M > 0, |f(t)| ≤M p.p. sur Ω}

Inégalité de Hölder Si f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω),
1

p
+

1

q
= 1 alors fg ∈ L1(Ω)

et
∫

Ω

‖fg‖ ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Espace des fonctions continues et absolument continues

Soit Ω un intervale de R et k ∈ N. On note par C(Ω) l’espace des fonctions

continue dans R, et on définit les espaces Ck(Ω) comme suit :

Pour k = 0 on a :

C0(Ω) = C(Ω) = {f : Ω→ R continue},

Pour k ≥ 1, k ∈ N on définit :

Ck(Ω) =
{
f ∈ Ck−1(Ω), fn ∈ C(Ω)

}
,

C∞(Ω) =
⋂
k≥0

Ck(Ω),

muni de la norme :

‖f‖Ck(Ω) =
k∑

n=1

‖f (n)‖C(Ω) =
k∑

n=1

max
t∈Ω
|f (n)(t)|, k = 1, 2, ...

Espaces des fonctions absolument continues

Soit Ω = [a, b](−∞ < a < b < ∞) un intervalle de R. On désigne par

AC1([a, b]) l’espace des fonctions primitives des fonctions intégrables, c’est à

dire :

AC1([a, b]) =
{
f/∃ϕ ∈ L1([a, b]) : f(x) = c+

∫ x

a

ϕ(t)dt
}

8
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On notera AC1(Ω) par AC(Ω) et on l’appelle espace des fonctions absolument

continues sur [a, b].

Pour k ∈ N, k ≥ 2, on désigne par ACk([a, b]) l’espace des fonctions f ayant

des dérivées continues jusqu’à l’ordre (n− 1) sur [a, b] telles que f (n− 1) ∈

AC([a, b]) c’est à dire :

ACk([a, b]) =
{
f : Ω→ C(Ω) et f (n−1) ∈ AC([a, b])

}
Une fonction f ∈ ACk[a, b], si et seulement si elle s’écrit sous la forme :

f(t) =
1

(k − 1)!

∫ t

a

(t− s)k−1f (k)(s) +
k−1∑
n=0

f (n)(a)

n!
(t− a)n, ∀t ∈ Ω.

Pour plus de détails voir [?].

Espaces des fonctions continues avec poids Cγ([a, b])

Soit Ω = [a, b] un intervalle fermé borné et γ ∈ C(0 ≤ R(γ) < 1). On

désigne par Cγ([a, b]) l’espace des fonctions f définies sur ]a, b] telles que la

fonction (t− a)γf(x) ∈ C([a, b]) c’est à dire :

Cγ([a, b]) = f : [a, b]→ C : (.− a)γf(.) ∈ C([a, b])

muni de la norme :

‖f‖Cγ = ‖(t− a)γf‖C

L’espace Cγ([a, b]) est appelé l’espace des fonctions continues avec poids. En

particulier, C0([a, b]) = C([a, b]). Pour plus de détails voir [57].

Eléments sur la transformée de Laplace

Rappelons quelques outils de base de la transformée de Laplace.

9
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Définition 1.1.1 Soit f ∈ L1(0,∞)La fonction F (s) de la variable complexe

s définie par

F (s) = L{f(t); s} =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt (1.1)

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f(t), qui se nomme l’ori-

ginale de F .

Une condition suffisante pour l’existence de l’intégrale (1.1) est que la fonc-

tion f(t) doit être d’ordre exponentiel α, ce qui veut dire qu’il existe deux

constantes positives M et α telles que

e−αt|f(t)| ≤M pour tout t > T.

où T ∈ R∗+
On notera les transformées de Laplace par des lettres majuscules et les

originiales par des lettres miniscules.

L’originale f(t) peut être reconsituée à partir de la transformée de La-

place F (s) à l’aide de la transformée de Laplace inverse

f(t) = L−1{F (s); t} =

∫ c+i∞

c−i∞
estF (s)ds, c = R(s) > c0, (1.2)

où c0 réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de l’inté-

grale de Laplace (1.1).

Le calcul direct de la transformée de Laplace inverse en utilisant la formule

(1.2) est ”souvent compliqué” ; cependant, parfois elle donne une information

utile sur le comportement de l’inconnue originale f(t) qu’on cherche.

La transformée de Laplace de la convolution

f(t) ? g(t) =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ =

∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ (1.3)

10
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de deux fonctions f(t) et g(t), qui sont égale à zéro pour t < 0, est égale au

produit de leurs transformées de Laplace :

L{f(t) ? g(t); s} = F (s)G(s) (1.4)

sous l’hypothèse que F (s) etG(s) existent. On utilisera la propriété (1.4) pour

calculer la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville.

Une autre propriété utile dont on aura besoin est la formule de la transfor-

mée de Laplace de la dérivée fractionnaire d’un ordre entier n de la fonction

f(t) :

L{f (n)(t); s} =snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0)

=snF (s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0),

(1.5)

qui peut être obtenue de la définition (1.1) par intégration par parties sous

l’hypothèse que les intégrales correspondantes existent.

1.2 Calcul fractionnaire

1.2.1 Fonctions spéciales

Les fonctions d’Euler

– La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction

Gamma Euler Γ(z). La fonction de Gamma Γ(z) est définie par l’inté-

grale suivante

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt, (1.6)
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avec Γ(1) = 1, Γ(0+) = +∞, Γ(z) est une fonction monotone et stric-

tement décroissante pour 0 < z ≤ 1. Une propriété importante de la

fonction de Gamma Γ(z) est la relation de récurrence suivante

Γ(z + 1) = zΓ(z)

qu’on peut démontrée par une intégration par parties

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

e−ttzdt = [−e−ttz]∞0 + z

∫ ∞
0

e−ttz−1dt = zΓ(z).

La fonction de Gamma Euler généralise la factorielle car Γ(n+1) = n !,

∀n ∈ N∗

– La fonction Bêta La fonction Bêta est définie par :

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.7)

Liens entre la fonction Gamma et la fonction Beta

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
, Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.8)

La fonctions de Mittag-lefler

La fonction exponentielle, ez, joue un rôle trés important dans la théorie

des équations différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction

exponentielle à un seul paramètre a été introduite par G.M. Mittag-Leffler

et désignée par la fonction suivante :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
(1.9)
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La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres joue également un rôle très

important dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette fonction de Mittag-

Leffler à deux paramètres à été introduite par Argawal et elle est définie par

un développement en série suivant :

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (α > 0, β > 0). (1.10)

Pour β = 1, on retrouve la relation (1.9) car

Eα,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
= Eα(z).

A partir de la relation (1.10) on montre que

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=
∞∑
k=0

zk

n!
= ez (1.11)

La transformée de Laplace de la fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres

peut s’écrire ∫ ∞
0

e−sttαk+β−1E
(k)
α,β(atα)dt =

sα−βk!

(sα − a)k+1
(1.12)

où

E
(k)
α,β =

d(k)

dtk
Eα,β.

1.2.2 Intégration fractionnaire

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b]. On considère l’intégrale

I(1)f(x) =

∫ x

a

f(t)dt

I(2)f(x) =

∫ x

a

dt

∫ t

a

f(s)ds

13
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En permutant l’ordre d’intégration,on obtient

I(2)f(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt,

Plus généralement le nième itéré de l’opérateur I peut s’e’crire

I(n)f(x) =

∫ x

a

dx1

∫ x1

a

dx2 . . .

∫ xn−1

a

f(xn)dxn =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x−t)(n−1)f(t)dt,

(1.13)

pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation

du factoriel par la fonction Gamma : (n −1)! = Γ(n), Riemann rendu compte

que le second membre de (1.13) pourrait avoir un sens même quand n prenant

une valeur non-entière, il était naturel de définir l’intégration fractionnaire

comme suit :

Définition 1.2.1 si f ∈ C[a, b], α ∈ R+ l’intégrale

I
(α)
a+ f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)(α−1)f(t)dt telle que a ∈]−∞,+∞[ (1.14)

est appelée intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d’ordre α

(qu’on va utiliser dans tout ce qui suit), et l’intégrale

I
(α)

b− f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(x− t)(α−1)f(t)dt telle que b ∈]−∞,+∞[ (1.15)

est appelelée intégrale fractionnaire à droite de Riemann-Liouville d’ordre α.

Exemples 1.2.1 Considérons la fonction f(x) = (x− a)β. Alors

Iαa (x− a)β =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)(α−1)(t− a)βdt

14
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Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a+ (x− a)τ , d’où

Iαa (x− a)β =
(x− a)β+α

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)(α−1)τβdt =
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + α)
(x− a)β+α

après utilisation de l’intégrale eulérienne de première espèce (la fonction bêta

d’Euler). On voit bien que c’est une généralisation du cas α = 1 où on a

I1
a(x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 2)
(x− a)β+1 =

1

β + 1
(x− a)β+1

à cause de la relation bien connue Γ(z + 1) = zΓ(z).

Voici des identités qui nous serviront par la suite.

Proposition 1.2.1 Pour f ∈ C[a, b], l’intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville possède la propriété de semi-groupe

I
(α)

a+ [I
(β)

a+ f(x)] = I
(α+β)

a+ f(x) pour α > 0, β > 0, (1.16)

De plus on a :
d

dx
Iαa f(x) = Iα−1

a f(x) pour α > 0 (1.17)

Démonstration. La preuve découle directement de la définition

I
(α)
a+ [I

(β)
a+ f(x)] =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

dt

(s− t)α−1

∫ x

a

f(s)

(t− s)1−β ds.

Or f ∈ C[a, b], d’après le théorème de Fubini et par le changement t =

u+ s(x− u) on obtient

I
(α)

a+ [I
(β)

a+ f(x)] =
B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s)

(t− s)1−β ds = I
(α+β)

a+ f(x).

La deuxième identité se justifie par les théorèmes classiques de dérivation

d’une intégrale dépendant d’un paramètre et l‘utilisation de l‘équation fon-

damentale de la fonction gamma d’Euler : Γ1(α) = (α− 1)Γ(α− 1). �
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Transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville

La transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire d’ordre α > 0 de

Riemann-Liouville définie par (1.14), laquelle peut s’écrire comme une convo-

lution de deux fonctions g(t) = tα−1 et f(t) :

Iα0+f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ = tα−1 ? f(t) = g(t) ? f(t)

La transformée de Laplace de la fonction tα−1 est [A. Erdélyi (ed), Tables of

Integral Transforms, vol. 1, McGraw-Hill, New York, 1954.]

G(s) = L{tα−1; s} = Γ(α)s−p. (1.18)

Et donc, en utilisant la transformée de Laplace de la convolution (1.4), nous

obtenons la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville :

L{Iα0+ ; s} = s−pF (s). (1.19)

1.2.3 Dérivées fractionnaires

Pour la dérivation fractionnaire, il y a plusieurs types de définitions, citons

les plus utilisées dans les applications :

Les dérivées fractionnaire de Grünwald-letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la

dérivation entière d’une fonction à des ordres de dérivée arbitraires, donc

on peut exprimer la dérivée d’ordre entier p (si p est positif) et l’intégrale

répétée (−p) fois (si p est négatif) d’une fonction f par la formule suivante :
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Dpf(t) = lim
h→0

h−p
n∑
k=0

(−1)k(pk)f(t− kh), avec
(p
k

)
=
p(p− 1) . . . (p− k + 1)

k!

(1.20)

La généralisation de cette formule pour p non entier (avec 0 ≤ n−1 < p < n)

rien de fait que :

(−1)k
(p
k

)
=
−p(1− p) . . . (k − p− 1)

k!

=
Γ(k − p)

Γ(k + 1)Γ(−p)
,

nous substituons dans (1.20)

GDp
af(t) = lim

h→0
h−p

n∑
k=0

Γ(k − p)
Γ(k + 1)Γ(−p)

f(t− kh) (1.21)

Remplaçons p par −p

GD−pa f(t) = lim
h→0

hp
n∑
k=0

Γ(k + p)

Γ(k + 1)Γ(p)
f(t− kh). (1.22)

Si f est de classe Cn, alors en utilisant l’intégration par parties on obtient :

GD−pa f(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k+p

Γ(k + p+ 1)
+

1

Γ(n+ p)

∫ t

a

(t− τ)n+p−1f (n)(τ)dτ,

(1.23)

aussi

GDp
af(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
+

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t−τ)n−p−1f (n)(τ)dτ. (1.24)

Exemples :

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov :
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En générale la dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-

Letnikov n’est pas nulle ni constante.

Si f(t) = c et p non entier positif on a :

f (k)(t) = 0 pour k = 1, 2, ..., n.

GDp
af(t) =

c

Γ(1− p)
(t− a)−p

+
n−1∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)

+
1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f (n)(τ)dτ

=
c

Γ(1− p)
(t− a)−p

2. La dérivée de f(t) = (t− a)α au sens de Grünwald-Lenikov.

Soit p non entier et 0 ≤ n− 1 < p < n avec α > n− 1 alors on a :

f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, . . . , n− 1,

et

f (n)(τ) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(τ − a)α−n,

d’où

GDp
af(t) =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)−pdτ.
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En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on trouve :

GDp
a =(t− a) =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

=
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

a

(1− s)n−p−1sα−nds

=
Γ(α + 1)B(α− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

A titre d’exemple
GD1/2(t) =

Γ(2)

Γ(1.5)

√
t =

√
t

Γ(1.5)
.

Dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a, t], alors la dérivée fractionnaire

d’ordre p (avec n − 1 ≤ p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie

par :

LDp
a+ =

1

Γ(n− p)
dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f(τ)dτ

=
dn

dtn
(In−pf(t))

(1.25)

Remarque 1.2.1 Si f est de classe Cn, alors en faisant des intégrations par

parties et des dérivations répétées on obtient

LDp
a+f(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
+

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f (n)(τ)d

=G Dpf(t).
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Dans ce cas l’approche de Grünwald-Letnikov et Approche de Riemann-Liouville

sont équivalentes.

Exemples 1.2.2 :

1. La dérivée non entière d’une fonction constante au sens de

Riemann-Liouville

En général la dérivée non entière d’une fonction constante au sens de

Riemann-Liouville n’est pas nulle ni constante, mais on a :

LDp
a+C =

C

Γ(1− p)
(t− a)−p

2. La dérivée de f(t) = (t − a)α au sens de Riemann-Liouville

Soit p non entier et 0 ≤ n− 1 < p < n et α > −1, alors on a :

LDp
a+(t− a)α =

1

Γ(n− p)
dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)αdτ.

En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a), on aura :

LDp
a+(t− a)α =

1

Γ(n− p)
dn

dtn
(t− a)n+α−p

∫ t

a

(1− s)n−p−1sαds

=
Γ(n+ α− p+ 1)B(n− p, α + 1)

Γ(n− p)
(t− α)α−p

=
Γ(n+ α− p+ 1)Γ(n− p)Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− p+ 1)Γ(n+ α− p+ 1)
(t− α)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− α)α−p

A titre d’exemple
LD0.5

0+ t
0.5 =

Γ(1.5)

Γ(1)
= Γ(1.5)
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Propriétés générales :

1. Composition avec l’intégrale fractionnaire

L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est

un inverse gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire,

LDp
a+(Ipf(t)) = f(t), (1.26)

en général on a
LDp

a+(Iqf(t)) = LDp−q
a+ f(t) (1.27)

et si p− q < 0, LDp−qf(t) = Iq−pf(t).

En général la dérivation et l’intégration fractionnaire ne commutent pas

LD−pa+ (LaD
q
a+f(t)) =L Dq−p

a+ f(t)−
m∑
k=1

[LDq−k
a+ f(t)]t=a

(t− a)p−k

Γ(p− k + 1)
(1.28)

avec m− 1 ≤ q < m.

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier

La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre en-

tière) ne commutent que si : f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

dn

dtn
(LDp

a+f(t)) =L Dn+p
a+ f(t), (1.29)

mais

LDp
a+(

dn

dtn
f(t)) =L Dn+p

a+ f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p−n

Γ(k − p− n+ 1)
(1.30)

3. Composition avec les dérivées fractionnaires Soit n− 1 ≤ p < n et

m− 1 ≤ q < m, alors

LDp
a+(LDq

a+f(t)) =L Dp+q
a+ f(t)−

m∑
k=1

[LDq−k
a+ f(t)]t=a

(t− a)−p−k

Γ(p− k + 1)
, (1.31)
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et
LDp

a+ =L Dp+q
a+ f(t)−

n∑
k=1

[LDp−k
a+ f(t)]t=a

(t− a)−q−k

Γ(−q − k + 1)
, (1.32)

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire LDp
a+ et LDq

a+(p 6= q),

ne commutent que si et [LDp−k
a+ f(t)]t=a = 0 pour tout k = 1, 2, . . . , n, et

[LDq−k
a+ f(t)]t=a pour tout k = 1, 2, . . . ,m.

Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville

Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens

de Riemann- Liouville de la fonction f(t), posons

LDp
a+ = g(n)(t)

ce qui entraîne

g(t) =L D
−(n−p)
a+ f(t)

1

Γ(n− p)

∫ t

0

(t− τ)n−τ−1f(τ)dτ, n− 1 < p < n.

L’utilisation de la transformée de Laplace de la dérivation d’ordre entier

conduit à

L{LDp
0+f(t)} = spG(s)−

n−1∑
k=0

skg(n−k−1)(0) (1.33)

où

G(s) = s−(n−p)F (s). (1.34)

A partir de la définition de la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville,

il vient

g(n−k−1)(t) =
dn−k−1

dtn−k−1
LD
−(n−p)
0+ f(t) = LDp−k−1

0+ f(t). (1.35)
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En substituant (1.34) et (1.35) dans (1.33), nous obtenons l’expression finale

de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

L{LDp
0+f(t)} = spF (s)−

n−1∑
k=0

sk LDp−k−1
0+ f(t)|t=0+ , n− 1 < α < n. (1.36)

Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Soit p > 0 avec n − 1 < p < n, (n ∈ N∗) et f une fonction telle que
dn

dtn
f ∈ L1[a, b]

La dériveé fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par

cDp
a+f(t) =

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f (n)(τ)dτ

= In−p(
dn

dtn
f(t))

(1.37)

Propriétés générales :

1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville Soit p > 0 avec

n− 1 < p < n, (n ∈ N∗), supposons que f est une fonction telle que
cDp

a+f(t) et LDp
a+f(t) existent alors

cDp
a+f(t) = LDp

a+f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
(1.38)

On déduit que si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, 2, . . ..., n−1, on aura cDp
a+f(t) =

LDp
a+f(t).

2. Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est une fonction continue on a

cDp
a+I

p
a+f = f et Ipa+

cDp
a+f(t) = f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k

k!
, (1.39)
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donc l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’operateur

d’intégration fractionnaire mais il n’est pas un inverse à droite.

Exemples 1.2.3 :

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo.

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

cDp
a+C = 0.

2. La dérivée de f(t) = (t − a)α au sens de Caputo. Soit p un entier

et 0 ≤ n− 1 < p < n avec α > n− 1, alors on a

f (n)(τ) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(τ − a)α−n,

d’où

cDp
a+(t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ,

effectuant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on obtient

cDp
a+(t− a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

=
Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

∫ 1

a

(1− s)n−p−1sα−nds

=
Γ(α + 1)B(n− p, α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p

=
Γ(α + 1)

Γ(α− p+ 1)
(t− a)α−p
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Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo se donne

par la formule :

L{cDp
0+f(t)} = spF (s)−

n−1∑
k=0

sp−k−1d
kf(t)

dtk
t = 0+n− 1 < α < n. (1.40)

Dérivées fractionnaire au sens de Hilfer

La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer d’ordre 0 < α < 1 et de type

β ∈ [0, 1] de la fonction h : [a,+∞) ∈ R est défini par :

Dα,β
a+ h(t) =

[
I

(1−α)β

a+ D
(
I

(1−α)(1−β)

a+ h
)]

(t) (1.41)

Relation avec les dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville et de

Caputo

– si on pose β = 0, 0 < α < 1 et a = 0, dans La formule de dérivée

fractionnaire au sens de Hilfer (1.41) on obtient la dérivée fractionnaire

classique au sens de Riemann-Liouville :

Dα,0
0+ h(t) =

d

dt
I

(1−α)

0+ h(t) = LDα
0+
h(t)

– si on pose β = 1, 0 < α < 1 and a = 0, dans La formule de dérivée

fractionnaire au sens de Hilfer (1.41) on obtient la dérivée fractionnaire

classique au sens de Caputo :

Dα,1
a+ h(t) = I

(1−α)

a+
d

dt
h(t) = cDα

0+
h(t)

La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer peut considérer comme une inter-

polateur entre la dérivée de Riemann- Liouville et de Caputo .
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1.3 Principe du point fixe

Les théorèmes de point fixe consistent à transformer un problème donné

en un problème du type x = φ(x), ainsi ils fournissent des conditions gé-

néralement santes pour lesquelles l’équation x = φ(x) admet une solution.

Définition 1.3.1 Soient (X; ‖.‖) un espace vectoriel normé et (xn) une suite

de X. On dit que (xn) est une suite de Cauchy si

∀ε > 0, ∃N ≥ 0, ∀n > N, ∀m ≥ N, ‖xn+m − xn‖ ≤ ε

Définition 1.3.2 On dit que X est comlpet pour la norme ‖.‖ si toute suite

de Cauchy dans X est convergente. Un tel espace est aussi appelé espace de

Banach.

Définition 1.3.3 Soit X un espace normé. Un sous-ensemble Ω ⊂ X est

dit borné s’il existe M > 0 telle que pour tout x ∈ Ω on a :

||x|| ≤M.

Définition 1.3.4 On dit que Ω est une partie compacte de X si de toute

suite de points de Ω on peut extraire une sous-suite qui converge vers un

élément de Ω.

Définition 1.3.5 Une partie Ω de X est dite relativement compacte si son

adhérence est compact.

Définition 1.3.6 Soit Ω un sous ensemble de X = C(J, E). Ω est équicon-

tinue si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que :

|t1 − t2| ≤ δ ⇒ |φ(t1)− φ(t1)| ≤ ε, pour tout t1, t2 ∈ J et φ ∈ Ω
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Définition 1.3.7 Soit (X; ‖.‖) un espace vectoriel normé. Une application

φ de X dans X est dite contractante s’il existe un nombre positive κ ∈] 0, 1

[, tel que pour tout x, y ∈ X, on a :

‖φ(x)− φ(y)‖ ≤ κ ‖x− y‖.

Définition 1.3.8 Soient X un espace vectoriel normé, de norme ‖.‖ et φ

une application d’un ensemble X dans lui même. On appelle point ffixe de φ

tout point x ∈ X tel que :

φx = x.

Définition 1.3.9 Soient X et Y deux espaces de Banach. L’opérateur continu

φ : X → Y est complètement continu s’il transforme tout borné de X en une

partie relativement compacte dans Y .

Théorème 1.3.1 (Point Fixe de Banach) [44]

Soient X un espace de Banach et φ : X → X est un opérateur contractant.

Alors il existe un point fixe x ∈ X tel que φx = x.

1.4 Théorie du semigroups

Semi-groupe fortement continues à l’origine

Définition 1.4.1 Soit E un espace de Banach. Une famille d’ opérateurs

linéaires bornés S(t) : E → E dépendante du paramètre t ≥ 0 forme un semi

groupe si {
1) S(0) = I
2) S(t+ s) = S(t)S(s); ∀t, s ≥ 0

(1.42)
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Définition 1.4.2 Un semi groupe S(t) est dit fortement continue à l’origine

ou bien semi groupe de classe C0 si

lim
t→0+

‖S(t)x− x‖ = 0;∀x ∈ E (1.43)

Définition 1.4.3 Soit S(t) un semi groupe sur E le générateur infinitisimal

de S(t) est l’opérateur linéaire non borné A défini par

A : D(A) ⊂ E → E

D(A) = {x ∈ E tel que lim
t→0

S(t)− I
t

x existe},

et

Ax = lim
t→0

S(t)x− x
t

pour x ∈ D(A) (1.44)

D(A) est le domaine de A.

Proposition 1.4.1 Soient {S(t)}t≥0 un semigroupe d’opérateurs linéaires

bornées et A son générateur infinitisimal. Si x ∈ D(A), alors S(t)x ∈ D(A)

et on a l’égalité S(t)Ax = AS(t)x; ∀t ≥ 0.

Démonstration 1.4.1 Soit x ∈ D(A). Alors pour tout t ≥ 0, nous avons :

S(t)Ax = S(t) lim
h→0

S(h)x− x
h

= lim
h→0

S(h)S(t)x− S(t)x

h
.

Donc S(t)x ∈ D(A) et on a S(t)Ax = AS(t)x;∀t ≥ 0. �

Remarque 1.4.1 On voit que : S(t)D(A) ⊆ D(A) ; ∀t ≥ 0.

Lemme 1.4.1 Soit {S(t)}t≥0 un C0-semi-groupe alors :

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

S(σ)xdσ = S(t)x

Pour tout x ∈ E et t ≥ 0.
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Démonstration 1.4.2 Ce lemme résulte de l’évaluation :∥∥∥1

h

∫ t+h

t

S(σ)xdσ−S(t)x
∥∥∥ =

∥∥∥1

h

∫ t+h

t

(S(σ)−S(t))xdσ
∥∥∥ ≤ sup

σ∈[t,t+h]

∥∥∥S(σ)x−S(t)x
∥∥∥

et de la continuité de l’application [0, ∞) 3 tS(t)x ∈ E. �

Proposition 1.4.2 voir [65]

Soient {S(t)}t≥0 un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornées et A son

générateur infinitésimal. Si x ∈ D(A), alors :
∫ t

0

S(σ)xdσ ∈ D(A) et on a

l’égalité :

A

∫ t

0

S(σ)xdσ = S(t)x− x; ∀t ≥ 0.

Théorème 1.4.1 voir [65] Soient {S(t)}t≥0 un semi-groupe d’opérateur li-

néaire bornée et A son générateur infinitésimal. alors x ∈ D(A) et Ax = y

si et seulement si

S(t)x− x =

∫ t

0

S(σ)ydσ; ∀t ≥ 0.

Proposition 1.4.3 ∀x ∈ D(A);S(t)x ∈ D(A) et
d

dt
S(t)x = AS(t)x =

S(t)Ax

Démonstration 1.4.3 Remarquons que

lim
h→0+

S(t+ h)x− S(t)x

h
= lim

h→0+

S(t)S(h)− S(t)

h
x

= lim
h→0+

S(t)(S(h)− I)

h
x

=S(t) lim
h→0+

S(h)− I
h

x = S(t)Ax

lim
h→0+

S(h)− I
h

S(t)x = AS(t)x;∀t ≥ 0.
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d’autre parte

lim
h→0+

S(t− h)x− S(t)x

−h
= lim

h→0+

S(t− h)x− S(t− h+ h)x

−h

= lim
h→0+

S(t− h)x− S(t− h)S(h)x

−h

= lim
h→0+

S(t− h)
I − S(h)

−h
x = S(t)Ax

Donc : lim
h→0+

S(h)− I
h

S(t− h)x = AS(t)x. �

Proposition 1.4.4 Soit A le générateur infinitisimal d’un C0 semigroup

donc D(A) est un sous espace vectoriel dense dans E(D(A) = E).

Démonstration 1.4.4 D(A) sous espace vectorielle qu’on peut vériffie fa-

cilement.

Comme

lim
t→0

1

t

∫ t

0

S(σ)xdσ = x ; ∀x ∈ E

donc il suffit de démontrer que

∀x ∈ E et ∀t > 0;

∫ t

0

S(σ)xdσ ∈ D(A)

En effet

S(h)− I
h

∫ t

0

S(σ)xdσ =
1

h

∫ t

0

{S(h+ σ)x− S(σ)x}dσ

=
1

h

∫ t

0

S(h+ σ)xdσ − 1

h

∫ t

0

S(σ)xdσ

=
1

h

∫ h+t

h

S(σ)xdσ − 1

h

∫ t

0

S(σ)xdσ

=
1

h

∫ 0

h

S(σ)xdσ +
1

h

∫ t+h

0

S(σ)xdσ − 1

h

∫ t

0

S(σ)xdσ

=
1

h
lt+hS(σ)xdσ − 1

h

∫ h

0

S(σ)xdσ = S(t)x− x
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d’où

lim
h→0+

S(h)− I
h

∫ t

0

S(σ)xdσ = S(t)x− x

d’où ∫ t

0

S(σ)xdσ ∈ D(A)

On a donc aussi
1

t

∫ t

0

S(σ)xdσ ∈ D(A), et comme x = lim
t→0

1

t

∫ t

0

S(σ)xdσ.

On en déduit que D(A) = E, et A
∫ t

0

S(σ)xdσ = S(t)x − x. et en plus∫ t

0

S(σ)Axdσ = S(t)x− x. �

Proposition 1.4.5 L’opérateur A est fermé.

Démonstration 1.4.5 pour tout (xn) ∈ D(A) telle que xn → x et Axn → y

Est-ce que x ∈ D(A) et Ax = y ?

En effet, supposons que (xn)n∈N∗

(xn)n ∈ D(A) et xn → x0 et Axn → y0

dans E D’aprés la démonstration précédente∫ t

0

S(σ)y0dσ = S(t)x0 − x0

Donc

lim
t→0+

S(t)x0 − x0

t
= lim

t→0+

1

t

∫ t

0

S(σ)y0dσ

On en déduit que x0 ∈ D(A) et Ax0 = y0. Ainsi lopérateur A est fermé. �
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Unicité du générateur

Théorème 1.4.2 Soient deux C0-semi-groupes {T (t)}t≥0 et {S(t)}t≥0 ayant

pour générateur infinitésimal le même opérateurA. Alors :

T (t) = S(t); pour tout t ≥ 0.

Démonstration 1.4.6 Soient t > 0 et x ∈ D(A). Déffinissons l’applica-

tion :

[0, t) 3 s 7→ U(s)x = T (t− s)S(s)x ∈ D(A).

Alors :
d

ds
U(s)x =

d

ds
T (t− s)S(s)x+ T (t− s) d

ds
S(s)x = −AT (t− s)S(s)x+ T (t−

s)AS(s)x = 0.

Quel que soit x ∈ D(A). Par suite U(0)x = U(t)x, pour tout x ∈ D(A),

d’où :

T (t)x = S(t)x; ∀x ∈ D(A) et t ≥ 0.

Puisque D(A) = E et T (t), S(t) ∈ F(E), pour tout t ≥ 0, il résulte que :

T (t)x = S(t)x; ∀t ≥ 0 et x ∈ E

Ou bien T (t) = S(t); ∀t ≥ 0. �

Propriété de la croissance exponentielle de semi groupe

Lemme 1.4.2 Soit S(t) un semi groupe fortement continu alors il existe

M ≥ 1 et ω ∈ R telle que

‖S(t)‖ ≤Meωt; ∀t ≥ 0 (1.45)
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Démonstration 1.4.7 Considérons le compact [0, 1]

Comme S(t) est fortement continue alors ∀x ∈ E; t → S(t)x est continue.

Alors l’image du compact [0, 1] par cette application est borné :

∃Mx > 0 telle que ‖S(t)x‖ ≤Mx; ∀t ∈ [0, 1]

d’après Banach-Steinhauss

∃M telle que ‖S(t)‖ ≤M ; ∀t ∈ [0, 1]

Comme S(0) = I ⇒M ≥ 1.

Si t 6∈ [0, 1] ; on peut écrire t sous le forme : t = n+σ ou n ∈ N∗ et σ ∈ [0, 1]

S(t) =S(n+ σ) = S(n)S(σ) = S(

n fois︷ ︸︸ ︷
1 + · · ·+ 1)S(σ)

= {S(1)}nS(σ)

Donc

‖S(t)‖ = ‖{S(1)}n‖‖S(σ)‖ ≤ ‖S(1)‖n‖S(σ)‖

‖S(t)‖ ≤ MnM = Men logM = Menω

Donc ‖S(t)‖ ≤Metω telle que ω = logM . �

Proposition 1.4.6 Si S(t) est un semi groupe fortement continue à l’origine

est la majoration

‖S(t)‖ ≤Meωt

Alors S(t) est fortement continue en tout points s > 0.

Démonstration 1.4.8 Soit S(t) un semi groupe fortement continue à l’ori-

gine pour tout

x ∈ E; ‖S(t)x− x‖ → 0 quand t 7→ 0+
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Montrons la continuité forte en un point s > 0 ?

C-à-d montrons que :

∀x ∈ E; ‖S(s+ t)x− S(s)x‖ → 0 quand t 7→ 0+

Considérons sont d’abord le cas t > 0

‖S(s+t)x−S(s)x‖ = ‖S(t)S(s)x−S(s)x‖ = ‖S(t)y−y‖ → 0 quand t 7→ 0+

Grâce à la continuité forte à l’origine. La continuité à droite (I)

Le cas t < 0

‖S(t+ s)x− S(s)x‖ = ‖S(t+ s)x− S(t− t+ s)x‖

= ‖ − S(t+ s)(S(−t)x− x)‖

≤ ‖S(t+ s)‖‖(S(−t)x− x)‖

≤ Meω(t+s)‖(S(−t)x− x)‖

On a

‖S(−t)x− x‖ → 0 quand t 7→ 0+( car t < 0 alors − t > 0)

Donc la continuité à gauche (II)

d’après (I) et (II) alors S(t) est fortement continue. �

Type d’un semi-groupe

Définition 1.4.4 On appelle type d’un C0 semi groupe S(t) le nombre w0

définie par

ω0 = inf{ω ∈ R; ∃M ∈ R+ telle que ‖S(t)‖ ≤Meωt pour tout t ≥ 0}

ω0 = lim
t→0+

log ‖S(t)‖
t

= inf
t>0

log ‖S(t)‖
t

(1.46)

34



A. Harrat Université 8 Mai 1945 Guelma

Semi-groups importants :

Si ∀t ≥ 0 on a ‖S(t)‖ ≤M le semi groupe S(t) est dit borné.

Si ∀t ≥ 0 on a ‖S(t)‖ ≤ 1 le semi groupe S(t) est dit contraction.

La transformée de Laplace d’un C0-semi groupe

Dans la suite, pour ω ≥ 0 nous désignerons par Aω l’ensemble

Aω = {λ ∈ C;λ > ω > ω0}

Soit λ ∈ Aω et {S(t)}t≥0 un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornées nous

avons

‖S(t)‖ ≤Meωt; ∀t ≥ 0.

Et on voit que

‖e−λtS(t)x‖ ≤ e−λ.t‖S(t)‖‖x‖ ≤Me−(λ−ω)t‖x‖ ; ∀x ∈ E

Définissons l’application Rλ : E → E Par

Rλx =

∫ ∞
0

e−λtS(t)xdt

Il est clair que Rλ est un opérateur linéaire. De plus on a

‖Rλx‖ ≤
∫ ∞

0

‖e−λtS(t)x‖dt ≤ M

λ− ω
‖x‖;∀x ∈ E

d’ou il résulte que Rλ est un opérateur linéaire borné.

Définition 1.4.5 L’opérateur R : Aω → F(E)

R(λ) =

∫ ∞
0

e−λtS(t)dt (1.47)

S’appelle la transformée de Laplace du semi groupe {S(t)}t≥0.
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Théorème 1.4.3 Si λ est telle que

λ > ω0 = lim
t→0+

log ‖S(t)‖
t

Alors λ ∈ ρ(A) et l’intégrale
∫ ∞

0

e−λtS(t)dt existe. Et :∫ ∞
0

e−λtS(t)xdt = R(λ, A)x

Démonstration 1.4.9 Si ω0 < ω < λ on a ‖T (t)‖ ≤Meωt

‖
∫ ∞

0

e−λtS(t)dt‖ ≤
∫ ∞

0

‖e−λtS(t)‖dt =

∫ ∞
0

|e−λt|‖S(t)‖dt

= M

∫ +∞

0

e−λteωtdt = M

∫ ∞
0

e(ω−λ)tdt

Ainsi si ω0 < λ alors l’intégrale
∫ ∞

0

e−λtS(t)dt existe.

Notons par R(λ) l’opérateur définit pour chaque x ∈ E par

R(λ)x =

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt

Tout d’abord on va montrer que

∀x ∈ E; R(λ)x ∈ D(A)

En effet ∀x ∈ E on a

S(h)− I
h

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt =
1

h

∫ ∞
0

e−λt[S(t+ h)x− S(t)x]dt

On pose t+ h = σ alors on a

S(h)− I
h

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt =
1

h

∫ +∞

h

e−λ(σ−h)S(σ)xdσ − 1

h

∫ +∞

0

e−λσS(σ)xdσ

=
eλh − 1

h

∫ +∞

0

e−λσS(σ)xdσ − 1

h

∫ h

0

e−λ(σ−h)S(σ)xdσ

=
eλh − 1

h
R(λ)x− eλh 1

h

∫ h

0

e−λσS(σ)xdσ
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Si h→ 0 ; on obtient

AR(λ)x = λR(λ)x− x⇒ (λ− A)R(λ)x = x;∀x ∈ E

Alors R(λ) est linverse à gauche de 1‘opérateur (λI − A).

L inverse à droite ?

Pour montrer que c’est un inverse à droite de (λI − A) il suffit de montrer

que AR(λ) = R(λ)A

On a. Si x ∈ D(A) ; on a

AR(λ)x =A

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt = lim
h→0+

S(h)− I
h

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt

= lim
h→0+

∫ +∞

0

e−λt
S(h)− I

h
S(t)xdt = lim

h→0+

∫ +∞

0

e−λtS(t)
S(h)− I

h
xdt

=

∫ +∞

0

e−λtS(t) lim
h→0+

S(h)− I
h

xdt =

∫ +∞

0

e−λtS(t)Axdt

=

∫ +∞

0

e−λtS(t)dtAx = R(λ)Ax.

Ainsi on a déduire que R(λ)(λI − A)x = x

d’où R(λ) = (λI − A)−1 c’est-à-dire R(λ) = R(λ,A). �

Étude de la croissance de la Résolvante

On a ∀λ ∈ R telle que λ > ω > ω0, l’intégrale
∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt est

convergente.

e−λt‖S(t)x‖ ≤ ‖x‖M∈e(−λ+ω0+ε)t où ε > 0

De cette manière on peut définit l’opérateur borné

R(λ) : E → E; R(λ)x =

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt telle que λ > ω0 + ε.
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Et que

‖R(λ)‖ ≤ Mε

λ− ω0 − ε
d’autre part on a σ(A) ⊂ {λ ∈ R;λ ≤ ω0}, et en générale ρ(A) ⊃ {λ ∈

R;λ > ω0}. Et on a

R(λ, A) =

∫ +∞

0

e−λtS(t)dt et ‖R(λ, A)‖ ≤ M0

λ− ω0

.

Proposition 1.4.7

(R(λ, A))n =
1

(n− 1)!

∫ +∞

0

e−λttn−1S(t)dt

Démonstration 1.4.10 Tout d’abord on remarque que l’on a R(λ, A) −

R(µ, A) = (µ− λ)R(λ, A)R(µ, A) identité des résolvante de Hilbert.

R(λ,A)−R(µ,A)

λ− µ
= −R(λ, A)R(µ, A)

⇒ lim
λ→µ

R(λ,A)−R(µ,A)

λ− µ
= lim

λ→µ
(−R(λ, A)R(µ, A))

d

dλ
R(λ, A) = −(R(λ, A))2

Par récurrence on peut démontrer facilement que

dn

dλn
R(λ, A) = (−1)nn!(R(λ, A))n+1

Alors :

(R(λ, A))n =
1

(−1)n−1(n− 1)!

dn−1

dλn−1
R(λ, A)

(R(λ, A))n =
1

(n− 1)!

∫ +∞

0

e−λttn−1T (t)dt; ∀λ ∈ ρ(A)
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Donc :

‖R(λ, A)n‖ ≤ M

(n− 1)!

∫ +∞

0

e−(λ−ω)ttn−1dt

On obtient : ‖R(λ, A)n‖ ≤ M

(λ− ω)n
. �

L’approximation généralisée de Yosida

Lemme 1.4.3 Soit A : D(A) ⊂ E → E un opérateur linéaire vériffiant les

propriétés suivantes

� A est un opérateur fermé et D(A) = E.

� Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Aω ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Aω ; on a

‖R(λ,A)n‖ ≤ M

(λ− ω)n
; ∀n ∈ N∗

Alors pour tout λ ∈ Aω ; nous avons lim
λ→∞

λR(λ, A)x = x;∀x ∈ E De plus :

λAR(λ, A) ∈ F(X)

Et : lim
λ→∞

λAR(λ, A)x = Ax; ∀x ∈ D(A)

Remarque 1.4.2 On peut dire que les opérateurs bornés λAR(λ,A) sont

des approximations pour l’opérateur non borné A. C’est le motif pour lequel

on introduit le théorème suivant.

Théorème 1.4.4 La famille {Aλ}λ∈Aω ⊂ F(E) ; où

Aλ = λAR(λ,A) = λ2R(λ,A)− λI

S’appelle l’approximation généralisée de Yosida de l’opérateur A.

Démonstration 1.4.11 On a (λI−A)(λI−A)−1 = I ⇒ (λI−A)R(λ,A) =

I

⇒ λR(λ,A)− AR(λ,A) = I ⇒ λ2R(λ, A)− λAR(λ,A) = λI

⇒ λ2R(λ, A)− λI = λAR(λ, A) = Aλ. �

39



A. Harrat Université 8 Mai 1945 Guelma

Théorème de Hille-Yosida

Théorème 1.4.5

Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ E → E est le générateur infinitésimal d’un

semi groupe S(t)t≥0 d’opérateurs linéaires bornées si et seulement si

(i) A est un opérateur fermé et D(A) = E.

(ii) Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Aω ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Aω ; on a :

‖(λI − A)−n‖ ≤ M

(λ− ω)n
;∀n ∈ N∗ (1.48)

Démonstration 1.4.12 (⇒) déjà démontrée.

(⇐) Dans ce but introduisant tout d’abord la notion d’approchante yosida �

Définition 1.4.6 Pour λ > ω on déffinit les approchant yosida de A par :

Aλ = λ2R(λ, A)− λI = λAR(λ, A).

Lemme 1.4.4 On a

lim
λ→+∞

Aλx = Ax ; ∀x ∈ D(A).

Démonstration 1.4.13 soit x ∈ D(A) : ‖λR(λ, A)x− x‖ = ‖AR(λ, A)x‖

= ‖R(λ, A)Ax‖ ≤ ‖R(λ, A)‖. ‖Ax‖ ≤ M

λ− w
‖Ax‖λ→ 0, λ→ +∞

D’aprés Banach-Steinhauss :

λR(λ, A)x→ 0, quand λ→ +∞ ; ∀x ∈ D(A)

Or : D(A) = E : ‖R(λ, A)‖ ≤ Mλ

λ− w
≤ c

Alors d’aprés Banach-Steinhauss : λR(λ, A)x→ x : ∀x ∈ E

Ainsi : Aλx→ Ax; ∀x ∈ D(A)

{Aλx = λR(λ, A)Ax→ Ax}�
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Lemme 1.4.5 Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés telle que A ⊂

B et ρ(A) ∩ ρ(B) = φ. Alors A = B.

Démonstration 1.4.14 soit x ∈ D(B) et λ0 ∈ ρ(A) ∩ ρ(B) posons : Bx−

λ0 = y et z = (A− λ0I)−1y

⇒ z ∈ D(A) et de plus Az − λ0z = y

⇒ z ∈ D(B) : Bz − λ0z = y

⇒ z = (B − λ0I)−1y = (B − λ0I)−1(B − λ0I)x = x

⇒ x ∈ D(A)

Ainsi D(A) = D(B)⇒ A = B. �

Démonstration 1.4.15 (suite de la Démonstration de la Suffisance de théo-

rème de Hille-Yosida) : Pour chaque λ > w : soit Aλ = λ2(λI −A)−1−λI ⇒

Aλ ∈ L(E) ; on peut alors construire le Semi-groupe :

Sλt = eAλt = eλ
2t(λI−A)−1−λt

Sλt = eAλ.t = e−λt
∞∑
n=0

(λ2t)n

n!
(λI − A)−1

On va montrer que la limite de Semi-groupe Sλt existe quand λ→ +∞ et que

de Semi-groupe chercher St.

Notons que :

‖Sλt ‖ ≤ e−λt
∞∑
n=0

(λ2t)n

n!

M

(λ− w)n

= M. exp(
λwt

λ− w
)

Il facile de voir que : Aλ.Aµ = Aµ.Aλ (vue que : R(λ,A).R(µ, A) = R(µ, A).R(λ, A))

est que : Aλ.Sµt = Sµt .Aλ
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Soit x ∈ D(A) on a :

Sλt x− S
µ
t x =

∫ t

0

d

ds
(Sµt−sS

λ
s )

=

∫ t

0

Sµt−s(Aλ − Aµ)Sλs ds

=

∫ t

0

Sµt−sS
λ
s (Aλ − Aµ)xds

⇒ ‖Sλt x−S
µ
t x‖ ≤M2. exp(

µwt

µ− w
)‖(Aλ−Aµ)x‖.

∫ t

0

exp(− (λ− µ)w2s

(µ− w)(λ− w)
)ds

Choisi : λ > µ

‖Sλt x− S
µ
t x‖ ≤M2. exp(

µwt

µ− w
)t‖(Aλ − Aµ)x‖.

(et on a Aλx→ Ax car λ, µ→∞)

Donc Sλt x converge fortement vers une limite qu‘on note par : Stx.

Il reste que St est un C0-Semi-groupe dans le générateur infinitésimal A.

� St+sx = lim
λ→∞

Sλt+sx = lim
λ→∞

Sλt .S
λ
s x = St.Ssx;∀x ∈ E;∀t, s ≥ 0

� S0x = lim
λ→∞

Sλ0x = Ix = x⇒ S0 = I

� la continuité forte est une conséquence directe de la continuité uniforme

sur le compacte.

A est le générateur infinitésimal de St ?

Soit x ∈ D(A)

S(t)x− x = lim
λ→∞

(eAλtx− x) = lim
λ→∞

∫ t

0

esAλAλds =

∫ t

0

S(s)Axds

Soit B le générateur de S(t) et soit x ∈ D(A)

⇒ S(t)x− x
t

= lim
t→0

1

t
.

∫ t

0

S(s)Axds

⇒ x ∈ D(B);Bx = Ax
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⇒ B ⊇ A

Si λ > w on’ a tout d’abord λ ∈ ρ(A) et λ ∈ ρ(B) d’après de condition

nécessaire de Hille-Yosida alors d’après le lemme précédente : A = B.

Ainsi le théorème est démontré.
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Chapitre 2

Solvabilité et Contrôle
Optimal des Inclusions

d’Evolution Fractionnaires
Impulsives au sens de Hilfer

avec Retard et
Sous-différentiel de Clarke

2.1 Résultats préliminaires

Nous sommes concernés par le contrôle des inclusions différentielle frac-

tionnaire avec retard du type suivant :
Dα,β

t+i
x(t) ∈ Ax(t) +Bu(t) + F (t, x(t− σ)) + ∂G(t, x(t− δ)), t ∈ (0, b]− {t1, t2, . . . , tm},

I
(1−α)(1−β)

0+ [x(t)]|t=0 = x0,

I
(1−α)(1−β)

t+i
x(t+i ) = x(t−i ) + Ii(x(t−i )), i = 1, 2, . . . ,m,

u(t) ∈ Uad,
(2.1)

où Dα,β

t+i
désigne la dérivée fractionnaire au sens Hilfer d’ordre α et de type

β tel que 1
2
< α < 1, 0 ≤ β ≤ 1. Nous supposons que A est le générateur

44



A. Harrat Université 8 Mai 1945 Guelma

infinitésimal d’un semi-groupe fortement continue {S(t)}t≥0 dans un espace

de Banach X, B est un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach sé-

parable et reflexive Y vers X et ∂G(t, ·) est le sous-différentiel de Clarke de

G(t, ·). Soient J = [0, b], J ′ = (0, b], J ′′ = J ′ − {t1, t2, . . . , tm}, 0 = t0 < t1 <

· · · < tm < tm+1 = b, Ii : X → X des fonctions impulsives qui caractérisent le

saut des solutions aux points d’impulsions ti, F : J×X → 2X\∅est une appli-

cation multivaluée nonlinéaire et σ, δ sont des arguments de retard. Comme

d’habitude x(t+i ) et x(t−i ) sont des limites à droite et à gauche de x au point

ti respectivement, et Uad désigne un ensemble de contrôle admissible. Soit

Aad un ensemble de toutes les paires de contrôle d’état admissibles (x, u)

pour lequel nous pouvons présenter le coût fonctionnel comme

J (x, u) =
m∑
i=0

∫ i+1

i

L(t, xu(t− σ), xu(t− δ), u(t))dt. (2.2)

Définition 2.1.1 Soient X un espace de Banach, X∗ sont dual, et G : X →

R un fonctionnel localement lipschitzien sur X. La dérivée directionnelle gé-

néralisée de Clarke de G au point x ∈ X dans la direction z ∈ X, notée

G0(x; z), est défini par

G0(x; z) = lim
λ→0+

sup
y→x

G(y + λz)−G(y)

λ
.

Le gradient généralisé de Clarke de G au x ∈ X, notée par ∂G(x), est un

sous-espae de X∗ donné par

∂G(x) = {x∗ ∈ X∗ : G0(x; z) ≥< x∗; z >, ∀z ∈ X}.

Tout au long de ce chapitre, on note par PC(J,X), l’espace des fonc-

tions bornées à valeurs dans X sur J avec la norme uniforme ‖x‖PC =
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sup{‖x(t)‖, t ∈ J} tel que x(t+i ) existe pour tout i = 0, . . . ,m, et x(t) est

continu sur Ji, i = 0, . . . ,m, où Ji = (ti, ti+1] et t0 = 0, tm+1 = b. Soit

q = α + β − αβ, alors 1 − q = (1 − α)(1 − β), définissons PC1−q(J,X) =

{x : (t − ti)
1−qx(t) ∈ PC(J,X)}, avec la norme ‖ · ‖q Défini par ‖x‖q =

max
i=0,1,...,m

sup
t∈Ji
{(t−ti)1−q‖x(t)‖, q = α+β−αβ, t ∈ J ′}. Clairement, PC1−q(J,X)

est un espace de Banach.

Soit Lp(J,X), 1 ≤ p <∞, l’espace des fonctions intégrables au sens de Boch-

ner de J vers X avec la norm ‖f‖Lp(J,X) =
(∫ b

0
|f(t)|pdt

) 1
p .

On note aussi P (X) = {Y ∈ 2X : Y 6= ∅}, PclX = {Y ∈ P (X), Y est fermé},

PbX = {Y ∈ P (X), Y est borné}, PcX = {Y ∈ P (X), Y est convexe},

PcpX = {Y ∈ P (X), Y est compact}.

Nous aurons besoin des résultats suivants.

Définition 2.1.2 (See [33]) (1) Une fonction mesurable x : J → X est

Bochner intégrable si et seulement si ‖x‖ est Lebesgue intégrable.

(2) Une application multi-valuée F : X → 2X est dite à valeur convexe (à

valeur fermée) si F (x) est convexe (fermée) pour tout x ∈ X ; est dite

bornée sur des ensembles bornés si F (B) =
⋃
x∈B

F (x) est borné dans X

pour tout B ∈ Pb(X).

(3) Une application F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) sur

X si pour chaque x0 ∈ X l’ensemble F (x0) est un sous-ensemble fermé

non vide de X, et si pour chaque sous-ensemble ouvert Ω de X conte-

nant F (x0), il existe un voisinage ouvert 5 de x0 tel que F (5) ⊆ Ω.

(4) Une application F est dite complètement continu si F (B) Est relati-

vement compact pour chaque B ∈ Pb(X). si l’application multi-valuée

F est complètement continu avec des valeurs compactes non vides,
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alors F est s.c.s. si est seulement si le graphe de F est fermé, i.e.,

xn → x, yn → y, yn ∈ F (xn) implique y ∈ F (x).

Nous disons que F a un point fixe s’il y a x ∈ X tel que x ∈ F (x).

(5) Une application multi-valuée F : J → Pcl(X) est dite mesurable si

pour chaque x ∈ X la fonction y : J → R défini par y(t) = d(x, F (t)) =

inf{‖x− z‖, z ∈ F (t)} is measurable.

(6) Une application multi-valuée F : X → 2X est dite condensé si pour

tout sous-ensemble borné B ⊂ X avec β(B) 6= 0 on a β(F (B)) <

β(B), où β(·) désigne la mesure de non-compacité de Kuratowski dé-

finie comme suit : β(B) := inf{d > 0 : B Peut être couvert par un

nombre fini de boules de rayon d}.

Les résultats suivants sont motivés par [59].

Proposition 2.1.1 (Cf. [59]) soit J un intervalle réel compact et soit X

un espace de Banach. L’application multivalué non linéaire F : J × X →

Pb,cl,c(X) satisfait les conditions suivantes :

1. pour chaque x ∈ X, (t, x(t − σ)) → F (t, x(t − σ)) est mesurable par

rapport à t ;

2. pour chaque t ∈ J , (t, x(t− σ))→ F (t, x(t− σ)) is s.c.s. par rapport à

x ;

3. pour chaque x ∈ X fixé et pour t ∈ J p.p., l’ensemble

SFx =
{
f ∈ L1(J ×X,X) : f(t, x(t− σ)) ∈ F (t, x(t− σ))

}
est non-vide.
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Aussi, soit Υ une application linéaire continue de L1(J×X,X) vers PC1−q(J,X).

Alos, l’opérateur

Υ ◦ SFx : L1(J ×X,X) −→ Υcp,c(PC1−q(J,X))

x 7−→ Υ ◦ SF (x) := Υ(SFx )

est un opérateur de graphe fermé.

Lemme 2.1.1 (See [33]) Soit Ω un ensemble borné, convexe, et fermé dans

l’espace de Banach X et soit F : Ω→ 2Ω \ ∅ un s.c.s. application condensée

multi-valuée. Si pour chaque x ∈ Ω, F (x)est un ensemble fermé et convexe

dans Ω, alors F a un point fixe dans Ω.

Selon les définitions précédentes, il convient de réécrire le problème (2.1)

comme l’inclusion intégrale équivalente

x(t) ∈ x0
Γ(α+(1−α)β)

tq−1

+ 1
Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1[Ax(s) +Bu(s) + F (s, x(s− σ)) + ∂G(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1),

x(t) ∈ x(t−1 )+I1(x(t−1 ))

Γ(α+(1−α)β)
(t− t1)q−1

+ 1
Γ(α)

∫ t
t1

(t− s)α−1[Ax(s) +Bu(s) + F (s, x(s− σ)) + ∂G(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (t1, t2),
...
x(t) ∈ x(t−m)+Im(x(t−m))

Γ(α+(1−α)β)
(t− tm)q−1

+ 1
Γ(α)

∫ t
tm

(t− s)α−1[Ax(s) +Bu(s) + F (s, x(s− σ)) + ∂G(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tm, b].

(2.3)

Pour définir une solution douce du système (2.3), nous introduisons la fonc-

tion Wright Mα(θ), qui est donné par

Mα(θ) =
∞∑
n=1

(−θ)n−1

(n− 1)!Γ(1− αn)
, 0 < α < 1, θ ∈ C,

et satisfait l’égalité
∫∞

0
θτMα(θ)dθ = Γ(1+τ)

Γ(1+ατ)
, for θ ≥ 0.
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Définition 2.1.3 (Cf. [20]) Une paire de fonctions (x, u) ∈ PC1−q(J,X)×

Uad est appelé une solution douce de (2.1) si

(1) I(1−q)
0+ [x(t)]|t=0 = x0 ∈ X,

(2) I(1−q)
t+i

x(t+i ) = x(t−i ) + Ii(x(t−i )), i = 1, 2, . . . ,m,

(3) il existe des fonctions f ∈ L1(J×X,X) et g ∈ Lp(J×X,X), 1
p
< α <

1, tel que f(t, x(t−σ)) ∈ F (t, x(t−σ)) et g(t, x(t−δ)) ∈ ∂G(t, x(t−δ))

p.p. sur J et les équations intégrales suivantes sont satisfaites :

x(t) = Sα,β(t)x0

+
∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1),

x(t) = Sα,β(t− t1)[x(t−1 ) + I1(x(t−1 ))]

+
∫ t
t1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (t1, t2),
...
x(t) = Sα,β(t− tm)[x(t−m) + Im(x(t−m))]

+
∫ t
tm

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tm, b],

(2.4)

où Pα(t) =
∫∞

0
αθMα(θ)S(tαθ)dθ, Sα,β(t) = I

(1−α)β

0+ Tα(t) and Tα(t) =

tα−1Pα(t).

Lemme 2.1.2 On a les propriétés suivantes[20, 72] :

(a) S(t) est continu dans la topologie uniforme de l’opérateur pour t ≥ 0,

et {S(t)}t≥0 est uniformément borné, c’est-à-dire qu’il existe M > 1 tel

que supt∈[0,∞) ‖S(t)‖ < M ,

(b) Pα(t) est continu dans la topologie uniforme des opérateurs pour t >

0,

(c) pour tout t > 0, {Tα(t)}t>0 fixé et {Sα,β(t)}t>0 sont des opérateurs
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linéaires, et pour tout x ∈ X,

‖Tα(t)x‖ ≤ Mtα−1

Γ(α)
‖x‖, ‖Sα,β(t)x‖ ≤ Mtq−1

Γ(α + (1− α)β)
‖x‖,

(d) {Tα(t)}t>0 and {Sα,β(t)}t>0 sont fortement continus, ce qui signifie

que pour tout x ∈ X, et 0 < t′ < t′′ ≤ b, nous avons ‖Tα(t′)x −

Tα(t′′)x‖ → 0 and ‖Sβ,α(t′)x− Sα,β(t′′)x‖ → 0, quand t′ → t′′.

2.2 Résultats de solvabilité

Afin d’étudier les résultats de solvabilité pour le contrôle de l’inclusion

différentielle fractionnaire impulsive au sens de Hilfer avec retard et sous-

différentiel de Clarke (2.1), nous devons d’abord formuler l’ensemble des

conditions suffisantes :

(H1) Il existe une constante positive ω telle que l’application multi-valuée

F : J ×X → Pc,cp(X) satisfait ‖F (t, x)‖ ≤ ω‖x‖ pour tout t ∈ J, x ∈

X, où

‖F (t, x)‖ = sup{‖f‖ : f(t, x) ∈ F (t, x)}.

(H2) la fonctionnelle G : J ×X → R satisfait

(i) G(·, x) : J → R est mesurable pour tous x ∈ X ;

(ii) G(t, ·) : X → R est localement lipschitzienne pour p.p. t ∈ J ;

(iii) il existe une fonction a(t) ∈ Lp(J,R+), (1
p
< α < 1) et une

constante c > 0 tel que

‖∂G(t, x)‖ = sup{‖g‖ : g(t, x) ∈ ∂G(t, x)} ≤ a(t)+c‖x‖, pour p.p. t ∈ J et tout x ∈ X.

(H3) L’ensemble de contrôle admissible Uad est un sous-ensemble borné

fermé convexe de Lp(J, Y ) tel que
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(i) Uad = SpU = {u ∈ Lp(J, Y ) : u(t) ∈ U(t) pour p.p. t ∈ J}, 1
p
< α <

1 ;

(ii) ‖U(t)‖ = sup{‖z‖ : z ∈ U(t)} ≤ u(t) pour p.p. t ∈ J ;

(iii) Uad 6= ∅ et Bu ∈ Lp(J,X) pour tout u ∈ Uad.

(H4) pour chaque x, x1, x2 ∈ X et tout t ∈ (ti, ti+1], i = 1, . . . ,m, Il existe

bi, di > 0, satisfait

‖Ii(x−(t))‖ ≤ bi, ‖Ii(x−1 (t))− Ii(x−2 (t))‖ ≤ di sup
t∈Ji
‖x−1 (t)− x−2 (t)‖.

Pour x ∈ PC1−q(J,X), nous définissons l’opérateur F q : PC1−q(J,X)→

2PC1−q(J,X) comme suit : F q(x) = y ∈ PC1−q(J,X) :

y(t) =



Sα,β(t)x0

+
∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1],

Sα,β(t− tk−1)[x(t−k−1) + Ik−1(x(t−k−1))]

+
∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tk−1, tk],

où k = 2, . . . ,m + 1. Notons que les points fixes de F q sont des solutions

douces du système différentiel de contrôle fractionnaire de Hilfer impul-

sif(2.1).

Théorème 2.2.1 soient u ∈ Uad et x0 ∈ X. Si des conditions suffisantes

(H1)–(H4) sont satisfaites, alors F q a un point fixe sur J pour chaque q =

α + β − αβ et pα > 1, à condition que
[
M(1+dk−1)(tk−tk−1)α−1

Γ(α+(1−α)β)

]
< 1.

Preuve. Afin de prouver l’existence de solutions douces pour le système

(2.1), nous divisons la preuve en plusieurs étapes.

Étape 1. Pour chaque q = α+ β − αβ, F q(x) est borné. Pour y ∈ F q(x),

en utilisant l’ensemble des conditions suffisantes, Lemme 2.1.2 et l’inégalité
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de Hölder, on trouve

‖y(t)‖q ≤



sup
t∈[0,t1]

{
t1−q‖Sα,β(t)x0‖

+t1−q
∥∥∥∫ t0 (t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds

∥∥∥},
sup

t∈(tk−1,tk]

{
(t− tk−1)1−q‖Sα,β(t− tk−1)[x(t−k−1) + Ik−1(x(t−k−1))]‖

+(t− tk−1)1−q
∥∥∥∫ ttk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds
∥∥∥},

≤



Mtq−1

Γ(α+(1−α)β)
‖x0‖q + t1−q M

Γ(α)

[∫ t
0
(t− s)α−1‖B‖‖u(s)‖Y ds

+ω
∫ t−σ
−σ (t− η − σ)α−1‖x(η)‖dη +

∫ t−δ
−δ (t− µ− δ)α−1[a(µ) + c‖x(µ)‖]dµ

]
, t ∈ [0, t1],

M(t−tk−1)q−1

Γ(α+(1−α)β)
[‖x(t−k−1)‖q + (t− tk−1)1−qbk−1]

+(t− tk−1)1−q M
Γ(α)

[∫ t
tk−1

(t− s)α−1‖B‖‖u(s)‖Y ds

+ω
∫ t−σ
tk−1−σ

(t− η − σ)α−1‖x(η)‖dη +
∫ t−δ
tk−1−δ

(t− µ− δ)α−1[a(µ) + c‖x(µ)‖]dµ
]
,

t ∈ (tk−1, tk],

≤



Mtq−1
1

Γ(α+(1−α)β)
‖x0‖q + t1−q1

M
Γ(α)

(∫ t
0
(t− s)

p(α−1)
p−1 ds

) p−1
p
(
‖B‖‖u‖LP (J,Y ) + ‖a‖LP (J,R+)

)
+M(ω+c)

Γ(α)

∫ t
0
(t− s)α−1‖x(s)‖qds, t ∈ [0, t1],

M(tk−tk−1)q−1

Γ(α+(1−α)β)
[‖x(t−k−1)‖q + (tk − tk−1)1−qbk−1]

+(tk − tk−1)1−q M
Γ(α)

(∫ t
tk−1

(t− s)
p(α−1)
p−1 ds

) p−1
p
(
‖B‖‖u‖LP (J,Y ) + ‖a‖LP (J,R+)

)
+M(ω+c)

Γ(α)

∫ t
tk−1

(t− s)α−1‖x(s)‖qds, t ∈ (tk−1, tk],

Ainsi, pour chaque x ∈ PC1−q(J,X), il existe une constante positive r satis-

faisant ‖x‖q ≤ r. Par conséquent, F q(Ωr) ⊂ Ωr, où Ωr = {x ∈ PC1−q(J,X) :
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‖x‖q ≤ r}.

Étape 2. F q(x) est convexe pour chaque x ∈ Ωr. Si y1, y2 ∈ F q(x), alors

il existe u1, u2 ∈ Uad, f1, f2 ∈ SFx , g1, g2 ∈ ∂G et Ii,1, Ii,2 ∈ X, i = 1, . . . ,m,

tel que, pour chaque t ∈ J , on a

yj(t) =



Sα,β(t)x0

+
∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[Buj(s) + fj(s, x(s− σ)) + gj(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1],

Sα,β(t− tk−1)[x(t−k−1) + Ik−1,j(x(t−k−1))]

+
∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Buj(s) + fj(s, x(s− σ)) + gj(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tk−1, tk],

j = 1, 2. Soit 0 ≤ λ ≤ 1. alors,

λy1(t) + (1− λ)y2(t) =

Sα,β(t)x0 +
∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)

[
B{λu1(s) + (1− λ)u2(s)}+ λf1(s, x(s− σ))

+(1− λ)f2(s, x(s− σ)) + λg1(s, x(s− δ)) + (1− λ)g2(s, x(s− δ))
]
ds, t ∈ [0, t1],

Sα,β(t− tk−1)[x(t−k−1) + λIk−1,1(x(t−k−1)) + (1− λ)Ik−1,2(x(t−k−1))]

+
∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)
[
B{λu1(s) + (1− λ)u2(s)}+ λf1(s, x(s− σ))

+(1− λ)f2(s, x(s− σ)) + λg1(s, x(s− δ)) + (1− λ)g2(s, x(s− δ))
]
ds, t ∈ (tk−1, tk].

Puisque l’application multi-valuée F et Le gradient généralisé de Clarke ∂G

ont des valeurs convexes, il est facile de conclure que λy1(t) + (1− λ)y2(t) ∈

F q(x).

Étape 3. F q(x) est fermé pour chaque x ∈ Ωr. Soit {yn}n≥0 ∈ F q(x) pour

yn → y ∈ Ωr. Ensuite, il existe un ∈ Uad, fn ∈ SFx , gn ∈ ∂G et Ii,n ∈ X, i =
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1, . . . ,m, tel que

yn(t) =



Sα,β(t)x0

+
∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[Bun(s) + fn(s, x(s− σ)) + gn(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1],

Sα,β(t− tk−1)[x(t−k−1) + Ik−1,n(x(t−k−1))]

+
∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bun(s) + fn(s, x(s− σ)) + gn(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tk−1, tk].

De la propriété de compacité faible de Uad, SFx et ∂G, respectivement, on a

un, fn et gn convergent faiblement vers quelque u ∈ Uad, f ∈ SFx et g ∈ ∂G

dans LP (J, Y ), L1(J ×X,X) et Lp(J ×X,X), respectivement. Donc,

yn(t)
weakly−→ y(t) =



Sα,β(t)x0

+
∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1],

Sα,β(t− tk−1)[x(t−k−1) + Ik−1(x(t−k−1))]

+
∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tk−1, tk].

Par conséquent, y ∈ F q(x).

Étape 4. F q(x) est s.c.s. est condensé. Nous faisons la décomposition

F q = F q1 + F q2 , où les opérateurs F q1 et F q2 sont définis par

(F q1x) (t) =


Sα,β(t)x0, t ∈ [0, t1],

Sα,β(t− tk−1)[x(t−k−1) + Ik−1(x(t−k−1))], t ∈ (tk−1, tk],

F q2 (x) = y ∈ Ωr tel que :

y(t) =


∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1],

∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tk−1, tk],

où u ∈ Uad, f ∈ SFx , g ∈ ∂G et Ik−1 ∈ X, k = 2, . . . ,m+ 1.

Nous montrons que Fλ1 est une application de contraction. Si t ∈ [0, t1], alors
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la propriété est clairement satisfaite.

Si t ∈ (tk−1, tk], let x1, x2 ∈ Ωr, alors

‖Fλ1 x1(t)−Fλ1 x2(t)‖q ≤ ‖Sα,β(t− tk−1)‖
∥∥∥∥x1(t−k−1)− x2(t−k−1) + Ik−1(x1(t−k−1))− Ik−1(x2(t−k−1))

∥∥∥∥
q

≤
[
M(1 + dk−1)(tk − tk−1)q−1

Γ(α + (1− α)β)

]
sup

sk−1∈Jk−1

‖x1(s−k−1)− x2(s−k−1)‖q.

Donc, ‖Fλ1 x1(t) − Fλ1 x2(t)‖q ≤ K sup
sk−1∈Jk−1

‖x1(s−k−1) − x2(s−k−1)‖q, où 0 ≤

K < 1. Par conséquent F q
1 est un opérateur de contraction. Ensuite, nous

montrons que F q2 est s.c.s. et complètement continu. Nous commençons à

prouver que F q2 est complètement continu.

Etape 1. F q2 est équicontinue sur Ωr. Soit x ∈ Ωr, y ∈ (F q2 )(x). Alors il

existe u ∈ Uad, f ∈ SFx et g ∈ ∂G tel que

y(t) =


∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1],

∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tk−1, tk],

Si τ ∈ (0, t1], il en résulte que

‖y(τ)− y(0)‖q ≤ τ 1−q M

Γ(α)

(∫ τ

0

(τ − s)
p(α−1)
p−1 ds

) p−1
p
(
‖B‖‖u‖LP (J,Y ) + ‖a‖LP (J,R+)

)
+
M(ω + c)

Γ(α)

∫ τ

0

(τ − s)α−1‖x(s)‖qds −→ 0
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quand τ → 0 uniformément.

Let τ1, τ2 ∈ (0, t1] avec 0 < τ1 < τ2 ≤ t1. Alors

‖y(τ2)− y(τ1)‖q

≤
∥∥∥∥∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1Pα(τ2 − s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds
∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∫ τ1

0

[
(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1

]
Pα(τ2 − s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds

∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∫ τ1

0

(τ1 − s)α−1 [Pα(τ2 − s)− Pα(τ1 − s)] [Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))] ds
∥∥∥∥
q

≤
∥∥∥∥∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1Pα(τ2 − s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds
∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∫ τ1−ε

0

[
(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1

]
Pα(τ2 − s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds

∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∫ τ1

τ1−ε

[
(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1

]
Pα(τ2 − s)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]ds

∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∫ τ1−ε

0

(τ1 − s)α−1 [Pα(τ2 − s)− Pα(τ1 − s)] [Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))] ds
∥∥∥∥
q

+

∥∥∥∥∫ τ1

τ1−ε
(τ1 − s)α−1 [Pα(τ2 − s)− Pα(τ1 − s)] [Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))] ds

∥∥∥∥
q

En vue du lemme 2.1.2, nous pouvons observer que Pγ(·) est un opérateur

compact et fortement continue, ce qui implique la continuité de cet opérateur

dans la topologie uniforme de l’opérateur sur (0, t1]. En suivant Étape 1, nous

concluons, lorsque τ2 − τ1 → 0, avec ε suffisamment petit, le côté droit de

l’inégalité ci-dessus tend vers zéro indépendamment de x ∈ Ωr. Des résultat

similaire peut être trouvé lorsque tk−1 < τ1 < τ2 ≤ tk, k = 2, . . . ,m+ 1. Cela

montre l’équicontinuité de F q2 sur Ωr.

Etape 2. (F q2 Ωr)(t) = {y(t) : y ∈ F q2 (Ωr)} est relativement compact dans

X pour chaque t ∈ J .
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Clairement, (F q
2 Ωr)(t) est relativement compact dans X pour t = 0.

Soit tk−1 < t ≤ tk, k = 1, . . . ,m + 1, fixé, pour chaque ε ∈ (tk−1, t) et tous

δ > 0, définissons un opérateur F εδ on Ωr par la formule

(F εδx)(t) = α

∫ t−ε

tk−1

∫ ∞
δ

θ(t− s)α−1Mα(θ)S((t− s)αθ)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]dθds

= α

∫ t−ε

tk−1

∫ ∞
δ

θ(t− s)α−1Mα(θ)[S(εαδ)S((t− s)αθ − εαδ)][Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]dθds

= S(εαδ)α

∫ t−ε

tk−1

∫ ∞
δ

θ(t− s)α−1Mα(θ)S((t− s)αθ − εαδ)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]dθds,

où x ∈ Ωr.

Puis de la compacité de S(εαδ), εαδ > 0, et la limite de l’opérateur qui suivi,

dans la dernière égalité, nous obtenons que l’ensemble Vε,δ(t) = {(F εδx)(t) :

x ∈ Ωr} est relativement compact dans X pour ∀ε ∈ (tk−1, t) et ∀δ > 0. De
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plus, pour chaque x ∈ Ωr, on a

‖(F q2x)(t)− (F εδx)(t)‖q

= α

∥∥∥∥∫ t

tk−1

∫ δ

0

θ(t− s)α−1Mα(θ)S((t− s)αθ)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]dθds

+

∫ t

tk−1

∫ ∞
δ

θ(t− s)α−1Mα(θ)S((t− s)αθ)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]dθds

−
∫ t−ε

tk−1

∫ ∞
δ

θ(t− s)α−1Mα(θ)S((t− s)αθ)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]dθds
∥∥∥∥
q

≤ α

∥∥∥∥∫ t

tk−1

∫ δ

0

θ(t− s)α−1Mα(θ)S((t− s)αθ)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]dθds
∥∥∥∥
q

+ α

∥∥∥∥∫ t

t−ε

∫ ∞
δ

θ(t− s)α−1Mα(θ)S((t− s)αθ)[Bu(s) + f(s, x(s− σ)) + g(s, x(s− δ))]dθds
∥∥∥∥
q

≤
[
(tk − tk−1)1−qM

(∫ tk

tk−1

(t− s)
p(α−1)
p−1 ds

) p−1
p
(
‖B‖‖u‖LP (J,Y ) + ‖a‖LP (J,R+)

)
+M(ω + c)

∫ tk

tk−1

(t− s)α−1‖x(s)‖qds
] ∫ δ

0

θMγ(θ)dθ

+ ε1−q
M

Γ(α + 1)

(∫ t

t−ε
(t− s)

p(α−1)
p−1 ds

) p−1
p
(
‖B‖‖u‖LP (J,Y ) + ‖a‖LP (J,R+)

)
+
M(ω + c)

Γ(α + 1)

∫ t

t−ε
(t− s)α−1‖x(s)‖qds.

Par conséquent, il existe des ensembles relativement compacts arbitrairement

proches de l’ensemble (F q
2 Ωr)(t). D’où l’ensemble (F q

2 Ωr)(t) est relativement

compact dans X pour chaque t ∈ J . En utilisant le fait que F q2 est bornée et

comme conséquence du théorème d’Arzela - Ascoli, nous concluons que F q
2

est complètement continu.

Etape 3. F q
2 a un graphe fermé. D’en haut nous avons queF q

2 (x) est un

ensemble relativement compact et fermé pour chaque x ∈ Ωr. Par conséquent

F q
2 (x) est un ensemble compact. Soient xn → x∗, xn ∈ Ωr, yn ∈ F q

2 (xn) et
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yn → y∗. Nous allons prouver que y∗ ∈ F q
2 (x∗). Notons que yn ∈ F q

2 (xn), ce

qui signifie qu’il existe fn ∈ SFxn et gn ∈ ∂G telle que

yn(t) =


∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + fn(s, x(s− σ)) + gn(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1],

∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + fn(s, x(s− σ)) + gn(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tk−1, tk].

(2.5)

Notons que {fn}n≥1 ⊆ L1(J × X,X) et {gn}n≥1 ⊆ Lp(J × X,X), αp > 1,

sont bornés. La réflexivité de Lp(J×X,X), p ≥ 1, permet de faire l’assertion

fn → f∗ et gn → g∗ faiblement dans L1(J×X,X) et Lp(J×X,X), respectivement.

(2.6)

Il résulte de (2.5), (2.6) and Theorem 3.1 dans[20] que

y∗(t) =


∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f∗(s, x(s− σ)) + g∗(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1],

∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu(s) + f∗(s, x(s− σ)) + g∗(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tk−1, tk].

Cela montre que y∗ ∈ F q
2 (x∗). Donc, F q

2 a un graphe fermé et F q
2 est une

application multi-valuée complètement continue avec des valeurs compact.

Ainsi, F q
2 est s.c.s. D’autre part, F q

1 est prouvé un opérateur de contraction

et donc F q = F q
1 + F q

2 est .s.c.s. et condensé. Selon le Lemme 2.1.1, nous

assurons l’existence d’un point fixe xq(·) pour F q dans Ωr.

2.3 Résultats de contrôle optimal

Cette section établit le problème de Lagrange suivant

(LP ) :

{
Trouver (x0, u0) ∈ PC1−q(J,X)× Uad
tel que J (x0, u0) ≤ J (x, u),∀(x, u) ∈ PC1−q(J,X)× Uad,
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où le coût fonctionnel J (x, u) est introduit dans (2.2) comme

J (x, u) =
m∑
i=0

∫ i+1

i

L(t, xu(t− σ), xu(t− δ), u(t))dt, i = 0, . . . ,m,

c’est-à-dire, minimiser un coût fonctionnel parmi toutes les paires de contrôle

d’état admissible du problème (2.1), où xu dénote la solution douce du sys-

tème (2.1) correspondant au contrôle u ∈ Uad.

Pour étudier le problème de Lagrange (LP ), les hypothèses suivantes sont

requises :

(H5) la fonctionnelle L : J ×X2 × Y → R ∪ {∞} est Borel measurable ;

(H6) L(t, ·, ·, ·) est séquentiellement semi-continue inférieurement surX2×

Y pour presque tout t ∈ J ;

(H7) L(t, x(t − σ), x(t − δ), ·) est convexe sur Y pour chaque x ∈ X et

presque tout t ∈ J ;

(H8) Il existe des constantes c1, c2 ≥ 0, d > 0, ψ est non-négatif et ψ ∈

L1(J,R) tel que

L(t, x(t−σ), x(t−δ), u(t)) ≥ ψ(t)+c1‖x(t−σ)‖q+c2‖x(t−δ)‖q+d‖u‖pY .

Théorème 2.3.1 Si on a toutes les conditions de Théorème 2.2.1 avec les

conditions (H5)–(H8), alors le problème de Lagrange (LP ) admet une paire

optimale.

Dèmonstration. Supposon que inf{J (x, u)|(x, u) ∈ PC1−q(J,X)×Uad} =

+∞, alors nous savons facilement que le problème de Lagrange (LP ) a une

paire optimale. Sans perte de généralité, nous supposons que inf{J (x, u)|(x, u) ∈

PC1−q(J,X) × Uad} = γ < ∞. Par (H8), on obtient γ > −∞. Selon

la définition de l’infimum, il existe une suite minimisant les paire possible
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{(xn, un)} ⊂ Pad, où Pad = {(x, u)|x est une solution douce du système(2.1)

correspond à u ∈ Uad}, tel que J (xn, un) → γ quand n → +∞. Puisque

{un} ⊆ Uad, n = 1, 2, . . . , {un} est un sous-ensemble borné de l’espace ré-

flexif et séparable de Banach Lp(J, Y ), alors il existe une sous-suite, encore

notée {un}, et u0 ∈ Lp(J, Y ) tel que

un
weakly−→ u0

dans Lp(J, Y ). Puisque Uad est fermé et convexe, par le Lemme de Marzur,

u0 ∈ Uad. Soit {xn} la suite correspondante des solutions des équations inté-

grales

xn(t) =



Sα,β(t)x0

+
∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[Bun(s) + f(s, xn(s− σ)) + gn(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1],

Sα,β(t− tk−1)[xn(t−k−1) + Ik−1(xn(t−k−1))]

+
∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bun(s) + f(s, xn(s− σ)) + gn(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tk−1, tk].

(2.7)

En adaptant les propriétés de Lemme 2.1.2, grâce à la bornitude de {un} et

sselon Etape 2., on montre que {xn} est un sous-ensemble relativement com-

pact de PC1−q(J,X). Par conséquent, il existe une fonction x0 ∈ PC1−q(J,X)

tel que

xn → x0 in PC1−q(J,X). (2.8)

De (H1), (H4) et (2.8), est en appliquant le théorème de convergence dominé
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on montre que

∫ t
0
(t− s)α−1Pα(t− s)f(s, xn(s− σ))ds→

∫ t
0
(t− s)α−1Pα(t− s)f(s, x0(s− σ))ds, t ∈ [0, t1],

Sα,β(t− tk−1)[xn(t−k−1) + Ik−1(xn(t−k−1))]→ Sα,β(t− tk−1)[x0(t−k−1) + Ik−1(x0(t−k−1))],∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)f(s, xn(s− σ))ds→
∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)f(s, x0(s− σ))ds,

t ∈ (tk−1, tk], k = 2, . . . ,m+ 1.

En utilisant (H2)(iii), on a {gn} est borné sur Lp(J × X,X). Aussi, nous

savons que Lp(J × X,X) est réflexif, alors il existe une sous-suite de {gn}

encore notés par la même notation et g0 ∈ Lp(J ×X,X) tel que

gn
weakly−→ g0 ∈ Lp(J ×X,X). (2.9)

Il résulte de (2.9) et la compacité de Pα que∫ t

tτ−1

(t−s)α−1Pα(t−s)gn(s, x(s−σ))ds→
∫ t

tτ−1

(t−s)α−1Pα(t−s)g0(s, x(s−σ))ds,

où t ∈ (tτ−1, tτ ], τ = 1, . . . ,m+ 1.

Selon les formules ci-dessus, nous concluons que

xn(t)→ x0(t) =



Sα,β(t)x0

+
∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu0(s) + f(s, x0(s− σ)) + g0(s, x(s− δ))]ds, t ∈ [0, t1],

Sα,β(t− tk−1)[x0(t−k−1) + Ik−1(x0(t−k−1))]

+
∫ t
tk−1

(t− s)α−1Pα(t− s)[Bu0(s) + f(s, x0(s− σ)) + g0(s, x(s− δ))]ds, t ∈ (tk−1, tk],

où x0 désigne la suite des solutions douces du système (2.1) correspond à u0.

A partir des hypothèses (H5)–(H8) et en appliquant le théorème de Balder,

nous déduisons que

(xσ × xδ, u)→
m∑
i=0

∫ i+1

i

L(t, x(t− σ), x(t− δ), u(t))dt, i = 0, . . . ,m,
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est séquentiellement semi-continu inférieurement dans la topologie forte de

L1(J,X × X) et la topologie faible de Lp(J,X × X). Puisque Lp(J,X ×

X) ⊂ L1(J,X × X), alors J est faiblement semicontinuité inférieurement

sur Lp(J,X × X). Nous utilisons (H8), nous déduisons que J > −∞. Par

conséquent, nous concluons que J atteint son infimum à u0 ∈ Uad, c’est-à-

dire

ξ = lim
n→∞

m∑
i=0

∫ i+1

i

L(t, xn(t− σ), xn(t− δ), un(t))dt

≥
m∑
i=0

∫ i+1

i

L(t, x0(t− σ), x0(t− δ), u0(t))dt = J (x0, u0) ≥ ξ, i = 0, . . . ,m.

Ceci complète la démonstration du théorème.

2.4 Application

Considérons l’inclusion de contrôle différentielle partielle fractionnaire de

Hilfer avec des conditions aux limites impulsives suivante :
D

2
3
, 1
2

t+i
z(t, y) ∈ zyy(t, y) +

∫ 1

0
ζ(y, η)u(η, t)dη + exp[z(sin t, y)] + ∂G(t, z(sin t, y)), (t, y) ∈ Λ×Υ,

I
1
6

0+ [z(t, y)]|t=0 = z0(y), y ∈ Υ,

z(t, 0) = z(t, π) = 0, t ∈ Λ,

I
1
6

t+k
z(t+k , y) = z(t−k , y) + ϕk(z(t−k , y)), y ∈ Υ,

(2.10)

où α = 2
3
, β = 1

2
, q = 5

6
,Υ = [0, π] et Λ = (0, 1] − {t1, t2, . . . , tm} tel

que 0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 = 1 and k = 1, . . . ,m. Prenons

Bu(t)(y) =
∫ 1

0
ζ(y, η)u(η, t)dη, où ζ est continue, l’application multi-valué

F (t, z(t − σ))(y) = exp[z(sin t, y)], le sous-différentiel de Clarke ∂G(t, z(t −

δ))(y) = ∂G(t, z(sin t, y)) and Ik(z(·))(y) = ϕk(z(·, y)).
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Suppose que X = Y = L2[0, π] et définissons A : D(A) ⊂ X → X par

Az = zyy avec le domaine

D(A) = {z ∈ X : zy, zyy ∈ X, z(t, 0) = z(t, π) = 0} .

Il est connu que A est le générateur infinitésimal d’un semigroupe différen-

tiable S(t), t > 0 dans X donné par

(S(t)x)(y) =

{∫ π
0
ψ(t, y − s)x(s)ds, t > 0,

x(y), t = 0,

où

ψ(t, y) =
1√
4πt

e−
y2

4t , t > 0, 0 < y < π,

et x(t)(y) = z(t, y). Cela implique ‖S(t)‖ ≤ 1. L’endsemble de contrôles

admissibles Uad = {u ∈ Y | ‖u‖L2([0,1],Y ) ≤ 1}. Trouver les contrôles u(t, y)

qui réduisent au minimum la fonctionnelle

J (z, u) =
m∑
i=0

[∫ ti+1

ti

∫ π

0

|z(t, y)|2dydt+

∫ ti+1

ti

∫ π

0

|u(t, y)|2dydt
]

sous réserve du problème (2.10). le système (2.10) peut être transformé en

(2.1) avec la fonction de coût

J (z, u) =
m∑
i=0

∫ ti+1

ti

(
‖z(t)‖2 + ‖u(t)‖2

Y

)
dt.

Nous pouvons vérifier que toutes les hypothèses (H1)–(H8) sont remplies, d’où

le théorème 2.2.1 et théorème 2.3.1 correctement appliqué pour assurer que

le problème (2.10) admet une solution et au moins une paire optimale.
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Chapitre 3

Contrôllabilité Approchée
des Inclusions différentielles

Fractionanaires de Hilfer
semilinéaires de type Sobolev

Dans ce chapitre, nous étudions la contrôlabilité approchée des inclusions

différentielles fractionnaires de Hilfer de type Sobolev avec des conditions

non locales. Les principales techniques reposent sur le théorème du point fixe

combinée avec la théorie du semigroupe, le calcul fractionnaire et à l’analyse

multivaluée. Un exemple est fourni pour illustrer les résultats obtenus.

3.1 Introduction

On considère l’inclusion différentielle fractionnaire de Hilfer de type So-

bolev de la forme :{
Dγ,µ

0+ (Ex(t)) ∈ Ax(t) + F (t, x(t)) +Bu(t), t ∈ J ′ = (0, b],

I
(1−γ)(1−µ)

0+ x(t)|t=0 = x0,
(3.1)

où Dγ,µ
0+ est la dérivée fractionnaire de Hilfer,0 ≤ γ ≤ 1, 0 < µ < 1, l’état

x(·) prend ces valeurs dans un espace de Banach X et la fonction de contrôle
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u(·) est donnée dans L2(J, U), un espace de Banach des fonctions de contrôle

admissibles avec U comme un espace de Banach. B est un opérateur linéaire

borné de U vers Z, qui est un espace de Banach. A et E sont un opérateur

linéaire avec des domaines contenus dans un espace de Banach X et des

images contenues dans un espace de Banach Z. Soit J = [0, b], F : J ×X →

2Z\{∅} est une application multivaluée. La norme de X et Z sont notée par

‖ · ‖ et | · |, respectivement.

Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme un mo-

dèle alternatif aux équations différentielles non linéaires. La contrôlabilité est

l’un des concepts importants à la fois en mathématiques et en théorie du

contrôle. L’existence, la contrôlabilité (approximative) et les contrôles opti-

maux des systèmes de contrôle déterministes ou stochastiques ont été bien

développés en utilisant différents types de méthodes, qui peuvent être trouvés

dans [31, 2, 21, 29, 39, 63, 19, 75, 78, 81, 82, 86, 88, 87, 84, 89, 90, 98, 94,

95, 96, 99].

Les équations de type Sobolev (fractionnaires) apparaissent dans divers pro-

blèmes physiques tels que l’écoulement de fluide à travers des roches fissu-

rées, thermodynamique, propagation d’ondes longues de faible amplitude,

cisaillement dans les fluides de second ordre et ainsi de suite. Brill [15] et

Showalter [80] ont établi l’existence des solutions des équations d’évolution

semi-linéaires de type Sobolev dans l’espace de Banach. Les problèmes de

contrôlabilité pour les différents types de systèmes décrits par des équations

différentielles fractionnaires de type Sobolev ont encore un manque de contri-

butions, par exemple [39, 84].

Dans les dernières années, il y a eu un développement important dans
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les équations différentielles ordinaires et partielles avec des dérivés fraction-

naires, voir les monographies de Kilbas et al. [57], Lakshmikantham et al. [61],

Miller and Ross [71], Podlubny [74]. Hilfer [50] a proposé un généralisation

du dérivé fractionnaire de Riemann - Liouville (GRLFD), qui est devenue

en d’autre terme, dérivé fractionnaire de Hilfer, qui comprend à la fois des

dérivés fractionnaires de Riemann - Liouville et de Caputo. Furati et al. [41]

a considéré un problème à valeur initiale pour une classe d’équations différen-

tielles fractionnaires non linéaires avec un dérivé fractionnaire de Hilfer, Gu

and Trujillo [45] ont étudié une classe d’équations d’évolution avc des dérivés

fractionnaires au sens de Hilfer, Wang et Zhang [85] ont étudié des problèmes

aux valeurs initiales non locales pour des équations différentielles fraction-

naire de Hilfer, Mahmudov et al. [66] ont étudié la contrôlabilité approchée

des équations d’évolution fractionnaire avec le dérivé de Riemann-Liouville

généralisé (GRLFD), Yang et Wang [92] présentent le concept de contrôla-

bilité approchée des inclusions différentielles fractionnelles de Hilfer avec des

conditions non locales, pour les dérivés fractionnés dits au sens de Hilfer, on

peut voir [42, 51].

Le contour de ce chapitre est le suivant. Dans la section Résultats préli-

minaires, nous rappelons quelques notations préliminaires et les résultats qui

seront nécessaires pour la suite. La section Résultats d’Existence est consa-

crée à l’étude de la contrôlabilité approchée du système (3.1) à condition que

le système linéaire correspondant soit approximativement contrôlable. Enfin,

un exemple est donné pour illustrer l’efficacité des principaux résultats.
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3.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, nous mentionnons les notations, les définitions, les

lemmes et les faits préliminaires nécessaire pour établir nos principaux résul-

tats.

Tout au long de ce chapitre, nous désignons par C(J,X) et C(J ′, X)

les espaces de toutes les fonctions continues de J vers X et de J ′ vers X,

respectivement. Posons ν = γ + µ − γµ, donc 1 − ν = (1 − γ)(1 − µ),

définissons C1−ν(J,X) = {x : t1−νx(t) ∈ C(J,X)}, avec la norme ‖ · ‖ν défini

par ‖x‖ν = sup{t1−ν‖x(t)‖, ν = γ + µ− γµ}.

Évidemment, C1−ν(J,X) est un espace de Banach.

Les opérateurs A : D(A) ⊂ X → Z et E : D(E) ⊂ X → Z satisfont les

hypothèses suivantes :

(S1) A and E are closed linear operators,

(S2) D(E) ⊂ D(A) and E is bijective,

(S3) E−1 : Z → D(E) is compact,

Les hypothèses (S1) − (S3) et le théorème du graphe fermé impliquent la

bornitude de l’opérateur linéaire AE−1 : Z → Z, donc AE−1 génère un

C0-semigroupe {Q(t), t ≥ 0}, Q(t) := eAE
−1t [42].

Lemme 3.2.1 ([78]) Soit D un sous-ensemble non vide de X, qui est bor-

née, fermée et convexe. Supposons G : D → 2X\∅ est s.c.s avec des valeurs

convexes fermées et telles que G(D) ⊂ D et G(D) est compact. Alors G a un

point fixe.

Lemme 3.2.2 Le système de contrôle fractionnaire non local (3.1) est équi-
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valent à l’inclusion intégrale

Ex(t) ∈ Ex0

Γ(γ + µ− γµ)
tν−1+

1

Γ(µ)

∫ t

0

(t−s)µ−1
[
Ax(s)+F (s, x(s))+Bu(s)

]
ds, t ∈ J.

(3.2)

Remarque 3.2.1 Pour x ∈ X nous définissons deux familles d’opérateurs

{Sγ,µ,E(t) : t ≥ 0} et {Tµ,E(t) : t ≥ 0} par

Tµ,E(t) = tµ−1Pµ,E(t), Pµ,E(t) =

∫ ∞
0

E−1µθMµ(θ)Q(tµθ)dθ,

Sγ,µ,E(t) = I
γ(1−µ)

0+ Tµ,E(t),

où Mµ(θ) est la fonction de Wright, qui est définie par

Mµ(θ) =
∞∑
n=1

(−θ)n−1

(n− 1)!Γ(1− µn)
, 0 < µ < 1, θ ∈ C, (3.3)

ce qui satisfait l’égalité suivante
∫∞

0
θδMµ(θ)dθ = Γ(1+δ)

Γ(1+µδ)
, for θ ≥ 0.

Lemme 3.2.3 Si l’inclusion intégrale (3.2) est valide, alors il existe f ∈

L1(J ×X,X) tel que f ∈ F et

x(t) = Sγ,µ,E(t)Ex0 +

∫ t

0

Tµ,E(t− s)
[
f(s, x(s)) +Bu(s)

]
ds, t ∈ J. (3.4)

Nous imposons les hypothèses suivantes.

(H1) : {Q(t)}t≥0 is uniformly bounded, i.e., ∃M > 1 such that supt∈[0,+∞) |Q(t)| <

M .

Proposition 3.2.1 ([39, 45]) Sous les conditions (S1), (S2), (S3) et (H1),
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(i) Pour tout t > 0 fixé, {Pµ,E(t)}t>0, {Tµ,E(t)}t>0 et {Sγ,µ,E(t)}t>0 sont

des opérateurs compacts linéaires, et pour tout x ∈ X,

‖Pµ,E(t)x‖ ≤ M‖E−1‖
Γ(µ)

‖x‖,

‖Tµ,E(t)x‖ ≤ M‖E−1‖tµ−1

Γ(µ)
‖x‖,

‖Sγ,µ,E(t)x‖ ≤ M‖E−1‖t(γ−1)(µ−1)

Γ(γ(1− µ) + µ)
‖x‖.

(ii) {Pµ,E(t)}t>0, {Tµ,E(t)}t>0 et {Sγ,µ,E(t)}t>0 sont continues au sens de

la topologie d’opérateur uniforme.

Preuve : (i) De l’égalité∫ ∞
0

θδMµ(θ)dθ =
Γ(1 + δ)

Γ(1 + µδ)

nous savons que

‖Pµ,E(t)x‖ =
∥∥∫ ∞

0

E−1µθMµ(θ)Q(tµθ)xdθ‖ ≤ M‖E−1‖
Γ(µ)

‖x‖, for t ∈ J and x ∈ X,

ensuite nous avons

‖Tµ,E(t)x‖ ≤ M‖E−1‖tµ−1

Γ(µ)
‖x‖, for t ∈ J ′ and x ∈ X.

Pour t ∈ J ′ et x ∈ X,

‖Sγ,µ,E(t)x‖ = ‖Iγ(1−µ)

0+ Tµ,E(t)x‖ =
∥∥∥ 1

Γ(γ(1− µ))

∫ t

0

(t− s)γ(1−µ)−1Tµ,E(s)xds
∥∥∥

=
∥∥∥ 1

Γ(γ(1− µ))

∫ t

0

(t− s)γ(1−µ)−1sµ−1Pµ,E(s)xds
∥∥∥

=
∥∥∥ t(γ−1)(1−µ)

Γ(γ(1− µ))

∫ 1

0

(1− s)γ(1−µ)−1sµ−1Pµ,E(ts)xds
∥∥∥

≤ t(γ−1)(1−µ)‖E−1‖M
Γ(γ(1− µ))Γ(µ)

∫ 1

0

(1− s)γ(1−µ)−1sµ−1ds‖x‖

=
M‖E−1‖t(γ−1)(µ−1)

Γ(γ(1− µ) + µ)
‖x‖.
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Ceci complète la preuve de (i).

(ii) Pour tout t > 0,h > 0 and x ∈ X, on a

‖Pµ,E(t+ h)x− Pµ,E(t)x‖ =
∥∥∥∫ ∞

0

E−1µθMµ(θ)[Q((t+ h)µθ)−Q(tµθ)]xdθ
∥∥∥.

on remarque que∥∥∥∫ ∞
0

E−1µθMµ(θ)[Q((t+ h)µθ)−Q(tµθ)]xdθ
∥∥∥

≤ 2M‖E−1‖
∫ ∞

0

µθMµ(θ)dθ‖x‖ =
2M‖E−1‖

Γ(µ)
‖x‖,

puis par le théorème de convergence dominé de Lebesgue, nous avons ‖Pµ,E(t+

h)x−Pµ,E(t)x‖ → 0 quand h→ 0. Par conséquent, Pµ,E(t) est continue dans

la topologie de l’opérateur uniforme pour t > 0.

De même {Tµ,E(t)}t>0 et {Sγ,µ,E(t)}t>0 sont continues dans le sens de la

topologie d’opérateur uniforme. Ceci complète la preuve.

Proposition 3.2.2 ([39, 45]) Sous l’hypothèse (H1), {Pµ,E(t)}t>0, {Tµ,E(t)}t>0

et {Sγ,µ,E(t)}t>0 sont fortement continues, ce qui signifie que, pour tout

x ∈ X et 0 < t′ < t′′ ≤ b, on a ‖Pµ,E(t′)x − Pµ,E(t′′)x‖ → 0, ‖Tµ,E(t′)x −

Tµ,E(t′′)x‖ → 0 et ‖Sγ,µ,E(t′)x− Sγ,µ,E(t′′)x‖ → 0 quand t′′ → t′

Preuve : Par la proposition 3.2.1, nous savons que {Pµ,E(t)}t>0 est forte-

ment continue, alors nous obtenons facilement {Tµ,E(t)}t>0 est aussi forte-
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ment continu. Pour tout x ∈ X et 0 < t1 < t2 ≤ b, on a

‖Sγ,µ,E(t2)x− Sγ,µ,E(t1)x‖

=
1

Γ(γ(1− µ))

∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)γ(1−µ)−1Tµ,E(s)xds−
∫ t1

0

(t1 − s)γ(1−µ)−1Tµ,E(s)xds
∥∥∥

=
1

Γ(γ(1− µ))

∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)γ(1−µ)−1sµ−1Pµ,E(s)xds−
∫ t1

0

(t1 − s)γ(1−µ)−1sµ−1Pµ,E(s)xds
∥∥∥

≤ 1

Γ(γ(1− µ))

∥∥∥∫ t2

t1

(t2 − s)γ(1−µ)−1sµ−1Pµ,E(s)xds
∥∥∥

+
1

Γ(γ(1− µ))

∥∥∥∫ t1

0

[
(t2 − s)γ(1−µ)−1 − (t1 − s)γ(1−µ)−1

]
sµ−1Pµ,E(s)xds

∥∥∥
≤ M‖E−1‖tµ−1

1

Γ(γ(1− µ))Γ(µ)

1

γ(1− µ)
(t2 − t1)γ(1−µ)‖x‖

+
M‖E−1‖

Γ(γ(1− µ))Γ(µ)

∥∥∥∫ t1

0

[
(t2 − s)γ(1−µ)−1 − (t1 − s)γ(1−µ)−1

]
sµ−1ds

∥∥∥‖x‖.
Notons que∥∥∥∫ t1

0

[
(t2 − s)γ(1−µ)−1 − (t1 − s)γ(1−µ)−1

]
sµ−1ds

∥∥∥ ≤ 2

∫ t1

0

(t1 − s)γ(1−µ)−1sµ−1ds,

puis par le théorème de convergence dominé de Lebesgue, nous avons
∥∥∥ ∫ t10

[
(t2−

s)γ(1−µ)−1 − (t1 − s)γ(1−µ)−1
]
sµ−1ds

∥∥∥→ 0 as t2 → t1.

Par conséquent, nous avons ‖Sγ,µ,E(t2)x − Sγ,µ,E(t1)x‖ → 0 as t2 → t1,

i.e., {Sγ,µ,E(t)}t>0 est fortement continue. Ceci complète la preuve.

Soit(X, ‖.‖) un espace Banach. Nous utiliserons les notations suivantes :

P(X) = {Y ∈ 2Y : Y 6= ∅}, Pcl(X) = {Y ∈ P(X)} est fermé, Pb(X) =

{Y ∈ P(X)} est borné, Pcv(X) = {Y ∈ P(X)} est convexe, Pcp(X) = {Y ∈

P(X)} est compact.

Lemme 3.2.4 ([59]) Soit J un intervalle réel compact et soit X un espace de

Banach. L’application multivaluée F : J×X → Pb,cl,cv(X) est mesurable pour
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t pour chaque x ∈ X fixé, u.s.c.pour x pour chaque t ∈ J ,et pour chaque x ∈

C(J,X) l’ensemble SF,x = {f ∈ L1(J,X) : f(t, x(t)) ∈ F
(
t, x(t))for a.e t ∈

J} est nonvide. Soit Γ une application linéaire continue de L1(J,X) vers

C(J,X), puis l’opérateur

Γ ◦ SF : C(J,X)→ Pb,cl,cv(C(J,X))

x 7−→ (Γ◦SF )(x) = Γ(SF,x) est un opérateur de graphe fermé dans C(J,X)×

C(J,X)

Proposition 3.2.3 ([29])

(1) Une fonction mesurable u : J → X est Bochner intégrable si et seule-

ment si ‖u‖ est Lebesgue intégrable.

(2) Une application multivaluée F : X → 2X est dit être à valeurs convexe

( à valeurs fermé), si F (u) est convexe (fermé) pour tout u ∈ X ; est

dit être bornée sur des ensembles bornés si F (B) =
⋃
u∈B est bornée

dans X pour tout B ∈ Pb(X).

(3) une application F est dit semi-continue supérieurement (s.c.s.) sur

X si pour chaque u0 ∈ X l’ensemble F (u0) est un sous-ensemble fermé

non vide de X, et si pour chaque sous-ensemble ouvert Ω de X conte-

nant F (u0), il existe un voisinage ouvert ∇ de u0 telle que F (∇) ⊆ Ω.

(4) une application F est dit être complètement continue si F (B) est

relativement compact pour tout B ∈ Pb(X). si l’application multivaluée

F est complètement continu aux valeurs compactes non vides, puis F

est s.c.s. si et seulement si F a un graphe fermé, c’est-à-dire, un →

u; yn → y; yn ∈ F (u). Nous disons que F a un point fixe s’il y a u ∈ X

tel que u ∈ F (u) .
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(5) Une application multivaluée F : J → Pcl(X) est dite mesurable si

pour chaque u ∈ X la fonction y : J → R Défini par y(t) = d(u, F (t)) =

inf{‖u− z‖, z ∈ F (t)} est mesurable.

(6) Une application multivaluée F : X → 2X est dit se condenser si pour

tout sous-ensemble borné B ⊂ X avec β(B) 6= 0 on a β(F (B)) <

β(B), où β(·) désigne la mesure de non-compacité de Kuratowski dé-

finie comme suit : β(B) = inf{d > 0 : B peut être recouvert par un

nombre fini de boules de rayon d}

Définition 3.2.1 Par une solution douce du système (3.1), on veut dire une

fonction x ∈ C1−ν(J,X) satisfaisant :

(1) I1−ν
0+ x(t)|t=0 + h(x) = x0 ∈ X ;

(2)

x(t) = Sγ,µ,E(t)E[x0 − h(x)] +

∫ t

0

Tµ,E(t− s)f(s, x(s))ds

+

∫ t

0

Tµ,E(t− s)Bu(s)ds, t ∈ J.

Car Tµ,E(t) = tµ−1Pµ,E(t), alors l’équation ci-dessus est équivalente à

x(t) = Sγ,µ,E(t)E[x0 − h(x)] +

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, x(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)Bu(s)ds.

Afin d’étudier la contrôlabilité approximative pour le système de contrôle

non linéaire (3.1), nous considérons d’abord la contrôlabilité approximative

de sa partie linéaire{
Dγ,µ

0+ Ex(t) ∈ Ax(t) + (Bv)t, t ∈ J ′ = (0, b]

I
(1−γ)(1−µ)

0+ x(t)|t=0 = x0.
(3.5)

Ici, B : U → Z est un opérateur linéaire borné et v ∈ L2(J, U)

74



A. Harrat Université 8 Mai 1945 Guelma

Définition 3.2.2 Le système de contrôle (3.5) est dite approximativement

contrôlable sur J si R(b, x0) = X, c-à-d, étant donné un arbitraire ε > 0, il

est possible de partir des points x(0) à l’instant t tous les points dans l’espace

d’état X dans une distance ε. où R(b, x0) = {x(b, u) : u ∈ L2(J, U), x(0, u) =

x0} ; qui est l’ensemble atteignable du système (3.5) avec la valeur initiale x0

au moment terminal b.

Remarque 3.2.2 Supposons que le système de contrôle fractionnaire linéaire

(3.5)est approximativement contrôlable. Nous rappelons que [7, 77] la contrô-

labilité approximative de (3.5) est équivalent à la convergence de aR(a,Γb0)→

0 quand a→ 0+ in the strong operator topology.

3.3 Résultats d’existence

Nous obtenons l’existence et la contrôlabilité approchée du système. (3.1).

Nous considérons les hypothèses suivantes

(H2) ‖a(R(a,Γb0))‖ ≤ 1 for ∀ a > 0.

(H3) The multivalued map F : J ×X → Pb,cl,cv(Z) satisfait ce qui suit :

(3a) F (t, .) : X → Z is u.s.c et pour chaque t ∈ J et pour x ∈ X,

la fonction F (., x) : J → Z est fortement mesurable par rapport à t

pour chaque x ∈ X, l’ensemble

SF,x = {f ∈ L1(J,X) :f(t, x(t))

∈ F (t, x(t))for p.p t ∈ J}

est non-vide.
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(3b) il existe une fonction n(·) ∈ L
1
µ1 , µ1 ∈ (0, µ) et une fonction

continue non décroissante φ : [0,∞) → (0,∞) such that for any

(t, x, y) ∈ J ×X ×X, ‖F (t, x(t),
∫ t

0
k(t, s, x(s))ds)‖ = supt∈J{‖f‖ :

f(t, x(t),
∫ t

0
k(t, s, x(s))ds) ∈ F (t, x(t),

∫ t
0
k(t, s, x(s))ds)} ≤ n(t)φ(‖x‖ν),

et, limr→∞ inf φ(r)
r

= $ <∞;

(H5)

(
b1−νM‖E−1‖

Γ(µ)

(1−µ1)1−µ1bµ−µ1$‖n‖ 1
µ

(µ−µ1)1−µ1

)(
1 +

M2‖E−1‖2M2
B

aΓ2(µ)
b2µ−1

(2µ−1)

)
< 1.

Pour prouver nos résultats, nous présentons d’abord les deux opérateurs :

Γb0 =

∫ b

0

(b− s)2µ−2Pµ,E(b− s)BB∗P ∗µ,E(b− s)ds, 1

2
< µ ≤ 1

et R(a,Γb0) = (aI + Γb0)−1,∀ a > 0, où B∗ désigne l’adjoint de B et P ∗µ,E est

l’adjoint de Pµ,E. Il est claire que l’opérateur Γb0 is a linear bounded operator.

Maintenant, pour tout a > 0, et x1 ∈ X, on pose

u(t) = (b− t)µ−1B∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)p(x(·)),

où

p(x(·)) = x1 − Sγ,µ,E(b)E[x0]

+

∫ b

0

(b− s)µ−1Pµ,E(b− s)f(s, x(s))ds.

En utilisant le contrôle u,nous définissons l’opérateur Ψ : C1−ν(J,X) →

2C1−ν(J,X) comme suit

Ψ(x) =
{
z ∈ C1−ν(J,X) :

z(t) = Sγ,µ,E(t)E[x0]

+

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, x(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)Bu(s)ds, f ∈ SF,x
}
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Selon l’hypothèse (H3) et la proposition 3.2.1, nous pouvons obtenir∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, x(s))ds

≤ M‖E−1‖φ(‖x‖ν)
Γ(µ)

(1− µ1)1−µ1bµ−µ1

(µ− µ1)1−µ1
‖n‖ 1

µ
.

Ainsi

‖p(x(b))‖

≤ ‖x1‖+
M‖E−1‖bν−1

Γ(γ(1− µ))
[‖Ex0‖] +

M‖E−1‖φ(‖x‖ν)
Γ(µ)

(1− µ1)1−µ1bµ−µ1

(µ− µ1)1−µ1
‖n‖ 1

µ
.

Théorème 3.3.1 Si les conditions (S1), (S2), (S3) et les hypothèses (H1)–

(H5) sont satisfaites, alors le système (3.1) a une solution douce fourni par
1
2
< ν ≤ 1.

Proof : Maintenant, il sera montré que l’opérateur Ψ a un point fixe. La

preuve sera divisée en six étapes.

Étape 1 : L’opérateur Ψ(x) est convexe pour chaque x ∈ C1−ν(J,X).

Soit z1, z2 ∈ C1−ν(J,X), alors il existe f1, f2 ∈ SF,xtel que pour chaque

t ∈ J , on a

zi(t) = Sγ,µ,E(t)E[x0]

+

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)fi(s, x(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)(b− s)µ−1BB∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)

×
(
x1 − Sγ,µ,E(b)E[x0]

−
∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)fi(τ, x(τ))dτ i = 1, 2.
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Soit 0 ≤ λ ≤ 1, puis pour chaque t ∈ J on a

(λz1 + (1− λ)z2)(t)

= Sγ,µ,E(t)E[x0] +

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)

×
[
λf1(s, x(s)) + (1− λ)f2(s, x(s)g)

]
ds

+

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)(b− s)µ−1BB∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)

×
(
x1 − Sγ,µ,E(b)E[x0]−

∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)

×
[
λf1(τ, x(τ)) + (1− λ)f2(τ, x(τ))

]
dτ
)
ds.

Puisque SF,x est convexe, λz1 + (1− λ)z2 ∈ SF,x. Par conséquent λz1 + (1−

λ)z2 ∈ Ψ(x).

Étape 2 : Considérons un ensemble Br = x ∈ C1−ν(J,X) : ‖x‖ν ≤ r, où r

est une constante positive. Évidemment, Br est un ensemble borné, fermé et

convexe C1−ν(J,X). Nous supposons qu’il existe un nombre positif r tel que

Ψ(Br) ⊂ Br.

Si ce n’est pas vrai, alors pour chaque nombre positif r, il existe une
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fonction xr ∈ Br , mais Ψ(xr) /∈ Br , i.e.,

r ≤ ‖Ψ(xr)‖ν

≤ sup
t∈J

t1−ν‖Sγ,µ,E(t)E[x0]‖

+ sup
t∈J

t1−ν‖
∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, xr(s))ds‖

+ sup
t∈J

t1−ν‖
∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)Bur(s)ds‖

≤ M‖E−1‖
Γ(γ(1− µ) + µ)

[‖Ex0‖] +
b1−νM‖E−1‖φ(‖xr‖)

Γ(µ)

(1− µ1)1−µ1bµ−µ1

(µ− µ1)1−µ1
‖n‖ 1

µ

+

[
b1−νM2‖E−1‖2M2

B

aΓ2(µ)

b2µ−1

(2µ− 1)

]
×
(
‖x1‖+

M‖E−1‖bν−1

Γ(γ(1− µ) + µ)
[‖Ex0‖] +

Mφ(‖xr‖)
Γ(µ)

(1− µ1)1−µ1bµ−µ1

(µ− µ1)1−µ1
‖n‖ 1

µ

)
≤ M‖E−1‖

Γ(γ(1− µ) + µ)
[‖Ex0‖] +

b1−νM‖E−1‖φ(r)

Γ(µ)

(1− µ1)1−µ1bµ−µ1

(µ− µ1)1−µ1
‖n‖ 1

µ

+

[
b1−νM2‖E−1‖2M2

B

aΓ2(µ)

b2µ−1

(2µ− 1)

]
×
(
‖x1‖+

M‖E−1‖bν−1

Γ(γ(1− µ) + µ)
[‖Ex0‖] +

M‖E−1‖φ(r)

Γ(µ)

(1− µ1)1−µ1bµ−µ1

(µ− µ1)1−µ1
‖n‖ 1

µ

)
,

où on a utilise la proposition 3.2.1.

Divisant les deux côtés de l’inégalité ci-dessus par r et en prenant la limite

quand r →∞, nous obtenons(
b1−νM‖E−1‖

Γ(µ)

(1− µ1)1−µ1bµ−µ1

(µ− µ1)1−µ1
$‖n‖ 1

µ

)
×
(

1 +
M2‖E−1‖2M2

B

aΓ2(µ)

b2µ−1

(2µ− 1)

)
≥ 1,

ce qui est une contradiction à (H5). Ainsi, il existe r > 0 tel que Ψ applique

Br en lui-même.
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Étape 3 : Ψ applique des ensembles bornés vers des ensembles équicontinues

de C1−ν(J,X).

Soit 0 < s < t < t + h ≤ b et ε > 0. Pour chaque x ∈ Br, z ∈ Ψ(x), il

existe un f ∈ SF,x tel que

z(t) = Sγ,µ,E(t)[x0] +

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, x(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)Bu(s)ds.
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Clairement,

‖z(t+ h)− z(t)‖

≤ sup
t∈J

t1−ν‖Sγ,µ,E(t+ h)E[x0]− Sγ,µ,E(t)E[x0]‖

+ sup
t∈J

t1−ν
∥∥∥∫ t+h

t

(t+ h− s)µ−1Pµ,E(t+ h− s)f(s, x(s))ds
∥∥∥

+ sup
t∈J

t1−ν
∥∥∥∫ t

t−ε
(t+ h− s)µ−1(Pµ,E(t+ h− s)− Pµ,E(t− s))× f(s, x(s))ds

∥∥∥
+ sup

t∈J
t1−ν

∥∥∥∫ t

t−ε
((t+ h− s)µ−1 − (t− s)µ−1)Pµ,E(t− s)× f(s, x(s))ds

∥∥∥
+ sup

t∈J
t1−ν

∥∥∥∫ t−ε

0

(t+ h− s)µ−1(Pµ,E(t+ h− s)− Pµ,E(t− s))× f(s, x(s))ds
∥∥∥

+ sup
t∈J

t1−ν
∥∥∥∫ t−ε

0

((t+ h− s)µ−1 − (t− s)µ−1)Pµ,E(t− s)× f(s, x(s))ds
∥∥∥

+ sup
t∈J

t1−ν
∥∥∥∫ t+h

t

(t+ h− s)µ−1Pµ,E(t+ h− s)Bu(s)ds
∥∥∥

+ sup
t∈J

t1−ν
∥∥∥∫ t

t−ε
(t+ h− s)µ−1(Pµ,E(t+ h− s)− Pµ,E(t− s))Bu(s)ds

∥∥∥
+ sup

t∈J
t1−ν

∥∥∥∫ t

t−ε
((t+ h− s)µ−1 − (t− s)µ−1)Pµ,E(t− s)Bu(s)ds

∥∥∥
+ sup

t∈J
t1−ν

∥∥∥∫ t−ε

0

(t+ h− s)µ−1(Pµ,E(t+ h− s)− Pµ,E(t− s))Bu(s)ds
∥∥∥

+ sup
t∈J

t1−ν
∥∥∥∫ t−ε

0

((t+ h− s)µ−1 − (t− s)µ−1)Pµ,E(t− s)Bu(s)ds
∥∥∥

:=
11∑
i=1

Ii.

Maintenant, nous avons seulement besoin de vérifier Ii → 0 as h→ 0, i =

1, 2, ..., 11.

pour I1, par Proposition 3.2.2, I1 → 0 as h→ 0,

Soit q = µ−1
1−µ1 ∈ (−1, 0). En vue de la proposition 3.2.1, pour I2, I3, I4, I5
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and I6 on a

I2 ≤
b1−νM‖E−1‖φ(r)

Γ(µ)

h(q+1)(1−µ1)

(q + 1)(1−µ1)
‖n‖ 1

µ1

.

I3 ≤
b1−νM‖E−1‖φ(r)

Γ(µ)

(∫ t

t−ε
(t+ h− s)µ−1ds

)
‖n‖ 1

µ1

≤ b1−νM‖E−1‖φ(r)

Γ(µ)

(2h)(q+1)(1−µ1)

(q + 1)(1−µ1)
‖n‖ 1

µ1

.

I4 ≤
b1−νM‖E−1‖φ(r)

Γ(µ)

(∫ t

t−ε
[(t+ h− s)µ−1 − (t− s)µ−1]

1
1−µ1 ds

)1−µ1

‖n‖ 1
µ1

≤ b1−νM‖E−1‖φ(r)

Γ(µ)

(2h)(q+1)(1−µ1)

(q + 1)(1−µ1)
‖n‖ 1

µ1

.

I5 ≤ b1−ν sup
s∈[0,t−ε]

‖Pµ,E(t+ h− s)− Pµ,E(t− s)‖
(∫ t−ε

0

(t+ h− s)µ−1ds

)
φ(r)‖n‖ 1

µ1

≤ b1−ν sup
s∈[0,t−ε]

‖Pµ,E(t+ h− s)− Pµ,E(t− s)‖ [(t+ h)q+1 − (h+ ε)q+1]1−µ1

(q + 1)1−µ1
φ(r)‖n‖ 1

µ1

.

De la même manière, pour I7, I8, I9, I10 and I11 on obtient

I7 ≤
b1−νM‖E−1‖MB

Γ(µ)

h(q+1)(1−µ1)

(q + 1)(1−µ1)
‖u‖.

I8 ≤
b1−νM‖E−1‖MB

Γ(µ)

(2h)(q+1)(1−µ1)

(q + 1)(1−µ1)
‖u‖.

I9 ≤
b1−νM‖E−1‖MB

Γ(µ)

(2h)(q+1)(1−µ1)

(q + 1)(1−µ1)
‖u‖.

I10 ≤ b1−νMB sup
s∈[0,t−ε]

‖Pµ,E(t+ h− s)− Pµ,E(t− s)‖ [(t+ h)q+1 − (h+ ε)q+1]1−µ1

(q + 1)1−µ1
‖u‖.

I11 ≤
b1−νM‖E−1‖MB

Γ(µ)

(2h)(q+1)(1−µ1)

(q + 1)(1−µ1)
‖u‖.

On peut facilement voir que I2, I3, I4, I6, I7, I8, I9, I11 tend vers zéro quand

h → 0. Par la Proposition 3.2.1, I5 et I10 tend vers zéro. Ainsi ‖z(t + h) −

z(t)‖ → 0 quand h → 0 pour tout x ∈ Br. Cela implique que Ψ(Br) ⊂

C1−ν(J,X) est équicontinue.
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Étape 4 : Ensuite, nous montrons que l’ensemble V (t) = {z(t) : z ∈ Ψ(Br)}

est relativement compact dans X. Le cas t = 0 est trivial. Soit t ∈ (0, b] fixé

et pour chaque λ ∈ (0, t) et ∀ δ > 0, z ∈ Ψ(Br), définissons un opérateur

zλ,δ(t) =
1

Γ(γ(1− µ))

∫ t−λ

0

∫ ∞
δ

E−1µθMµ(θ)(t− s)γ(1−µ)−1sµ−1Q(sµθ)E[x0]dθds

+Q(λµθ)

∫ t−λ

0

∫ ∞
δ

E−1µθ(t− s)µ−1Mµ(θ)Q((t− s)µθ − λµθ)×
[
f(s, x(s)) +Bu(s)

]
dθds.

De la compacité de Q(λµθ), λµθ > 0, nous obtenons que pour ∀λ ∈

(0, t) et ∀ δ > 0, l’ensemble V ε,δ(t) = {zλ,δ(t), zλ,δ ∈ Ψλ,δ(x), x ∈ Br} est

relativement compact dans X.
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De plus, pour chaque x ∈ Br, nous avons

‖z(t)− zλ,δ(t)‖

= sup
t∈J

t1−ν
∥∥∥ 1

Γ(γ(1− µ))

∫ t

0

(t− s)γ(1−µ)−1sµ−1

∫ δ

0

E−1µθMµ(θ)Q(sµθ)E[x0]dθds

+
1

Γ(γ(1− µ))

∫ t

0

(t− s)γ(1−µ)−1sµ−1

∫ ∞
δ

E−1µθMµ(θ)Q(sµθ)E[x0]dθds

− 1

Γ(γ(1− µ))

∫ t−λ

0

(t− s)γ(1−µ)−1sµ−1

∫ ∞
δ

E−1µθMµ(θ)Q(sµθ)E[x0]dθds

+

∫ t

0

∫ δ

0

E−1µθ(t− s)µ−1Mµ(θ)Q((t− s)µθ)×
[
f(s, x(s)) +Bu(s)

]
dθds

+

∫ t

0

∫ ∞
δ

E−1µθ(t− s)µ−1Mµ(θ)Q((t− s)µθ)×
[
f(s, x(s)) +Bu(s)

]
dθds

−
∫ t−λ

0

∫ ∞
δ

E−1µθ(t− s)µ−1Mµ(θ)Q((t− s)µθ)×
[
f(s, x(s)) +Bu(s)

]
dθds

∥∥∥
≤ sup

t∈J
t1−ν

∥∥∥ 1

Γ(γ(1− µ))

∫ t

0

(t− s)γ(1−µ)−1sµ−1 ×
∫ δ

0

E−1µθMµ(θ)Q(sµθ)E[x0]dθds
∥∥∥

+ sup
t∈J

t1−ν
∥∥∥ 1

Γ(γ(1− µ))
×
∫ t

t−λ
(t− s)γ(1−µ)−1sµ−1

∫ ∞
δ

E−1µθMµ(θ)Q(sµθ)E[x0]dθds
∥∥∥

+ sup
t∈J

t1−ν
∥∥∥∫ t

0

∫ δ

0

E−1µθ(t− s)µ−1Mµ(θ)Q((t− s)µθ)×
[
f(s, x(s)) +Bu(s)

]
dθds

∥∥∥
+ sup

t∈J
t1−ν

∥∥∥∫ t

t−λ

∫ ∞
δ

E−1µθ(t− s)µ−1Mµ(θ)Q((t− s)µθ)×
[
f(s, x(s)) +Bu(s)

]
dθds

∥∥∥
≤ µ‖E−1‖M

Γ(γ(1− µ))
‖Ex0‖B(γ(µ− 1), µ− 1)

∫ δ

0

θMµ(θ)dθ

+
Mµ‖E−1‖bγ(1−µ)−1

Γ(γ(1− µ))Γ(1 + µ)

λµ

µ
‖Ex0‖

∫ ∞
δ

θMµ(θ)dθ

+
b1−νM‖E−1‖b(q+1)(1−µ1)

(q + 1)(1−µ1)
(φ(r)‖n‖ 1

µ1

+MB‖u‖)
∫ δ

0

θMµ(θ)dθ

+
b1−νM‖E−1‖λ(q+1)(1−µ1)

Γ(1 + µ)(q + 1)(1−µ1)
(φ(r)‖n‖ 1

µ1

+MB‖u‖).

Cela implique qu’il existe des ensembles relativement compacts arbitrai-
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rement proche de l’ensemble V (t) pour chaque t ∈ (0, b]. Ainsi V (t) est

relativement compact dans X pour tout t ∈ (0, b]. Comme il est compact à

t = 0, donc V (t) est relativement compact en X pour tout t ∈ J .

Étape 5 : Ψ a un graphe fermé.

Soit xn → x∗ quand n → ∞, zn ∈ Ψ(xn) et zn → z∗ quand n → ∞. On

va montrer que z∗ ∈ Ψ(x∗). Puisque zn ∈ Ψ(xn), il existe un fn ∈ SF,xn tel

que

zn(t) = Sγ,µ,E(t)E[x0] +

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, xn(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)(b− s)µ−1BB∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)

×
(
x1 − Sγ,µ,E(b)E[x0]−

∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)f(τ, xn(τ))dτ
)
ds.

Nous devons prouver qu’il existe f∗ ∈ SF,x∗ tel que pour chaque t ∈ J ,

z∗(t) = Sγ,µ,E(t)Ex0 +

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, x∗(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)(b− s)µ−1BB∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)

×
(
x1 − Sγ,µ,E(b)Ex0 −

∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)f(τ, x∗(τ))dτ
)
ds.
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Clairement,∥∥∥[zn(t)− Sγ,µ,E(t)Ex0

−
∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)(b− s)µ−1BB∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)

×
(
x1 − Sγ,µ,E(b)Ex0 −

∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)f(τ, xn(τ))dτ
)
ds
]

−
[
z∗(t)− Sγ,µ,E(t)Ex0

−
∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)(b− s)µ−1BB∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)

×
(
x1 − Sγ,µ,E(b)Ex0 −

∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)f(τ, x∗(τ))dτ
)
ds
]∥∥∥

→ 0 asn→∞.

Considérons l’opérateur linéaire continue Γ : L
1
µ (J,X)→ C1−ν(J,X)

(Γf)(t) =

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, xn(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)(b− s)µ−1BB∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)

×
(∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)f(τ, x∗(τ))dτ
)
ds.

Clairement, il résulte du Lemme 3.2.4 que Γ◦SF,x est un opérateur de graphe

fermé. D’après la définition de Γ, nous avons que[
zn(t)− Sγ,µ,E(t)Ex0 −

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)(b− s)µ−1BB∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)

×
(
x1 − Sγ,µ,E(b)Ex0 −

∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)f(τ, xn(τ))dτ
)
ds
]
∈ Γ(SF,xn).

Puisque fn → f∗, il résulte du Lemme 3.2.4 que[
z∗(t)− Sγ,µ,E(t)Ex0 −

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)(b− s)µ−1BB∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)

×
(
x1 − Sγ,µ,E(b)Ex0 −

∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)f(τ, x∗(τ))dτ
)
ds
]
∈ Γ(SF,x∗).
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Par conséquent Ψ a un graphe fermé. En conséquence de l’étape 1 à l’étape

5 avec le théorème d’Arzela-Ascoli, Ψ est une application multivaluée com-

plètement continu à valeur compacte et donc de la Proposition 3.2.3(4), nous

obtenons que Ψ est s.c.s.. D’où par le lemme 3.2.1, Ψ a un point fixe x(·) on

Br , qui est la solution douce du système (3.1).

Théorème 3.3.2 Supposons que les conditions (S1), (S2), (S3) et (H1) −

(H5) soient vérifiées et la fonction multivaluée F (t, x(t)) est uniformément

bornée. De plus, supposons que le système linéaire correspondant (3.4) est

approximativement contrôlable sur J , alors le système (3.1) est approximati-

vement contrôlable sur J .

Dèmonstration : Sous les hypothèses ci-dessus, nous connaissons l’opéra-

teur Ψ a un point fixe dans Br. Soit xa le point fixe de Ψ dans Br, cela signifie

qu’il existe fa ∈ SF,x tel que

xa(t) = Sγ,µ,E(t)Ex0 +

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, xa(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)µ−1Pµ,E(t− s)(b− s)µ−1BB∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)

×
(
x1 − Sγ,µ,E(b)Ex0 −

∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)f(τ, xa(τ))dτ
)
ds, t ∈ J.

on définit

p(xa) = x1 − Sγ,µ,E(b)Ex0 −
∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)f(τ, xa(τ))dτ.
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Notons que I − Γb0R(a,Γb0) = aR(a,Γb0) on obtient

xa(b) = Sγ,µ,E(b)Ex0 +

∫ b

0

(b− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, xa(s))ds

+

∫ b

0

(b− s)2(µ−1)Pµ,E(b− s)BB∗P ∗µ,E(b− s)R(a,Γb0)

×
(
x1 − Sγ,µ,E(b)Ex0 −

∫ b

0

(b− τ)µ−1Pµ,E(b− τ)f(τ, xa(τ))dτ
)
ds

= Sγ,µ,E(b)Ex0 +

∫ b

0

(b− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, xa(s))ds

+ Γb0R(a,Γb0)p(xa)

= Sγ,µ,E(b)Ex0 +

∫ b

0

(b− s)µ−1Pµ,E(t− s)f(s, xa(s))ds

+ p(xa)− aR(a,Γb0)p(xa)

= x1 − aR(a,Γb0)p(xa).

De plus, il existe un L̃ < ∞ tel que
∥∥f(s, xa(s))

∥∥ ≤ L̃. Par conséquent,

la suite {f(s, xa(s))} a sous-suite encore notée par {f(s, xa(s))}, converge

faiblement, vers, {f(s, x(s))}.

On note

w = x1 − Sγ,µ,E(b)Ex0 −
∫ b

0

(b− s)µ−1Pµ,E(b− s)f(s, x(s))ds.

Nous dérivons cela

‖p(xa)− w‖ =
∥∥∥∫ b

0

(b− s)µ−1Pµ,E(b− s)×
[
f(s, xa(s))− f(s, x(s))

]
ds
∥∥∥

≤
∥∥∥∫ b

0

(b− s)µ−1Pµ,E(b− s)×
[
f(s, xa(s))− f(s, x(s))

]
ds
∥∥∥.

De la compacité de l’opérateur {Pµ,E(t), t > 0} et la bornitude uniforme de

{f(s, xa(s))} il existe quelques f ∈ L1(J,X) tel que lorsque a→ 0+

Pµ,E(b− s)f(s, xa(s)→ Pµ,E(b− s)f(s, x(s)).
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De plus, par la contrôlabilité approximative du système (3.4) et la remarque

(3.2.2), nous savons que a(aI + Γb0)−1 tend vers zéro quand a → 0+ dans

la topologie de strong operator. Ainsi, nous pouvons obtenir cela comme

a→ 0+,

‖xa(b)− x1‖ ≤ ‖aR(a,Γb0)(w)‖+ ‖aR(a,Γb0)‖‖p(xa)− w‖

≤ ‖aR(a,Γb0)(w)‖+ ‖p(xa)− w‖

→ 0.

Par conséquent, le système (3.1) est approximativement contrôlable sur J .

La preuve est terminée.

3.4 Application

Comme application de nos résultats, nous considérons l’inclusion différentielle

fractionnaire 
D
γ, 3

4

0+ (x(t, y)− xyy(t, y)) ∈ xyy(t, y)
+F (t, x(t− r, y)) +Bu(t, y), t ∈ (0, b],
x(t, 0) = x(t, π) = 0, t ∈ J = [0, b],

I
( 1
4

)(1−µ)

0+ (x(0, y)) = 0, y ∈ [0, π],

(3.6)

où Dγ, 3
4

0+ est la dérivée fractionnelle de Hilfer d’ordre 3
4
et de type γ, I( 1

4
)(1−µ)

0+

est l’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre 1
4
(1 − µ), F (t, x(t− r, y)) et

Bu(t, y) sont des fonctions données.

Soit U = X = Z = L2([0, π], R) et Définir A : D(A) ⊂ X → Z par

Ax = xyy et E : D(E) ⊂ X → Z par Ex = x − xyy où chaque do-

maine, D(A) et D(E), est donné par {x ∈ X : x, xy sont absolument conti-

nues, xyy ∈ X, x(t, 0) = x(t, π) = 0}. A et E peut être écrit comme suit :
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Ax =
∑∞

n=1−n2 〈x, xn〉xn, x ∈ D(A),

Ex =
∑∞

n=1(1+n2) 〈x, xn〉xn, x ∈ D(E), respectivement, où xn(y) =
√

2
π

sinny, n =

1, 2, ... est l’ensemble orthonormé de valeurs propres de A.

De plus, pour tout x ∈ X, nous avons

E−1x =
∞∑
n=1

1

1 + n2
〈x, xn〉xn,

AE−1x =
∞∑
n=1

−n2

(1 + n2)
〈x, xn〉xn,

Q(t)x =
∞∑
n=1

exp
( −n2

(1 + n2)
t
)
〈x, xn〉xn.

Il est facile de voir que E−1 est compact, borné avec ‖E−1‖ ≤ 1 et AE−1

génère le semigroupe fortement continu ci-dessus Q(t) surZ avec Q‖(t)‖ ≤

e−t ≤ 1. Par conséquent, avec les choix ci-dessus, le système (3.6) peut être

écrit comme une formulation abstraite de (3.1) et donc le théorème 3.3.1 peut

être appliquée pour garantir l’existence d’une solution douce de (3.6). De

plus, on peut facilement voir que le système de contrôle fractionnaire linéaire

déterministe de type Sobolev correspondant à (3.6) est approximativement

contrôlable sur J ,ce qui signifie que toutes les conditions du théorème 3.3.1

sont satisfait. Par conséquent, (3.6) est approximativement contrôlable sur

J .
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Chapitre 4

Equation Fractionnaire
Impulsive avec Retard de Type

Sobolev avec la familles
Résolvante Alpha-Sobolev et

des Conditions Intégrales

Dans ce chapitre on introduit un nouvel outil qui s’appelle la famille

résolvante alpha-sobolev pour établir l’éxistance et l’unicité des solutions

d’une classe d’équations intégro-différentielle quasilinéaire avec retard d’ordre

fractionnaire avec des condition nonlocales et impulsives. On utilise le calcul

fractionnaire, la famille résolvante et le théorème du point fixe de Banach

pour les résultats principaux. De plus, on donne un exemple pour illustrer

les résultats abstraits.
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4.1 Introduction

Nous sommes concernés par le système à retard impulsif non local d’ordre

fractionnaire et de type Sobolev suivants :

CDα
t [B(t)u(t)]+A(t)u(t) = f(t, u(β(t)))+

∫ t

0

g(t, s, u(γ(s)))ds, t 6= tk (4.1)

u(0) +

∫ a

0

h(u(σ(t)))dt = u0 (4.2)

4u|t=tk = Ik(u(t−k )), (4.3)

Dans un espace de Banach X, où CDα
t est la dérivée fractionnaire de Caputo

d’ordre 0 < α < 1, u est une fonction de [0, a] à valeur dans X et u0 ∈ X.

Soit A(t) et B(t) deux opérateurs linéaires avec des domaines contenus dans

X et des images contenues dans un espace de Banach Y . f : J × X → Y ,

g : Λ × X → Y et h : PC(J,X) → Y sont des fonctions abstraites donnés,

β, γ, σ : J → J ′ sont les arguments de retard. Ik : X → X, k = 1, 2, ...,m, 0 <

t1 < t2 < ... < tm < a,∆|t=tk = u(t+k ) − u(t−k ) constitues la condition

impulsive. Ici J = [0, a], J ′ = [0, t] et Λ = (t, s) : 0 ≤ s ≤ t ≤ a.

Pour k = 1, 2, ...,m,on considère l’ensemble des fonctions

PC(J,X) =
{
u : j → X :u ∈ C((tk−1, tk], X) and there exist

u(t+k ) and u(t−k ) with u(t−k ) = u(tk)
}

Muni de la norme ‖ u ‖PC= sup
t∈J
‖ u(t) ‖.

Clairement (PC(J,X), ‖ . ‖PC) est un espace de Banach.

Grâce à ses résultats précis et meilleures applications dans diverses sciences,

telles que la physique, la mécanique, la chimie, l’ingénierie, etc., le calcul

fractionnaire a pris une importance considérable. Pendant trois siècles, les
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équations différentielles fractionnaires ont attiré l’attention de nombreux ma-

thématiciens et physiciens, voir par exemple [13, 14, 30, 58, 69, 95] et les ré-

férences qui y sont contenues. Ceci est principalement parce qu’ils décrivent

efficacement de nombreux phénomènes qui se produisent dans l’ingénierie, la

physique, l’économie et la science. En effet, on peut trouver de nombreuses

applications en viscoélasticité, électrochimie, contrôle, milieux poreux, élec-

tromagnétiques. Au cours des dernières décennies, il y a eu un développement

important dans les équations différentielles ordinaires et partielles impliquant

des dérivés fractionnaires, voir les monographies de Kilbas et al. [57], Laksh-

mikantham et al. [62], Miller et Ross [71]Podlubny [74] et les documents.

Pour comprendre les progrès de la théorie des équations différentielles non

locales et impulsifs, les lecteurs peuvent se référer à : Byszewski [5, 9]. Au

cours des années récentes, de nombreuses activités ont été présentées pour

établir les résultats d’existence des équations d’évolution fractionnaire, Ben-

chohra et al. [10] ont considéré l’IVP pour une classe d’équations différen-

tielles fonctionnelles fractionnaires avec un retard infini, Araya et Lizama [13]

ont introduit l’idée de la famille α-resolvent afin de construire la représenta-

tion de la solution. Cependant, de nombreux problèmes restent sans formes

explicites de solutions.

Nous introduisons un nouveau concept appelé famille résolvante alpha-

Sobolev pour discuter des résultats d’existence d’une classe de système à

retard impulsif non local fractionnaire de type Sobolev.
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4.2 Préliminaires

Soit X et Y deux espaces de Banach tel que Y est continuement dense et

inclus dans X. Pour tout espace de Banach Z, la norme de Z est désigné par

‖ . ‖z. L’espace de tous les opérateurs linéaires bornés de X à Y est noté

B(X, Y ) et B(X,X) s’écrit B(X). Nous rappelons quelques définitions du

calcul fractionnaire de [57, 71, 74], puis quelques faits connus de la théorie

des semigroupes de [52, 72, 100].

En utilisant la Définition 2.1 et la Proposition 2.1. (iv), le système (4.1)-(4.3)

est équivalent à l’équation intégrale :

B(t)u(t) =B(0)u(0)

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
[
− A(s)u(s) + f(s, u(β(s))) +

∫ s

0

g(s, η, u(γ(η)))dη
]
ds

+
∑

0<ti<t

Ii(u(ti)), t ∈ J

(4.4)

Nous supposons que les opérateurs A(t) : D(A) ⊂ X → Y et B(t) : D(B) ⊂

X → Y vérifiant les hypothèses suivantes :

(a) A(t) and B(t) sont des opérateurs linéaires, et A(t) est fermé

(b) D(B) ⊂ D(A) et B(t) est bijective,

(c) B−1(t) : Y → D(B) est compact,

Remarque 4.2.1 De (c), nous déduisons que B−1(t) est un opérateur borné.

Note (c) implique aussi que B(t) est fermé puisque en fait : B−1(t) est fermé

et injectif, alors son inverse est également fermé. Il vient de (a)-(c) et le

théorème du graphe fermé, on obtient le bornitude de l’opérateur linéaire

E(t) = A(t)B−1(t) : Y → Y . Par conséquent, −E(t) génère un opérateur

d’évolution à spécifier ultérieurement.
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Définition 4.2.1 Une famille d’opérateurs linéaires bornés à deux paramètres

U(t, s), 0 ≤ s ≤ t ≤ a, sur X est appelée un système d’évolution si les deux

conditions suivantes sont satisfaites

(1) U(t, t) = I, U(t, r)U(r, s) = U(t, s) for 0 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ a,

(2) (t, s)→ U(t, s) is strongly continuous for 0 ≤ s ≤ t ≤ a.

More detail about evolution system can be found in Pazy [72].

Définition 4.2.2 Soit p[E(t)] l’ensemble résoluante de E(t). Nous appelons

E(t) le générateur d’une famille résolvante alpha -Sobolev s’il existe ω ≥ 0

et une fonction fortement continue Wα : R2
+ → L(X) tel que {λα : Re(λ) >

ω} ⊂ p[E(t)] et pour 0 ≤ s ≤ t <∞,[
λαI − E(s)

]−1
x =

∫ ∞
0

e−λ(t−s)B−1(s)Wα(t, s)B(s)xdt, Re(λ) > ω, x ∈ X.

(4.5)

Dans ce cas, Wα(t, s) est appelée la famille résolvante α-Sobolev générée par

E(t).

Remarque 4.2.2 .

1. Si B(.) = I et A(.) = A, alors (4.5) sera réduite au concept introduit

par [5].

2. On peut déduire que (4.1)-(4.3) est bien posé si et seulement si, −E(t)

est le générateur de la famille résolvante α-Sobolev.

3. Ici, Wα(t, s) peut être extrait de l’opérateur d’évolution du générateur

−E(t)

4. La famille résolvante α-Sobolev est similaire à l’opérateur d’évolution

pour les équations différentielles non autonomes dans un espace de Ba-

nach.
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Soit Ω un sous-ensemble de X.

Définition 4.2.3 (Motivé par [23, 25]) Une fonction u ∈ PC(J : X) est

dite une solution mild de (4.1)-(4.3) avec des valeurs dans Ω si elle satisfait

l’équation intégrale :

u(t) =B−1(t)Wα(t, 0)B(0)u0 −B−1(t)Wα(t, 0)B(0)

∫ a

0

h(u(σ(t)))dt

+

∫ t

0

B−1(s)Wα(t, s)[f(s, u(β(s))) +

∫ s

0

g(s, η, u(γ(η)))dη]ds

+
∑

0<ti<t

B−1(t)Wα(t, ti)Ii(u(ti)),

(4.6)

for all u0 ∈ X.

Définition 4.2.4 ([22, 24, 28]) Par une solution classique de (??)-(??) sur

J , nous voulons dire une fonction u avec des valeurs dans X telles que :

• u est une fonction continue sur J\{t1, t2, . . . , tm} et u(t) ∈ D(−E(t)),

• CDα
t [B(t)u(t)] existe et est continu dans t ∈ J0, 0 < α < 1,

• u satisfait (1.1) sur J0, la condition non locale (4.2) et la condition impul-

sive (1.3),

où J0 = (0, a]\{t1, t2, . . . , tm}.

Nous faisons les conditions suivantes

(H1) L’argument de retard β : J → J ′ est bijectif absolument continu et

satisfait

β ∈ C1(J,R), β(t) ≤ t, β′(t) ≥ c1.

De même pour γ et σ, we have γ′(t) ≥ c2 and σ′(t) ≥ c3, where c1, c2, c3 > 0.

(H2)h : PC(J : Ω) → Y est Lipschitzienne en X et bornée dans Y , c’est-à-

dire qu’il existe des constantes k1 > 0 et k2 > 0 telles que

‖h(u)‖Y ≤ k1,
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‖h(u)− h(v)‖Y ≤ k2 max
t∈J
‖u− v‖PC , u, v ∈ PC(J : X).

(H3) L’opérateur [B(t) +λαI]−1 existe dans L(X) pour tout λ with Reλ ≤ 0

et

‖[B(t) + λαI]−1‖ ≤ Cα
|λ|+ 1

, t ∈ J.

(H4)g : Λ ×X → X est continu et il existe des constantes k3 > 0 et k4 > 0

telles que ∫ t

0

‖g(t, s, u)− g(t, s, v)‖Xds ≤ k3‖u− v‖X , u, v ∈ X.

k4 = max{
∫ t

0

‖g(t, s, 0)‖Xds : (t, s) ∈ Λ}.

(H5)f : J ×X → X est continu et il existe des constantes k5 > 0 et k6 > 0

telle que

‖f(t, )− f(t, v)‖X ≤ k5‖u− v‖X , u, v ∈ X,

k6 = max
t∈J
‖f(t, 0)‖X .

(H6)Ii : X → X sont continus et il existe des constantes li > 0, i =

1, 2, . . . , m telle que

‖Ii(u)− Ii(v)‖ ≤ li‖u− v‖X , u, v ∈ X.

Prenons R = ‖B(0)‖Y et M0 = max ‖Wα(t, s)‖L(X), 0 ≤ s ≤ t ≤ a.

(H7) Il existe des constantes positives δ1, δ2, δ3 ∈ (0, δ/3] et λ1, λ2, λ3 ∈ [0,
1

3
)

tel que

δ1 = CαM0R
[
‖u0‖Y +

k1a

c3

]
, δ2 = CαM0

[k5a

c1

{δ+k6}+
k3a

c2

{δ +k4}
]
, δ3 = CαM0ξ,

et

λ1 = CαM0R
k2a

c3

, λ2 = CαM0a
(k5

c1

+
k3

c2

)
, λ3 = CαM0

m∑
i=1

li,
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où ξ =
m∑
i=1

(liδ + ‖Ii(0)‖).

4.3 Résultats d’existence

Soit Sδ = {u : u ∈ PC(J : X), u(0)+h(u) = u0,∆u(ti) = Ii(u(ti)), ‖u‖ ≤

δ}, pour t ∈ J, δ > 0, u0 ∈ X et i = 1, . . . , m.

Théorème 4.3.1 Supposons que l’opérateur −E(t) génère une famille ré-

solvante α-Sobolev Wα(t, s) avec ‖Wα(t, s)‖ ≤ MeN(t−s), M,N > 0. Si les

hypothèses (H1) ∼ (H7) sont satisfaits, alors le système avec retard impulsif

non local d’ordre fractionnire de type Sobolev (4.1)-(4.3) admet une solution

mild unique on J pour tout u0 ∈ X.

Démonstration Considérons une application P sur Sδ défini par

(Pu) (t) =B−1(t)Wα(t, 0)B(0)u0 −B−1(t)Wα(t, 0)B(0)

∫ a

0

h(u(σ(t)))dt

+

∫ t

0

B−1(s)Wα(t, s)[f(s, u(β(s))) +

∫ s

0

g(s, η, u(γ(η)))dη]ds

+
∑

0<ti<t

B−1(t)Wα(t, ti)Ii(u(ti)),
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Nous allons montrer que P : Sδ → Sδ. pour u ∈ Sδ, on a

‖Pu(t)‖Y ≤
∥∥∥B−1(t)Wα(t, 0)B(0)u0 −B−1(t)Wα(t, 0)B(0)

∫ a

0

h(u(σ(t)))dt
∥∥∥

+
∥∥∥∫ t

0

B−1(s)Wα(t, s)[f(s, u(β(s))) +

∫ s

0

g(s, η, u(γ(η)))dη]ds
∥∥∥

+
∑

0<ti<t

‖B−1(t)Wα(t, ti)Ii(u(ti))‖

≤ ‖B−1(t)Wα(t, 0)B(0)
[
‖u0‖+

∫ a

0

‖h(u(σ(t)))‖dt
]

+

∫ t

0

‖B−1(s)Wα(t, s)‖
[
‖f(s, u(β(s)))− f(s, 0)‖+ ‖f(s, 0)‖

+

∫ s

0

‖g(s, η, u(γ(η)))− g(s, η, 0)‖dη +

∫ s

0

‖g(s, η, 0)‖dη
]
ds

+
∑

0<ti<t

‖B−1(t)Wα(t, ti)‖
(
‖Ii(u(ti))− Ii(0)‖+ ‖Ii(0)‖

)
En utilisant (H1) ∼ (H6), on a

‖Pu(t)‖Y ≤ CαM0R
[
‖u0‖Y +

∫ a

0

‖h(u(σ(t)))‖(σ′(t)/c3)dt
]

+ CαM0

∫ t

0

[
k5{‖u(β(s))‖(β′(s)/c1)}+ k6 + k3{‖u(γ(s))‖(γ′(s)/c2)}+ k4

]
ds

+ CαM0

∑
0<ti<t

‖(‖Ii(u(ti))− Ii(0)‖+ ‖Ii(0)‖)

≤ CαM0R
[
‖u0‖Y +

1

c3

∫ σ(a)

σ(0)

‖h(u(τ))‖dτ
]

+ CαM0

[k5

c1

∫ β(t)

β(0)

{‖u(η)‖+ k6}dη +
k3

c2

∫ γ(t)

γ(0)

{‖u(θ)‖+ k4}dθ
]

+ CαM0

m∑
i=1

(liδ + ‖Ii(0)‖).

Par conséquent,

‖Pu(t)‖Y ≤ CαM0

[
R(‖u0‖Y +

k1a

c3

) +
k5a

c1

(δ + k6) +
k3a

c2

(δ + k4) + ξ].
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De l’hypothèse (H7), on obtient ‖(Pu)(t)‖Y ≤ δ. Par conséquent, P applique

Sδ en lui-même.

Maintenant pour u, v ∈ Sδ, on a

‖Pu(t)− Pv(t)‖ ≤ I1 + I2 + I3,

où

I1 = ‖B−1(t)Wα(t, 0)B(0)‖
∫ a

0

‖h(u(σ(t)))− h(v(σ(t)))‖dt

I2 =

∫ t

0

‖B−1(s)Wα(t, s)‖{‖f(s, u(β(s)))− f(s, v(β(s)))‖

+

∫ s

0

‖g(s, η, u(γ(η)))− g(s, η, v(γ(η)))‖dη}ds

et

I3 =
m∑
i=1

‖B−1(t)Wα(t, ti)‖‖Ii(u(ti))− Ii(v(ti))‖.

Appliquons (H1), (H2) et (H3), on trouve

I1 ≤ CαM0R

∫ a

0

‖h(u(σ(t)))− h(v(σ(t)))‖(σ′(t)/c3)dt

≤ CαM0R
1

c3

∫ σ(a)

σ(0)

‖h(u(τ))− h(v(τ))‖dτ

≤
{
CαM0R

k2a

c3

}
max
τ∈J
‖u(τ)− v(τ)‖.

On applique aussi (H1), (H3), (H4) et (H5), on obtient

I2 ≤ CαM0

∫ t

0

{k5‖u(β(s))− v(β(s))‖(β′(s)/c1) + k3‖u(γ(s))− v(γ(s))‖(γ′(s)/c2)} ds

≤ CαM0

{
k5

c1

∫ β(t)

β(0)

‖u(η)− v(η)‖dη +
k3

c2

∫ γ(t)

γ(0)

‖u(θ)− v(θ)dθ

}

≤
{
CαM0a(

k5

c1

+
k3

c2

)

}
max
τ∈J
‖u(τ)− v(τ)‖.
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Encore, (H3) et (H6), nous avons

I3 ≤ CαM0

m∑
i=1

‖Ii(u(ti))− Ii(v(ti))‖

≤

{
CαM0

m∑
i=1

li

}
max
τ∈J
‖u(τ)− v(τ)‖.

Il résulte de ces estimations que

‖Pu(t)− Pv(t)‖ ≤ λmax
τ∈J
‖u(τ)− v(τ)‖,

où 0 ≤ λ < 1(H7). Ainsi P est une contraction sur S6.A partir du théorème

de contraction, P a un point fixe unique u dans Sδ qui est la solution mild

de (4.1)-(4.3) dans J .

Théorème 4.3.2 Supposons que

(i) Les conditions (H1) ∼ (H7) tiennent

(ii) Y est un espace Banach réflexif avec la norme ‖ · ‖,

(iii) Les fonctions f et g sont uniformément Hölder continues en t ∈ J , i.e.

Il y a des nombres L1, L2 > 0 et p, q ∈ (0, 1] tels que

‖f(t1, u)− f(t2, v)‖ ≤ L1(|t1 − t2|p + ‖u− v‖),

‖g(s1, η, u)− g(s2, η, v)‖ ≤ L2|s1 − s2|q

pour tout t1, t2 ∈ J et tout (s1, η), (s2, η) ∈ Λ

Alors le problème (4.1)-(4.3) a une solution classique unique sur J .

Proof En appliquant le théorème 3.1, le problème (1.1)−(1.3) a une solution

mild u ∈ S6. Maintenant, nous montrerons que u est une solution classique
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unique du problème considéré sur J .

([36]) Selon (ii), ‖u−v‖ est uniformément Hölder continu en t ∈ J , aussi (iii)

implique que t → f(t, u) et t →
∫ t

0

g(t, s, u)ds sont uniformément Hölder

continues sur J .

On pose

V (t) = f(t, u(β(t))) +

∫ t

0

g(t, s, u(γ(s)))ds.

Clairement V (t) est uniformément Hölder continue sur t ∈ J .

Considérons le problème de Cauchy non local impulsif suivant

CDα
t [B(t)v(t)] + A(t)u(t) = V (t), (4.7)

v(0) +

∫ a

0

h(u(σ(t)))dt = u0, (4.8)

∆u|t=tk = Ik(u(t−k )), (4.9)

De Pazy [?] ; (3.1)− (3.3) a une solution unique v sur J donnée par

v(t) =B−1(t)Wα(t, 0)B(0)u0 −B−1(t)Wα(t, 0)B(0)

∫ a

0

h(u(σ(t)))dt

+

∫ t

0

B−1(s)Wα(t, s)V (s)ds

+
∑

0<ti<t

B−1(t)Wα(t, ti)Ii(u(ti))

(4.10)

Notant que, chaque terme sur le côté droit de (3.4) appartient à D(−E),

donc v(t) ∈ D(−E), en utilisant l l’unicité de V (t), nous avons u(t) = v(t).

Donc u est la solution classique unique de (4.1)-(4.3) sur J .

Pour illustrer les résultats abstraits, nous donnons l’exemple suivant.
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4.4 Exemple

Considérons le système partiel avec retard impulsif non local fractionnaire

de type Sobolev

∂α

∂tα

 ∑
|q|≤2m

bq(x, t)D
q
xu(x, t)

+
∑
|q|≤2m

aq(x, t)D
q
xu(x, t) = F (x, t, u(x, sin t))

+

∫ t

0

G(x, t, s, u(x, sin s))ds,

(4.11)

u(x, 0) +

p∑
k=1

ck

∫ a

0

u(x, sin tk)dtk = g(x), (4.12)

∆u(ti)(x) =

∫ ti

0

ζi(ti − s)u(x, s)ds, (4.13)

où 0 < α ≤ 1, 0 ≤ t1 < . . . < tp ≤ a, x ∈ Rn, Dq
x = Dq1

x1
. . . Dqn

xn , Dxi =

∂
∂xi
, q = (q1, . . . , qn) est un multi-index n-dimensionnel, |q| = q1 + . . .+ qn.

Soit L2(Rn) be l’ensemble de toutes les fonctions de carré intégrable sur

Rn. On note par Cm(Rn) L’ensemble de toutes les fonctions continues à

valeurs réelles définies sur Rn qui ont des dérivées partielles continues d’ordre

inférieur ou égal à m. Par Cm
0 (Rn) on note l’ensemble de toutes les fonctions

f ∈ Cm(Rn) avec des supports compacts. Soit Hm(Rn) le complémentaire de

Cm
0 (Rn) par rapport à la norme

‖f‖2
m =

∑
|q|≤m

∫
Rn
|Dq

xf(x)|2dx.

On suppose que

(i) L’opérateur E = −
∑
|q|=2m

eq(x, t)D
q
X est uniformément elliptique sur Rn.
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En d’autres termes, tous les coefficients eq, |q| = 2m, sont continues et

bornées dans Rn et il y a un nombre positif c tel que

(−1)m+1
∑
|q|=2m

eq(x)ξq ≥ c|ξ|2m,

pour tout x ∈ Rn et tout ξ 6= 0, ξ ∈ Rn, où eq = aqb
−1
q , ξq = ξq11 . . . ξqn. et

|ξ|2 = ξ2
1 + . . .+ ξ2

n.

(ii) Tous les coefficients eq(x, t), |q| = 2m, satisfaire la condition uniforme de

Hölder sur Rn. Sous ces conditions, l’opérateur E avec le domaine de défi-

nition D(E) = H2m(Rn) génère un opérateur d’évolution défini sur L2(Rn),

et il est bien connu que H2m(Rn) Est dense dans X = L2(Rn) et la fonction

nonlocale g(x) est un élément dans l’espace de Hilbert H2m(Rn), voir [13,

16]. En appliquant les théorèmes 3.1, ceci apporte la preuve de l’existence de

la solutions mild du problème (4.11)-(4.13). De plus, si les opérateurs F et

G satisfont

(iii) Il y a des nombres L1, L2 ≥ 0 et 0 < p, q ≤ 1 tels que

‖F (x, t, u)− F (x, s, v)‖2 ≤ L1(|t− s|p + ‖u− v‖2)

‖G(x, t, η, u)−G(x, s, η, v)‖2 ≤ L2|t− s|q,

pour tout t, s ∈ J, (t, η), (s, η) ∈ Λ, u, v ∈ H2m(Rn) et tout x ∈ Rn. En

appliquant le Théorème 3.2, nous déduisons que (4.11)-(4.13) a une unique

solution classique.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Nos principales contributions scientifiques dans ce projet de doctorat ont

porté sur l’existence, la contrôlabilité approchée, ainsi que le contrôle op-

timal, pour différentes classes d’équations différentielles et inclusions frac-

tionnaires. Nous avons montré l ’intérêt de la dérivée fractionnaire de Hilfer,

pour différentes classes de systèmes différentiels dans la modélisation de plu-

sieurs phénomènes complexes, pour lesquels, il peut être considéré comme un

interpolant entre les dérivés de Riemann - Liouville et de Caputo.

Afin de décrire les divers problèmes du monde réel en sciences physiques

et en ingénierie, soumis à des changements brusques pour certains instants

durant le processus d’évolution, les équations différentielles fractionnaires im-

pulsives sont devenues importantes ces dernières années comme modèles ma-

thématiques pour de nombreux phénomènes physiques et sociaux. Ce constat,

nous a motivé à utiliser cette condition, où nous l’avons consacré une partie

importante dans de cette thèse.

Un autre domaine récent et actif est la notion de dérivée fractionnaire

d’ordre variable, où la dérivée fractionnaire peut être considérée aussi comme

une fonction. Cette notion a été exploitée avec succès dans certains cas pra-
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tiques.

Comme perspectives, nous projetons l’étude des modèles dynamiques

du cancer en utilisant des équations différentielles fractionnées d’ordres va-

riables.
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