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ABSTRACT

In this work we treat certain classes of ill-posed problems in Hilbert space. In the first part we
study the homogeneous ill-posed Cauchy problem. The second one is devoted to the regularization

of the nonlinear ill-posed Cauchy problem. The study is based on the quasi-reversibility method.
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RESUME

Dans le présent travail on étudie deux classes de problemes mal posés. La premiére classe est
consacrée a |'étude d'un probleme de Cauchy homogeéne mal posé. Dans la deuxieme est étudié

un probléme mal posé non-linéaire. L'approche utilisée repose sur la méthode de quasi-réversibilité.

2000 Mathematics subject classification : 35K90, 47D06, 47A52.
Mots clés : probleme mal posé, probleme non-linéaire, régularisation, méthode de quasi-

réversibilité.
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Notations

X : espace de Banach.

‘H : espace de Hilbert.

A : opérateur linéaire.

A~1 : opérateur inverse de A.

A* : adjoint de A.

D(A) : domaine de l'opérateur A.

G(A) : graphe de l'opérateur A.

Im(A) : image de 'opérateur A.

p(A) : ensemble résolvant de A.

o(A) : spectre de A.

Ry (A) : résolvante de A.

Z(E,F) : espace des opérateurs linéaires continus de I'espace vectoriel E dans espace
vectoriel F'.

Z(E) : espace des opérateurs linéaires continus de F dans lui méme.
E* : espace dual de E.

X : fermeture de I'ensemble X.

Re(z) : partie réelle du nombre complexe

L*(J0, T[, D) : espace des fonctions intégrables a valeurs dans H.

~

(t) : semigroupe d’opérateurs bornés.
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INTRODUCTION

0.1 Problématique

D e nombreuses équations aux dérivées partielles, qui permettent de modéliser I’évolution

d’un systeme au cours du temps, peuvent étre reformulées sous la forme d’un probleme
de Cauchy abstrait. Le fait qu'un modele mathématique soit un probleme de Cauchy n’im-
plique pas automatiquement qu’il s’agisse d’'un "bon” modele. L’expression bon modele n’est
pas employée ici au sens de la pertinence physique du modele et de ces résultats, mais au
sens de sa cohérence mathématique. Cette cohérence est une condition nécessaire avant de
pouvoir méme envisager des simulations numériques et des interprétations physiques. Le
mathématicien J. HADAMARD [25] a donné une définition de ce qu’est un bon modele, en
parlant de probleme bien posé.

Considérons 1’équation opérationnelle suivante :
Au=2z2 uw€ekFE, z€F, (2)

ou F et F sont des espaces métriques et A : £ — F est un opérateur.

On dit que le probleme (&) est bien posé au sens d’Hadamard si pour tout u € E la
solution existe, elle est unique et elle dépend contintiement du second membre. Si une de ces
trois conditions n’est pas satisfaite le probleme est dit mal posé.

La non-existence de la solution correspond a la situation o 'opérateur A n’est pas surjectif
dans ce cas, il est possible de rétablir 'existence en relaxant la notion de solution. En sup-
posant qu’une solution existe, le probleme d’unicité se pose, 'opérateur A peut ne pas étre
injectif, la il faut réfléchir a quelle solution parmi celles existantes sera privilégiée. En fin le
dernier cas concerne la non-continuité de 1'opérateur inverse A~! : F' — E. Dans cette situa-

tion de petites perturbations dans la donnée z peuvent mener a des solutions radicalement
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différentes. Ce comportement est particulierement génant puisque la donnée z est souvent ob-
tenue par I'intermédiaire d’observations. La mesure de z est donc souvent entachée d’erreurs,
plus au moins importantes suivant le domaine d’application. D’un point de vue pratique, il
serait souhaitable que ce ”bruit” ait un minimum d’influence sur la solution, ce n’est pas
evidemment le cas si 'opérateur inverse A~! n’est pas continu.

Quant aux problemes inverses, résoudre un probléme inverse consiste a reconstruire un signal,
a partir des données obtenues de maniere indirecte. Cette démarche s’oppose a 1’approche
classique consistant, a partir d’un signal ou d’une donnée initiale, a prédire le comportement
de cette derniere apres une transformation donnée. Considérant I'exemple bien connu de
transmission de la chaleur a travers un objet solide. Connaissant la température u, au temps
t > 0 a n’importe quel endroit du solide correspond a la résolution directe du probleme.
Si maintenant, connaissant u; a un moment précis ¢, on cherche a retrouver les conditions
initiales, on parlera plutot d’un probleme inverse. D’un point de vue formel, un probleme in-
verse s’exprime sous la forme d’une équation Au = z. On cherche a retrouver u a partir de z.
Cette approche est beaucoup plus délicate que dans le cas direct ot 'on cherche simplement
a calculer z a partir de u. En effet résoudre Au = z nécessite l'inversion de 'opérateur A.
Cette opération n’est pas forcément évidente d'un point de vue numérique et peut souvent
conduire a un probleme mal posé (la plupart des problemes inverses sont mal-posés).
L’analyse mathématique de cette classe de problemes a connu un essor considérable ces
dernieres décennies par intéret porté tant par les mathématiciens purs que par les mathématic-
iens appliqués a ce type de problemes, qui sont d’origines variés et qui se rencontrent dans
diverses disciplines par exemple la physique atmosphérique, I'ingénierie pétroliere, I'imagerie
médicale, 'hydrogéologie et autres.

Dans ce qui suit on présente deux exemples de problemes inverses mal posés.

.Exemple 1. Equation de la chaleur. On considere une tige en métal de longueur 7
dont les deux extrémités sont maintenues a la température 0. A chaque instant ¢t € (0,7,
la température de la baguette a la position x est présentée par u(z,t). Etant donnée une
température finale u(z,T) = ¢(x), = € (0,7), on cherche & expliciter la distribution initiale

uy = u(z,0). Cest le probleme de Cauchy pour I’équation de la chaleur. Ce dernier s’écrit
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sous la forme :

%:%, O<zez<m 0<t<T,
u(0,t) =wu(m,t) =0, 0<t<T (Py)
u(z,T) = p(x), 0<z<m.

Par séparation de variables, on peut montrer que la solution du probleme (P;) est donnée

par :

u(z,t) = Z exp(—tn?)ih,sin(nx),

n=1

ou ¢, = %foﬂ uo(y) sin(ny)dy. Donc on doit déterminer uy = u(.,0) & partir de I’équation
intégrale :

u(z,T) = o) = > / " k(e y)uoly)dy, 0<z<m.

™
ot k(z,y) = > o7 exp(—n?T) sin(nz) sin(ny).
Ainsi u est solution du probleme (P;) si et seulement si ¢ satisfait ’équation de Fredholm
de premiere espece

(Luo = ¢),
ou L est Popérateur intégral de noyau k(.,.). Comme L est compact L' n’est pas borné [11].
Alors le probleme (P;) est mal posé.
Exemple 2. Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace
Soit le probleme suivant :

Au(z,y) =0, (z,y) € R x (0,00),
u<$70) = 07 (7)2)
‘g—:(a:,O):@(x), zr € R,

ou p(x) = %sin azx, a > 0. Le probleme de Cauchy a pour solution la fonction

u(z,y) = —; sinax.sinhay.
a

On a ¢ — 0 lorsque a — oo tandis que u(x,y) peut étre arbitrairement grand quand a prend
des valeurs suffisamment élevées.

La solution du probléme (P;) ne dépend pas continiment des données initiales, donc le
probleme est mal posé.

Il existe plusieurs approches pour résoudre les problemes mal posés, les plus principales sont :
e La méthode de moindres carrées qui repose sur 'outil fondamental ”la décomposition en

valeurs singulieres de I'opérateur considéré.”
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e La méthode de régularisation due initialement a TIKHONOV [44] qui cherche & redéfinir
les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée) de fagon que la
solution régularisée dépende contintiment des données et soit proche de la solution exacte.
En d’autre termes, on remplace le probleme initial mal posé par un autre proche du premier

et bien posé de sorte que I'erreur comise soit compensée par le gain de la stabilité.

0.2 Contenu du mémoire

Le présent travail est une synthese de certains travaux établis par A.K. AMES et R.J.
HucHES ([9], 2005) et B.M. CAMPBELL HETRICK et R.J. HUGHES ([24], 2008). II est
composé d'une introduction et de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on rapelle quelques résultats d’analyse fonctionnelle ainsi que les
outils mathématiques nécessaires pour I'étude des problemes posés. Les chapitres deux et
trois constituent les parties principales.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’'étude d'un probleme de Cauchy homogene mal posé.

On considere dans un espace de Hilbert H le probleme suivant :

du
{ ud_(to)::A;,(t) ,0<t<T 1)
ou A est un opérateur linéaire, non-borné, positif et auto-adjoint et de domaine dense dans
H, dont sa résolution de lidentité est noté par {E), A > 0}. Un tel probleme n’est pas
bien posé au sens d’Hadamard méme si la solution existe pour des conditions extrémement
restrictives le probleme est instable (voir section 2.2). Ce type de probléeme a été traité par
plusieurs auteurs en utilisant plusieurs approches. Parmi ces approches, on cite la méthode
de quasi-réversibilité (M.(Q.R) proposée par LIONS et LATTES [30], la méthode de la valeur
aux limites auxiliaire (Q.B.V method) dans les travaux de SHOWALTER [42] et G.W. CLARK
[15], la procédure itérative introduite par V.A. KozLov et V.G. MAZ’YA [29] et la méthode
de quasi-solution (Q.S.-method) de TIKHONOV [44]. Introduisant quelques méthodes parmi
celles citées ci dessus.
La méthode de quasi-réversibilité. L’idée principale de cette approche consiste a pertur-
ber I’équation du probleme (1) en lui ajoutant un terme correcteur pour obtenir un probleme

bien posé, puis établir les résultats de convergence.



0.2 Contenu du mémoire 5

R. LATTES et J.L. Lions ([30], 1969) ont proposé comme perturbation ’équation :
v+ Av—aA’v=0, a>0.

Dans ([42], 1974) R. E. SHOWALTER a propos¢ la perturbation
v+ Av 4+ aAv, =0, «a > 0.

Pour ces deux méthodes la stabilité est d’ordre e® .

Dans [32] K. MILLER a introduit une approximation plus générale, en remplagant I'opérateur
A par f(A) et a imposé certaines conditions sur la fonction f pour améliorer I'ordre de
stabilité.

Récemment N. BOUSSETILA et F. REBBANI ([12], 2007) ont considéré le probleme régularisé

1
vy — p—Tln(a +ePMNAv =0, p>1, a>0.

Avec un ordre de stabilité égale a (é)p_1 p > 1. Ce qui montre que cette approche a un effet
régularisant meilleur par rapport aux méthodes précédentes.

Régularisation avec conditions non-locales

Cette méthode a été introduite par R. E. SHOWALTER ([42], 1983), elle consiste a perturber
la condition aux limites en lui ajoutant un terme correcteur. Elle a été devellopée dans les
travaux de G. W. CLARK- S. F. OPPENHEIMER ([15], 1994) et M. DENCHE- K. BESSILA

([T7], 2005) qui ont proposé respectivement les perturbations suivantes :
o(T') = av(0) = X,

v(T) — a'(0) = x.

Et ont obtenu un ordre de stabilité meilleur par rapport aux résultats obtenus dans [30], [42].

¢ Dans le présent travail est adaptée la régularisation de Miller, 'opérateur A dans (1)

est remplacé par f(A) pour obtenir le probleme perturbé :

{d—”:f(A)v(t), 0<t<T,

dt
v (0) = x,

ol f est une fonction vérifiant certaines propriétés permettant de construire une régularisation

(2)

et de neutraliser le caractere mal posé du probleme.
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L’étude est composée de deux étapes :
La premiere consiste a montrer que le probleme régularisé (2) est bien posé, la deuxieéme

établir une estimation de type
Ju(t) = v ()] < CHFMF, 0< 5 <1, (3)

La démonstration de I'estimation (3) se base sur quelques propriétés des semi-groupes ainsi
que le théoreme des trois cercles d’'HADAMARD [39].

On définit les fonctions wu,(t) = Ei(e,)u(t) et v,(t) = Eix(en)v(t) (e, est un ensemble
borélien). Pour pouvoir appliquer le théoreme d’Hadamard, on doit prolonger les fonctions
u, et v, sur une bande S C C. En établissant quelques propriétés tel que la continuité et

I’analycité de la fonction
Pn(a) = (un(a) —vn(@)), @ €5,
on arrive a établir I'estimation (3).
Dans le troisieme chapitre, on étudie le probleme de Cauchy non-linéaire mal posé suivant :

{%:Au(t)+h(t,u(t))a0<t<T7 (4)

u(0) = x,
A est un opérateur auto-adjoint positif dans H, y € H.

h:[0,T] x H — H est une fonction lipschitzienne par rapport aux deux variables, i.e
17 (1, u) = h(t2,0)|| < K ([t = t2 + [lu—vl),

ou k est une constante positive.
De maniere analogue a celle utilisée pour approcher le probleme (1), on remplace 'opérateur

A dans (4) par f(A) pour obtenir le probléeme régularisé suivant :

v(0) =X,

On montre que le probleme (4) est bien posé, puis on définit la fonction

{ %:f(A)v(t)+h(t,v(t)), 0<t<T,

¢n(a) = Un(Oé) - Un<04), o € S.

Comme le terme non-linéaire intervient dans la fonction ¢, (), elle n’est pas analytique. Dans

ce cas le théoreme d’Hadamard ne peut pas étre appliqué. Pour surmonter cette difficulté et
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en se basant sur le lemme 1.5.2 ([2], 1963), on définit une deuxieme fonction qui répond aux

conditions du théoreme d’Hadamard :

wn (€)= ¢, (O) — @, (€)

ou

0, =~ [ @B0n0) (1o + sy ) dads. €.

Et par une étude détaillée des propriétés des fonctions ®,, () et ¢, (), en se basant sur
quelques résultats d’analyse complexe ainsi que les propriétés des semi-groupes, on établit
pour le probleme non-linéaire (4) une estimation analogue a l'estimation (3).

Notant ici que dans la littérature mathématique et contrairement au cas homogene, on ne
trouve pas beaucoup de travaux concernant le cas non-linéaire, et plus précisément ceux qui
sont traités par la méthode de quasi-reversibilité (la plupart des problemes étudiés sont a une
dimension, [49], [24], [43], [20], [34], [40], [28]). Ceci est di a la complexité que souleve cette

classe de problemes, ce qui souligne I'importance de cette étude.



Chapitre 1

Rappels

On désigne par ‘H un espace de Hilbert sur (R ou C ), muni du produit scalaire (.,.) et de

la norme ||.||, X, Y deux espaces de Banach et Z(X,)) l'espace des applications linéaires
continues de X' dans Y muni de la norme : [|A 4y ) = sup [Az],,.
7 2], <1

1.1 Opérateurs linéaires
1.1.1 Opérateurs bornés

Définition 1.1.1 On appelle opérateur borné toute application linéaire continue de X dans

V.

Théoréme 1.1.1 (Banach steinhaus) Soient X et ) deux espaces de Banach. Soit (A;),,

une famille d’opérateurs linéaires continus de X dans ). On suppose que

sup ||Aiz|| < o0, VzeX.
icl

Alors :
sup || A4;]] . < 00,
ie? | Hj(x,y)

autrement dit, il existe une constante c telle que :
|Aiz|| < cllzl|, VxeX, Viel.

Théoréme 1.1.2 Soit A un opérateur linéaire continu et bijectif de X dans Y. Alors A~*

est continu de Y dans X.
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Théoréme 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire continu de X dans Y. A™' existe et est

continu si et seulement si il existe une constante m > 0 tel que :
|Az|| > m||z|, Yz € X.

1.1.2 Opérateurs non-bornés

Définition 1.1.2 On appelle opérateur linéaire non borné de X dans ) toute application
linéaire A défini sur un sous-espace vectoriel D(A) C X, a valeurs dans Y. D (A) est le

domaine de A.

Tout opérateur A est completement défini par son graphe qui est un sous-espace vectoriel de
X x ), défini par :
G(A) ={(u,Au) e X x Y, u e D(A)}

Définition 1.1.3 On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe est fermé dans X x ).

Théoréme 1.1.4 (Théoréme du graphe fermé) Soit A un opérateur linéaire de X dans

Y. Supposons que le grahpe de A est fermé dans X x Y. Alors A est continu.

Définition 1.1.4 Soit A un opérateur linéaire de domaine D (A) dense dans H. Soit D(A*)

l’ensemble des vecteurs v € 'H pour lesquels il existe f € H tel que :
(Au,v) = (u, f), pour tout u € D(A).

Pour tout v € D(A*), on pose
A*v = f.

On appelle A* Dopérateur adjoint de A.

Définition 1.1.5 Soit A un opérateur dans un espace de Hilbert H , on dit que A est

symétrique si :

AC A, ie; D(A) C D(AY), Au= A*u, Vu € D(A).
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Définition 1.1.6 Soit A un opérateur linéaire de domaine de définition dense dans H.On

dit que A est auto-adjoint st A = A* i.e;
D(A*) =D(A) et (Az,y) = (x, Ay), VYx,y € D(A).
Proposition 1.1.1 Un opérateur auto-adjoint est fermé.
Proposition 1.1.2 Soit A un opérateur auto-adjoint inversible. Alors A=! est auto-adjoint.
Définition 1.1.7 On dit qu’un opérateur auto-adjoint est positif si :
Vo € D(A), (Az,z) > 0.

Théoreme 1.1.5 Soit A un opérateur auto-adjoint positif, pour Rex > 0, on a :

1

(A+AD) " € Z(H) et [(A+ M) 40 < o

Définition 1.1.8 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire dans un espace de Banach X. A est
dit dissipatif si pour tout A\ > 0 et tout x € D(A) on a :

IA = A)l| = M|

Définition 1.1.9 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire dissipatif dans un espace de Banach
X, tel que Im (N — A)D (A) = X, pour tout A > 0. Alors A est dit m-dissipatif.

Proposition 1.1.3 Soit (A, D(A)) un opérateur dans un espace de Hilbert H. Alors A est
dissipatif si et seulement si Re (Az,x) <0, pour tout v € D (A).

Proposition 1.1.4 Soit A un opérateur auto-adjoint négatif dans H. Alors A est m-dissipatif.
Définition 1.1.10 Soit A “D(A) C H — H un opérateur positif. On pose
Jo={T+aAd) " Au=A(l+ad) " =L T-1), a>0,

On appelle A, Uapproximation de Yosida de l'opérateur A .

Théoréme 1.1.6 1) J, est auto-adjoint et commute avec A;

2) A, est un opérateur auto-adjoint positif;

3) || Aqull < ||Aul|, pour tout a > 0, et pour tout u € D(A);

4) |Aqu| < Llu|, Yue H, Va>0;

5) lim Jou =u Vu € H et lim A,u = Au; Yu € D (A).

a—0 a—0
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1.2 Elément de la théorie spectrale

Définition 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire fermé dans H et X € C. On appelle ensemble

résolvant de A, l’ensemble
p(A)={A e C: X — A est bijectif }.

Le complémentaire de p (A) dans C est appelé spectre de A et est noté o (A). Le spectre de
A est un fermé de C.

-Lopérateur Ry (A) = (A — A)™" est appelé la résolvante de A.

-L’application A € p(A) — Ry (A) € L (H) est analytique.

-Le spectre de A est la reunion des ensembles suivants :

- Le spectre ponctuel :

o, (A) = {X € C: A\ — A nlest pas injectif} .

Un élément X\ de o, (A) est dit valeur propre de A.

-SiAeo(A)—o,(A) donc NI — A est injectif, mais non surjectif, Im (A — A) # X, deuz
cas se présentent :

- Si Im(A — A) nest pas dense, on dit que A € o, (A) le spectre résiduel.

- Si Im(A — A) est dense, on dit alors que A\ € o, (A) le spectre continu.

Théoréme 1.2.1 Soit A “D(A) C H — H un opérateur auto-adjoint. Alors le spectre de A

est réel. De plus A est positif si et seulement si o (A) C [0, 00].

Définition 1.2.2 On dit qu’un opérateur A € L (X,Y) est compact si A(By) est relative-

ment compact pour la topologie forte. Bx est l'ensemble {x € X;||z| < 1}.

Théoréme 1.2.2 Soit A un opérateur borné. Alors A est compact si et seulement si A* est

compact.

Théoreme 1.2.3 Soit A un opérateur compact, on a alors :
(1)0 € o (A),
(it)o (A) — {0} = 0, (A) — {0},

(i7i) les points de o (A) — {0} sont isolés,
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(1v) lune des situations suivantes :
-ou bien o (A) = {0},
-ou bien o (A) — {0} est fini,

-ou bien o (A) — {0} est une suite qui tend vers 0.

1.3 Famille spectrale

Définition 1.3.1 Une famille de projections E (X)), —oo < A < 400 dans un espace de
Hilbert 'H, est appelée résolution de lidentité ou famille spectrale si les conditions suivantes

sont satisfaites :
G)E (N E (1) = E (min (A ), A, 1 € R
())E (—o0) =0 ; E(+00) =1,

E(—o0)z = lim E(\)x,

A—>—00
et
E(+o0)z = lim E(p)z , z€H,

p—00
(i) E(A4+0) = E(\), 0@E(A+O)$:lin%E()\+€)x,.1767-{.

Théoreme 1.3.1 Soit A un opérateur auto-adjoint dans H. Alors il existe une famille spec-

trale unique {E (\)}, g telle que :

(Ax,y) = /)\d (E(N)x,y) et Az = /)\dE (\) =z,

R R

De plus :

|mw%1/VMEQMw>

R

ol x € D(A):{a: : [ A (B, x) < oo}
R
Pour tout p € R, on définit la puissance de A par :

AP = /ApdEA

R



1.3 Famille spectrale 13

r € D(AP) <= [ N!d(E\z,z) < o0.

Pour tout p > ()R, D (A?) muni de la norme HxHi = ||APz|]?, © € D (AP) est un espace de
Hilbert.

Si 0 < p; < py, D(AP?) est dense dans D (APY).

Définition 1.3.2 Soit f (X,Y") — (R,7), f est dite mesurable si f~' (Ja,00]) € >, pour
a € R.

ou T est la topologie usuelle de R, et > est une o— algébre de parties de X.

Définition 1.3.3 Dans la définition 1-3-2, si Yy est la tribu borélienne sur X, f est appelée

fonction borélienne.

Théoreme 1.3.2 ([19]) Soit E(\) la résolution de l'identité de l'opérateur auto-adjoint A,
et soit f wune fonction boréliénne complexe définie p. p sur R | alors f (A) est un opérateur

fermé de domaine dense de plus on a :

(4D (F (4)) = { ?w|f<x>|2d<E (N, 2) < oo};

(b)(f ( f f (N z,y), € D(f(A)), y € H;
(e)f (A f |f (A E\)z,z), v € D(f(A));
(d)f (A)" = (A);

(e)Ra(A):_OO%, a € p(A).

Théoreme 1.3.3 ([19]) Soit A un opérateur auto-adjoint, et soient f et g deuzx fonctions
boréliennes complexes définies p.p sur R. Alors, pour tout o € R, et pour tout ensemble

borélien e, les opérateurs f (A), g (A) possédent les propriétés suivantes :

i) (af) (A) = af (A);
i) (f+9)(A) 2 f(A)+9(A);
ii) D[f (A) g (A)] =DI[(fg) (AIND(g(A); (f9)(A) 2 f(A)g(A);

(
(
(
(i) f (A) E(e) 2 E(e) f(A).
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1.4 Semigroupes d’opérateurs linéaires

Définition 1.4.1 On dit que la famille d’opérateurs bornés {T'(t)},5, sur X est un semi-
groupe St :
()T (0) = I;
(iiNt >0, s>0T (t+s)=T ()T (s);
Si de plus
IimT (t)x =z, Vo € X,

t—0
on dit que {T'(t)},5, est un semigroupe fortement continu ou (un Cy-semigroupe).

On dit que {T (t)},5, est un semigroupe uniformement continu si
lmn [ 7(6) — 03 = 0

On définit le générateur infinitésimal (A, D (A))d’un semigroupe {T (t)},5, comme l'opérateur

non borné
A:DA) CcXx — X,
ou :
1
D(A) = {x €X: ltmgg (T (t)z —x) exz'ste} ,
et

t—0

1
Ve e D(A), Ax :limg (T(t)x —x).
Certaines propriétés des semigroupes sont citées dans la proposition suivante :

Proposition 1.4.1 Soit {T (t)},., un Cy- semigroupe dans X et A son générateur. Alors :
(1) A est un opérateur fermé a domaine dense ;

( ) ) q

dans ce cas T(t) est dit de type (w, M);

t+h
(iii) Vo € X, limy [T (7)adr =T (t) z;
t
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(iv) pour toutx € X ett >0 on a :

/T(T):EdTED(A), et A/T(T)xdT:T(t)x—x;

0 0

(v) pour tout x € D (A), et tous 0 < s <t<ooona:

t t

/AT(T):EdT:/T(T)AxdT:T(t)x—T(s)x;

(vi) pour tout x € D (A), T'(t)x € D(A) et

d

- (T(1)2) = AT () =T (t) A;

Définition 1.4.2 Un semigroupe {T ()}, est dit un semigroupe de contractions si pour

toutt >0 on a :

17 ()] 22y < 1.

Théoreme 1.4.1 Un opérateur linéaire A est un générateur infinitésimal d’un semigroupe

uniformement continu si et seulement s’il est continu.

Théoréme 1.4.2 Un opérateur A : D(A) C X — X est un générateur infinitésimal d’un

Co—semigroupe de contractions si et seulement si :
(i)A est fermé et de domaine dense;

(it) 10,00[C p(A) et pour tout A >0, on a |[Ry (A)[| o) < i

Proposition 1.4.2 Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire qui vérifie i) et ii)
du théoréme 1 -4 -2 et soit A > 0, alors Uopérateur Ay (I’approximation de Yosida) est

le générateur infinitésimal d’un semigroupe uniformement continu {etA*;t > O}, vérifiant

le" [l 2y < 1.

Théoréme 1.4.3 (Hille-Yosida) Soit A un opérateur fermé de domaine dense dans un

espace de Banach X . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) A engendre un Cy—semigroupe {T (t);t > 0} vérifiant, pour tout t > 0

1T ()l ey < M €™
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(ii) pour tout A > w, ona : A€ p(A) et

(A —w)™ Ry (A)|| < M, pour tout m € N.
Proposition 1.4.3 Soit A un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert H, tel que

Jw € R: (Ax,2) < w|z|?, Vo € D(A).

tw

Alors A engendre un Cy—semigroupe vérifiant [T (t)[| () < €

Théoréme 1.4.4 (Lumer-Phillips) Soit A un opérateur fermé a domaine dense. A est le
générateur d’un Cy-semi-groupe de contractions si et seulement A est dissipatif et il existe

A > 0 tel que (A — A) est surjectif.

Corollaire 1.4.1 Soit A un opérateur fermé dénsement défini dans un espace de Banach X.

St A et A* sont dissipatifs alors A engendre un Cy-semi-groupe de contractions.

Corollaire 1.4.2 Soit A un opérateur densément défini dans un espace de Hilbert H. Alors

A est m-dissipatif si et seulement si A engendre un Co—semigroupe de contractions.

Définition 1.4.3 La famille {T'(t)*}1>0 C Z (X™), tel que pour toutt > 0, T'(t)* est l’adjoint

de Uopérateur T(t), est appelée adjointe du semigroupe {T'(t)}i>o.

Théoreme 1.4.5 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy- semigroupe {T'(t)}i>0 dans un
espace de Hilbert H. Alors {T(t)*}+>0 est un Cy- semigroupe de générateur A* adjoint de A.
Si A= A* {T(t)}1>0 est auto-adjoint.

Définition 1.4.4 On dit que T(t) est un groupe unitaire fortement continu si les conditions

suivantes sont satisfaites :

(i) T'(t) est un opérateur unitaire pour tout t € R, et
T(t+s)=T(t)T (s), pour tous s,t € R
(i) T(t)p — T(to)p quand t — to, pour tout p € H

Théoréme 1.4.6 (Stone) Soit A un opérateur linéaire dans un espace de Hilbert H. A

engendre un groupe unitaire fortement continu

si et seulement il est auto-adjoint.
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1.5 Rappels d’analyse complexe
1.5.1 Fonctions analytiques

Définition 1.5.1 Soit U C C un owvert et f : U — C une fonction. On dit que f est

holomorphe sur U si f est dérivable en tout point de U .

Définition 1.5.2 Soit U C C un owvert et f : U — C une fonction. On dit que f est
analytique sur U, s’il existe pour tout zy € U un disque ouvert D (z9,r) C C et des coefficients

complézes (ay), oy tels que f(2) = > an (z — 2)", V2 € D (2,7).
n=0

Proposition 1.5.1 Toute fonction analytique sur un ouvert U est holomorphe sur U.

Théoreme 1.5.1 Soit U C C un ouvert et f: U — C une fonction.
On pose : P (x,y) = Ref (x+1y), Q (x,y) = Imf (x +1iy) et F(x,y) = (P (z,y),Q (x,y)).

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) f est dérivable en zy = xo + iyo € U;
(2) F est differentiable en (xo,%0) et vérifie les conditions de Cauchy-Riemann

oP (:ch,yo) _ oQ (l’o,yo)

ox oy
9Q (0, yo) _ _op (2o, Yo)
ox oy

1.5.2 Principe du maximum

Théoreme 1.5.2 Soit U C C un ouvert connexe, f est une fonction holomorphe sur U.Si

|f| posséde un mazimum local sur U alors f est constante.

Corollaire 1.5.1 Soit U C C un ouvert connexe borné et f :U — C continue. Si f est

holomorphe sur U, alors :

sup |f (2)] = sup |f (2)]

zeU z€0U
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1.5.3 Théoréeme des trois cercles

Lemme 1.5.1 ([39]) (Hadamard)
Soit v (z) une fonction a valeurs complezes, bornée et continue sur la bande fermée
S ={z :0< Re(z) <1} et analytique a lintérieur, vérifiant ;
lo(2)] < My, si Re(z) =0 et |¢(2)| < My, si Re(z)=1.
Alors
o (2)] < Mg~ "M,

pour tout z € S.

1.6 Lemme de S.Agmon & L.Nirenberg

Lemme 1.6.1 ([4], 1963)

Soit ¥ (7y) une fonction a valeurs complezes, v = x + iy. On suppose que ¥ () est continue
est bornée sur S ={y=x+iy:0<z <T, y € R}.

On définit :

1 1 1
0 () =—1 [0 (g + oy ) dod
7TS/ y—(¢ F+(+1

Alors ® (¢) est absolument convergente, 0% (¢) = () , et

+00
1 1 1
+ dy <k |1+1lo , T #£t.
Jlermemlwsn (omp=y) +

1.7 Théoreme du point fixe

Théoréme 1.7.1 Soit (X, |.||) un espace normé, et soit F : X — X une application telle
que :

[Fur — Fusl| < kllur — uz]
Yuy, us € X et k < 1. Alors F possede un point fize unique u = Fu.
Corollaire 1.7.1 On suppose que F (X) C X , el qu’il existe un entier p > 1 tel que FP

est contractante . Alors F admet un unique point fize, et pour tout point xy € X, la suite

FP (xo) converge vers ce point fize.
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1.8 Lemme de Gronwall

Lemme 1.8.1 Soit ¢ une fonction non négative, continue vérifiant l'inégalité :

t

gp(t)ﬁa%—b/gp(s)ds, t>0,
0

ou a et b sont des constantes positives. Alors

o (t) < ae.



Chapitre 2

Probleme de Cauchy homogene mal
posé

2.1 Formulation du probleme

Soit ‘H un espace de Hilbert, ou la norme et le produit scalaire sont notés respectivement par
IIl.] et (.,.). On consideére dans H le probleme suivant :

{ d— Au(t), 0<t<T,
u(0) = x,

ou Y € H et A est un opérateur linéaire non-borné de domaine de définition dense dans H.

(2.1)

De plus A est positif et auto-adjoint. Notant par E\, A > 0, la résolution de l'identité de
Popérateur A et par S(t) = e ™ = [F e dE\, t > 0 le Cy-semigroupe engendré par —A.

2.1.1 Probleme de Cauchy mal posé

Dans ce paragraphe on montre que le probleme (2.1) n’est pas bien posé au sens d’'Hadamard.
Soit le probleme inverse correspondant a (2.1)

{jj—’;:—Av(t), 0<t<T,

g (2.2)

Théoreme 2.1.1 Soient H un espace de Hilbert, —A un opérateur auto-adjoint négatif et
S(t) le semi-groupe engendré par A. Alors, pour touty € H, v(t) = S(t)y est l'unique solution

du probleme :
v € C([0,00[, H) N C(]0, 00[, D(A)) N C*(]0, o[, H),
D= —Av(t), t >0,
v (0) =v.
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De plus, on a :

|Av|| < pour tout t > 0.

Ll
t\/§y7

o D’apres le théoreme 2.1.1, le probléme (2.2) est bien posé, i.e pour tout y € H, il existe
une solution unique du probleme (2.2) donnée par v(t) = S(t)y, 0<t<T.
Soit u(t) une solution de (2.1), alors u(7" — t) est une solution de (2.2) avec la valeur initiale

u(T). D’apres 'unicité de la solution du probleme (2.2), on déduit que
SHu(T)=u(T —1t), 0<t<T.

Ce qui implique que

Stu(t) = SHS(T — yu(T) = S(TYu(T) =z, 0<t<T.

Comme S(t) est inversible pour ¢ > 0, [50], on obtient u(¢t) = S(¢)~'z pour ¢ > 0. Mais
S(t)~', t > 0 n’est pas une famille d’opérateurs bornés (ImS(¢) n’est pas fermé dans H).

D’ou (2.1) n’est pas stable.

2.1.2 Probleme de Cauchy homogene bien posé

Dans cette section on introduit la condition suffisante pour que le probleme de Cauchy soit
bien posé.

Considérant dans H le probleme suivant :

w (0) = y. (2.3)

ou B:D(B) C H — H est un opérateur linéaire et x € H.

{ v — Bu(t), 0<t<T,

Définition 2.1.1 Une solution classique du probléme (2.3) est une fonction
w(t) € C([0,T);H)NCY (0, T[;H) telle que pour tout t € 10,T[, w(t) € D(B) et vérifie
(2.3).

Définition 2.1.2 Une fonction continue w : [0,T] — H est appelée solution mild du probléme

(2.3) si fg w(s)ds € D(B) pour tout 0 <t <T et w(t) = Bf(fw(s)ds + X
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Théoréme 2.1.2 Soit B un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T(t))i>0. Alors

pour tout x € D(B), le probleme (2.3) admet une unique solution classique donnée par :

w(t) =T(t)x.

Théoréeme 2.1.3 Soit B un générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe (T'(t))i>o. Alors

pour tout x € H, le probléme (2.3) admet une unique solution mild donnée par :

w(t) =T(t)x.

2.2 Reégularisation

Dans cette section, on introduit la stratégie de régularisation établie par K.A.Ames et
R.J.Hughes, qui permet de donner une approximation stable du probleme (2-1). Cette
méthode est composée de deux étapes :

&'tape 1 On construit une approximation du probleme (2 -1). Par approximation nous en-

tendons une fonction v vérifiant :

v
v (0) = x,

ou f :[0,00[ — R est une fonction borélienne, vérifiant la condition suivante :

Condition () :

{d”:f(A)v(t), 0<t<T,

o Il existe w € R, tel que f(\) < w pour tout A € [0, 00];

e [l existe des constantes positives d et (3, avec 0 < § < 1 pour lesquelles

D(A™) C D(f(A)), et pour tout v € D (A'*?) on a :
I(=A+ (A < B[|A™,

+00 +o0

ot f(A)x = [ f(NdE\z, pour z € D(f(A)) = {x cH: [|fNPdEN) )< oo}.
0 0

Puis, On montre que le probleme (2 - 4) est bien posé.

&'tape 2 On établit une estimation de type :
lu(t) = v (1)l < CF*TMT, (2.5)

ot u(t) = ey est la solution formelle de (2.1), v est la solution du probleme (2-4) et C et

M sont des constantes positives.
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2.3 Analyse de la méthode de régularisation

Définition 2.3.1 On définit : g(\) = =X+ f(N), pour A € [0,00)

g(A) est lopérateur de domaine de définition :

D@MD={¢€H:AwwMWﬂEww0<w}

D’apres le théoréme spectral on a :
“A+ F(A) C g(A), ie.

D(=A+ f(A)) = D(A) N D(f(A)) € D(g(A)),
et g(A)x = (—A+ f(A)z, Vo € D(—A+ f(A)).

De plus, lopérateur g(A) vérifie :
(9(A)z,2) <w(x,z), Yo € D(g(A)).

En se basant sur le théoreme 1.3.3, la proposition 1.4.3 ainsi que le théoreme de Stone, on

peut facilement établir les propriétés suivantes :
1 : L'opérateur f(A) est auto-adjoint ;
22 : f(A) engendre un Cy-semigroupe {e'/(V} >
P3 {e“f(A)}

P4 g(A) est auto-adjoint ;

, vérifiant [l < e’ pour tout ¢ > 0;

e €8t un groupe fortement continu vérifiant et D =1;

5 1 g(A) engendre un semigroupe fortement continu {etg(A)} d’opérateurs bornés,

t>0

vérifiant ||et9(A)|| < e*!, pour tout ¢t > 0;
26 : {9} scp €St un groupe fortement continu, vérifiant et = 1.

Premaiére étape

En vertu du théoreme 2.1.3 et de la propriété &?2, on établit le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.1 Le probleme (2 -4) admet une solution unique donnée par :
v (t) = ey, (2.6)

et elle dépend continiment de x.
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Deuxieme étape

Tout d’abord, on va introduire quelques notations, définitions et lemmes nécessaires pour

I’analyse de la méthode.

Définition 2.3.2 On définit :
en=4N€[0,00[:|g(N)| <n}, E,=E\(e), xo = EnX,
un(t) = Eyu(t) et v,(t) = E,o(t).

Lemme 2.3.1 [19] Pour tout 7 € H, on a :
E,T € D(A™), oum €N;
E, Tt €D(f(A)).

Lemme 2.3.2 Soit la condition (<) satisfaite. Alors, on a :
(i) va(t) = e"xa;

(ii) un(t) = ey

Preuve

(i)Appliquant E,, a (2.6) on obtient :
E,(v(t)) = Ep(eWy) = W E = Py
(i) Considérant le probleme linéaire suivant :

du _ <
{ a = ABnu(t), 0<t=T, (2.7)

u (O) = Xn-
AFE,, est un opérateur borné, alors il engendre un Cp—semigroupe et comme y,, € D(A) on

en déduit que le probleme (2.7) admet une solution unique :
Uy (t) = Py, = ey,

Montrant que F,u (t) est une solution du probleme (2.5). En effet appliquant 'opérateur £,

a I'égalité :
du

— = Au(t
= Aul),
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on a :

E, (@> = % (Eou) = E,Au(t) = AEu(t) = AE, (E,u(t)).

D’ou

{ 4 (Byu) = AE, (Byu (1)), 0<t<T, (2.8)

E,u(0) = E,x = Xn.
On en déduit donc que E,u (t) est une solution du probleme (2.7). D’aprés 'unicité de la
solution, il s’ensuit :

uy, (t) = Eyu (t) = ey,. O

Lemme 2.3.3 Soit la condition (<) vérifieé. Alors, pour toutt >0, on a :
et — g tAtI (), (2.9)
De plus, pour tout o € C, on a :
e — emodedf D (2.10)

Démonstration. Posant
hi(A) = et et hy(A) = /),

D’apres la propriété (iii) du théoreme 1.3.3 on a :
o (A) s (A) € (ko) (A)

avec D [hy (A) hy (A)] = D [(hihy) (A)] N D (hy (A)).

D’ou on a :
et C AW ayec D(e Hetf W) = D(e) N D), pour tout t > 0.
Comme (/)54 est une famille d’opérateurs bornés, D(e!/(Y) = H, donc

D(e—tAetf(A)) _ D(Gtg(A)),
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alors, 1'égalité (2.9) est ainsi établie.

Comme {eO‘AEn}a { et (A)E”}QE(C et {e“g(A)En}ae(c sont des groupes d’opérateurs bornés

ec’
dans ‘H, par une procédure analogue a celle utilisée pour avoir (2.9), on peut établir I’égalité :

eV — e R VDR — =4 fNE  pour tout o € C. 0

Théoréme 2.3.2 Soit la condition (/') vérifiée. Supposant qu’il existe des constantes M >0

et v indépendantes de [ et w, telles que ||u (T)| < M et pour tout 1 € D(g(A)),

(9 (A) ¥, ¢) <y (. 9).

Alors
lu(t) —v @) <CBTMT, pour tout 0 <t <T,

ou C et M sont des constantes positives indépendantes de (3 .

» La démonstration du théoreme 2.3.2 est basée sur le théoreme des trois cerles d’'Hadamard
[39], donc pour pouvoir appliquer ce dernier, on prolonge les fonctions u(t) et v(¢) a une partie

du plan complexe.
Définition 2.3.3 Pour a € S = {t+ineC:0<t<T}, on définit :

U () = e, (1), va(a) = e @y, (1),

Onl(er) = e (un(a) —va(@)), et $u(a) = (du(a), h),

ot h est un élément arbitraire de H.

Remarque. D’apres la propriété (2.10) du lemme 2.3.3 on a :

un(a) = e™e My, = e*xn, va(a) = e Wy,

Lemme 2.3.4 La fonction ¢, () est analytique sur S = {t+in € C: 0 <t < T} et est

continue et bornée sur la bande S.
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Démonstration

On a d¢, (o) = 0, alors ¢, () est analytique.

Etablissant la continuité. Comme {4}, cg et {e"/ (A}, cp sont des groupes fortement conti-
nus et u, (t) et v, (t) sont continues sur [0, 7], on en déduit la continuité de ¢, (a) sur S.

En effet, soient h, 7 > 0 et posant S(n) = e (resp. S(n) = ™M) on a :

1S+ hyut +7) = Stnu®)|| < 150+ h)un(t +7) = S0+ h)un(t)]]

+ 150+ h)ua(t) = S)un @]
<

+
wn
2
Ly
&
wn
—~
>
~—
£
3
—
=
|
g
3
=

ce qui montre que

S(n)un(t) — S(mo)un(te) quand(n,t) — (n5, 1)

De maniere analogue, on montre que

S(Mun(t) — S(no)un(te) quand(n,t) — (1,1, )-

D’ot, on déduit que lim ¢, (o) = ¢, (ap) quand a = n + it — ag = 1y + ity dans S.

Montrant que ¢, («) est bornée pour 0 < Rea < T':

|60 ()] <[ [ — ] x| IR

- He<t+z'n>2 [e(tHimA _ (t+imI ()] 5

i

_ He(m_n?)eﬂnt [etAeinA _ etf(A).einf(A)} XnH Al

< 6t2—772 HeﬁntH H [etAeinA _ etf(A)_einf(A)] XHH . ||h||

= || [eMeinA — S ]y ][R
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En utilisant Hemf (A)” = ||e“7AH = 1, ainsi que quelques estimations élémentaires, on obtient :

[fu(@)] < [t — DT DT | p|

— P |[HA Y A gy g

< Sy, — e<t+z‘n>A.emg<A>xn||
+ ||€(t+m)A-€mg(A)Xn (t—i—m)A (t+m Xn”} HhH
2,2 i
< el '{”etAXn — e | + He“‘xn - e“‘.etg(“’xnll}-\lh\|

= L (1 = e ety I+ || (1 ) € xall} - 112

Estimant le terme || (I — ™) ety ||,

Pour ¢ € D((g (A))) et n € R on a :

5 (iv) de la proposition 1.4.1.

y
(1 — @)y = —i/eisg(A)g (A)ds,
0

et done :

n

H(I—emg(A))wH = —i/eisg(A)g (A)ds

0

n

< [ €% lg (A) ¥l ds
/

< Inlllg (A)].

Comme €'y, € D(A)ND (f (A)) CD(g(A)), pour tout t >0, et 'y, € D (A*?), alors

d’aprés la condition (27), on a I'inégalité suivante :

(7 =) x| < lnllo (A el < Il B4 @)

D’une maniere analogue, on obtient :

(= eyt == [ ey (et

IN

t
J el g (4) et ds
0

<t |lg(A) el
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Sommant les inégalités (2 - 11) et (2 - 12) membre a membre, on obtient :

< t.B.e". HAH‘SetAXnH .

(1= @) et (1= |

D’ou, on a :

|6 (@)

IN TN

IA

<

<

(2.12)

] 5. [[AT Ay, || + 5.7 || AT ey, |

B [Inl + . | A0y

Blinl+T.eT]||A* e 4]

"B (Inl + te) [ AT ]| l1k]
"B (Il + T.) AT x| 1A

e’ B (1+T.e™) HAH‘setAXnH A -

Comme {AH‘setAEn} est borné, il en résulte que ¢, est bornée sur S.

Démonstration du théoréme 2-3-2

O

(2.13)

D’aprés le lemme 2-3-4, les conditions du théoreme d’Hadamard sont satisfaites, on a donc :

ou M (t) = max |¢, (a)].

a=t+1in
neRr

[6n (£)] < M (0)'"T M (T)

A partir de (2-13), il s’ensuit :

Pourt =T, on a :

[P (T +in)|

(/AN VAN VAN VAN VAN

IN

Sl

Y

pour 0 <t <T.

M (0) < B|A™ x| [IA]] -

e (1 = e @) | + [ (1= ") e[ 0]

T {|[em @Ay | + [T @eTAx, || [1A]
e {1l + e e} 10l

el xall + € le™ I} 17

(1) [l 1]

Cr || xal[ Il

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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De (2-15) et (2-16), il résulte :
(6 (8)] < {B]|A™ x| 1AI1} T {Co [ xR} 7 - (2.17)

Par passage & la limite quand n — oo on obtient :
6 (6)] < {B[|A x| 1B T {eu [lemx ] Inl}
On a par hypothese [[e7y|| < M , il s’ensuit que :
A < M.

Alors, on obtient :

sl < (a1} T {udt g}

gt {ear} g (31) 7
< cpFut ),

IN

ou C’1M = M et C est une constante positive independante de [3.

Prenant le supremum sur h € H, avec ||h]| < 1, on obtient :

t

6 ()] < CpTMT.
D’ou :
lu(t) —v (@) <CBTM",

pour tout 0 < ¢t <7T. O



Chapitre 3

Probleme de Cauchy non-linéaire mal-
posé

3.1 Formulation du probleme

Soit ‘H un espace de Hilbert, ou la norme et le produit scalaire sont notés respectivement par

I|l.]| et (.,.) . On considere dans H le probleme de Cauchy nonlinéaire suivant :

{ Q= Au(t)+h(tu(t)), 0<t<T, (3.1)

u(0) =X,
ou A est un opérateur auto-adjoint positif, non-borné de domaine de définition dense dansH
X € Heth:[0,T] xH— H est une fonction lipschitzienne par rapport aux deux variables,
ie;

1 (t1,w) = h (to, 0) || <k ([t = tof + [Ju—vl]), (3.2)
ou k est une constante positive. De plus h vérifie la condition suivante :
condition () : H(t) = h(t,u(t)) est différentiable sur 'intervalle |0, T et

d 1 ‘
%h(t,u(zﬁ)) e L (]0,T[; H) .

» La solution du probléme (3.1) repose sur la solution du probléeme homogene associé, et
comme ce dernier est instable (voir la section 2.1.1), alors le probleme (3.1) est mal posé. Sa

solution formelle est donnée par :
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3.2 Probleme de Cauchy non-linéaire bien posé

Dans ce qui suit, on introduit les théoremes d’existence et d’unicité de la solution du probleme

de Cauchy nonlinéaire. Soit le probleme suivant :

dw _ <
w (0) = x,

ou B : D(B) C H — H est un opérateur linéaire, h(t,w(t)) est une fonction définie de
0, 7] x H dans H et x € H.

Commencant par introduire les définitions suivantes :

Définition 3.2.1 Une solution continue w de l’équation intégrale

t

w(t) =ePy + /e(ts)Bh (s,w(s))ds, (s)

est appelée solution mild du probléeme (3.3).

Définition 3.2.2 Une fonction w différentiable presque par tout sur [0,T] telle que w' €
L' (J0,T[;H) est dite solution forte du probleme (3.3) si w(0) = x et & = Bw(t) +
h(t,w(t)), p.p sur(0,T].

Théoréme 3.2.1 Soient X un espace de Banach et h : [0,T]x X — X une fonction continue
par rapport a la variable t et uniformement lipschitzienne sur X. St B est le générateur
infinitésimal d’un Cy—semigroupe T (t), alors pour tout x € X le probleme (3.3) admet une

seule solution mild w € C([0,T];X) et elle dépend continiment de .

Preuve. Comme T (t) est un semigroupe fortement continu et h est continue par rapport a

t et uniformement lipschitzienne sur X', on a les estimations suivantes :

1T @I < 61, Nh(tw) =h(t )| <0 lw—wvll, [[AEw)] <0, (3.4)

oo !

pour 0 <t < T, ou d; et &y et d3 sont des constantes positives.
Commencant par établir I'existence de la solution
pour x € X (donnée), on définit 'application F : C' ([0,7];X) — C ([0,T]; X) par :
t
(fw)(t):T(t)x+/T(t—s)h(s,w(s))ds , 0<t<T,
0
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On a:

t

/T(t—s)h(s,u(s))ds—/T(t—s)h(s,v(s))ds :

0

[(Fu) (t) = (Fo) @) = (3.5)

Majorant le membre droit de I’égalité (3 - 5), en utilisant les estimations (3 - 4), on obtient :

[(Fu) (1) = (Fo) (@] =

< / I (¢ — ) [h (s, (5)) — B (5,0 ()] ds
< [IT =9l s (s) ~hsv ) ds
< 21.52.t.||u—v||oo. (3.6)

ot [|uflee = supsepomy [ u(t) | -

En remplacant w et v dans (3.5) par Fw et Fuv respectivement on a :

I(F (Fuw) () = (F(Fo) Ol = [[(Fu) () = (F) @)

IA

o1 [ 15, (Fu) (9) = (s, (70) (5D ds
< 6.4, / |(Fu) (s) — (Fo) (s)]] ds

S (51.52/51.528. ||U_U||ood8
0

(5%.(53% |lu—vl - (3.7)
En réiterant cette opération (n — 1) fois, on obtient :
[y @) - F) o)) < P2
pour tout n € N et pour tout ¢ € [0,7] on a donc :
1P~ Pl < O (55)
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(51.(52.15)”

Comme ,
n:

— 0 quand n — o0, on peut admettre que

(61-;51_2!-75)" < 1, alors F" est

contractante, donc elle possede un unique point fixe w. En vertu du corollaire 1.5.3, F admet
un unique point fixe w = Fw, ce point fixe est la solution désirée du probleme (3.3).
L’unicité et la dépendance continue sont des conséquences du résultat suivant :

Soit v une solution du probleme (3.3) sur [0,7], et soit vy sa valeur initiale, on pose ici

X = Wop.

[w (@) —v @I < [T (#) wo =T (t) voll + /T(t—é’) [ (s,w (s)) = h (s, v (s))] ds

< T O - llwo = woll + / 1T (= s) [ [ (s, w (s)) = h(s,0(s))] ds

t
< 61 1lwo — vl +51.§2./||w(5) — v (s)| ds. (3.9)
0
En appliquant le lemme de Gronwall & I'inégalité (3.9), on obtient :

lw (£) = v (@) < 81”7 [lwg — vl . O

Théoreme 3.2.2 ([37]) Soient X un espace de Banach réflexif, h : [0,T] x X — X une
fonction lipschitzienne par rapport aux deux variables et x € D (B). Si B est le générateur
infinitésimal d’un Cy—semigroupe T (t) alors, la solution mild w du probléme (3.3) est une

solution forte.

Théoréeme 3.2.3 ([37]) Soient X un espace de Banach, H(t) = h(t,u(t)) différentiable p.p
sur [0,T), H (t) € L' (J0,T[;H) et x € D(B). Si B est le générateur infinitésimal d’un
Co—semigroupe T (t) alors, le probléme (3.3) admet une solution forte unique donnée par

(s)-
3.3 Régularisation

Pour I’étude du probleme (3.1) est adaptée la méme stratégie de régularisation utilisée dans

le chapitre 2.



3.3 Régularisation 35

On construit une approximation du probleme (3.1), en remplagant 'opérateur A par f(A) :

dv — v v
{&mgf (t) +h (10 (1), .10)

ou f est une fonction borélienne a valeurs réelles, vérifiant

Condition (<) :
e Il existe w € R tel que f(A) < w pour tout A € [0, 0ol;

e [l existe des constantes positives § et (3, avec 0 < < 1 pour lesquelles

D(A™) C D (f (A)), et pour tout ¢ € D (A™) on a :
I(=A+ 7 (Al < 5[lay].
On montre que le probleme (3.10) est bien posé, puis on établit 'estimation :
lu (1) = v ()| < OB TMT,

ou u (t) est la solution formelle du probleme (3 - 1) et v (¢) est la solution du probléme (3.10),

C et M sont des constantes indépendantes de 3.

Théoréme 3.3.1 Soient les la conditions () et (o) vérifiées. Alors le probléme (3.10) est
bien posé et sa solution mild est donnée par :

¢
v(t) =Wy ¢ /e(ts)f(A)h (s,v(s))ds. (3.11)
0

Preuve. L’opérateur f (A) engendre un Cy—semigroupe, donc en vertu du théoreme 3-2-1,
le probleme (3.10) admet une solution unique donnée par (3.11) et elle dépend contintiment

de y.
Définition 3.3.1 On définit :
en:{)\E[O,oo[:|g()\)|§n}, En:E(en)>Xn: n X

ha(t,u(t)) = Buh(t,u(t)), H(t) =h(t,u(t)), Hu(t)=E,H(t),

un(t) = Eyu(t) et v,(t) = E,vu(t).
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Remarques.

o Comme f (\) = e est une fonction borélienne bornée sur les ensembles bornés, on a :

Xns hn € D(A)ND ().

o H, (t) est différentiable sur |0, T[ et H, (t) € L' (|0, T[;H) . (Puisque H' (t) € L (]0,T[; H)

et E, est un opérateur borné).

Lemme 3.3.1 Soit la condition () satisfaite. Alors :

t

up () = ey + /e(t_S)Ahn (s,u(s))ds.
0

Preuve. Tout d’abord montrant que le probleme suivant :

{ du — AE,u(t) + E,H (t), (3.12)

u(0) = X,
est bien posé.
AFE,, est un opérateur borné, alors il engendre un Cp—semigroupe. Comme H,, (t) est différentiable
sur 0, T[et H, (t) € L' (0, T[;H), on déduit, d’apres le théoréme 3.2.3 que le probleme (3.12)
admet une unique solution forte donnée par :

t

w(t) = ey, +/e(t_s)Ahn (5,u(s))ds.
0

Montrant que F,u (t) est une solution du probleme (3.12). En appliquant l'opérateur £, a

I'égalité :
du

- =Au(t)+h(t,u(t)),

on a :

E, (‘%) = B, (Au(t) + h(t,u(t) = ByAu(t) + Eh (t,u(t)).

Utilisant les propriétés de FE,, on obtient :
E, (%) = AE,u(t) + E,h (t,u(t)) = AE, (E,u(t) + H, (1) = £ (E,u)
et E,u(0) = E,X = Xn-
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On en déduit donc que E,u (t) est une solution du probleme (3.12). D’aprés I'unicité de la

solution, il s’ensuit :

t t

w(t) = Eu(t) = ey, + / A (5)ds = ey, + /e(t_s)Ahn (s,u(s))ds. O
0 0

Lemme 3.3.2 Soient les conditions () et (<) satisfaites. Alors :
¢
vy (1) = Dy, + /e(t_s)f(A)hn (s,v(s))ds.
0
Preuve. Appliquant E,, a (3.10) on obtient :

¢
E,(v(t) = E, etf(A)X—I—/6(t_s)f(‘4)h(s,v(s))ds

0
t

_ g+ / A B (5,0 (s)) ds

0
t

= Ay, 4 / D, (s,0(s))ds. O
0

Introduisant a présent les conditions suivantes :

Condition (/1)

h(t,u(t)) = H(t) : [0,T[ — H est contintiement différentiable, H (t) € L'(]0,T[), et
h(t,u(t)) € D(e™), pour tout ¢ € [0, T7.

Condition (%)

(%) 11 existe une constante v, indépendante de [ telle que :

(9(A) YY) <y (), pour tout 1 € D(g(A));

(€2) |lu (T[] < M;
(€3) |A' e x| < L,  pour tout v € H;
(1) ||AT+2eT AR (t,4)|| < N, pour tout ¢ € [0, T[ et pour tout ¥ € H.

Théoréme 3.3.2 Soient les conditions (<), (1) et (€) satisfaites. Alors, il existe des

constantes C' et M independantes de (3 telles que pour 0 <t <T , on a :

lu(t) —v ()] < CBTMT.
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ot u (t) et la solution formelle de (3.1) et v (t) est la solution du probléeme (3.10).

» La démonstration du théoreme 3.3.2 se base sur le théoreme des trois cercles d’Hadamard

(the three lines theorem). Pour ce but , on définit les fonctions suivantes :
Définition 3.3.2 On définit :
un(C) = e™un (1) = €™ un(t),
0 (C) = e E u(t) = ™ Wy, (1),

Pn (€) = un (¢) — vn (€),

o (€S={t+in, 0<t<T, necR}.

Remarque : Notant que d’aprés le lemme 2:3-1 "Wy, (1) € D (f (A)) et
e, (t) € D(A) et on a :

3
S
=
SUE
S~

=3 {e" [Au, (t) + hy, (t,u (t)) — ™MD f (A) v, (t) + hy (t,0 )]
+ (= Aemu, () + f (A) €™ Do, (1) }

= (M ha (b (1) — T Dh, (10 (1)} (313

el @2l e, (0 - if (4) o, (1)}

5 1 (00,(0) | .99, (¢)
9o () = 5 (25l i)
= %(gt [un(C)—vn(O]Haan[un(C)—un(g)])
= %<§ [emAun (t) — e f(A) (U)n (t)} —l—i% [emAun (t) _einf(A)Un (t)])
1
2
1

Comme cette quantité n’est pas identiquement nulle (a4 cause du terme non-linéaire), la
fonction ¢, (¢) n’est pas analytique, donc on ne pourra pas appliquer le théoreme d’Hadamard
directement a ¢,,. Pour cela et en se basant sur le lemme 1.5.2 (S.AGMON & L. NIRENBERG),

on introduit la fonction suivante :

Définition 3.3.3 On définit

wn (€)= ¢, (O) — @, (€)
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ot

0, () = =1 [ B0, 0) (g + =y ) de

+ =
J Y=¢ F+C+1
et(=t+in , S={y=z+iy, 0<zxz<T, yeR}.
Proposition 3.3.1 Soient les conditions du théoréme 3.3.2 satisfaites. Alors
(i) ¢n () est continue surS;
(ii) O¢, () est bornée et est continue sur S ={y =z +iy, 0<x <T, y € R};

De plus pour tout v € S, on a :

= 1

3o (0l < {5 115 + Kl | (3.14)
ou Ky et N sont des constantes positives.

Etablissant a présent le lemme suivant qui nous est nécessaire pour la démonstration de la

proposition 3.3.1.

Lemme 3.3.3 Soient les conditions du théoréme 3.3.2 satisfaites. On a pour tout 0 <t < T :

llu(t) —v ()] < {HetAX - etf(A)X” + (Te™) (BTN) } eM17. (3.15)
Preuve. On a :
¢ ¢
|| (8) — v, (B)|| = ey + /e(t_s)Ahn (s,u(s))ds — etf(A)Xn — /e(t_s)f(A)hn (s,v(s))ds
0 0

t
< / [=94h, (5, (s)) — =W D, (5,0 (5))] ds
0
+[lexn — e Wx]| - (3.16)

Estimant le premier terme du membre droit de I'inégalité (3.16), on a :

t

/ [e(t_s)Ahn (s,u(s)) — e Ap (s v (s))] ds

0

t
- / [e=94R, (s, (s)) — WD, (5,0 (5)) + e D, (5,2 (s)) = =D, (5,0 (s))] ds
0
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t

/ [(e=94 — =D b (5,0 (s)) + (hy (5,0 (8)) — b (5,0 (s))) e D] ds

t
< / (94 — DY b (5, (s))|| ds

+ / | (P (5,0 () = hn (5,0 (5))) e(t’s)f(A)H ds. (3.17)
Majorant le terme :

¢
/ || (e(t_s)A — e(t_s)f(A)) hy (s,u (s))H ds.
0

on a

t
/H (t s) olt=9)f(A ))hn (8,u<3))”d8 _ /H(e(ts)A_e(ts)Ae(ts)g(A))hn (s,u(s))”ds

0

/ (1 — et=9@D) elt=4p, (5,0 (s))]| ds. (3.18)

D’aprés la condition (%)) ainsi que les propriétés 2 et 3 du lemme 2.3.1, pour tout ¢ €

D(g(A)),ona:

t—s
- / e“’g(A)g (A) Ydw

/Hewg Dy (4) | dw

(7 = ety = |

IN

IN

/ =79 g (4) 0] de
< !t—s\ew I lg (A) .
A partir de la condition (%), on obtient :

H([ — e(tfs)g(A)) wH < |t — s (A“‘;) _ (3.19)
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En particulier, pour ¢ = e*"94h,, (s,u(s)) € D (A"9) N D (g(A)), en considérant I'estima-
tion (3 - 18) et la condition (¢'4) de (3.17), on obtient :

¢ t
[ = O b scu @l ds [ =l 5 A s ) s
0 0

t
/Te”Tﬂ HAH(Se(t_S)Ahn (s,u(s))|| ds

0
t

/Te'VTB | AT (s, u(s))]] ds

0
t

< /Te”TﬁNds
0
< T?BN. (3.20)

IN

IN

Maintenant, revenant au terme :

/ H(hn (s,u(s)) = hy (s,v(s))) e(t*s)f“‘)H ds.

D’aprés la propriété (), on a : et~/ < ewlt=s) < k' Don

/||(hn (5,0(5)) — o (5,0 (5))) H D ds < /th (5,0()) — o (5,0 ()] | =7 ds

VAN

/k: lu(s) —v(s)]| He(t_s)f(A)” ds
< k.k’/”u(s)—v(s)”ds

< Ll/Hu(s)—v(s)Hds, (3.21)

ou Ly =kk’
En combinant (3.20) et (3.21), (3.16) devient :

!

t
|wn (8) — v, (B)]| < HetAXn - etf(A)XnH +T?T3.N + L, / lu(s) —v(s)| ds. (3.22)
0
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Par passage a la limite dans (3.22) quand n — oo, on obtient :

/

lu(t) —v ()| < HetAX — etf(A)XH +T2TB.N + L, / |u(s) —v(s)| ds.
0

Appliquant le lemme de Gronwall a (3 - 23), il résulte
llu(t) —v ()] < {He“‘x - etf(A)XH + T267TB.N} el

Pour tout 0 <t < T O
Preuve de la proposition 3.3.1.
(i) la démonstration est analogue a celle du lemme 2.3.4.

(ii)A partir de (3.13), on a :

(3.23)

)

(3.24)

96, (1) = %<3¢ng§7)+i8¢gy(v))
= 5 (3l ) = s O+ i [ () = ()
= %(% [ezyA (z) — e/ @ (v v), (t)] +i% [ezyA (z) — e Wy,
= oot - e E e, ) - if () e, ()]}
= % { iyA [Aun( )+ hy (z,u(x)) — eI (A) [f (A) v, (z) + hy, (2,0 (x))H
+ (—Aeuy, () + f (A) e W, (2)) }
= e (,u (2) — M O (2, () (1))}
D’ou :
o M = |5 46t ) = D, o0 ()|

< % e [t (e, w (@) + [[e™ D | (0 (@)1}

= &l (o @)+ o 0 (@)

D’aprés la condition (%}), on a :

1 (2, (2))]] < [|A™° "R (2,0 (2)) || <

(3.25)
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d’ott, on en déduit que d¢, () est bornée sur S.
A partir de 'égalité (3-24), on a :
_ 1 , .
o O = | 5 %4 o) 279, 02|
=35 He””Ahn (z,u () — e, (z,u(z)) + e Dh, (z,u(z)) — e Dh, (z,v (x))”
1 , ) )
= — H [ezyA — ezyf(A)] hy (z,u(2)) + e/ (A) [ (2, u () — hy (2,0 (m))]H

2
{H[“’A e, (w0 (2)) || + [[ by, (2,0 (2)) = b (2,0 (2))]]|} . (3.26)

IN

Estimant le membre droit de I'inégalité (3 - 26) .

e = e @ hy (wyu @) = | [ = e | ho (0 (@)
= |le™4 [I - ewg(A)} hp (x,u (m))H
< HeiyA” H ([ - eiyg(A)> by (2, u (:1:))H : (3.27)

On a, h, (z,u(z)) € D(A)ND(f(A) CD(g(A)) et hy, (z,u(z)) € D(A™).
Utilisant :

Y

e W] =1 et (I —e¥W)yp=— / 9 Ng (A) ¢dw , pour ¥ € D (g (A)),

0

ainsi que la condition (%), alors (3.27) devient :
| [e* — e D] hy, (z,u ()| < Byl ||A™ ha (2, u (2))]]- (3.28)

Majorant maintenant le second terme du membre droit du (3 - 26) . Utilisant (3 - 2) et (3.15),

on obtient :

[ [y (2w (2)) = b (2,0 ()]

IN

[ D ln (@, u (@) = ha (2,0 ()]
< o (2, u (@) = b (2,0 (2))]

kllu(z) — v (@)
k{|le"x — emf(A)X” + 1% BN} e7(3.29)

INIA

IN
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Estimant le premier terme de ’égalité (3.29), on a :

||exAX o ezL‘f(A)XH _ Hea:AX . 6erxg(A)XH _ HezA (I _ 6a:g(A)) XH

@ (A)e™y| db

IN
—
o

S

IN

Bae™™ || A" ]| . (3.30)
En combinant (3 -29) et (3 -30), on obtient :
| [hy, (2, u (2)) = hy (2,0 (2)]|| < k{Bre™™ A0 || + T2 T8N} 7. (3.31)
Revenant maintenant & I'inégalité (3 - 26) . En utilisant (3 -28) et (3-31) on a :
[360 (D < 5 {8 Il 1A h (2, u @) | + & (Boe™ [ AY0eAx| + T TBT.N) M)
= B {% [yl |[|[A"*R, (z,u ()| + & (ze™ ||A" e x| + T .T.N) "] }
< 3 {% [yl [[AY*h, (20 ()] + KT (| Ay || + T.N) 4] }
< B {% [yl | A b (2,0 ()| + kT (||A" e || + . T.N) 7] } .(3.32)
D’aprés les conditions (%3) et (€'4), on obtient :
| Ay, (z,u(2))]] < ||AH0e™ R (2,9 (2))| < N,
4t semy]| < L.
D’ott pour 7 € S, on obtient :
|0¢. (V)| < B {% [ly| .N +kTe™ (L+.T.N) "] }
< o{3 v+ R}

ot Ky = kTe'" (L + TN)elrT et k est la constante de Lipschitz.
Concernant la continuité, comme {e%4},cg et {e¥/ M}, p sont des groupes fortement conti-

nus et A est continue de [0, 7] x H dans H, on déduit la continuité de la fonction d¢, () sur

S. 0J
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Proposition 3.3.2 Soient les conditions du théoréeme 3.3.2 satisfaites. Alors
(i) La fonction ®, (¢) est continue sur S.

(ii) De plus, on a l'estimation suivante :

T

o, @< R [ (14108 1) (o @) + i 0 @)D, 0

(3.33)

ou R est une constante positive.

Preuve.

(i) Comme @, () est absolument convergente, €7°d¢, (7) est continue sur S et

F(¢,7y) = ( + ’Y+C+1> (v # ¢) est continue sur S x S, on déduit que la continuité de
®, (¢) sur S.

(ii)On a :

2ol = |- [ e%n(v)( S— )da:dy
S

Yy—¢ F+{+1

2= 1 1
€Wa¢”<7)<v—c+7+<+1>'

dxdy

IN
5|~
n—_

1
F+(¢+1

B (v H’v ot dzdy.

IN
5=
n—_

D’aprés le lemme 1.6.1 et I'inégalité (3.25), on obtient pour = # ¢ :

) (% {llfn (s @)+ o (a2, v W”}) "

|z — 1]

T
o, (@1 < 1 [ (110
0

kl T2

r 1
= 5.¢ {/ (1-+10g‘ |) (Ul (@, u @)+ l[hn (2,0 (2))]) de

r 1
- Ro/(mog |x_t|><||hn<w7u<x>>||+||hn<x,v<x>>||>dx, v A1 (3.34)

. 2
ouR:’;—leT. O
vy
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Lemme 3.3.4 Soient les conditions du théoréme 3.3.2 satisfaites. Alors w, (¢) est analytique

sur S et est continue et bornée sur S.

Preuve.

wn (€) est analytique. En effet :

B (©) = (€60 (0) ~ 2 (0))
= (96%) 90 (0) + D00 () — B, (¢)
= 09, (¢) = 92, (()
= 06, (Q) = 00 (¢) = 0.

Comme e ¢,,(¢) et ®,(¢) sont continues sur S, il en est de méme pour w, (¢).

Montrant maintenant que w, (¢) est bornée sur la bande fermée 0 < Re( < T,

lwon (O] =

60 () = @ Q)| < | n O] + 120 I (3.35)

Majorant He<2¢n (¢ )H aux deux extrémités de la bande S.

Pourt =0, =1n, on a:

ol = ¢ (@ =va ()|
< [ e™un(0) [| + I ™D, (0) |
< e[ hxall + €™ xal
< 2xall- (3.36)
Pourt=T,( =T +1in,on a:
|6, @ = [ (@) = wn )

= He(TJrin)2 (ei”Aun (T) — einf(A)Un (T)) H

< T (e, ()] + O, (1))
< T (||| un (D) + ||| [Jon (T)]))
< e (JJun (D) + [on (D)) - (3.37)
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Sur les extrémités de S, on obtient alors :

%0 (O] < € Ulun (D) + lun (7)) + 2l1xall (3.38)

Revenant a (3 -35), d’aprés les estimations (3.38) et (3.33) on obtient :

lon @I < [[e6n (@) + 100 ()l

< ™ (Jun (D) + llow (D) + 2 ol +
1
max / (1108 1 ) U oD+ o o)) i, (339

pour tout ¢t # x.
Alors cela nous montre que wy, (¢), est bornée sur S.
Comme w, (¢) est continue sur S et holomorphe sur S, alors d’aprés le principe du maximum

I'inégalité (3 - 39) est satisfaite pour tout ¢ €S. O

Démonstration du théoreme 3-3-2
D’aprés le lemme 3.3.4, (w, (¢),7) est continue et bornée sur S et est analytique sur S, en

appliquant le théoreme d’Hadamard, on obtient :

Nl

(@n (O, S M(O)"T M(T)T,  0<t<T, (3.40)

ou

M (t) = max |(wn (¢), 7).

Majorant maintenant (w, (in),7) et (w, (T +1in), 7).
Pour t =0, =1, On a :

(wn (i) 7) = ("6 (i) = @ (i) ,7)
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Estimant |(wy, (in),7)|, en utilisant (3.28) :

il

(wn (in), I < [le7n (in) = @u (i)
= | [(eu,, (0) — ™ WDy, (0))] +

1 2= 1 1
[T ) (2t sy ) el

S
(e | (€ = )+

IN

L (a6, () (

™

1 1
— + =
y—wm F+in+l

) dxdy]| |7

IN

[ Blul [|A" x| +

%/ e*%n(v)( L )‘

vy—in F+in+1
[ B Il [| A+ x| +

1 ~ 1 1
;[ “a¢"<7)||‘(7—in+7+in+1>

dady] |||

IN

2
e’

dxdy] ||7||.  (3.41)

De (3.14) on obtient :

1 1
— + ——
y—um F+in+1

dxdy | ||] .

. .2 1 2202 1
e i) < el + 3 [ [l + ]|
S

A partir du lemme 1-6-1 on obtient :

IA

T
. 2 1
entin) 7 < el |4 + 2025 [ (14108 ) o
0

T
1

8l vl [ (1410 ) do | el (s
0

IN

ou M2 = %(N + 2K2)]€1

D’aprés la condition (%3), on a :
HA1+6Xn|| < ||A1+66TAXH <L

D’ou I'inégalité (3 - 42) devient :
T
1
(wn (im) 7] < B K*MM+A@/(I+M&—)M Il

|z
0
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On a alors :

T

M0) < @zﬁm@/<ru%l)dxuﬂ

]
0

< GGl (3.43)

ou (' est une constante positive independante de [3.
D’une maniére analogue majorant (w, (T + in), 7).

On a:

((wo (T +1n),7)| = ((e””"%n (T + ) = @, (T + i) T)‘
TR (T i) — @, (T + in) H [kl
[

TR (¢, (T) — Wy, (T) || + @, (7 + in)]] 7]
{QTW (lwn ()| + [[on (D)) + [|®5 (T + z‘n)H} il

1 2= 1 1
W!‘ on ) (== + oy ) o] 1)

L™ (Jun (D) + (o, (D)) +
1 i 1 1
%S/ ¢’ 9n () (7—T—in+7—l—T+i77—l—1)‘

(" (lun (T + ow (D) +

-1 1@

S

IN

IA

IN

IN

drdy] 7]l

IN

1

2 1
g

— + :
(V)H‘V—T—zn Fy+T +in+1

dxdy] ||7/(3.44)

Apartir du lemme 1-6-1 et les inégalités (3.25) et (3-44), on a :

(wn (T +in) D < [ (fun (T)]] + lloa (T)]) +

(N (2, () + [ on (2, 0 (2)]]) (1 +log ﬁ) dz] |7

o | =
3| Y
o\ﬂ

< D) + D) +
ke [ 1
1€
2N [ (1+1 dx|.
o [0+ 1og Tl I

T (lun(D) + [oa(D) + Ri]lI ]l (3.45)

IN
)
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ou

1
R1—2RN/<1+log|x_T|)d x#T.

Pourt =T on a:

T
v(T) = eI Ay +/6(Ts)f(A)hn (s,v(s))ds,
0

D’ou
t
o @) = ||y + / T, (5,0 (s)) ds
0
T
< HeTf(A)XH / n(s,0(s))ds
0
t
< [ty + / €000, (5,0 (5) | s
= HeTAeTg(A)XH+/||6T_8)A6(T_5)9(A)hn (S,U(S))Hds
< [l e+ [ [l et 5,0 ()] ds.

Grace aux conditions (%), (63) et (64) on a :

T
v (T)|| < Le™™ + / e’ Nds = Le™ + ' NT, (3.46)

0

Utilisant (3 - 46) et la condition (%) dans (3 - 45) on obtient :

(wn (T +in), 1) < [ (My 4+ Le™ + TNE™) + Ry |7

< M|jrf,

ou M est une constante positive.
Finalement, on trouve

M(T)< M. (3.47)
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En tenant compte de (3 -40), (3-43) et (3-47) on obtient :

t t

(wn (8), )] < (BN T (M ||7])T
— gre, TMT |7
oM™ |7,

IA

ou (Y est une constante positive.

Prenant le supremum sur h € H, avec h < 1, on obtient :

(wn (1), 7)] < CoB"TMT 0<t<T.

En utilisant des techniques analogues a celles utilisées pour avoir (3.42), on peut établir

Pestimation suivante :

|25 ()] < 5M2/ (1 + log = t\) dr,x # 1.
0
D’ou :
o) = ln®) +@u )]
< Hlwn O] + 120 ()]

T

t A 1
Czﬁl—TMT +ﬁM2/ (]_ + log m) dx
0

IN

T
t 5 t 1
= 51_7 CQMT —I—ﬂTMQ/ (1 +10g| tl) d[L‘
:L‘_
0

P L 1
< ﬁl—TMT CQ+M TMQ/(1+10g| t|>d$
m —
0
< BUTMTC, (3.48)

ou (3 est une constante positive.

On alors :

S
Q

lon ()] < B7TM (3.49)
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D’ou

un (£) = va (D] < BTMTC, 0<t<T, (3.50)

C et M sont des constantes positives.
Comme le membre droit de 1'égalité (3.50) est independant de n, par passage a la limite, on
obtient :

lu(t)— v @) < 5 FM'

Pour 0 <t<T 0O



Application

Comme application de cette méthode, on se propose la perturbation de Yosida. Soit 'opérateur

fa :[0,00[ — R défini par :
faN)=A14+aN)", 0<a<l.

Donc le probleme perturbé s’écrit :

Ova = A(I + aA) Lo, + h(t, va(t)), 0<t<T

va (0) =X,
Condition (&)

e La fonction f, est bornée. En effet :

fa N = |[AL+aN)

Donc il suffit de prendre w = é

eD’autre part :

—A4 fo(A) = —A+ A +aA)™
= A(-T+ (I +aA)™)
= A(=(I+aA) (I +aA) '+ (I+ad)™)
= A+ ad) (=] —aA+])
= —aA’(I+ad)",



Application 54

d’ot1, on a :

(A + fo (A)ul| < o ||A%ul|,Yu € D(A?).

De plus, D(A?) C D(f.(A)) = H, donc on prend 6 = 1, et 3 = a.
D’apres ce qui précede, on conclut que opérateur f,(A) vérifie la condition () .
L’opérateur g, (A) vérifie :
(9a(A)Y,¥) <0, pour tout ¥ € D(ga(A)) = D(A).

D’oti, on peut prendre v < 0.
Pour les semi-groupes engendrés par f,(A) et g,(A), on a les les propriétés suivantes :

Pla : fa(A) engendre un Co-semigroupe {e'/>M}1 _  vérifiant ||| < ew, pour tout
t>0:

t>0

P2, : Vopérateur g, (A) engendre un semigroupe de contractions.

Théoréme 1 Soit la condition (J¢) satisfaite. Alors, le probleme (£,) est bien posé et sa

solution est donnée par :
t

Vo (t) = etfa(A)X + /e(t_s)fa(A)h (8,04 (8)) ds. ()
0

Preuve : En vertu de la propriété &1, et du théoreme 3.2.1, le probleme (£, ), admet une
solution unique donnée par (.).

Soit & présent w,(t) une solution du probleme (Z2,), qui correspend a la valeur initiale ¢, on
a:

t
lva (8) = wa (&) | < e DlIx = ol +’“/ =7 D[lvg (5) — wa (s) llds
0

t
r r
< eFll =gl + keb [ o (s) = i (5) s
0

Appliquant le lemme de Gronwall, on obtient :

T Thel
[va (1) —wa () [| < eme™ |x —¢f. O

Théoréme 2 Soient les conditions (&), (€) et () satifaites. Alors on a :

[u(t) — va ()| < Ca'"TMT, 0<t<T,

ou u(t) est la solution formelle du probleme (3.1).



Conclusion et perspectives

e Dans le présent travail, on a traité deux classes de problemes mal posés vu l'interéet de
ce type de problemes dans beaucoup de domaines. Dans la premiere partie on a étudié
le probleme de Cauchy homogene. Quant a la deuxieme partie, elle comporte I’'étude d’un
probléeme mal posé non-linéaire. L’approche utilisée dans cette analyse repose sur la méthode
de quasi-réversibilité et plus précisément la régularisation de Miller qui a permis de construire
une approximation du probleme étudié et de réccupérer la stabilité.

Notant que malgré que les problemes mal posés font 1'objet d'une étude intensive, on ne
trouve pas beaucoup de résultats concernant le cas non-linéaire ce qui nous incite a consacrer
notre futur objectif a ce type de problemes , en utilisant d’autres approches par exemple la

régularisation avec des conditions non locales tel que le probleme :
Ou + Au = h(t,u(t)), 0<t<T

u(T) = al'(u(0)) = X,

Ou encore en utilisant la méthode itérative
8tuk + Auk = h(t,uk(t)), O<t<T

uk (0) = w1 (0) = y(ur—r(T) = ),

avec ug(t) est solution du probleme

Do + Aug = h(t, uo(t)), 0<t<T

UO(O) = 6)
¢ est un élément arbitraire de H.
Et ca sera intéressant de faire une étude comparative entre les résultats établis par chaque

méthode.
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