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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons une famille de trois paramétres du gra-
dient conjugué non Linéaire qui inclue les six méthodes du gradient conjugué
non linéaire, lesquelles sont : Fletcher-Reeves (5% ), Polak-Ribiere-Polyak
(B ) et Hestenes-Stiefel (517, la descente conjuguée (3;), Liu et Storey
(BE5), et enfin Dai et Yuan (62Y).

On étudie la descente et la convergence de cette méthode, pour cela on
utilise critére de relancement de powel.

Mots clés : Gradient conjugué, Algorithme, Convergence globale, Re-
cheche linéaire inexacte, Régle d’Armijo, Méthode de Hestenes-Stiefel, Mé-
thode de Fletcher-Reeves, Méthode de Polak-Ribiére-Polyak, Méthode de la
descente conjuguée, méthode de Liu et Storey, Méthode de Dai et Yuan.
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Abstract

In this paper, we propose a three-parameter family of conjugate gradient
methods for unconstrained optimization. The three-parameter family of me-
thods not only includes the

already-existing six practical nonlinear conjugate gradient methods, but
subsumes some other families of nonlinear conjugate gradient methods as its
subfamilies. With Powell’s restart

criterion, the three-parameter family of methods with the strong Wolfe
line search is shown to ensure the descent property of each search direction.
Some general convergence results are

also established for the three-parameter family of methods. This paper can
also be regarded as a brief review on nonlinear conjugate gradient methods.
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Introduction

Soit f : R™ — R. On cherche a résoudre le probléme de minimisation sans
contraintes suivant :

(P) :min{f (x):z € R"} (0.1)

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problemes
du type (P), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode
est surtout utilisée pour les problemes de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel, pour la
minimisation des fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non li-
néaire. Ceci a été réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et Reevese
(méthode de Fletcher-Reeves) puis en 1969 par Polak, Ribiére et Ployak (mé-
thode de Polak-Ribiére-Ployak). Une autre variante a été étudiée en 1987
par Fletcher (Méthode de la descente conjuguée). Une nouvelle variante a été
proposée en 1991 par Liu et Storey (Méthode de Liu et Storey). Et enfin une
derniére variante qui a été étudiée en 1999 par Dai et Yuan (Méthode de Dai
et Yuan).

Toutes ces méthodes générent une suite {x}, . de la facon suivante :

Le pas i € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou
recherche linéaire exacte ou inexacte.
Les directions dj, sont calculées de facon récurrente par les formules sui-

vantes : )
_ —01 sik=1
W= { —0r + Birdi—1 sik > 2 (0.3)

gr = Vf(zg) et 5, € R.

Les différentes valeurs attribuées a (3, définissent les différentes formes
du gradient conjugué.

Si on note yx_1 = gr — gr_1, on obtient les variantes suivantes :

T
PRP _ Y9 Yr—1

Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak (0.4)

ko= 2
gk
rr_ llgell”
e = || e Gradient conjugué variante Fletcher Reeves. (0.5)
Jk—1
CD ||9k”2 . . . .
o= _dT—gkl, Gradient conjugué variante descente conjugué. (0.6)
k—19k—
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2
Py = M, Gradient conjugué variante de Dai- Yuan. (0.7)

d;{_ﬂykfl

HS _ gZ(gk - gk—l)
g dffl(gk - gk—l)

, Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel.

(0.8)

T
LS — %, Gradient conjugué variante de Liu-Storey. (0.9)
—d_19k—1
k—1

Le but de ce mémoire est d’étudier la descente et la convergence des
méthodes du gradient conjugué de trois paramétres incluant les méthodes de
gradient conjuguées non linéaires mentionnées ci-dessus.

Ce mémoire comporte quatre chapitres.

Chapitre 1 On introduit dans ce chapitre les notions préléminaires de
base concernant I'optimisation sans contraintes. On commence par quelques
éléments de Topologie et de calcul differentiel. On termine ce chapitre par
quelques notions sur les problémes de minimisation sans contraintes et leurs
algorithmes.

Chapitre 2 On expose dans ce chapitre les grandes lignes des méthodes
d’optimisation sans contraintes basées sur les directions de descente et les
recherches linéaires. Ces méthodes générent une suite {;},.y de la fagon
suivante :

The1 = Tp + Apdy

On suppose connaitre la direction de descente dj, au point x;. La recherche
linéaire consiste a trouver )\, de fagcon & diminuer la fonction f suffisamment
le long de cette direction.

On insistera dans ce chapitre sur les recherches linéaires monotone avec
lesquelles nous allons établir des résultats de convergence pour certaines mé-
thodes.

Chapitre 3 Dans ce chapitre on fait une synthése de différents résultas
de convergence de différentes variantes de la méthode du gradient conjugué
avec la recherche linéaire inexacte de wolfe. On s’interessera spécialement aux
méthodes de Fletcher Reeves(FR), Descente conjugué(CD), Polak-Ribiére-
Polyak(PRP), Dai- Yuan(DY).

Chapitre 4 Ce chapitre est la partie la plus importante de ce travail,
car il contient les resultas de descente et de convergence de la méthode du

7
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gradient conjugué de trois paramétres avec la recherche de wolfe et le critére
de relancement de powel.
On pose a la fin du mémoire deux problémes ouverts et leur conjecture.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES :OPTIMISATION SANS
CONTRAINTES

Chapitre 1

Préliminaires :Optimisation
sans contraintes

nous allons exposer dans ce premier chapitre quelques concepts clés concer-
nant 'optimisation. On commence par se poser les questions suivantes :

- Les problémes proposés comportent-ils des contraintes ?

- Les fonctions en jeu sont-elles quadratiques ? sont-elles convexes ?

- Les domaines de définition des fonctions sont-ils continus ou discrets ?

Chaque probléme possede sa structure spécifique et demande donc d’étre
traiter de maniére particuliere.

Le présent projet ne se focalisera que sur les problémes d’optimisation
sans contraintes et non linéaires. Ce probléme sera formulé comme suit :

(P) :min{f (x):x € R"} (1.1)

oi f:R" —R

La majorité des méthodes de résolution du probléme (P) sont de nature
itérative, c’est a dire qu’a partir d’un point initial x;, elles engendrent une
suite infinie x1, x2, . . . . . , Tj, dont on espere qu’elle converge vers la
solution optimale.

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fait
appel a des processus itératifs du type :

Tp+1 = T + )\kdkn (12)

ou dj détermine la direction de déplacement & partir du point x; et \; est le
pas lequel est solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel
suivant :

r§1>1£1f (@) + Ady,)
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c’est a’ dire que A, vérifié :

Le type d’algorithme permettant de résoudre le probléme (1. 1) sera dé-
terminé dés qu’on définit les procedes de construction du vecteur dj et de
calcul de \; a chaque itération.

La facon avec laquelle on construit les vecteurs d, et les scalaires Ay
détermine directement les propriétés du processus et spécialement en ce qui
concerne la convergence de la suite {z;}, et la vitesse de la convergence.
Pour s’approcher de la solution optimale du probléme (1. 1) (dans le cas
général, c’est un point en lequel ont lieu peut étre avec une certaine précision
les conditions nécessaires d’optimalité de f ) on se déplace naturellement a
partir du point x; dans la direction de la décroissance de la fonction f.

1.1 Rappel de quelques définitions

Nous introduisons ici les définitions de base qui seront utilisées par la
suite.

Définition 1. 1 (Convergence des algoritmes)

Un algorithme de résolution est un procédé qui permet, & partir de la
donnée du point initial x;, d’engendrer la suite xy, xo..., T, ....

Un algorithme est parfaitement défini par la donnée de I'application A
qui associe & xy le point x5 € A(xg). Ceci permettra de confondre un
algorithme et 'application A qui lui est associée.

Définition 1. 2. (Convergence globale)

Nous dirons qu’un algorithme décrit par une application multivoque A,
est globalement convergent (ou encore : posséde la propriété de convergence
globale) si, quel que soit le point de départ x; choisi, la suite {x)} engendrée
par x4 € A(zg) (ou une sous suite) converge vers un point satisfaisant les
conditions nécessaires d’optimalité(ou solution optimale).

Définition 1. 3 (Modes de convergence)

Soit {},cy une suite dans R™ convergeant vers z*.
¢5i

ekl

=7<1,
[k — .|

lim sup

On dit que {x}, .y converge vers z* linéairement avec le taux 7.

10
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¢5i

k41|

— 0 quand k£ — oo,
[k — .|

on dit que la convergence est superlinéaire.
Plus précisément si dp > 1 tel que :

2641 — 2.

lim sup P

< +00,

on dit que la convergence est superlinéaire d’ordre p.
En particulier si

hsup Tt = 2l
imsup——-

5 < +00,
k—oo ||Tk — Zu|

on dit que la convergence est quadratique (superlinéaire d’ordre 2).

Définition 1. 4

Soit f : R" — R, on dit que f est continue au point a € R” si pour tout
réel € > 0, Il existe n > 0

tel que : [lz —al| <n=[|f(z) — fla)[| <e.

Définition 1. 5. (Fonction convexe diférentiable).
Soit C C R", f: R" — R et z € int(C). f est dite diférentiable au
point Z, 8’il existe un vecteur A € R" et une fonction a : R" — R telle que

fl@) = (@) + Ale = 7) + ||o = 7| (7, 2 = 7),

ou’ :a(Z, * —T) — 0. On peut note le vecteur A comme suit :

T—T

0f () 0f(53))
e el

A=vf(7)=( (1.4)

1.2 Conditions d’optimalité des problémes de
minimisation sans contraintes

Considérons le probléme d’optimisatin sans contraintes (P)
(P) :min{f (x):x € R"}

oi f:R" —R.

11
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1.2.1 Pourquoi avons-nous besoin de conditions d’op-
timalité ?

Afin d’analyser ou de résoudre de maniére efficace un probléme d’opti-
misation, il est fondamental de pouvoir disposer de conditions d’optimalité.
En effet, celles-ci nous servent non seulement & vérifier la validité des solu-
tions obtenues, mais souvent 1’étude de ces conditions aboutit au développe-
ment des algorithmes de résolution eux-mémes. Des conditions équivalentes
peuvent étre obtenues de diverses maniéres, en procédant & des analyses
suivant différentes "lignes directrices". L’approche considérée ici pour 1’ob-
tention de conditions est basée sur la notion de descente.

1.2.2 Minima locaux et globaux

Définition 1. 6.
1) 2 € R" est un minimum local de (P) si et seulement si il existe un
voisinage V() tel que

(@) < flz) : Vo € Vo(2) (1.6)

2) € R™ est un minimum local strict de (P) si et seulement si il existe
un voisinage V.(7) tel que

f@) < f(x) Ve e V(Z),x # 2 (1.7)
3) & € R™ est un minimum global de (P) si et seulement si

f(@) < f(x): Ve e R” (1.8)

Remarque 1. 1.

Dans le cas d’une fonction objectif convexe, il n’y a pas de distinction
entre minimum local et global : tout minimum local est également global,
comme ’établit le théoréme suivant.

Théoréme 1. 1.

Soit f : R"™ — R une fonction convexe définie sur ’ensemble convexe X.
Alors, tout minimum local de f est également un minimum global. Si f est
strictement convexe, alors il existe au plus un minimum global de f.

12
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1.2.3 Direction de déscente
Principes généraux

Considérons le probléme d’optimisation sans contrainte :
(P):min{f (z):z € R"}

ou f:R™ — R est supposé réguliére.

On note par Vf(z) et V*f(z) réspectivement le gradient et le hessien de
fenx.

On s’intéresse ici & une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion
de direction de descente.

On dit que d est une direction de descente de f en x € R" si

Vf(z)'.d<o. (1.9)

Ou encore que d fait avec 'opposé du gradient —V f(x) un angle 6 stric-
tement plus petit que 90° :

6 = arccos

—Vf(x).d T
o < 5l

2

FIG 2.4 Demi espace des direction de descente de f en x

L’ensemble des directions de descente de f en x,
{deR": V' f(z).d <0},

13
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forme un demi-espace ouvert de R".

On voit que si d est une direction de descente, f(x + \d) < f(z), pour
tout A > 0 suffisamment petit, et donc que f décroit strictement dans la
direction d. De telles directions sont intéressantes en optimisation car, pour
faire décroitre f, il suffit de faire un déplacement le long de d. Les méthodes
a directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction.
Elles construisent la suite des itérés {x},~,, approchant une solution z;, du
probléme (1. 1) par la récurrence : -

Tpr1 = T + Mgdy, pour k > 1.

Ou A\, est appelé le pas et dj la direction de descente de f en xy.

Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses :

¢ dire comment la direction dj, est calculée, la maniére de procéder donne
le nom a l'algorithme;

¢ dire comment on détermine le pas A, c’est ce que 'on appelle la re-
cherche linéaire.

Remarque 1. 2.

Par la suite ’angle 6, entre la direction dj et —g; jouera un role impor-
tant dans le processus de la convergence. Pour 6, on a la relation classique
suivante :

gl di = gl ] cos B

Définition 1. 7.
Soit f:x CR® — R, 2 € R", d € R" est une direction de déscente au
point Z si et seulement si il existe d > 0 tel que

FE+ M) < f(3): Yaelo,d], (1.10)

donnons maintenant une condition suffisante pour que soit d une direction
de descente.

Algorithme 2. 1(méthode a directions de descente- une itération)

Etape 0 :(initialisation)
On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d’un itéré x; € R"
Etapel :
Test d’arret : si ||V f(zy)]| =~ 0, arrét de Ialgorithme;
Etape2 :
Choix d’une direction de descente d; € R";
Etape3 :

14
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Recherche linéaire : déterminer un pas A\, > 0 le long de d; de maniére
a "faire décroitre f suffisamment" ;
Etape4 :
Si la recherche linéaire réussie xy, 1 = o) + Apdg;
remplacer k par k4 1 et aller a ’étape 1.

1.2.4 Schémas général des algorithmes d’optimisation
sant contraintes

Supposons que dj, soit une direction de descente au point x;. Ceci nous
permet de considérer le point xj. 1, successeur de x, de la maniére suivente :
Tpy1 = T + )\kdk, AL € ]O, —HS[

Vu la définition de direction de descente, est assuré que

f(@ria) = fon + Ardi) < f(zg).

Un bon chois de di et A\; de permet ainsi de construire une multitude d’al-
gorithme d’optimisation.

Exemple de choix de direction de descente

Par exemple si on choisit d, = —V f(xy) et si V f(zx) # 0, on obtient la
méthode du gradient. Dans le cas dy = —(H(xy))"*. Vf(z), on obtient la
méthode de Newton, ou la matrice hessienne H () est définie positive.

Exemple de choix de pas )\
On choisit en général \; de facon optimale, c’est & dire que Ay doit vérifier

f(xk + )\kdk) < f(a:k -+ )\dk) Ve [0, +OO[.

En d’autres termes on est ramené a étudier a chaque itération un probléme de
minimisation d’une variable réelle. C’est ce qu’on appelle recherche linéaire

1.2.5 Condition nécessaires d’optimalité

Etant donné un vecteur z, nous souhait déterminer si ce point est un mi-
nimum local ou global de (P). La propriété de différentiabilité de f fournit
une premiére maniére de caractériser une solution optimale. Enoncgons tout
d’abord un théoréme pour établir une premiére condition nécessaire d’opti-
malité.

15
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Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1. 2.

Soit f : R® — R différentiable au point £ € R™. Si # est un minimum
local de (P), alors V f(z) = 0.

Preuve : C’est une conséqence directe du théoréme (1. 2). En effet, sup-
posons que V f(Z) # 0. Puisque la direction d = —V f(Z) est une direction
de descente, alors il existe § > 0 tel que :

F(@ + M) < f(2): YA €]0,d].

Ceci est contradiction avec le fait que & est une solution optimale locale de
(P).

Remarque 1. 3.

Si f est convexe, la condition nécessaire du premier ordre est également
suffisante pour que  soit un minimum globale. Dans le cas ou f est deux
fois différentiable, une autre condition nécessaire est donnée par le théoréme
(1. 5) elle appelée condition nécessaire du second ordre car elle fait intervenir
la matrice hessienne de f (que nous noterons V?f(z), dont les éléments sont
ses secondes dérivées partielles)

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoréme 1. 3.

Soit f : R" — R deux fois différentiable au point & € R™. Si Z est un
minimum local de (P), alors V f(Z) = 0 et la matrice hessiene de f au point
Z est semi définie positive.

Preuve
Soit x € R™ quelconque, étant f deux foix différentiable au point z, on
aura pour tout A # 0

1
@+ 2x) = f(@) + 5 2T H(@)r + X o]* a3, ), a(#, Az) — 0.
Ceci implique
T+ Ar) — f(2 1
f@+ ;) @) _ S H(@)e + ol (i, Ae). (1.13)
Z est un optimum local, il existe alors 6 > 0 tel que
FE+20) = £@) |
A2 7

VA €]-4,+4].

16
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Si on prend en considération (1. 13) et on passe a la limite quand A — 0,
A # 0, on obtient :
xTH(i')x >0, Vxr € R".0J

1.2.6 Conditions suffisantes d’optimalité

Les conditions données précédemment sont nécessaires, c’est-a-dire qu’elle
doivent étre satisfaites pour tout minimum local. Cependant tout vecteur
vérifiant ces conditions n’est pas nécessairement un minimum local. Le théo-
réme (1. 6) établit une condition suffisante pour qu'un point soit un minimum
local, si f est deux fois différentiable.

Condition suffisante d’optimalité du second ordre

Théoréme 1. 4
Soient f : R™ — R deux fois différentiable au point & € R™. Si Vf(z) =0
et H (&) est définie positive, alors & est un minimum local strict de (P).

Preuve
f étant deux foix différentiable au point z, on aura pour tout x € R”

fla) = f(f)+%(x—§)tﬂ(f)(x—ff)+ |z = 2)* a(@,2~7), (@, (z-7)) = 0,

T—T

(1.14)
(Vf(z)=0).

Supposons que T n’est pas un optimum locale stricte. Alors il existe une
suite {xy } oy telle que xy, # 22 Vk et

xp # T :Vk, xp 7 T et f(xr) < f(2). (1.15)
Dans (1. 14) prenons x = z;, divisons le tout par ||z; — Z||* et notons d; =

(z) — )

|| ,\“, on obtient
T — T

f(ﬂsz) - f(i')

1
LY AT H(3)dy + a(F, (v — 7). 0(F, (1 — F) — 0. (1.16)
|z — | 2

k—o0
(1. 15) et (1. 16) impliquent

1
5d£H(:ﬁ)dk +a(z, (v, — 7)) <0,  VEk

17
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CONTRAINTES
D’autre part la suite {dj}, . est bornée (||d;|| =1, ¥n). Donc il existe une
sous suite {d } ey, o telle que dy = dien, -
Finalement lorsque k£ — oo on obtient
1 ~T ~ ot
§d H(z)dy < 0.
La derniére relation et le fait que d # 0 (HJH = 1) impliquent que la ma-

trice hessienne H (x) n’est pas définie positive. Ceci est en contradiction avec
I’hypothése. [

Remarque 1. 4.

Dans le cas ou f est convexe, alors tout minimum local est aussi global.
De plus si f est strictement convexe, alors tout minimum local devient non
seulement global mais aussi unique ([4]).
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Chapitre 2

Recherche linéaire inexacte

2.1 Recherche linéaire

2.1.1 Introduction
Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P) .

(P) :min{f (x):z € R"} (2.1)
ou f:R" — R.

Les algorithmes qu’on étudie par la suite suivent les schémas générales
suivants.

ou A\ est solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel sui-
vant :

I)?El;glf (g + Ady)
c’est a’ dire que A\, vérifie
[ @k + Adr) < f (zp + Ady) , VA >0,

Tk, di sont fixes et la fonction a minimiser est une fonction d’une variable
réelle définie comme suit :

A= o (\) = f(zn + Mdy) . (2.3)

Il faut noter que dans les probléeme d’optimisation sans contraintes on a

besoin de résoudre & chaque itération x;, un probléme d’optimisation dans
R.
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Dans ce chapitre nous allons décrire les différentes maniéres de déterminer
un pas Ay > 0 le long d’une direction de descente dj. C’est ce que ’on appelle
faire de la recherche linéaire. 1l existe deux grandes classes des méthodes qui
s’intéressent a ’optimisation unidimensionnelle :

» les recherches linéaires exactes.

» les recherches linéaires inexactes.

2.1.2 Objectifs de la recherche linéaire

Il s’agit de réaliser deux objectifs :
Le premier objectif, faire décroitre f suffusamment, et pour cela on
cherche & vérifier I'inégalité

f(xr + Adi) < f(zg) + “un terme négatif” (2.4)

Le terme négatif joue un roéle-clé dans la convergence de 1’algorithme.

Le second objectif, on choisi le pas A\, > 0 d’étre trop petit, pour assurer
la convergence d’algorithme au point stationnaire.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (2. 4) est
en général satisfaite par des pas A\, > 0 arbitrairement petit. Or ceci peut
entrainer une “fausse convergence”, c’est- dire la convergence des itérés vers
un point non stationnaire, comme le montre I’observation suivante.

Si on prend

€

0< A < ——\
2k dy]

la suite {z;} générée par (2. 4) est de Cauchy, puisque pour 1 <[ < k on a

k-1 el
; Aid;|| < ; 5 0,

|zr — 21| =

lorsque [ — oo.

Donc {x)} converge vers un point Z. En prenant | = 1 et k¥ — oo dans
I'estimation ci-dessus, on voit que Z € B(x;, ¢) et donc T ne saurait étre
solution s’il n’y a pas de solution danc B(z1, €). On a donc arbitrairement
forcer la convergence de {x;} en prenant des pas trés petits.

Pour simplifier les notations, on définit la restriction de f a la droite
{zr + Adg : A € R} comme la fonction

p: R, = R; A— p(\) = f(xr + Ady).
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2.1.3 But de la recherche linéaire

Dans le cas non-quadratique les méthodes de descente (2.2), nécéssitent
la recherche d’une valeur de Ay > 0 optimale ou non, vérfiant :

Rappellons que si f est différentiable, le pas optimal A* peut étre caractérisé
par
(p/()\*) — 0’

©(A*) < p(N), pour 0 < A <\,

autrement dit, A\* est un minimum local de ¢ qui assure de plus la décroissance
de f. En fait, dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne
fait jamais de recherche linéaire exacte, car trouver \* signifie qu’il va falloir
calculer un grand nombre de fois la fonction ¢, et cela peut étre dissuasif du
point de vue du temps de calcul. En pratique, on recherche plutot une valeur
de A\ qui assure une décroissance suffisante de f. Cela conduit & la notion
d’intervalle de sécurité.

Définition 2. 1

On dit que [a, b] est un intervalle de sécurité s’il permet de classer les
valeurs de \ de la fagon suivante :

¢ Si )\ < a alors \ est considéré trop petit.

¢ Sib> \>aalors \ est satisfaisant.

¢ Si A\ > b alors A est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de facon numérique sur ¢ les trois conditions
précédentes, ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer
a et b. L’idée est de partir d’un intervalle suffisamment grand pour conte-
nir [a, b], et d’appliquer un bonne stratégie pour itérativement réduire cet
intervalle.

2.1.4 Algorithme de base

Etape 0 : (initialisation)

a =b =0, choisir \; > 0, poser £k = 1 et aller a I’étape 1;
Etape 1 :

Si A\ convient, poser \* = )\, et on s’arréte.

Si A\ est trop petit on prend ag, 1 = A, bpi1 = b,

et on va a I’étape 2.

Si A\; est trop grand on prend b1 = A, axy1 = a,
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et on va a I’étape 2 .
Etape 2 :
Si bry1 = 0 déterminer \giq €]agy1, +00l.
Si by 1 # 0 déterminer A1 €lagi1, brril,
remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.
Il faut maintenant préciser quelles sont les relations sur ¢ qui va nous
permettre de caractériser les valeurs de A convenables, ainsi que les techniques
utilisées pour réduire I'intervalle.

2.2 Recherches linéaires "exactes"

Comme on cherche a minimiser f, il semble naturel de chercher a mini-
miser le critére le long de d; et donc de déterminer le pas A\, comme solution
du probléme

e

C’est ce que 'on appelle la régle de Cauchy et le pas déterminé par cette
régle est appelé pas de Cauchy ou pas optimal dans certains cas, on préférera
le plus petit point stationnaire de ¢ qui fait décroitre cette fonction :

Ae =1nf {A > 0: " (N\) =0, o(\) < ¢(0)}.

On parle alors de regle de Curry et le pas déterminé par cette regle est
appelé pas de Curry. De maniére un peu imprécise, ces deux régles sont parfois
qualifiées de recherche linéaire exacte. Ils ne sont utilisés que dans des cas
particuliers, par exemple lorsque ¢ est quadratique, la solution de la recherche
linéaire s’obtient de fagon exacte et dans un nombre fini d’itérations.

On aurait aimé restreindre notre étude sur ce domaine malheureusement.
C’est tres rare de rencontrer des problemes quadratiques.

» la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de
calcul et ne peut de toutes les facons pas étre faite avec une précision infinie,

» lefficacité supplémentaire éventuellement apportée a un algorithme
par une recherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le
temps perdu & déterminer un tel pas.

» les résultats de convergence autorisent d’autres types de régles, moins
gourmandes en temps de calcul.

Au lieu de demander que A\, minimise ¢, on préfére imposer des condi-
tions moins restrictives, plus facilement vérifiées, qui permettent toutefois de
contribuer a la convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus
un unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un inter-
valle de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur recherche
plus facile.
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C’est ce que 'on fait avec les régles d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe
décrites ci-dessous.

2.3 Recherches linéaires "inexactes ou écono-
miques"

Les recherche linéaire exacte, malgré qu’elles n’aboutissent a une solution
optimal qu’avec une tolérance fixée & 'avance, elles nécessitent beaucoup
d’observation a chaque itération de I’algorithme principal. Des mathémati-
ciens ont réussi (années 60, 70, 80) & ¢élaborer des recherches linéaires qui
demandent peu d’observations, mais respectent en méme temps la descente
de la fonction économique. On a méme réussi & avoir une vitesse de conver-
gence super linéaire.

L’objectif de cette section consiste & présenter les principales tests.

2.3.1 Caractérisation de ’intervalle de sécurité
la régle d’Armijo

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu’une
portion wy €0, 1] de ce que ferait le modele linéaire de f en zj. Cela conduit
a l'inégalité suivante, parfois appelée condition d’Armijo ou condition de
décroissance linéaire :

f (ZBk + Akdk> < f(ZL‘k) + wl)\ka(xk)Tdk (26)

Elle est de la forme (2. 4), car w; devra étre choisi dans |0, 1[. On voit
bien a la figure (2. 1) ce que signifie cette condition. Il faut qu’en )\, la
fonction prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction affine

A — f(l“k) + wl)\VTf(xk)dk (27)

Reégle d’Armijo

¢ Sip(A\) < 9(0) +wi¢'(0)A, alors A convient.

¢ Sip(N\) > ¢(0) +wi¢'(0)A, alors A est trop grand.
On peut noter que 'on a

p(A) = [k + Adi)
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@1(0) =V f (k)" di.

)] ¢ 0y

pented’(0) Pentew;¢'(0)

FIG 2.1 Rgle d’armijo

[Algorithme 2. 1 (Régle d’Armijo)|
Etape 0 : (initialisation)

a; = by =0, choisir Ay > 0, wy € ]0,1] poser k = 1 aller a I’étape 1.
Etape 1 /

(Ak) ( )+w1¢’(o)Ak , alors

bk+1 =b, apr1 = A\ et aller a 'étape 2.
Etape 2 :

Si bgy1 = 0 déterminer \gyq €] agy1, +00 [.

Si bry1 # 0 déterminer \gyq €] agr1 , braal,

Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.

Remarque 2. 1

1) En pratique, la constante w; est prise trés petite, de maniére a satisfaire
(2. 6) le plus facilement possible. Typiquement, w; = 10~*. Notons que cette
constante ne doit pas étre adaptée aux données du probléme et donc que 1’on
ne se trouve pas devant un choix de valeur délicat.

2) Dans certains algorithmes, il est important de prendre w; < 3 pour

que le pas A\ soit accepté lorsque xj est proche d’une solution.
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3) Il est clair d’aprés la figure (2. 1) que 'inégalité (2. 6) est toujours
vérifiée si Ay > 0 est suffisamment petit.

4) On a vu qu'il etait dangereux d’accepter des pas trop petits, cela pou-
vait conduire a une fausse convergence. Il faut donc un mécanisme supplé-
mentaire qui empéche le pas d’étre trop petit. On utilise souvent la technique
de rebroussement due a Armijo [9, 1966] ou celle de Goldstein.

La régle de Goldstein

La régle de Goldstein remédie a cet inconvénient (le pas Ay doit étre trop
petit ).

Dans celle-ci, en ajoutant une deuxieme inégalité a la régle d’Armijo on
obtient la régle de Goldstein.

ol wy et wy sont deux constantes vérifiant 0 < w; < we < 1, cette inégalité
qui empéche le pas d’étre trop petit.

Reégle de Goldstein

¢ Sio(N) < 9(0) + wa’(0)A, alors A est trop petit.

¢ Sip(A) > ¢(0) +wi¢'(0)A, alors A est trop grand.

¢ Sip(0) + w1 (0)A > p(A) > ©(0) + wap'(0)A, alors A convient.
On peut noter que 'on a

o(A) = f(zr + Ady,)

%0(0) = f(xk)u
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Intervalle de sécurité

A
(0) — /N :

Pentew,;$(0)

Pente ¢'(0) Pentew,'(0)

FIG 2.2 Rgle de Goldstein

[Algorithme 2. 2 (Régle de Goldstein&Price)|
Etape 0 : (initialisation)
a; = by = 0, choisir \; > 0 w; € ]0,1[, ws € Jwy, 1[, poser k =1 et
aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Si ¢(0) + wadp (DA < (M) < d(0) + wig (0)A, : STOP(A* = A).
Si ¢(Ax) > ¢(0) + wig (0) Ay, alors
bki1 = Mg, ap1 = ay , et aller a 'étape 2.
Si p( M) < d(0) 4+ wad (0) s , alors
bii1 = b , axsr1 = Ak, et aller a ’étape 2.
Etape 2 :
Si by 1 = 0 déterminer A\, 1 €]bry1, +00|
Si byy1 # 0 déterminer \gy 1 €]agy1, bpil-
Remarque 2. 2 il n’est pas facile de voir comment on peut trouver un pas
de Goldstein en un nombre fini d’étapes.

Reégle de Wolfe

La régle de Wolfe fait appel au calcul de ¢/()\), elle est donc en théorie
plus cotiteuse que la régle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses ap-
plications, le calcul du gradient V f(x) représente un faible cott additionnel
en comparaison du cott d’évaluation de f(z), c’est pourquoi cette régle est
tres utilisée.

Nous allons présenter les conditions de Wolfe faibles sur A > 0 :
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Reégle de wolfe faible

f(.Tk + )\dk) < f(Ik) + wl)\Vf(xk)Tdk

Vf([Ek + /\dk)Tdk Z L«)QVf(l’k)T.dk.

avec 0 <w) <wyg < 1.
Pour expliquer ces conditions posons

[(A) = 6(0) + (w20 (0)) A

Reégle de Wolfe faible
¢ Si p(N) < d(0) + wir(0)X et r(N) > wapr(0), alors o convient.
¢ Si p(A) > ¢(0) + wypr(0)A, alors A est trop grand.
¢ Si /(N) < wap!(0), alors A est trop petit.
On voit bien a lafigure 2. 3 ce que signifie cette condition.

Intervalle de sécurité Intervalle de sécurité
< > —p /

Pentew,’(0)

Pentew,d'(0)

FIG 2.3 Rgle de Wolfe faible

On remarque que ¢'(0) < 0 car dj est une direction de descente.

La condition (W1) impose que la réduction de f est proportionnelle a A
et ¢'(0). On ne retiendra que les valeurs de A pour lesquelles le graphe de ¢
est en dessous de la droite [, comme 0 < w; < 1 ceci est possible au moins
pour A petit. La condition (1¥2) implique que ¢'(A) > wy'(0) > ¢/(0) : si
@' (N) est “tres” négatif (i. e. < wy¢'(0)), on va chercher plus loin, si non on
peut s’arréter. De de cette facon le pas A ne sera pas trop petit.
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Algorithme 2. 3 (Régle de Wolfe)|
Etape 0 : (initialisation)
a; = by = 0, choisir \y > 0wy € ]0,1[, we € Jwy, 1[, poser k =1 et
aller a I’étape 1.
Etape 1 :
Si ¢(Ag) > &(0) + w1’ (0) N, , alors
bii1 = M, apr1 = ay, et aller a ’étape 2.
Si ¢'(\) < wa¢'(0) , alors
b1 = b , a1 = A\ et aller a ’étape 2.
Etape 2 :
Si byy1 = 0 déterminer \gy 1 €]agy, +00l.
Si bry1 # 0 déterminer \giq €]agy1, bryl-

Reégle de Wolfe Forte On obtient des contraintes plus fortes si I’'on rem-
place (WW2) par

IV f (g + M) di| < —waV f ()" di
Les (W1) et (W3) sont les conditions de Wolfe fortes. La contrainte (173)
entraine que wo¢'(0) < ¢'(N) < —w2¢'(0) c-a-d. ¢'(\) n’est pas“trop” positif.

Pas de wolf forte Pas de wolf forte
: f : /

Pente ¢°(0)

Pentew,d (0)

FIG 2.4 Rgle de Wolfe forte

Remarque 2. 3.
1) On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent les conditions
de Wolfe faibles, en éffet :
(VT [+ Med)de| < —wa VT f(2)dy,
& WV fzp)de < VT flag + Medp)di < —wo V7 f (1) dy
= WV f(zr)di < V7T f (g + Medy)dy. (W2)
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2) L’existence de valeurs A\ de vérifiant les conditions deWolfe faibles et
fortes. est donnee par la Proposition suivante.

Proposition 2. 1. [20]

Soit f € C! et d une direction de descente de f en x , on suppose que f
est minorée. Alors, si 0 < w; < wp < 1, il existe des intervalles dans R, qui
vérifient les conditions de Wolfe faibles et fortes.

La régle de Wolfe relaxée Proposée par Dai et Yuan [1996], cette régle
consiste & choisir le pas satisfaisant aux conditions :

f(l‘k + )\dk)
Q/JZVTf(xkz)dk

f(xr) + wi AV f () dy

<
< VT f(zp + apdp)dy < —w” oV f(24)dy,

ol 0 <w; <wy<letw’s>D0.

Remarque 2. 4.

1) On voit bien que les conditions de Wolfe relaxée impliquent les condi-
tions de Wolfe fortes. Effectivement (w4) est équivalente a (wl), tandis que
pour le cas particulier Wy = w”s = wq, (WH) est équivalente a (w3). En effet :

OV f () dye VT (g + Medp)dy, < —w” o VT f(2)dy,

<
= VT f(a)de < VT f(ag + Medi)die < —wo VT f (1) dy
= |V f(@r + Medi)die| < w2V f(2p)di. (w3)

2) Les conditions de Wolfe relaxée impliquent les conditions de Wolfe
faibles. Effectivement (w4) est équivalente a (wl), tandis que pour le cas
particulier Wy = wy et W’y = 400, (WH) est équivalente & (w2). En effet :

w’2 = VTf(l’k)dk < va(H?k + )\kdk)dk < —w”QVTf(xk)dk

2.4 Convergence des méthodes a directions
de descente

2.4.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte a la convergence des algorithmes a directions de descente.
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On dit qu’'une régle de recherche linéaire satisfait la condition de Zou-
tendijk s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on
ait

fl@rr) < fx) = C|IV f ()| cos® Oy, (2.10)
ou 0y est 'angle que fait dj, avec —V f(xy), défini par
VT (1) ds
cosl = ————"——.
S AN A

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk.

Proposition 2. 2.
Si la suite {z}} générée par un algorithme d’optimisation vérifie la condi-
tion de Zoutendijk (2. 10) et si la suite {f(x)} est minorée, alors

D IV £ ()l cos® by < 0. (2.11)

k>1

Preuve
En sommant les inégalités (2. 10), on a

STV )l co by < = (F(on) = Flannn))-

k>1

La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C”’ telle que pour
tout k, f(zx) > C'. O

Il ya des propositions précisent les circonstances dans les quelles la condi-
tion de Zoutendijk (2. 10) est vérifie avec les regles de la recherche linéaire
exacte (Cauchy, Curry) et aussi les régles de la recherche linéaire inexacte
(Armijo, Wolfe).

Ce qui concernant la proposition qui est vérifie la condition de Zoutendijk
avec la regle de Wolfe.

Proposition 2. 3.

Soit  f : R™ — R une fonction contiuement différentiable dans un voisi-
nagede I'={z e R": f(z) < f(x1)}.

On considére un algorithme & directions de descente di, qui génére une
suite {1} en utilisant la recherche linéaire de Wolfe (w1)-(w2).

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k£ > 1, la condition
de Zoutendijk (2. 10) est vérifiée.
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Preuve
Noton g

D’apres (IW2)

=V f(zp) et grp1 = Vf(zp + Aedy).

gg+1dk > WZQ/zdk

= (grp1 — o) d > (w2 — 1) gldy,
= —(1—-ws) g;?dk = (1 — wo) |g;fdk|
& (1-w)|glde| < (ger1 — a)" dy,

et du fait que f est contiuement différentiable :

(1—ws2)|gidi] = (1 —wa)llgrll lldxll cos by

< Hgk+1 - gk” HdkH
= (1 —w2) gkl cos O < LA ||dy]|
=

1—w
M lldell < L2 g, cos .
L

en utilisant (wl), on aura :

[y + Aedy)

L A

f(xx) + wi gl di

flan + Ady) < fzr) + widge de < fai) + |wigg di]
ok 4+ Mdy) < f(zg) +wiA ‘gk dk| < f(ar) — widgi di
fxp + Adi) < f(ar) — wi X || gell ||dr]| cos Ok
f( ) < flaw) —

wi(1 — ws)

ZEk—i-/\dk Sf I

T ||gk|| COS2 Qk

On en déduit (2. 10). O

2.5 Méthodes itératives d’optimisation sans

contraintes

A travers ce chapitre et du suivant, on s’interesse & present a la description
des algorithmes itératifs (ou méthodes itératives) qui ont été implémentés
et qui permettent la résolution des problémes d’optimisation non linéaire.
Il convient de souligner que la plupart des algorithmes d’optimisation, avec
contrainte ou non, fonctionnent selon un schéma général consistant, & chaque
itération, & se rapprocher du minimum par la résolution d’un sous-probleme

de minimisation.
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Nous considérons ici les méthodes permettant de résoudre un probléme
d’optimisation sans contraintes (appelées aussi parfois méthodes d’optimisa-
tion directe), soit le probléme

(P) :min{f (x):z € R"}

pour lequel nous commencerons par décrire les méthodes suivantes :

» Les méthodes de gradient

». Les méthodes de Newton

». Les méthodes utilisant des directions conjuguées.

Ces méthodes utilisent des dérivées (et donc la propriété de différentiabi-
lite de f ) a Pexception des méthodes de directions conjuguées (sauf dans
le cas particulier de la méthode du gradient conjugué) bassée, elle, sur des
propriétés plus géométriques.

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes
du type (P), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode
est surtout utilisée pour les problemes de grande taille.

Apres les avoir décrites, nous donnons la définition d’une forme quadra-
tique et Principe des méthodes de descente et de gradient.

Définition 2. 2.
Soit H une matrice symétrique n x n et b € R®™ On appelle forme
quadratique la fonction f :R™ — R définie par

f(z) = %l‘TH(JC)QL‘ — vl (2.12)

Lorsque la matrice H est définie positive (resp. semi-définie positive), on
dira que f(z) est une forme quadratique définie positive (resp. semi-définie
positive).

2.5.1 Principe des méthodes de descente
Le principe d’'une méthode de descente consiste a faire les itérations sui-
vantes

Try1 = Tk + Ardp A > 0,

tout en assurant la propriété

fr) < f(aw). (2.13)

Le vecteur dj est la direction de descente en xj. Le scalaire \; est appelé
le pas de la méthode & l'itération k. On peut caractériser les directions de
descente en x; a ’aide du gradient.
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2.5.2 Principe des méthodes du gradient (méthode de
la plus forte descente)

On cherche a déterminer la direction de descente qui fait décroitre p(\)
= f(xr + \edg) le plus vite possible (au moins localement). Pour cela on va
essayer de minimiser la dérivée de p()\) en 0. On a ¢'(0) = V f(x)"d, et on
cherche d solution du probléme

min ¢'(0).

deRn ||d||=1
La solution est bien sir

Vi)
IV f@)

En vertu de I'inégalité de Schwartz. Il y a ensuite de nombreuses fagon d’uti-
liser cette direction de descente.

On peut par exemple utiliser un pas fixé a priori A\, = A > 0, Vk. On
obtient alors la méthode du gradient simple :

L1 = T + )\dk

d:

Sous certaines hypothéses de régularité (f deux fois différentiable) cette mé-
thode converge si A est choisi assez petit.
Ou bient consiste & faire les itérations suivantes

Tht1 = Tk + )\kdk

Ou Ay est choisi de maniére a ce que

f(iEk; + )\kdk) < f($k + )\dk),V)\ > 0. (2.16)

On obtient alors la méthode du gradient a pas optimal, cette méthode posséde
une propriété interessante :

Proposition 2. 4.
Soit f : R®™ — R une fonction différentiable. Les directions de descente
dr générées par la méthode (2. 15) et (2. 16) vérifient

di1dy, = 0. (2.17)
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Preuve
Si on introduit la fonction

©(N) = f(zr + M),

on a

et puisque ¢ est dérivable on a nécessairement

donc
Vi, + Medy) dy = Vf(wp11)" dy, = —d} 1dp = 0. O

Exemple 2. 1.
» Calcul du pas optimal dans le cas quadratique :

1
On a f(z) = §xTHm — bTw avec H > 0 et on note ¢(\) = f(x) + \dy).
Le pas optimal \; est caractérisé par
¥'(A) =0,

on a donc

Vf(l’k + )\kdk)Tdk = (H(ZL’k + )\kdk) — b)Tdk = 0,

soit

(Vf(xk) + /\kHdk)Tdk = 0,
on obtient donc
_ V[ (ax)" di
dIHdy,
qui est bien positif car dj, est une direction de descente et

di Hdy, > 0(car H > 0).

A = (2.18)

La méthode du gradient & pas optimal peut donc s’écrire(dans le cas
quadratique)

dk = b-— H.’Ek,
dr'd,
A dTHd,’
k k
Tpyr1 = Tk + )\kdk
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Exemple 2. 2

» Méthode du gradient simple dans le cas quadratique

Dans le cas ou f(z) = 127 H(z)z — b"z la méthode du gradient simple
peut s’écrire

dk = b—H(Ek,

Tpy1 = Tp+ Adg,

ol A > 0 est fixé a priori. Il existe bien str des conditions sur pour que la
méthode converge. Nous illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans
le cas n = 2 sur une petite simulation.

» Méthode du gradient & pas optimal dans le cas quadratique

Dans le cas ou f(z) = s2"H(z)z — b"z la méthode du gradient a pas
optimal peut s’écrire :

dk = b-— Hl‘k,
dZd,,
A dTHd,'
k k
Tpy1 = Tk + )\kdk

Nous illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans le cas n = 2 sur
une petite simulation.
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FIG 2.6 Ilustration de la convergence plus rapide de la mthode
du gradient

Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Etape initiale :
Choisir un € > 0.
Choisir un point unitiale z;.
Poser k =1 et aller a ’étape principale.
Etape principale :
Si||Vf(z)|l <e stop.
Sinon poser d = — V f(zy) et soit \; la solution optimale de la
recherche linéaire

min { f(z, + Adg); A >0} .
Poser zj11 = xp + \idp.
Remplacer k par k + let répéter ’étape principale.
Inconvénients de la méthode de la plus forte pente

» Lenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires.
» Cette méthode travaille de facon performante dans les premieres étapes
de l'algorithme. Malheuresement, dés qu’on s’aproche du point stationnaire,
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La méthode devient trés lente. On peut expliquer intuitivement ce phénoméne
par les considérations suivantes

flzr + Mdi) = f(ar) AV f(zr)'d + X ||d|| a(zp; M),

ol a(zx; Ad) — 0 quand Ad — 0.
Si dp = — V f(x1), on obtient : xp1 =z, — AV f(zx) et par conséquent

f (@) = (@) = A= IV f @)1+ 11V F ()]l @l AV f(2)] -

D’aprés ’expression précedente, on voit que lorsque x; s’approche d’un
point stationnaire, et si f est continument différentiable, alors ||V f(zy)]| est
proche de zéro. Donc le terme a droite s’approche de zéro, indépendemment
de )\, et par conséquent f(zy41) ne s’éloigne pas beaucoup de f(z)) quand
on passe du point x; au point xjq.

3 i L =
-1 -0.5 0 05 1 15 2

FIG 2.7 Exprime les direction de la mthode de
la plus fort pente

2.5.3 Les méthodes utilisant des directions conjuguées
Description de la méthode
Ces méthode sont basées sur I'important concept de la conjugaison et ont

été développées afin de résoudre le probléeme quadratique

1
min f(z) = ~2’ Az + b'x +c.
w2
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Ou A € R™" est symétrique et définie positive , b € R"et ¢ € R. Les
méthodes a directions conjuguées peuvent résoudre les problémes de cette
forme en au plus n itérations et, contrairement aux méthodes présentées
jusqu’a présent, elle n’utilisent pas de dérivées, sauf dans le cas particulier
de la méthode du gradient conjugué. Donnons la définition de la notion de
"conjugaison" :

Définition 2. 3

Soient A une matrice n x n symétrique et définie positive et un en-
semble de directions non nulles {dy,ds, ...,dy}. Ces directions sont dites A-
conjuguées Si

d} Ad; = 0, Vi;j tels que i # j. (2.19)

Propriété 2. 1
Sidy, ..., dsont A-conjuguées, alors elles sont linéairement indépen-
dantes.

Propriété 2. 2

Comme les directions A-conjuguées sont linéairement indépendantes, alors]
I’espace vectoriel engendré par un ensemble de n directions A-conjuguées est
de dimension n.

Etant donné un ensemble de n directions A-conjuguées dy, dy, ..., d,_1,
la méthode de directions conjuguées correspondante est donnée par

Tkt1 :xk‘i‘)\kdk’ k:(),...,n—l,

ol xo est un vecteur de départ choisi arbitrairement et oti les \;, sont obtenus
par minimisation monodimentionnelle le long de d.

Le principal résultat concernant les méthodes utilisant des directions
conjuguées est qu’a chaque itération k, la méthode minimise f sur le sous-
espace généré par les k premiéres directions A-conjuguées utilisées par 1’al-
gorithme. A la n'®™¢ itération au plus tard, ce sous-espace inclura alors le
minimum global de f grace a la propriété d’indépendance linéaire des direc-
tion A-conjuguées qui assurent qu’a l'itération n, I'espace vectoriel généré
par les n directions A-conjuguées ne sera autre que R".

Remarque 2. 5
La notion de conjugaison n’a pas de sens dans le cas non quadratique.
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La méthode du gradient conjugué non linéaire

L’idée de la méthode est de construire itérativement des directions dy, ., d
mutuellement conjuguées. A chaque étape k la direction dy est obtenue
comme combinaison linéaire du gradient en xj et de la direction précédente
di_1, les coefficients étant choisis de telle maniére que d;. soit conjuguée avec
toutes les directions précédentes. On s’intéresse ici & la minimisation d’une
fonction f : R™ — R, non nécessairement quadratique :

zeR"
et on cherche a étendre la méthode du gradient conjugué a ce probléme. Il y’a
plusieurs maniéres de le faire et peu de critéres permettant de dire laquelle
est la meilleure. Une extension possible consiste simplement a reprendre les
formules utilisées dans le cas quadratique. On se propose donc d’étudier les
méthodes o la direction dj, est définie par la formule de récurrence suivante

(Br € R)
-0 sik =1,
dy = 2.20
* { =gk + Brdr— sik>2, (2.20)
ow'gy = Vf(zy) , Br € R et {z} est générée par la formule :

Tht1 = Tk + Apdy,

le pas \; € R étant déterminé par une recherche linéaire.
Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjuguée
si B, prend l'une des valeurs suivantes

T
PRP _ Y9 Yr—1

Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak (PRP)

koo 2
1gk—1]] (2.21)
FR Hng2
e = ” P Gradient conjugué variante Fletcher-Reeves (FR) (2.22)
Jk—1

T
1S _ kU=l Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel (HS) (2.23)

s —
dg_lyk—l
oD g ll” : : . ,
R B Gradient conjugué variante descente conjugué (C'D)
k—19k—

(2.24)
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T
LS — % Gradient conjugué variante de Liu-Storey (LS) (2.25)
_1Y9k—
2
py _ gkl

A Gradient conjugué variante de Dai- Yuan (DY)  (2.26)

dilﬂyk—l

ol Yk—1 = Gk — Gk—1-

Pour faciliter la présentation, nous appelons les méthodes qui corres-
pondent & (2. 21) - (2. 26) la méthode PRP, la méthode FR, la méthode
HS, la méthode CD, et la méthode LS, et la méthode DY, respectivement.

Dans le cas o f est une fonction quadratique strictement convexe avec
une recherche linéaire exacte toutes les variantes de 3, ont la méme valeur :

PRP __ pFR _ pCD __ DY _ LS _ pHS
k - Mk — Mk —FE —FkE T Fk -

Si f est quelconque, il n’en est plus de méme et on parle respectivement
de méthode de Polak-Ribiére-Ployak n ([ 35, 1969])-([36, 1969]) méthode de
Fletcher-Reeves ([18, 1964 |), méthode de la descente conjuguée ([16, 1987])
ou de méthode de Dai- Yuan ([10, 1999]) selon que I'on utilise 35 *7, prft, <P
ou AP ala place de 3, dans (2. 20).

Pour que les méthodes ainsi définies soient utilisables, il faut répondre
aux deux questions suivantes.

» Les directions dj, définies par (2. 20) sont-elles des directions de descente
de f?

» Les méthodes ainsi définies sont-elles convergentes ?

En ce qui concerne la premiére question remarquons que quel que soit 3, €
R, d;. est une direction de descente si on fait de la recherche linéaire exacte,
c’est- a~dire si le pas \;_1 est un point stationnaire de A\ — f(xp_1 + Adg_1).
En effet, dans ce cas gf dj,_; = 0 et on trouve lorsque g # 0 :

dFgy = (—gx + Bydi) g
= —lgull® + Brdi_19c = — llgul” < O

Cependant, il est fortement déconseillé de faire de la recherche linéaire
exacte lorsque f n’est pas quadratique : le colit de détermination de k est
excessif.

L’efficacité de la méthode du gradient conjugué repose essentiellement sur
deux points :
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» La recherche linéaire détermination du pas optimal) doit étre exacte,

» Les relations de conjugaison doivent étre précises.

La recherche du pas optimal doit étre réalisée a 1’aide d’un algorithme
spécifique, puisque f est quelconque. Par contre la notion de conjugaison n’a

pas de sens dans le cas non quadratique.
L’étude des propriétés de convergence de quelques méthodes du gradient
conjugué non linéaire est ’objectif du troisiéme chapitre.
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Chapitre 3

Synthése sur la convergence de
quelques méthodes du gradient
conjugué non linéaire avec la
recherche linéaire inexacte

Dans ce chapitre on va essayer de présenter une synthése sur les difé-
rents résultats de convergence des méthodes du gradient conjugue pour la
minimisation des fonctions sans contraintes. Ces méthodes seront utilisées
avec une recherche linéaire inexacte (Wolfe forte ou faible). L’analyse couvre
quatre classes de méthodes qui sont globalement convergentes pour des fonc-
tions réguliéres non nécessairement convexes. Dans la premiere famille, ce
sont certaines propriétés de la méthode de Fletcher-Reeves qui jouent un
role crucial, tandis que la seconde famille partage avec la méthode de Polak-
Ribiére-Polyak une propriété importante. La troisiéme concerne la méthode
de la descente conjuguée et la dans derniére famille on va présenter quelques
propriétés de la nouvelle méthode du gradient conjugué non linéaire dite de
Dai-Yuan.

3.1 méthodes du gradient conjugué non li-
néaire

Notre probléme consiste de minimiser une fonction f de n variables de
valeurs réelles

(P) :min{f (x):x € R"} (3.1)
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ou f est réguliére (contintiment diférentiable) et g est son gradient. Notons
par g, le gradient de f au point zy, .

Rappelons que les diférentes méthodes du grdient conjugué genérent des
suites {x;} de la forme suivante :

Tyl = T + Medr A >0, (32)

ou la direction recherchée est définie par la formule de récurrence sui-
vante :

— gk + Brdi—1 si k> 2,

Le coéfficient (3, déterminent la méthode du gradient conjugueé en question
(Fletcher Reeves, Polak Ribiére Polyak, . . . ) (voir Chapitre 2)
Le pas A\, € R* étant détermine par une recherche linéaire.

- k=1
dkz{ g sh=l (3.3)

Supposition 3. 1
(i) L’ensemble £ := {z € R™; f(z) < f(z1)} est borné; ou x; € R™ est le
point initial.
(ii) Sur un voisinage N de £, la fonction objectif f est continfiment
différentiable et son gradient est lipschitzien i. e
3L > 0 tel que ||g(z) — 9(Z)|| < L|jxz — Z|| ,Vz, 2 € N (3.4)
Remarque 3. 1
Ces suppositions impliquent qu’il existe v > 0 tel que
lg()[| <7, Va € £ (3.5)
Définition 3. 1([20, 1992])
On dit que dj, est une direction de descente suffisante si

grd, < —c|lgi]* (3.6)

Rappelons les conditions de Wolfe faibles :
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avec 0 <wy; <wg < 1:
Les conditions de Wolfe fortes :

Les conditions de Wolfe relaxée :

L&gva(Ik)dk S va<Ik + Oékdk)dk S —w”QVTf(xk)dk, (312)

ou

O<w; <Wy<letw’s>D0.

Présentons maintenant un théoréme fondamental qui assure la satisfaction
de la condition de Zoutendijk (voir chapitre2), pour toute méthode du type
(3. 2)-(3. 3), dans laquelle le pas dj, est déterminé par la regle de Wolfe faible
(3. 7)-(3. 8).

Ce théoreéme a été démontré par Zoutendijk ([46, 1970]) et Powell ([38,
1971]).

Théoréme 3. 1

Considérons une méthode du type (3. 2) et (3. 3) dans la quelle dj, est une
direction de descente et le pas \ est déterminé par la régle de Wolfe faible (3.
7)-(3. 8) avec 0 < wy < 1/2 : Considérons aussi que la supposition 3. 1 soit
satisfaite. Alors pour une telle méthode la condition de Zoutendijk suivante :

20082 0 |lgkll* < oc.

k>1

3.2 Meéthode de Fletcher-Reeves

La méthode de Fletcher-Reeves ([17, 1964]) est une extension directe de
la méthode du gradient conjugue linéaire au cas des fonctions quelconques.

Appliquée & une fonction quadratique, elle est identique au gradient conju-
gue lineaire.

Rappelons (chapitre2) que pour la méthode de Fletcher-Reeves la variante
B, est :

2
FR _ Hng

i ” H2 Gradient conjugué variante Fletcher-Reeves (3.14)
gk—1
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3.2.1 Algorithme de la méthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode est trés intéressante, d’une part parce qu’elle nécessite le
stockage de trés peut d’informations, d’autre part, par sa vitesse de conver-
gence trés superieure a celle des algorithmes du gradient classique.

Algorithme 3. 1 de la méthode de Fletcher-Reeves
Etape 0 : (initialisation)
Soit xq le point de départ, go = V f (), poser dg = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0 :STOP ( z* = ). "Test d’arrét"
Sinon aller a ’étape 2.

Etape 2 :
Définir xp 1 = xp + A\rdy avec : Ay = arg miny~q f(zr + Ady)
A1 = —Gry1 + Bgfldk-
ou
2
FR _ gl
k+1 — 2 -
[

3.2.2 La propriété de descente de la méthode de FR

Powell ([37, 1984]) a démontré la satisfaction de la propriété de descente
de la fonction objectif pour la méthode de Fletcher-Reeves avec recherche
linéaire exacte.

Al-Baali ([3, 1985]) a démontre la satisfaisse de la propriété de descente
de la fonction objectif pour la méthode de Fletcher-Reeves avec la recherche
linéaire inexacte de Wolfe forte.

J. C. Gilbert et Nocedal([20, 1992]) ont généralisé ce résultat pour toute
méthode du type (3. 2)-(3. 3) dont

18] < B (3.15)

On considére que la supposition (3. 1) est satisfaite. Considérons une
méthode du type (3. 2) et (3. 3) avec [, satisfaisant a (3. 14) et le pas A
vérifiant la régle de Wolfe forte (3. 10) ot ws € ]0,1].

Alors cette méthode géneére des directions de descente. De plus on a :

-1 - dF gr, - 2wy — 1

< < Lh=1,.. (3.16)
L—wy ™ [lgpl® ~ 1—ws
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Preuve. ([20, 1992])
La démonstration se fait par récurrence
1)Pour k=1:

di g1 __ lgal” _
lg:l* gl

D’autre part :

0 1 = <1
<wgy < 5 = 2{12;21 > _1

2)Supposons que (3. 16) est satisfaite pour k et démontrons qu’elle le sera
pour k + 1 :

Supposons que :

_ T _
L g 2w 1; k=1,.. (*)

L=ws ™ lgef® ~ 1 —ws

A1k _ (—gk+1 + 5k+1dk) Ik+1
||9k+1||2 H9k+1\|2

D’autre part de (3. 14) on aura :

=-—1+ 5k+1d£gk+1.

2 2
rr gkl L gl
k _— - .
ge—1l? i el
d’ou :
df+1gk+1 - Bri1 d;{gkﬂ *x
2 FR 2 ( )
| grs1l] ko gl

En utilisant la condition de recherche lineaire (4. 10) on obtient :

!dfgm\ < —W2d;€9k = W2 ’5k+1‘ d;{gk- < 5k+1d;£+19k+1 < —ws }5k+1| d%gk

Remplagons ceci dans (*¥)

‘ﬁk+1} dggkr d£+1gk+l }6k+1| dzgk
—l 4w, FR ZS 2 < —1—ws TR 5
Brr1 9l | gresa || Brt1 gkl

De (*) on aura
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L B | wa < dk+1gk+21 < 1+ |Bi1| wa
5k+1 (1 —wa) gl Bk+1 (1- 2)
et de (3.15)
‘5%1}
1 —w2 N 5k+1 B
d’ou :

-1 di 19541 < 2wz — 1

I —wy ™ ||91c+1||2 T l-w

Ce qui découle la démonstration. [

Corollaire 3. 1.
D’aprés (4. 18) on déduit que pour tout k > 1 :dj, est une directions de

descente avec C' = 21“’%;21

Preuve.

_ T _
1 < dkg;.; < Qw9 — 1
L—ws ™ [lg]] 1 —w,

1—-2
= dlg, < —C |gil*.ou ¢ = =—=22

1—Ld2

La méthode de Fletcher-Reeves avec une recherche linéaire exacte génére
des directions de descente.
En effet, & chaque itération £k > 1 on a :

T
d;irlgkﬂ = (_gk+1 + ﬁgfldk:) Gk+1
= —ngﬂng + Bgfldggkﬂ
2
= —[|gr1ll

Puisque
Al = arg minyyo f(z 4+ \edy) = arg IAH;E ©r(\)

Donc A, vérifie la condition nécessaire d’optimalité
Op(Me) = Vf(zr + Medi)™. di = gl 1dy = 0, VK > 1.
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3.2.3 Convergence de la méthode de Fletcher-Reeves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué
non linéaire (version Flecher Reeves) avec des recherches linéaires inéxactes
(recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte (3. 9)-(3. 10) ou wy < 3) était
démontré par Al-Baali ([3, 1985]).

Touati Ahmed et Story ([40, 1990]) ont généralisé ce résultat pour

0< B, < B
Gilbert et Nocedal ([20, 1992]) ont généralisé ce résultat pour

1Bi] < BRE

Théoréme 3. 3

Supposons que ’hypothése 3. 1 soit satisfaite. Considérons une méthode
du type (3. 2) et (3. 3) dont [, satisfait (3. 14) et le pas \; satisfait aux
conditions de Wolfe fortes (3. 9)-(3. 10) o ws € ]0, 3| Alors

cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant :

klim inf || gx|| = 0. (3.17)

Preuve. ([20, 1992])
Puisque les conditions du théoréeme 3. 2 sont satisfaites alors on a :

—1 < d{gkz < 2we — 1
L—wy 7 g~ 1 —wo

w2
1—CU2

= —wod} 111 < ||9k—1||2-
D’autre part de (3. 10)

}d{gk+1| < —wad} gy = }dg_ﬂk} < —wady_1G-1

d’ou

Wa
|di_ 19| < —wadi_1 911 < . [k (*)

De (3. 2), (4. 15) et (*) :

2 2 2
ldell® = |llgell” — 28xd}_19 + 57 |di—1 ")
< lgell® + 284k 98] + B lldk—|I”
1 + wo 2
S 1T > lgell® + (B5™)" lds—1]”
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Posons
W= }Jrﬂ on aura :
o

~ 2
ldull? < @ lgell®+ (BE7)’ lldes
~ 2 2 2 2 2
< @l + (B [@ gl + (BE%)” damal?]

IN

k k
R 4 -2 . 4 -2 . 4 -2
ONlgel™> Mgl + @ llgell* g™ = @ gl gy
j=2 j=1

Supposons que g est borné en dehors du zéro (limy_ inf ||gx|| # 0). ,

c’est-a-dire :
gl = w > 0;Vk = [|gil| > < w2

de (4.5) on a:
k )\4 k
2 . 4 2 _ .
ldell* < @ llgel™ > gl ™ < wEZ1
j=1 =1
A
= |ldill* < 055k
w
d’ou X ) !
SIS S -
el oAk

Ce qui veut dire que 21@1 m est divergente.
D’autre part, puisque les conditions du Théoréme 3. 1, et du théoréme 3.
2 sont satisfaites on a :

Zcos2 O |lgrl|> < oo

E>1
“ ™ ™
gk 9k
1 < cost < ¢y
A A
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d’ou

2
A Il < Y cost0u ol < oc
||l k>1

4
N Z ||§/ic||2 < 00
|||

k>1

k>1

4

w
= Y ——5 <
|

k>1

1
= Y ——5 <
Il

k>1

Ce qui contredit (**), d’ou le résultat :

klim inf ||gx|| = 0.0

Remarque 3. 3

Lui, Han et Yuan ([29, 1995]) ont prouvé le résultat (4. 19) pour cette
méthode si w; = wo

Dai et Yuan([10, 1996]) 'ont encore démontré mais par une approche plus
simple.

La méthode de Fletcher-Reeves possede de bonne propriété théorique-
ment, mais en pratique, elle converge parfois lentement, et méme prématu-
rément. En effet, si les pas sont trop petits, il se peut que ce comportement
s’élargisse pour un grand nombre d’itérations, et c’est ce qu’il nous oblige a
réinitialiser en posant 65 E_0.

Powell ([39, 1977]) est le premier qui a observé ce comportement, ainsi il
a donné un contre exemple avec une recherche linéaire exacte. On évite cet
inconvénient en réinitialisant chaque n itération par exemple.

Nemirovsky et Yudin ([32, 1983]) ont démontré par un contre exemple
que la méthode de Fletcher-Reeves converge plus lentement que la méthode
la plus raide descente. (cas d’une fonction quadratique avec recherche linéaire
exacte).

3.3 Meéthode de Polak-Ribiére-Polyak

Cette méthode fut découverte par Polak, Ribiere ([34, 1969]) et Polyak
([35, 1969)).
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Rappelons que pour la méthode de Polak-Ribiére-Polyak la variante j3,
est : .
PRP — &’“_12 (3.18)
191l

Algorithme 3. 2 de la méthode de Polak-Ribiére-Polyak
Etape 0 : (initialisation)
Soit xq le point de depart, go = V f (), poser dy = —go
Poser k£ = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0 :STOP ( z* = ). "Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xy 1 = z + M\pdy avec :

= r/{liglf(xk + Ady)

PRP
dipt1 = —Git1 + Big1 di
ou

BPRP . ng+1 [9k+1 - gk] . ngHyk
k+1 = =
g llgxl”

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.

3.3.1 Convergence de la méthode de PRP

La convergence de cette méthode est assurée pour une fonction fortement
convexe avec recherche linéaire, mais si f n’est pas convexe elle ne converge
pas.

Pour remédier a cet inconvénient Powell ([36, 1986]) a modifié¢ le choix de
PRP
k

afin d’assurer la convergence avec une recherche linéaire exacte.

Gilbert et Nocedal ([20, 1992]) ont proposé une nouvelle méthode qui
converge dans le sens (4. 19) avec ou bien une recherche linéaire exacte ou
inexacte.

Le résultat suivant est d & Polak et Ribiere ([34, 1969]).

Théoréme 3. 4.

Si f est fortement convexe, continiment différentiable avec un gradient
lipschitzien, alors la méthode de Polak Ribiére avec recherche linéaire exacte
génére une suite {x;} convergeant vers I'unique point z* réalisant le minimum

de f.
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Preuve. ([19])
Montrons dans un premier temps que

_dggk

cosb, = —————
gkl |l

est uniformément positif.
Grace a la recherche linéaire exacte, on a

A1 = diy (gr — gi1)
T
= _dgqgkfl = (_gkfl + ﬁfipdkfﬁ k-1

= |lge_1]?

La forte convexité de f implique que

1
(o = 2i) gt 2 —— [l — |

T
di 1Yp—1 =
A1 k—1

ou 1 > 0 est le module de forte convexité de f.
On en déduit, en utilisant la constante de lipschitz L de g :

e gk yia| _ |giye] < @ L lgelllzx = zpall _ L 94|
Hgk71H2 di k1~ M |lzx — 331@71”2 1 | di—1|]

On peut alors borner ||dy|| par :

ldill < Ngall + |85 | -l
L lgell

< el + A2y
7 Tl
L
< (14 =) |lgl
n
Ensuite I
g = — oul? < — (1 . ;) ool el
Oou encore

T -1
cos b = M > (1+£)
lgxll lldxll 1
D’apreés la proposition 2. 1 et la recherche linéaire exacte, la condition de
Zoutendijk est vérifie. Mais f et donc { f(xy)} est bornée inférieurement (car
f est fortement convexe).
On en déduit que g, — 0.
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D’autre part, {z)} est bornée ( f est fortement convexe) et posseéde donc
des sous suites convergentes.

La limite de celles-ci ne peut étre que l'unique minimum z* de f (car
g — 0).

Donc toute la suite {x;} converge vers z*. [J

Remarque 3. 4

Si f n’est pas convexe, la méthode de Polak-Ribiére-Polyak peut ne pas
converger.

Powell ([37, 1984]) a donné un exemple de fonction (de 3 variables, deux
fois contintiment différentiable) pour laquelle 'algorithme génére une suite
{1} dont aucun des points d’adhérence n’est stationnaire.

En 1986 Powell([36, 1986]), il a modifi¢ la variante ;" en évitant les

valeurs négatifs, autrement dit si a litération k& on a : si f RP <0, on
redémarre en posant ﬁkp RP— (prendre la direction de la plus profonde

pente)
By, = max {0, 3"}
Ce choix assure la convergence si le pas); est déterminé par la régle de
Wolfe forte.

Remarque 3. 5

Gilbert et Nocedal ([20, 1992]) ont assuré la convergence avec une re-
cherche linéaire exacte ou inexacte, en hybridant les méthodes de F'R et de
PRP.

Donc cette nouvelle méthode consiste a prendre la variante 3, comme
suit :

FR . aPRP FR
_leaccp o kPRP< _ﬂzlf“R
Bi = kPR > |ﬁPkRP ‘ SFBI{%
poosi 8L > By

Remarque 3. 6
Grippo et Lucidi ([24, 1997]) et P. Armand ([1, 2005]) ont suggéré des
modifications dans le choix de \; afin d’établir le résultat de la convergence.

3.4 Meéthode de la descente conjuguée

Cette méthode fut proposée en 1987 par Fletcher et Reeves([15, 1987]),
Rappelons que pour la méthode de la descente conjuguée la variante f3,
est :
g _d£_1gk71
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Algorithme 3. 2 de la méthode de descente conjuguée
Etape O : (initialisation)
Soit z le point de depart, go = V f(x¢), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0 :STOP ( z* = xy). "Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xp, 1 = z + Apdy avec :

A\ = arg I)I\l;{)lf(l’k + Ady)

dj1 = — g1 + By ud
ol
2
CD _ rzsy|
k+1 _dzgk’

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.

3.4.1 La propriété de descente de la méthode de la
descente conjuguée

Fletcher ([15, 1987]) a démontré que la méthode de la descente conjuguée
est une méthode de descente si le pas A\, est déterminé par la régle forte de
Wolfe(3. 9) et (3. 10) avec ws < 3.

Dai et Yuan ([12, 1996]), ont démontré que cette méthode avec la régle
de Wolfe relaxée o1 0 < wy < wg < let 0 < wy < 1 génére des directions de
descente. a chaque itération £ > 1.

Théoréme 3. 5

Supposons que ’hypothése 3. 1 est satisfaite.

Pour toute méthode du type (3. 2) et (3. 3) dont [, satisfait a (3. 19) et
le pas Ay satisfait aux conditions de Wolfe relaxées suivantes :

(3. 11) et (3. 12) :

flzn+Md) < f(an) +wihdi g
et wodigr < digri1 < —Wady g

o 0<w <wa<letD<wy<1
Alors la méthode génére des directions de descente suffisante & chaque
itération k > 1.

o4



CHAPITRE 3. SYNTHESE SUR LA CONVERGENCE DE
QUELQUES METHODES DU GRADIENT CONJUGUE NON
LINEAIRE AVEC LA RECHERCHE LINEAIRE INEXACTE

Preuve. ([12, 1996])
On a

T
—dige = _(_gk‘i‘ﬁkCde:fl) Ik
dl g
2 k—1Yk
= gk 1+—]
lonl? | e
~dige _ . diage
lgxl? df_1 k-1

D’autre part de (3. 12)

wodf g < di gry1 < —Wadi g,

, d£—1gk
= 11—y <1+ 21 < 14w,
dk;_lgk—l
d’on T
1-— u’;2 _ ngk 1 + W
k|

Donc si ||gx|| # 0, on a :
dzgk < —C||gk||2 onC=1—wy>0

et donc dj, est une direction de descente suffisante. [

3.4.2 Convergence de la méthode de la descente conju-
guée

Yuan ([45, 1993]) a démontré la convergence au sens (3. 17) de cette
méthode avec un pas satisfaisant aux conditions (3. 11)-(3. 12) si wa < 3 et
C{)Q = 0.

Dai et Yuan ([12, 1996]) ont démontré ce résultat pour we < 1 et Wy = 0.

Théoréme 3. 6

Supposons que ’hypothése 3. 1 est satisfaite.

Toute méthode du type (3. 2) et (3. 3) dont j3,, vérifie (3. 19) et le pas \g
est déterminé par la régle de Wolfe relaxée (3. 11)-(3. 12) o1 0 < wy < we < 1
et Wy = 0 est de descente convergente dans le sens ou

klim inf ||gx]| =0
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Preuve. ([12, 1996])
Du théoréme 3. 4 on a :

—dr
1_(,:12 S kg;; ~ 1 +(,U2
19l
= l?
2
= (1+wy) ' < ”ngH <1
—dj; gk
2 2
= (1+wy) ' < lge+1l Hng2 <
—dy, gk || gr-+1 ]l
k 9k || 9k+1
CD
= (I+w) ' < —p <1
k+1

cD FR
= Pri < B

Donc B¢} vérifie I'inégalité (3. 15).
D’apreés le théoreme 3. 2 on a :

klim inf [|gx]| =0 O

3.5 Méthode de Dai-Yuan

Cette méthode a étét découverte par Dai et Yuan ([9, 1999]).
Rappelons (chapitre2) que pour la méthode de la descente conjugué la
variante (3, est :

DY H9k||2
i T s (3.20)
Remarquons que pour cette variante on a le méme numénateur et la méme
dénominateur que pour les variantes de Fletcher-Reeves et Hestenes-Stielfel
respectivement.
Cette méthode posséde plusieurs propriétés, par exemple elle posséde la
propriété de descente a chaque itération, la convergence au sens (3. 17) si le
pas est déterminé par la régle de Wolfe faible.

Algorithme 3. 3 de la Méthode de Dai-Yuan avec la régle de
Wolfe faible
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Etape 0 : (initialisation)
Soit z le point de départ, go = V f (), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0 :STOP ( z* = ). "Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xg 1 = x + Apdy avec :

Ai vérifie les conditions (3.10)

det1 = —gri1 + Biradi
ol ) )
DY _ [ gr-+1]] _ [ gr-+1]]
AT (g — gi) diyr

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.

3.5.1 La propriété de descente de la méthode de Dai-
Yuan

Dai et Yuan ([13, 1998]) ont démontré que a chaque itération k > 1, la
direction recherchée par cette méthode avec la recherche de Wolfe faible (3.
7)-(3. 8), est de descente si la fonction objectif f est strictement convexe.

Ens 1999, dans [9], ils s’ont généralisé ce résultat pour toute fonction
réguliére.

Théoréme 3. 7

Supposons que L’hypothése 3. 1 soit satisfaite. Pour toute méthode du
type (3. 2) et (3. 3) dont [, satisfait a (3. 20) et le pas A satisfait aux
conditions de Wolfe faibles suivantes :

et di gri1 > wodi g
ou
0 <w; <wy <1 alors

toutes les directions générées sont de descente, autrement dit :

digr<0; Vk>1 (3.21)
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Preuve. ([9, 1999])
La démonstration se fait par récurrence.
1) Pour k=1:
dgr=—lg]* <0
2) Supposons que (3. 21) est satisfaite pour k£ > 1 et démontrons qu’elle
le sera pour k£ + 1 :

Supposons que :
dlge <0, k>1

En utilisant (3. 7), on aura :
dyye = di, (ges1 — g) > di; (ger — g) = (w2 — 1) dgx > 0

D’autre part :

T
d£+19k+1 = (—9k+1+5kDﬂdk) i1
= — el + BEdL g
2
2 |lgrsall T
= - d
HngH + d;;fyk L Jk+1
[ ghs1ll
= —llgrll® + dT+ d} (ye + gr)
L Yk
||9k 1||2
= _Hgk+1‘|2+||9k+1”2+ dTerk dlg
k
||gk:+1||2dT
d{yk k 9k

or puisque :d% gr < 0, dLyy > 0, il en résulte
dgﬂgk—&-l <0

Ce qui découle la démonstration. [J

3.5.2 Convergence de la méthode de Dai-Yuan

Dai-Yuan (]9, 1999]) ont démontré la convergence au sens (3. 17) si le pas
A est déterminé par la régle de wolfe faible.
On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 3. 8
Supposons que la proposition 3. 1 est satisfaite.
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La suite {x)} générée par I'algorithme 3. 1 converge dans le sens
klim inf ||gx]| =0

Preuve. ([9, 1999])
En utilisant le théoréeme 3. 1, on aura :

> cos0lgi” < oo *)
k>1
d’autre part on a
It + gertll® = 825
2
= ldkoal* = (827" Ndill® = 271 grs — llgiea | (%)
De (3. 20)
T
di gier = (g1 + Benade)” Ge
9k
S
d{ 19k+1
k‘-i—l d%gk
remplagons ceci dans (**), on aura
ldeal® (BRIl 2dT ge ~ lgeal?
7 = 2 2 2
(d;{ﬂgkﬂ) (dk+1gk+1) (dk+1gk+1) (d£+1gk+1)
B N SRS SN 7901 G B
(dfgk) ||9/~c+1||2 dg+19k+1 (d£+1gk+1)2 ||9k+1||2
| ||* _{ 1 gesa } 1
(di 9r) g1l df1gma g1
I ]” 1
(dige) ~ lgenl®
d’ou
2 2
ldil” 1 i1
(dfge)® — loel®  (di1g-1)
1 1 Idk—]”

o lal®  Nge—il® (dEogk—2)
k

1
Y

= Nl
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Supposons maintenant que (4. 18) n’est pas satisfaite, autrement dit :

Jw > 0 tel que ||gx| > w; Yk

On aura :
2 k
Hgk||2 < §%21:i2k
(dk gk) Hng w i=1 w
(dggk:>2 1
= Z 2wy o
k>1 ] k>1 k

d’ou

ce qui contredit (*)
Ce qui achéve la démonstration. [

60



CHAPITRE 4. UNE FAMILLE DE TROIS PARAMETRES DU
GRADIENT CONJUGUE NON LINEAIRE

Chapitre 4

Une famille de trois paramétres
du gradient conjugué non
linéaire

4.1 Introduction

Considérons le probléme d’optimisation sans contrainte suivant

(P): min {f (z) : 2 € R"} (4.1)

ou f est une fonction différentiable.

Les méthodes du gradient conjugué sont considérées comme des méthodes
importantes pour résoudre le probléme (4. 1), particulierement pour les
problémes & grande taille. Ces méthodes suivent le schéma itératif suivant :

Tht1 = Tk + )\k‘dky (42)

la direction dj est définie par la formule de récurrence suivante :

—0 si k=1,
d. = 4.3
g { — gk + Brdr—1 si k> 2, } (4.3)

ot gx = V f(xr); \x est lalongueur de direction obtenue par une recherche
linéaire unidimensionnelle et 3, est un scalaire.
Les A\, vérifient les relations de wolfe forte suivantes :

f(:Uk + )\kdk) < f([L’k) + wl)\kd;‘ggk. 4.4

\df grs1| < —wadi i (4.5)
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avec 0 < wy < wg < 1.

Le scalaire 3, est choisi de telle sorte que la méthode (4. 2) (4. 3) est
réduite 4 la méthode du gradient conjugué linéaire dans le cas quand ou f
est quadratique convexe et la recherche linéaire est exacte.

Pour des fonctions générales, cependant, de différentes formules pour le
scalaire 3, résultent des méthodes du gradient conjugué.

On peut citer par exemple Fletcher-Reeves (F'R), Polak-Ribiere-Polyak
(PRP), et Hestenes-Stiefel (HS) (voir [15, 27, 28, 18]) lesquelles sont données
par

FR ||ng2
1gk—1]l
T
9 Yr—1
prp _ Jp¥h-L (4.7)
g1l
T
HS 9k Yk—1
= JkIul 4.8
k dg_lyk;_l ( )
respectivement, ou ||.|| signifie la norme euclidienne et yx_1 = gx — gr_1-

Les propriétés de convergence de ces méthodes ont été étudiées dans beau-
coup de références, par exemple [1, 5, 7, 16, 17, 21, 25, 28, 31].

Cependant, si la condition imposée & wy dans (4. 5) est seulement wsy < 1,
ni I'une ni 'autre des trois méthodes du gradient conjugué non-linéaires citées
ci-dessus ne peuvent assurer la descente avec la recherche linéaire de Wolfe
forte (4. 5), méme si f est quadratique (voir [3, 7]).

La méthode de descente conjuguée (C'D) de Fletcher [14], ou

2
oD lgxl

= 4.9
k —df_lgk71 ( )

assure une direction de descente pour des fonctions générales qui satisfont
la recherche linéaire de Wolfe forte (4. 4) (4. 5) avec wy < 1.

Mais la convergence globale de la méthode de C'D est prouvée (voir[8])

seulement pour le cas de la recherche linéaire qui satisfait la condition de
wolfe (4. 4) et

wady gk < g(ak + Medy)dy <0 (4.10)

Pour toute constante positive wy, un exemple dans [8] montre que la
méthode de descente conjuguée avec \;, satisfaisant (4. 1) et

wad gi < glax + Nedi)di < —odj g, (4.11)
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ne converge pas.
Dai et Yuan [6] ont proposé une nouvelle méthode du gradient conjuguée,
dans laquelle

DY Hng2

A T (4.12)
Une propriété remarquable de la méthode de DY fournit une direction

de descente & chaque itération et converge globalement a condition que A

satisfait la condition de Wolfe (4. 4), & savoir :

g(xr 4+ Medy)dr > wodi gy, (4.13)
Quelques autres propriétés de la méthode de DY ont été exposées dans
les références [4, 9, 11, 12].

Dans [11], Dai et Yuan proposent une famille d’un parameétre entre deux
méthodes (F'R) et (DY) pour le scalaire (3, défini de la maniére suivante :

2
5 o]

Migeall® + (1= A dEyyes
ol A € [0; 1] est un parameétre. Ils établissent que la famille d’un parameétre

converge globalement si les parameétres ws, w, dans les conditions de wolfe
relaxée (4. 4) et (4. 11), et A sont tels que :

(4.14)

Wy — 1 S (Ldg + CZ)Q) A S 1 (415)

Nazareth a considéré les formules FFR, PRP, HS, et DY comme les
quatre compétiteurs principaux pour le scalaire (3, , et a proposé une fa-
mille de deux parameétres des méthodes du gradient conjugué de la maniére
suivante :

_ Mellgell® + (1= k) gy
Br

= (4.16)
My ||91<:—1||2 + (1 — M) df,l’yk_1

Ae s b € [0;1]

Dans ce mémoire, on propose une famille de trois paramétres des mé-
thodes du gradient conjugué, qui inclue les méthodes du gradient conjugué
non linéaire mentionnés ci-dessus.

Dans la section 3, nous étudierons la propriété de descente de la famille
de trois paramétres. Nous prouverons, si le critére de relancement de Powel
[24] est utilisé, la famille de trois parameétres avec la recherche linéaire de
Wolfe forte produit une direction de descente & chaque itération.

Dans la section 4, quelques résultats généraux de convergence pour la
famille de trois parameétres sont donnés.
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4.2 Une famille de trois paramétres des mé-
thodes du gradient conjugué

Dans [22], Liu et Storey ont présenté la formule suivante pour le scalaire

By,

T

LS 9k Yk—1
= _IrRIRTE 4.17
k —d{_lgk,1 ( )

On observe d’aprés les formules (4. 8) et (4. 17) que la prochaine direction
dr+1 dans (4. 2) est indépendante de la longueur de dj, quand (3, prend la
forme de (4. 8) ou (4. 17).

Beaucoup d’auteurs ont présenté d’autres choix pour le scalaire 3, par
exemple Buckley et Lenir[2], Daniel [13], Gilbert et Nocedal [ 16 |, Qi et Al |
28 |, Shanno | 29 |, et Touati-Ahmed et Storey [30]. On observe alors que les
formules (4. 6) (4. 9) (4. 12) et (4. 17) partagent deux nominateurs et trois
dénominateurs, nous pouvons utiliser les combinaisons de ces nominateurs et
dénominateurs afin d’obtenir la famille de trois-parameétre suivante :

(1 — 2 119 ]l* + Mgl yr—1

B, = (4.18)
(1= e = wr) eI + pdh s yi1 — wrdl g
puisque A\, € [0,1], p;, € [0,1], wi € [0,1 — ] sont des parameétres.
Puisque
9 g1 = llgll”* — gt g (4.19)
et
dg—lgk:—l = ﬁkfldg—zgk’—l - ||gk—1||2 (4.20)
on peut écrire la formule (4. 18) ainsi
2 T
— A _

N gr—1]l* + pgF 1 — (b + wi) Bp_1d}_ogk—1

Si la fonction objective est quadratique convexe et A\ la minimisation
unidimensionnelle exacte, la formule ci-dessus pour 3, se réduit clairement a
la formule de F'R (4. 6), dans ce cas nous avons

gldy_1 =0, (4.22)
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et

R agp1=0. (4.23)

Cependant, pour des fonctions générales, les relations (4. 22) et (4. 23)
n’ont pas besoin d’étre satisfaites.

Par conséquent les méthodes (4. 2), (4. 3) et (4. 21) avec des valeurs
différentes de Ay , 1y, , wy forment une famille de trois parameétres du gradient
conjugué non-linéaire.

11 est facile de voir de (4. 18) que la famille de trois paramétres inclut six
méthodes simples du gradient conjugué non-linéaire qui existes déja.

Si wy, = 0, alors la famille se réduit a la famille des méthodes de deux
parametres du gradient conjugué [23].

En outre, si A\, = 0, p, = i, wi = 0, alors la famille se réduit a la famille
d’un parameétre [11].

Par conséquent la famille d’un parameétre et la famille de deux parameétres
sont des cas particuliers de la famille de trois paramétres.

En outre, les méthodes hybrides dans [6, 16, 19] peuvent étre également
considérées comme des cas particuliers de familles de trois parameétres.

Par exemple, pour améliorer la propriétes de convergence de la Méthode
de F'R et les bonnes exécutions numériques de la méthode de PRP, Hu et
Storey[ 19 ] ont proposé une méthode hybride de la maniére suivante :

Bk:maX{O; min{ﬂfRP;BkFR}}. (4.24)

On peut facilement voir cela, la formule (4. 24) correspond a (4. 21)

2 . 2
gllingkkHi1 s1 nggkA > HQkH ) ,
A = 1 si gi gk1 € (0, llgwll”) (4:25)
0 si g;{gk—l < 07
i =0,

4.3 Critére de relancement de Powell et pro-
priété de descente

Comme mentionné dans la premiére section, si nous avons besoin seule-
ment que ws < 1, quelques méthodes comme F'R, PRP, et HS avec la re-
cherche linéaire de Wolfe forte peuvent produire des directions de recherche
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qui ne sont pas de descente méme si la fonction objective est quadratique.
Ainsi, de particuliéres attentions doivent étre données au probléme suivant :
comment garder la propriété de descente des méthodes du gradient conjugué ?

Dans cette section, nous prouverons cela, si la recherche linéaire de Wolfe
peut garantir la propriété de descente de chaque direction de recherche. Dans
[24], Powell a suggéré le relancement d, = —g; si la condition suivante est
satisfaite :

|95 gk1] < € lgwll”, (4.26)
pour traiter la méthode du gradient conjugé de trois parametres de Beale’s.
ou £ > 0 est une certaine constante positive.

En fait, pour les méthodes du gradient conjugué classique, si la fonction
est quadratique convexe et la recherche linéaire est exacte alors la relation
(4. 23) n’implique aucun relancement.

Dans les réalisations des méthodes du gradient conjugué, le critere de
relancement de Powell a été employé par beaucoup d’auteurs, par exemple
Buckley et Lenir [2] et Khoda et Al [20].

Pour montrer 'importance du critére de relancement de Powell en gardant
la propriété de descente des méthodes du gradient conjugué, considérons
d’abord la méthode de HS comme exemple d’illustration.

A cette fin, nous définissons :

_ —gfdk
= -
gk

Il est évident que dy soit une direction de descente si et seulement si
rr, > 0. Pour la méthode de HS (4. 2), (4. 3) et (4. 8), des calculs directs
donnent

B _glz—ldkfl {1 B gggk—l ggdk—l ] (4.28)

T dg_lyk—l Hng2 g}{_ldk—l
Supposons que di_; est une direction de descente dans ’étape (k — 1) et
la recherche linéaire satisfait les conditions de Wolfe forte (4. 4). (4. 5).
Alors nous avons g} dy_1 <0 et d}_ yr_1 > 0.
En outre, il suit de (4. 5) que :

g;?fdk_l

< wo. 4.29
glz_ldk—l = ( )

Par conséquent d’aprés (4. 28), si le critére de relancement de Powell
(4. 27) est employé, la méthode de HS peut assurer la propriété de descente
de la prochaine direction dj, & condition que le paramétre & et wo satisfont
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4.4 Propriétés de descente

Pour la famille de trois parameétres du gradient conjugué, nous pouvons
prouver le théoréme général suivant.

Théoréme 4. 1

Considérons n’importe quelle méthode de la forme (4. 2), (4. 3) et (4. 18)
avec A\ € [0,1], . € [0,1], wy € [0,1 — p,] et la recherche de wolf forte (4. 5),
ainsi que le critére de relancement de Powell (4. 26). Si de plus les parameétres
¢ et wq satisfont

1
I+&ws <3, (4.31)
alors pour tout £ > 1 on a
0<m < ! (4.32)
< ————. )
k 1-— (]. + 5) wWo

Preuve
Supposons que (4. 26) soit satisfaite pour tout k. Nous allons montrer
(4. 32) par recurence.

Notant d; = —g; alors 1 = 1 , nous remarquons que (4. 32) est satisfaite
pour k = 1.
Nous supposons maintenant que (4. 32) est satisfaite pour k£ — 1, on a
0< < ! (4.33)
Th_ _ . )
kol 1-— (1 + f) %)
d’aprés (4.3) et (4.21) et par un calcul direct on trouve
9 gk
rkzl—{l—)\kk glbk, (4.34)
195l
ou
I'd
by, = I Tl (4.35)

(1 — pty, — wi) 9w |® + ppgf dio1 — (b + wi)gi_dio1

On utilise (4.5), (4.33) et le fait que uy, wy > 0 dans (4.34), on obtient
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—wgg,f_ldk,l
bk S D) T T
(1 = gy — wi) [|gr—1ll” — woptrg_1dr—1 — (i + Wi)Gj_1dx—1
_ Walk—1
(1= gy, — wi) + [(1 4 wa) py, + wi] Tt
< wrll= (14w
(1= gty — wi) + [(1 4 wa) pg + wi] [1 = (14 &) wa] ™
Wa
<
T 1= (1w + (2 &) wapy, + (14 &) wowy,
< %
I e (1 + 5) w2
w2
< 2 4.36
T 11+ we ( )
de la méme maniére on établit
%
by > ——-+——— 4.37
g I (1 + f) w2 ( )

donc de (4.34) . (4.36) (4.37). (4.26). (4.31) et le fait que A\, € [0,1], on
obtient

(1+§)W2
R (IR

(1+&ws . 1

S e 1t Ow

(4.38)

donc (4.32) satisfaite pour tout k£ > 1. O

dans les calculs, Powel [24] a proposé que la valeur de ¢ dans (4.26) est
¢ = 0, 2. Nous devons préciser que la condition (4. 31) permet des valeurs
relativement grandes de £ et par conséquent le point courant x; est instable
parce que le paramétre wy dans (4. 5) prend généralement une petite valeur,
normalement wy = 0, 1.

4.5 Propriétés de convergence

Dans cette section, on étudie les propriétés de la convergence globale de
la famille de trois parameétres du gradient conjugué non-linéaire.

Pour la convergence, nous proposons que g # 0 pour tout k, car autre-
ment on a un point stationnaire.

Nous supposons aussi que /3, # 0 pour tout k. car la direction dans (4.3)
est reduite & —gy, si 5, = 0, alors le nouveau point de départ reste stationnaire
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et nous pouvons prendre zj ol k est le plus grand indice pour lequel 3, = 0
et o la convergence faible suivante :

klim inf || gx|| = 0.

est satisfaite.
On suppose dans tout ce qui suit que ’hypothése suivante est vérifiée.

Hypotheése 4. 1

(i) L’ensemble £ := {z € R"; f(x) < f(x1)} est borné; ou z; € R" est
le point initial.

(#i) Sur un voisinage N de £ la fonction objective f est contintiment
différentiable et son gradient est lipschitzien i. e

3L >0 tel que |g(z) —g(@)| < Lz —2|,V2,z e N (4.39)

L’hypothése ci-dessus implique qu’il existe une constante positif 7 telle
que
lg(x)| <7, Yo € £ (4.40)

Pour donner le premier résultat de convergence pour la famille de trois
parameétres nous avons besoin du lemme suivant qui peut étre prouvé pa-
reillement que théoréeme 3. 3 dans [11].

lemme 4. 1

supposons que z; est un point de départ pour que ’hypothése 4. 1 soit
satisfaite.

Considérons la méthode de la forme (4. 2). (4. 3) ou dj, est une direction
de descente et A satisfait les conditions de Wolfe faible (4. 4) et (4. 13).

S’il existe une suitee ¢, positive telle que

1Bl < (i’“l (4.41)

et

2
D lol™ _ o, (4.42)
k

alors la méthode converge dans le sens suivant

klim inf || gx|| = 0. (4.43)
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Par le lemme 4. 1, nous pouvons trouver le résultat général suivant pour la
famille de trois parameétres du gradient conjugué non-linéaire.

Théoréme 4. 2

supposons que x; est un point de départ pour que 'hypothese 4. 1 soitt
satisfaite.

Pour toute méthode du type (4. 2), (4. 3) et (4. 18) avec A\, € [0,1] p, €
[0,1] et wy € [0,1 — p,] et la recherche linéaire de Wolfe forte (4. 4) (4. 5)
ainsi que le critére de relancement de Powell (4. 26).

Notons par ¢ = ‘Bk/ﬁ,fR‘.

Si (4. 31) est vérifiée et si les parameétres \g, 1, et wy sont tels que

ﬁ v < rVE. (4.44)

=2

pour une certaine constante r > 0 et tout £ > 2 alors la méthode converge
dans le sens faible (4. 43).

Preuve

Puisque les parameétres & et wy satisfont (4. 31), nous avons par le théo-
réme 3. 1 que (4. 32) est satisfaite pour tout k, ceci implique que chaque d,
est une direction de descente.

Définissons i
¢ = <H Lj) llgxl® - (4.45)
j=2

D’aprés (4. 6) et la définition de ¢y, on peut écrire que

¢
1Bl = — (4.46)
D1
D’autre part (4. 40), (4. 44) et (4. 45) impliquent que
lgsll* 1
> 4.47

d’ou (4. 42).

Par conséquent par le lemme 4. 1, on obtient (4. 43). O

Maintenant nous discutons quelques choix spéciaux qui satisfont la condi-
tion (4. 44).

Comme mentionné dans le dernier paragraphe de la section 2, les mé-
thodes hybrides dans [16] et [19] peuvent étre considérées comme des cas
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particuliers de la famille des méthodes de trois parameétres du gradient conju-
gueé.

En utilisant le théoréme ci-dessus, nous pouvons déduire encore la conver-
gence globale des méthodes hybrides.

Par exemple, pour la méthode hybride (4. 24), nous avons 0 < ¢, < 1,
qui indique que la relation (4. 44) est satisfaite avec r = 1. Par conséquent
considérons (4. 43) et Supposons que H§;21Lk < rvk —1 pour un certain
k> 3.

Alors a l'itération de k—m¢ (4. 44) est verifie¢ :

1
Lk S 1 + m (448)

Pour A\, = p, = wi, = 0, B, est réduit a ﬁfR, et par conséquent ¢, = 1.
Ainsi méme si ¢, = 1 pour k grand, nous pouvons voir de la relation (4. 48)
qu’il existe un certain intervalle dans [0, 1] pour chacun des paramétres
A, Mg, €6 wg. tels que (4. 44) soit verifiée.

Généralement il existe les choix de \x, 1., et wy. qui satisfont la condition
(4. 44) (comme cité ci-dessus), cette restriction peut réduire les intervalles
admissibles pour Ay € [0,1] u, € [0,1] et wy € [0, 1 — 1]

Généralement, pour un certain k la valeur de i peut étre moins de 1,
et en conséquence ceci permettra a ¢, de prendre une grande valeur. Par
exemple, si 'étape ||xp — x;_1]| est trés petite et A\, est proche de 1 & une
certaine itération loin de la solution, alors ¢; peut étre plus petite que 1.

Un autre point qui devrait étre précisé ici, nous pouvons également agran-
dir l'intervalle admissible pour Az, i, et wg. par la situation (réglage) de r
dans (4. 44) a une grande valeur.

L’inégalité (4. 44) suggere une seule possibilité pour choisir Ax, f;, et wy,
a savoir que la valeur absolue du coté droit de (4.18) est aussi petite que
possible.

Par le lemme 4. 1, nous pouvons également prouver le résultat de conver-
gence suivant.

Théoréme 4. 3

Supposons que z; est un point de départ pour ’hypothése 4. 1 est satis-
faite.

Considérons toute méthode sous la forme (4. 2), (4. 3) et (4. 18) avec
Ak € 10,1] py, € 10,1] et wy € [0,1 — g, avec la recherche linéaire de Wolfe
forte (4. 4) — (4. 5) et le critére de relancement de Powell (4. 26).

Si (4. 31) satisfait, et si les parametres \g, 1, et wy sont tels que :

0 < Agrgi 1 < llawll- (4.49)
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et

(i dy 1 ge — WiBr 1A _agk-1 > —Ae—19}_19k—2 (4.50)

pour tout k& > 2, alors la méthode converge dans du sens faible (4. 43) .

Preuve

Puisque les parameétres & et wy satisfont (4. 31), nous avons par le théo-
réme 3. 1 que (4. 32) est satisfaite pour tout k, ce qui implique que chaque
dj, est une direction de descente.

De (4. 49), (4. 50) avec k remplacé par k + 1, et la formule équivalente
(4. 21) de 3, on voit que la relation (4. 41) est satisfaite avec

Op, = (1 — M1 — Wk+1) ||91c||2 + Mk-i—ldgyk — wei1dy G- (4.51)

en utilisant (4.5) et (4.32) dans (4.51), on peut prouver que

¢ < (1 = Ppr1 — Wk+1) + (1 + w2) fg1 Tk + Weg17x ||9k||2 (4.52)
< [T+ @C4w) (1= (1+&wa)] llgal
_ 38w lgxlI?
- (1 + f) wa

Pour tout p;,,; € [0,1] et wyi1 € [0, 1— ,u,HJ.
La relation ci-dessus et (4.43) implique

2
3 lowl™ _ o, (4.53)
k

ainsi, par le lemme 4. 1, on a (4.46). O
Si € < 1, la deuxiéme inégalité dans (4.52) découle clairement, puisque
(4.26) et le fait que A\ € [0, 1] donnent

Megh gi—1 < | gt grn—a| < Ellgel® < llgxl®. (4.54)

11 est facile de voir que la méthode F'R ( A\, = p;, = wi, = 0) satisfait les deux
conditions (4. 49) et (4. 50).

Cependant, pour d’autres méthodes il n’est pas clair que ces conditions
soient vérifiées tant que ces dernieres dépendent de I’ordre des points produits
par les méthodes. Par exemple, dans le cas extréme g gr,_1 < 0, gL d,_1 < Oet
Br_1di_sgk—1 > 0, nous devons choisir A\, = 1,1 = w1 = 0. Si g} gr—1 > 0,
Il existe toujours des intervalles admissibles pour A, fi;, 1, et wit1.
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Le lemme suivant est dit & Gilbert et de Nocedal [16].

lemme 4. 2

Supposons que z; est un point de départ pour que 'hypothese 4. 1 soit
satisfaite.

considérons que la méthode sous la forme (4. 2) — (4. 3) avec les trois
propriétés suivantes

(i) B >0

(ii) les conditions de Wolfe faible (4. 4) et (4. 13), et la condition de
descente suffisante

gid, < —c|lgl”, one>0, (4.55)

pour tout k et une certaine constante positive c.

(iii) Il existe des constantes b > 1 et A > 0 tels que |5, < b pour tout k,
et si ||z, — zp_1] < Aalors |8, < (20) 7.

Alors la méthode converge au sens faible (4. 43).

Par lemme 4. 2, nous pouvons prouver le résultat général suivant pour la
famille de trois parameétres du gradient conjugué non-linéaire.

Théoréme 4. 4

Supposons que x; est un point de départ pour que ’hypothese 4. 1 soit
satisfaite.

Considérons que la méthode dans la forme (4. 2), (4. 3) et (4. 18), ou
A € 10,1], py € 10,1] et wg € [0,1 — pp] , ou A satisfait les conditions de
Wolfe forte (4. 4) — (4. 5), et ou le critére de relancement

&l gell” < gF g1 < llgll” - (4.56)

est utilisé.
Si les parameétres sont tels que

(148w < % (4.57)

et

)\k 2 1-— Cl ||$k - l’k_1|| . (458)

ou C} > 0 est constant, la méthode converge au sens faible (4. 43).

Preuve

Supposons que
klim inf || gx|| # 0. (4.59)
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alors il existe une constante positive v, telle que
gkl =, Yk >1 (4.60)

En utilisant (4. 56) , (4. 57) et (4. 38) on obtient pour tout k > 1 :

e e e Cy (4.61)

ou 7y est donné dans (4. 27). Ainsi les conditions de descente suffisantes

sont satisfaites.
De (4. 5), (4. 32), (4. 39), (4. 40), (4. 60) et le fait que A\, < 1, on peut
montrer que

(C11lgill” + Llgill) llzn — wa]]

1Bl < (4.62)
’ lgr—1l” [(1 — 115 — w) + p1g (1 — w2) Ca + wi Gyl
C Sy —
< (Cullgell lgx1l) !»’Ek Tr—1]] < Cy s — o]
Co || gr—1]|
ol
C2%~ + L7
Cy= 20 (4.63)
v

I’hypothése 4. 1 implique qu’il existe une constante positive p telle que
z]| < p, Vo € £, (4.64)
b=2C5P et A = (4C2P) ", de (4. 62) et (4. 64) on a
Bel < b, (4.65)

et si
|z — zp—1]| < A,

alors

1Bx] < (2b)7F (4.66)

Ainsi la propriété (*) est satisfaite.

En outre, (4. 32) et (4. 56) impliquent que /3, > 0.

Par conséquent les conditions du lemme 4. 5 sont toutes satisfaites et
donc on obtient (4. 43). O
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Les théorémes 4. 3, 4. 4 et 4. 6 fournissent quelques résultats généraux de
convergence pour la famille de trois parameétres du gradient conjugué non-
linéaire.

Si les parameétres dans (4. 18) sont spécifiquement choisis, alors les résul-
tats globaux de convergence peuvent étre prévus.

Nous terminons cette section avec un exemple d’illustration.

Nous disons que la méthode converge globalement & condition que la
norme de dj n’augmente pas plus rapidement que linéairement.

Exactement, la méthode donne (4. 43) si la condition suivante est satis-

faite : )
Y —— =+ (4.67)
E>1 Hdk“

Par conséquent, dans la famille de trois parameétres du gradient conjugué
non-linéaire , pour déminuer la longueur du dy, il est raisonnable de choisir
les parametres tels que |(,| atteint sa plus petite valeur. & savoir, on définit

(Mks By @p) = arg min 1Bl - (4.68)

Ak; Hi€[0;1] wi €[0;1—py)

ot 3, est défini dans (4. 18). Dans ce cas, nous pouvons obtenir le résultat
de convergence globale suivant.

Théoréme 4. 5

Supposons que x; est un point de départ pour que I’hypothése 4. 1 soit
satisfaite.

Considérons que la méthode de la forme (4. 2), (4. 3) et

B = (1= Xe) llgll® + Mgl v
k - 1 — _ —
(1 — [y — @) Hgk—1||2 + :ukdg_lyk—l - wkdf_lgk_l

, (4.69)

ol Ay, [, Wk, sont donnés dans (4. 68). Si \ satisfait les conditions de
Wolfe faible (4. 4) et (4. 13), alors chaque dj, produit par la méthode est une
direction de descente et de plus la méthode converge au sens faible (4. 43).

preuve B
Des choix de Ak, [, et Wy, il est facile de voir que

0< B, <8 (4.70)

ot B est donné dans (4. 12) [6]. O
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4.6 Tests numériques

Des tests numériques ont été effectués sur les méthodes du gradient conju-
gué afin de comparer 'efficacité de ces méthodes sur les problémes de Dixon,
Oren, Rosenbrock, et un autre, qui sont donnés respectivement par les for-

mules suivantes.

@) = (a1 — 1)+ ?n;@x? — i)

flx) =

n—

1=

fa) = [z}

fla) =1/25a%

2311 {100(5Ei+1 — a3+ (1 — wZ)Q} )

Un critére d’arrét de 1’algorithme est fixé & ¢ = 1075,
n la dimension du probléme.
Les résultats (nombre d’itération) sont illustrés dans les tableaux suivants.

La fonction an BPEP | iR B | B | BY | BY
S | 87 | 103 | 73 | 1000 90 | 46

Dixon | 50 | 275 | 1000 | 177 | 1000 | 285 | 1000
100 | 447 11000 | 362 | 1000 | 451 | 72

La fonction an BPEP | A B | B | BY | BY
S 1020 2539 22 142

Oren 5000 50 | 4] 60 | 46 | 48 | 3l
100 7 | 74727 7|72

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)
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" HS | pCD | plS | pbY
La fonction BIRF | BIR By’ | B, | By | B,

5 62 | 1000 44 | 319 | 68 | 186
Rosenbrock | 50 | 64 | 149 | 19 | 63 | 55 | 1§87
100 66 | 715 | 47 | 69 | 63 | 187

La By HS | pCD | plS | pDY
. PRP | R | B | B0 | BX | B
fonction | n\|Bk | Bi k k k k

05 | 15 | 06 | 03 | 06 | 15 | 02
Autre | 50 | 15 | 06 | 03 | 06 | 15 | 02
100 15 07 )03 07| 15|02

Conclusion

» Aucune méthode a travers les méthodes précédentes n’est meilleure que
I’autre.

» L’efficacité de ces méthodes s’améliore si n prend de grandes valeurs.

et pour montrer lefficacité de la méthode du gradient conjugué parti-
culierement pour les problémes & grande taille, on prend le probléme de
Rosenbrock comme exemple d’illustration, avec quatre méthodes.

Fonetion 11 By BiRP B’ER B kH § B gD
02 68 290 44 74
10 75 225 40 70
20 72 226 46 70
30 57 230 46 01
40 70 156 50 69
Rosenbrock 50 64 149 19 63
00 60 249 40 78
70 04 169 38 1000
80 77 142 40 1000
90 70 146 41 88
100 06 715 47 69

Et la figure ci-dessous explique le tableau précédent.
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l’axe des ordonnés présente la valeur (n;/n;), n; le nombre d’itérations,
n; le nombre des variables de la fonction.
I’axe des absisses présente n; le nombre des variables de la fonction.
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100
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40
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T m
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» A partir de ce graphe on confirme que la méthode du gradient conjugué
doit étre utilisée de préférence pour les problémes & grande taille parce que
la fraction n;/n; tend vers zéro.

4.7 Conclusions et discussions

Dans ce présent mémoire, nous avons proposé une famille des méthodes de
trois parameétres du gradient conjugué non-linéaire, et étudié la convergence
globale de ces méthodes. La famille de trois parameétres inclut non seulement
les six méthodes simples déja-existantes des méthodes du gradient conjugué
classique, mais quelques autres familles des méthodes du gradient conjugué
en tant que sous familles.

La famille de trois parameétres inclut également quelques méthodes hy-
brides en tant que des cas spéciaux.

Avec le critére de relancement de Powell nous avons montré que la famille
de trois parameétres peut assurer la direction de descente a chaque itération.
Alors dans des conditions appropriées, nous avons établi des résultats géné-
raux de convergence, & savoir, les théorémes 4. 2, 4. 3 et 4. 5, pour la famille
de trois parametres du gradient conjugué non-linéaire.

Si les parameétres sont spécifiquement choisis, de meilleurs résultats glo-
baux de convergence pourraient étre réalisés.

On a précisé que la condition (4. 31) n’est pas stricte, parce que le para-
meétre ws dans (4. 5) est généralement choisi pour étre une valeur relativement
petite, ce qui implique que ¢ dans (4. 26) pourrait étre relativement grand.
Cependant, il reste toujours a explorer comment trouver de nouvelles et ef-
ficaces familles de méthodes de trois parameétres du gradient conjugué.
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Spécifiquement il serait intéressant de trouver une exécution pratique de
la méthode (4. 68).
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Quelques problémes ouverts et leurs conjectures

Probléme (01) :

Grace aux études préalables, on choisit le scalaire 3, de la méme fagon
mais incluant quatre compétiteurs lesquels sont 65 R ka RE gD , 6’,;‘5 le

scalaire 3, sera défini par :

8, = A llgiell* + (1 = Aie) gF Y
L=
17 ||91c—1H2 + (e — 1) df_ gk

A € [0,1], 1y, €10, 1]
et étudier le desente et la convergence de cette méthode de deux para-
metres.

Probléme (02) :

Dans le théoréme 4. 5 , la valeur minimale de (3, assure la descente et la
convergence, mais la question qui se pose toujours, quelles sont les relations
établies entre les trois parametres Ay , 1, , wi afin que 3, prenne cette valeur
minimale 7
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