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Abstract

This dissertation is devoted to the spectral analysis of a layered disturbed acoustic strip

T

Q= {(x, Z)ER?/0<z<h= 5}. We consider the operator A = —div(c?V) in Q with

boundary conditions of Dirichlet at z = h and Neumann at z = 0.

The velocity c(x, z) describes the stratification of the medium; which depends only on z when

x| > M.

First, we treat the case of horizontal stratification (c = co(z)); we denote by A, the
associated undisturbed operator. We conduct its spectral analysis. We deduce the limiting
absorption principle at some point of the spectrum, and then we seek the Green's function that

solves the problem with source.

After, we extend our study to a disturbed strip, we give some results concerning the spectral

analysis and the limiting absorption principle for the perturbed operator A.

Finally, we give some necessary and sufficient conditions for the existence of eigenvalues and

we finish the work by the determination of some generalized eigenmodes.

Keywords: stratified medium, acoustics waves, spectral analysis, limiting absorption

principle, Green's function.
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Introduction

Les phénoménes de propagation d’ondes se rencontrent dans de nombreuses applications. On
rencontre essentiellement trois types d’ondes : les ondes acoustiques, c'est-a-dire les ondes qui
se propagent dans un fluide (ondes sonores), les ondes élastiques qui se propagent dans un
solide (ondes sismiques) et les ondes électromagnétiques (la lumiere; ondes radio).

Etudier la propagation d’une onde acoustique, c’est étudier la transmission du son entre
différents endroits de I’espace. L’onde acoustique est une onde mécanique associée au
déplacement des particules matérielles du milieu. Ainsi I’étude de la propagation acoustique
présente évidemment des aspects de recherche fondamentale, mais elle est souvent

intimement liée a une motivation d’application directe.

L’étude de la propagation des ondes acoustiques dans un milieu stratifié est importante

et actuelle. L’analyse de la propagation du son dans un milieu stratifié dont la vitesse de
propagation ne dépend que de la profondeur est désormais connue [17, 23-24].

La propagation des ondes électromagnétiques dans une couche diélectrique a été étudiée dans
[16]. Le cas d’un demi-espace élastique a été considéré dans [15, 21].

Or, les milieux rencontrés dans la pratique sont tous des milieux stratifiés perturbés, ce qui a

justifié le choix de notre theme.

Dans notre mémoire, nous nous intéressons a la propagation des ondes acoustiques dans un
milieu stratifié perturbé modélisé par la bande Q = {(x,2z) € R?/ 0 < z < h}, nous allons lui
associé 1’équation des ondes suivante :

0%u

Gz div(c®(x,z)Vu) = f

ou f est la source.

Ce mémoire est une synthése d’articles consacrés a ce modele [7-8, 19-20]. Toutefois, nous

avons détaillé certaines démonstrations et donné des exemples numériques.



Notre mémoire est répartie en quatre chapitres.
Au premier chapitre, nous rappelons des notions d’analyse fonctionnelle liées a 1’analyse

spectrale des opeérateurs autoadjoints.

Dans le deuxieme chapitre, nous faisons 1’analyse spectrale de 1’opérateur A, correspondant a
un milieu stratifié dans une seule direction. La vitesse ne dépend donc que de la variable z

et la stratification sera dite horizontale. On construit explicitement un systeme complet de
fonctions propres généralisées pour I’opérateur A,. On déduit un principe d’absorption limite
en des points du spectre. Aprés nous calculons la fonction de Green qui nous permettra de
résoudre un probleme avec second membre. A la fin de ce chapitre, nous introduisons

I’opérateur T (1) de Dirichlet-Neumann qui sera employé le long du chapitre suivant.

Au troisiéme chapitre, nous étudions le cas des stratifications générales, le probléme sera dit
perturbé et 1’opérateur correspondant sera noté A. Nous étudions son analyse spectrale, nous
présentons quelques résultats concernant 1’existence des valeurs propres et nous établissons
un principe d’absorption limite.

Nous complétons ce chapitre en définissant quelques fonctions propres généralisés associés a

une fréguence donnée u et qui peuvent étre physiquement interpréte.

Dans le dernier chapitre, nous développons une méthode proposée par les auteurs de [18].
L’idée est de réduire 1’équation linéaire suivante

Au—pu = f 1
a un probléme équivalent sur un certain sous-ensemble borné O de Q. Ce dernier probleme
sera met sous forme variationnelle, basé sur une certaine forme sesquilinéaire b(y;.), qui
nous permettra de satisfaire des motivations évidentes pour le calcul numérique. En fait, en
utilisant cette méthode, nous serons capable de calculer les valeurs propres, les vecteurs
propres (généralisés) de A, et les solutions de 1’équation (1). De plus, quelques résultats, par

exemple le spectre ponctuel o, (A) de A est discret.
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Chapitre |
Rappel sur la théorie spectrale des opérateurs autoadjoints

Dans ce rappel nous avons utilisé les ouvrages suivants [1-3].

1.1 Introduction aux opérateurs non bornés

1.1.1 Opérateurs bornés, non bornés

On considére deux espaces de Hilbert E et F dont les normes et produits scalaires sont notés :
-l G e, 1 HlE G )

Définition 1.1. Un operateur linéaire A est une application linéaire définie sur un sous-
espace D(A) dans F. Le sous-espace D (A) est appelé domaine de A.

SoitA:D(A)c E— F

D(A) ={u€E, [lAullp < oo}

Si D(A) est dense dans E, A est dit & domaine dense (ou densément defini).

Définition 1.2. On dit que A est un opérateur borné de E dans F si D(A) = E et s'il existe un

scalaire C > 0 tel que :

lAullr < Cllullg Vu € E. (1.1)
On pose alors :
[l Aull
u€eE E
u#0

Si D(A) # E et s’il existe une constante C telle que :

lAullr < Cllully  Yu €D(4), (1.2)
Alors I’opérateur A se prolonge en un opérateur borné de D (A) dans F, ol D(A) désigne
I’adhérence de D(A) dans E.
Proposition 1.1. Si A est un opérateur de domaine dense D (A) vérifiant (1.2) alors A se

prolonge en un opérateur borné sur E.
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- On désigne par L(E, F)(resp. L(E)) I’ensemble des opérateurs bornés de E dans F
(resp.de E dans E). C’est un espace vectoriel muni de la norme ||. ||, ¢’est un espace de
Banach.

- Une caractérisation trés utile de ||A]| est la suivante :

Au,v
VAE€ELEF), |All=sup (Au, v);

uek |lullgllvilF
vEF

Définition 1.3. On dit que A est un opérateur non borné, s il n’existe pas de constante C telle
que (1.2) soit satisfaite. En d’autres termes, A est non borne, si et seulement s’il existe une
suite (u,) € D(A) telle que :

”un”E =1 et nl_l)Too”Aun“F = +o00.

Remarque 1.1. En fait, la propriété (1.1) signifie exactement que A est continu de E dans F.
Autrement dit, un opérateur borné de E dans F est continu de E dans F.
Exemple 1.1. Soient Q c R", E = F = L?>(Q) et f € L”(Q). L opérateur A défini par :
Au=fu Vuc€L*(Q),

est borné de L?(Q) dans L?(€) puisque :

Ifull 2y < Wflle @llull 2y, Vu € L2(Q).
Exemple 1.2. On suppose E = F = L2(R). Alors, ’opérateur A défini par :

Au(x) = xu(x),

de domaine

D(A) = {u € L*(R) tel que xu € L*(R)}
est non borné. I suffit pour s’en convaincre de considérer la suite (u,,) de D(A) donnée par :
0 six<noux>n+1

Up (x) = {

1 sinon

’3n2+3n+1
En effet ||un||L2(R) =1 et ||Aun||L2(R) = T
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1.1.2. Opérateurs fermés
Précisons quelques notations et définitions importantes.
Graphe de A = G(A) = {(u,Au); u€ D(A) } Cc E X F.
Imagede A=ImA = {Au; u € D(A)} C F.
Noyaude A = Ker(A) ={u € D(A);Au =0} CE.

Définition 1.4. Un opérateur A:D(A) c E — F est dit fermé si son graphe G (A) est fermé
dans E X F.

e Onaimplicitement muni E X F de la norme produit :

V(u,v) € EXF : ||(w,0)llExr = llullz + llviiF
e A est fermé équivaut a dire que D(A) muni de la norme dite « du graphe ».

lullfay = llullz + lAull est un espace de Hilbert,

e Un opérateur A est fermé si et seulement si, pour toute suite (u,,) de D(A) telle que
u, »udans E et Au, » vdans F,alorsona:u € D(A) et Au = v.

En particulier, tout opérateur borné est fermé.

Exemple 1.3. D(A) = {u absolument continue sur (0,1) tq:Z—Z € L?(0,1)et u(0) = 0}

du

D(A) = {u € H'(0,1),u(0) = 0} Au = =
D(A) est dense car C}(0,1)est dense dans L2(0,1).
A est un opérateur non borné (on peut considérer la suite u, (x) = e™).

A est fermé car :

u, - udans L?(0,1) u € D(A)
Si: ors
Au, = ddlﬁz‘ - vdans L%(0,1) et ?1_1; =v
“du, (t
Si on consideére: u, (x) = u,(0) + J n( )dt
o dx
x du(x)
Quand n—+o0 on aura: u(x) = f v(t)dt =1 dx v(x) p.psur[01]
0

u € D(4)
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Si on modifie D(A), A peut devenir non ferme.

On peut par exemple choisir D(A) = €*(0,1) alors la suite (u,,) € D(A) définie par :

wor= (=3 )

converge dans H1(0,1) vers u(x) = |x - %| Cela signifie que les suites (u,) et (Au,)

convergent dans E et pourtant u ¢ €*(0,1). Donc A n’est pas fermé, car le domaine a été
choisi « trop petit ».

Lemme 1.1. Si A: D(A) c E — F est un opérateur fermé, alors Ker A est fermé.

Preuve. Soit (u,) € Ker A une suite qui converge vers u dans E. Alors la suite (Au, ) est
convergente puisqu’elle est identiquement nulle. Comme A est ferme, on en déduit que

u € D(A) et Au = 0. [ |

Lemme 1.2. Si A: D(A) c E — F est un opérateur fermé et bijectif de D(A) sur F, alors A™1
est également fermé.

Preuve. Soit (u,) € F telle que u,, —» u dans F et A~'u,, —» v dans E. Posons : w,, = A™'u,,.
Alors w,, = v dans E et Aw,, - u dans F. Comme A est fermé, il en résulte que v €
D(A)etAv =u, soitv=A"1u. =

Théoreme 1.1 (Théoréme du graphe ferme)

Soit A un opérateur de E dans F dont le domaine est égal a E et qui est un opérateur fermé,
alors A est borné de E dans F.

Autrement dit, si A: D(A) c E — F est un opérateur non borné et fermé, alors on a
nécessairement D(A) # E [2].

Le lemme 1.2 et le théoréme du graphe fermé entraine le :

Théoreme 1.2. Soit A: D(A) € E — F un operateur fermé et bijectif de D(A) sur F, alors

A1 est borné de F dans E [2].
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1.2 Opérateurs autoadjoints
1.2.1 Opérateur adjoint
Définition 1.5. Soit A un opérateur non borné A: D(A) c E — F tel que : D(A) est dense
dans E.On appelle adjoint de ['opérateur A, ['opérateur :
A*:D(A") c F — E défini par :
D(A*) ={vEeF,telque IwWeEE; (vAur = W,u) VYu€eD(A)}
A'v=w.
D(A*) est un sous espace vectoriel de F et A* est un opérateur linéaire.
Par définition, on a toujours :
(v, Au)r = (A"v,u)y Yu e D(A), YveD(A) (1.3)
Remarque 1.2. On peut aussi définir D(A*) de la fagon suivante :
DA*)={veF,3C>0 telque |(v,Auw)r| <Cllully VueD(A)}
Lemme 1.3. Soit A: D(A) c E — F un opérateur non borné, alors A* est fermé.
Lemme 1.4. Soit A: D(A) € E — F un opérateur a domaine dense et fermé. Alors D(A*) est
dense dans E et A** est une extension de A.
Lemme 1.5. Soit A:D(A) c E — F. Alors :
1. Ker A* = (Im (A))* et (Ker A")* =Im (4) ;
2. Side plus 'opérateur A est fermé : Ker A = (Im(A*))* et (Ker A)* = Im (4%).
1.2.2. Opérateurs symétriques, opérateurs autoadjoints.
A partir de maintenant, nous supposerons que E = F ;
Définition 1.6. On dit qu’'un opérateur A:D(A) C E — E est symétrique i :
(Au,v)p = (W, Av)g Yu,v € D(A). (1.4)
Lemme 1.6. Soit A un opérateur de domaine dense et A* son adjoint :

On a: si A est symétrique alors A c A" de plus si A est borné, alors A = A”.



Chapitre | Rappel sur la théorie spectrale des opérateurs autoadjoints

Définition 1.7. Un opérateur A: D(A) c E — E de domaine dense est dit autoadjoint si
A=A

Remarque 1.3. Si A est borné et symétrique, alors il est autoadjoint.

Lemme 1.7. Si A: D(A) c E — E est un opérateur autoadjoint et si A — Al est bijectif pour
un réel A alors : (A — AI)~! est un opérateur autoadjoint borné.

Nous allons établir une caractérisation de la norme des opérateurs autoadjoints bornes :

Théoreme 1.3. Si A € L(E) est autoadjoints alors :

|(Au, u)g|
IAll = sup——5—= sup [(Au,u)g|
w0 |ullz llullp=1

Lemme 1.8. Soit A: D(A) c E — E un opérateur autoadjoint. Alors A est fermé et l’on a :

{Ker A= (Im(A)*
Im (4) = (Ker A)*

On a donc la décomposition orthogonale suivante :
E =KerA® Im (4)
Théoréme 1.4. Soit A: D(A) c E — E un opérateur symétrique tel que :
Im (A+1) = E, alors le domaine de A est dense dans E et A est autoadjoint [3].
1.2.3. Formes hermitiennes et opérateurs autoadjoints
Les problémes auxquels nous nous intéressons dans la suite seront souvent posés sous forme
variationnelle. 1l nous faut donc préciser le lien qui existe entre les opérateurs et les formes
sesquilinéaires.

Soit E un espace de Hilbert et D(a) un sous-espace de E dense dans E. Soit alors a une forme
sesquilinéaire définie sur D(a). Autrement dit : pour tout v € D(a),u — a(u, v) est une
forme linéaire sur D(a), et pour tout u € D(a), v — a(u, v) est une forme antilinéaire sur
D(a).

Définition 1.8. On appelle opérateur A associé a la forme a [’opérateur de E défini par :

u€D(A) @ ueD(a)etaw €E tel que a(u,v) = (w,v); Vv € D(a)

Au=w
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Exemple 1.4. Soit © un domaine régulier de R™ et posons E = L?(Q),D(a) = H'(Q),
eta(u,v) = | q Vu. Vv dx pour tous u, v € D(a). L’opérateur associé a a est I’opérateur de

Neumann défini par :
Ju
D(A) = {u € H*(Q); 5, =0 sur an}

Au=—-Au VYu€ D(A)
Il est clair que A est symétrique dés que a est hermitienne (c.a.d. a(u, v) = a(v, u)).
Nous allons maintenant donner une condition suffisante portant sur a pour que A soit
autoadjoint.
Théoréme 1.5. Soit a une forme hermitienne de domaine D(a) dense dans E. On suppose
qu'il existe C tel que :

a(u,u) + Cllull2 =0, Vu€ D(a), (1.5)

et que D(a) muni de la norme |[ullpq) = \/a(u, u) + C|lul|% est un espace de Hilbert. Alors
A est un opérateur de domaine dense dans E et est autoadjoint [3].
Définition 1.9. On dit qu’une forme sesquilinéaire a(u, v): E X E — C est
(i) continue s il existe une constante C telle que
la(u, v)| < Cllullllvll  Yu,v €E,
(i) coercive s il existe une constante a > 0 telle que

a(v,v) = a||lv||> Vv €EE.
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1.3 Spectre d’un opérateur autoadjoint
1.3.1. Spectre d’un opérateur
Soit A: D(A) c E — E un opeérateur fermé de domaine dense.
Définition 1.10. On pose :
p(A) = {A € C,A — Al est inversible}

a(A) =C\ p(4)
On dit que p(A) est I’ensemble résolvant et a(A) le spectre de A. Si 1 € p(A), on pose
R,(A) = (A — AD)~! est appelée la résolvante de A au point A.
Définition 1.11. Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans E:
Le point A du plan complexe C est appelé point régulier de A si la résolvante
R,(A) = (A — A~ existe, définie sur tout E et borné.
L’ensemble des points réguliers de A est appelé ensemble résolvant (p(A)).
Théoréme 1.6. L application : (A — Al) : D(A) — R(A — AI) détermine un opérateur
bijectif si et seulement si : A n’est pas une valeur propre de [’opérateur A [2].
Proposition 1.2.

- L’ensemble résolvant p(A) est un ouvert de C, sur lequel : 1 — R; (A) est analytique

et vérifie | 'équation :
VA € p(A), V¢ € p(A),R;(A) — Re(A) = (A = OR (AR (A) (1.6)
Cette identité est appelée [’identité résolvante.
- Le spectre de A est ferme.

Si A appartient au spectre de A, alors :

e Soit A — Al n’est pas injectif. Cela signifie que
JueD(A), u#0 Au= Au.

On dit alors que A est une valeur propre de A. On appelle sous espace propre associé a A
I’espace E(4) donne par :
E(A) = {ue D(A); Au= Au}.

10
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La dimension de E (1) est appelée la multiplicité de A. Enfin, I’ensemble des valeurs propres
de A note g, (A) est appelé le spectre ponctuel de A.
e Soit A — Al est injectif mais non surjectif (ceci n’est possible que si dim E = 400).
On distingue dans ce cas le spectre continu g, (A) et le spectre résiduel a,.(A). On dit
que A € g,.(A) si Im(A — Al ) est dense dans E et A € g,.(4) sinon.
Notons que A est dans le spectre résiduel de A si et seulement si il existe v € E, v # 0,
tel que :
vu € D(A) ((A— 2Dy, v)E =0
Ce qui équivaut a dire que Ker (A* — AI) # 0. En d’autres termes, on a
VA€ a,(4) A€o (A) e Lea,(4Y)

Propriétés 1.1. Soit A: D(A) c E — E un opérateur autoadjoint alors on a :

=

oc(4d) cR;

2. les fonctions propres sont orthogonaux ;

w

o,(A) =0;

4. le spectre de A admet la caractérisation suivante :

A € 0(A) < il existe une suite u,, € D(A) telle que ||lu, || =1 et ||Au,, — Au, |l — O.
5 sile p(4):

fe o((A-—AD™) & 1 +§ € a(A).

6. Le spectre d’un opérateur autoadjoint est non vide.
7. vue D(4), (Au,u) = allull?> = d(4) c [a, +o[
1.3.2. Spectre essentiel et spectre discret
Les résultats suivant peuvent étre trouvés dans le livre de Schechter [3]
Définition 1.12. Soit A: D(A) c E — E un opérateur autoadjoint. On appelle spectre

essentiel de A et on note o, (4) le sous-ensemble du spectre défini ainsi : A € g, (4)

11
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si et seulement si, il existe une suite (u,,) € D(A) telle que ||u, ||z = 1, ||Au,, — Au, ||z — 0 et
u,, — 0 dans E faiblement. La suite (u,,) est appelée une suite singuliére.

Lemme 1.9. Soit A: D(A) c E — E un opérateur autoadjoint. SiA € o(A4) et 1 & o0, (4),
alors A est une valeur propre de A.

Lemme 1.10. Soit A: D(A) € E — E un opeérateur autoadjoint. Si A est une valeur propre de
A de multiplicité infinie, alors 1 € g, (4).

Lemme 1.11. Soit A: D(A) c E — E un opérateur autoadjoint. Soit (4,,) € a(A) une suite
de points du spectre tels que :

lim A, =1 et 1, #1

n—-+oo

pour tout n. Alors A € g, (A).
Corollaire 1.1. Soit A: D(A) € E — E un opérateur autoadjoint. Alors le spectre essentiel
O,ss (A) est fermé.
En résumé :
Aec(A)etA & o, (A) = Aestune valeur propre de multiplicité
finie et isolée dans le spectre.
Définition 1.13. On appelle spectre discret de A et on note o, (A) I’ensemble des valeurs
propres de A de multiplicité finie et isolées dans le spectre.
D’apres ce qui précede, on a :
Opss (A) U 0550 (A) = 0(A) €t 0,5 (A) N0y (A) = .
Exemple 1.5. Soit A I’opérateur non borné de L?(R) donné par :

2
D(A) = H*(R) , Au = —37;‘ vu € D(A).

Déterminons son spectre ;
L’opérateur A est de domaine dense et autoadjoint car A est symétrique et A + I est

inversible. De plus :

2
dx >0

du
Vi€ D(A) (A u) 2 = f ’a
R

12
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onadonc:og(4) c RY,
Par ailleurs, il est clair que A n’admet pas de valeur propre, donc :
0(A) = 055 (4).
Nous allons démontrer que :
0(4) = 0,55(A) =RT
Comme o, (A) est fermé, il suffit d’établir I’inclusion suivante :
R** c 0, (A4)

Soit 1> 0 et ¢ € C5°(R), ¢ # 0 telle que [ p*dx = 1. Posons :

vn=>1 ¥, (x) = %(p (%) eiVax

Y, est une suite singuliére associée a la valeur A. Car :

o Jp¥n(x)dx = %ngoz(y)dy =1 Vvn

|— d;;pz" () = Ay (x)| < n=5/2 |(p” (§)| +2n73/2 |<p' (§)| VA et par conséquent :

1A, — A, | = 0.
e Deplus, fR Y, (x)é(x)dx — 0 pour toute fonction ¢ dans D(R). Par conséquent, (y,,)
tend faiblement vers 0 dans L? (R).
1.3.3 Le principe du Min-Max
Le principe de Min-Max s’applique aux opérateurs autoadjoints bornés inférieurement ; il
permet de caractériser les valeurs propres situées au dessous de la borne inférieure du spectre
essentiel. On trouve dans la littérature plusieurs énoncés de ce principe.
Soit A un opérateur autoadjoint non borné de E et D(A) son domaine. On suppose que A est
borne inférieurement c.a.d.
3C > 0 tel que (Au,u)g + Cllull2 =0, vu € D(A).
D’apres les résultats de la section précédente, tout point du spectre de A qui n’appartient pas
au spectre essentiel est une valeur propre isolée de multiplicité finie.

13
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On définit le quotient de Rayleigh suivant :
Vu € D(A),u#0

On pose alors, pour tout entier m, m > 1:

A4) = inf su Ri(u 1.7
Hm (4) VmEVm(D(A))ueVm,B;tO 4 (W) (A7)

Ou V,, (E) désigne I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension m.
On pose également pour tout entier m > 1:

i, (A) = sup inf Ra(u) (1.8)

v®, .y =DeE uelv®,.vm-D]; ux0

Ou on note :

[U(l)’ "'v(m_l)];(A) = {u € D(A); (u'v(i))g =0,i=1m-— 1}

On démontre alors les résultats suivants :
Théoréme 1.7. [2]
1) L égalité suivante est satisfaite -
U, (A) = i, (A) pour tout m > 1.
2) Notons A, (A) la borne inférieure du spectre essentiel de l’opérateur A et N (A) le nombre
de valeurs propres de A strictement inférieures a A, (A) (comptées avec leur ordre de
multiplicité). Alors :
o 1, (A) < A.(A) sietseulement si N (A) = m. Dans ce cas, u;(4), u(4) ... u,, (4)
sont exactement les m premieres valeurs propres de l’opérateur A.
o u,(A) = 2,(A) si et seulement si (A) < m. Dans ce cas, u, (A) = 4,(A4) pour tout
entier n > m.
Soit a une forme hermitienne de domaine D(a), dense dans E. On suppose qu’il existe une
constante C telle que :

a(u,u) + Cllull2 =0, vu € D(a),
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et que D (a) muni de la norme |[ullpq) = \/a(u, w) + C||lul|% est un espace de Hilbert. Soit A
I’opérateur non borné de E, associé a la forme a et D (A) son domaine. Il existe dans ce cas

une version du Principe du Min-Max qui n’utilise que 1’expression de la forme a. En effet,

posons :
a(u,u
R,(u) = (—2) vu € D(a),u # 0
llullz
Et a) = inf su R, (u 1.9
Hm (@) Vmevm(D(a))uEVmE;#O (W) (1.9
fm(a) = sup inf R, (u) (1.10)
v®, .y -DeE ue[v®,.vm D] uz0
Alorsonale:

Théoreme 1.8. [2]
Les inégalités suivantes sont satisfaites :

(@) = uq (4)
(1.11)
tm (@) = i (@) = pp (A) YMm > 1,

OU p,, (A) est défini par I’'une des deux formules (1.7) ou (1.8).
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1.4 Opérateurs autoadjoints compacts

1.4.1. Opérateurs Compacts

Définition 1.14. Un opérateur A linéaire borné de E dans F est dit compact si et seulement si
['une de ces deux propositions équivalentes suivantes est satisfaite .

1. L’image par A de la boule unité fermé de E, notée B;(0,1) est d’adhérence
compacte.

2. De toute suite (u,,) bornée dans E, on peut extraire une sous-suite (u,,) telle que la
suite (Au,,) converge dans F.

Désignons par K (E; F) (resp. X (E)) I’ensemble des opérateurs compacts de E dans F (resp.
dans E). On démontre que K (E; F) est un sous espace fermé, donc de Banach, de L(E; F).
Exemple 1.6. On sait que dans un espace de dimension finie, les ensembles fermés bornés
sont compacts. Il est clair que si I’image de A, Im A, est de dimension finie, A est compact.
On dit alors que A est de rang fini.
Théoréme 1.9. Tout opérateur A € K (E; F) est limite au sens de L(E; F) d’une suite
d’opérateurs de rang fini [2].

Exemple 1.7. Soit E un espace de Hilbert séparable, (e, ) une base hilbertienne de E et (4,)
une suite de scalaires tels que A4,, = 0. Alors I’opérateur A défini par :

Ae, = A, e,
est compact. En effet, soit Ay1’opérateur de rang fini défini par :

Aye, = Ae, sin<N

Aye, =0 sinon.
Alors on a, pour tout u € E':
+o00
I = aullE = ) 421G )5l < Ay Il
n>N

Donc :
A —Axll < [Ay1l.

Par conséquent, A — Ay dans L(E).
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Remarque 1.4. Un opérateur compact transforme les suites faiblement convergentes en

suites fortement convergentes c.a.d. u,, = u dans E implique Au,, - Au dans E.

1.4.2. Perturbation compacte

Il n’est pas toujours facile de déterminer directement le spectre essentiel d’un opérateur

autoadjoint A. Souvent, on essaie de montrer que A peut s’écrire sous la forme A = B + K ou

B est un opérateur autoadjoint dont on sait calculer le spectre essentiel par des techniques

simples et K est un opérateur symétrique admettant certaines propriétés de compacité. On dit

que A et B différent d’une perturbation compacte. Généralement, on sait alors montrer que :
Opss (A) = 0,45 (B).

Théoreme 1.10. Soit B: D(B) < E — E un opérateur autoadjointet K: E — E un opérateur

autoadjoint compact. Alors ['opérateur A - D(A) c E — E défini par :

{D(A) = D(B)
Vu € D(A) Au = Bu + Ku

est autoadjoint et g, (4) = 0, (B) [3].
Définition 1.15. Soit B: D(B) c E — E un opérateur autoadjointet K: D(K) € E — E un
opérateur tel que : D(B) < D(K). On dit que K est B-compact si [’'on a la propriété
suivante : Si (u,) est une suite de D(B) telle que (||u, |lg + ||Bu,||5) reste borné, alors la
suite (Ku, ) admet une sous-suite convergente.
Exemple 1.8. Soit B 1’opérateur défini par :
D(B) = H*(R")
Bu = —Au
K I’opérateur suivant :
Ku(x) = V(x)u(x)
Ou V est une fonction a valeurs réelles et a support compact Q dans R™ telle que V € L (R").

Alors on sait que B est autoadjoint et borné inférieurement. De plus, il est clair, grace a
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I’injection compacte de H?(Q) dans L2(Q), que K et B-compact. Il en résulte que 1’opérateur
A suivant :

D(A) = H*(R") et Au=—-Au+Vu
est autoadjoint et que :

Oess (A) = RT.

1.4.3. Opérateur autoadjoints compacts
Nous considérons dans cette section le cas particulier des opérateurs autoadjoints et compacts
de E dans E. nous allons montrer que pour de tels opérateurs, les vecteurs propres forment
une base de E. il s’agit donc d’un résultat de diagonalisation. Il généralise a la dimension
infinie le résultat qui exprime que toute matrice hermitienne est diagonalisable dans une base
orthonormée.
Nous allons déduire quelques propriétés du spectre d’un opérateur autoadjoint compact a
I’aide du principe de Min-Max.
Propriétés 1.2. Soit A € K (E) un opérateur autoadjoint, alors on a :

1

0eo(4);

2- Opss(A) = {0}

3- Toute valeur propre non nulle de A est de multiplicité finie.

4- Le seul point d’accumulation possible des valeurs propres est (.
Dans la suite, afin de simplifier la présentation, nous considérons des opérateurs positifs c.a.d.
tels que :

(Au,u); =20 Vu€E.

Cette hypothéese ne restreint pas la généralité de notre propos, tous les résultats s’étendent au
cas quelconque. Soit donc A € K (E) un opérateur positif. L’opérateur —A est donc borné
inférieurement par —||A||. D’aprés les propriétés 1.2, la borne inférieure du spectre essentiel

de —A est égale a zéro : 1,(—A) = 0.
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En appliquant le principe du min-max & —A, on obtient les résultats ci-dessous portant sur

I’opérateur A. Pour m=1, 2...3, on pose :

A A= sup Awwe

in (1.12)
Vi €V (E) WEVm u#0 ||u||,25

La suite (/’lm (A))le est décroissante, positive ou nulle, et tend vers 0 quand m — +oo.
D’apres le théoréme 1.7, 0on a:

Théoréme 1.11. [2]

Soit A € K (E) un opérateur autoadjoint positif. Alors on a :

e Soit A est de rang fini. Alors, si M désigne le rang de A4,

A1(4), A,(A) ...1,,(A), ... 1y, (A) sont les M valeurs propres strictement positives de
A, ordonnées de la plus grande a la plus petite et répétées un nombre de fois egal a
leur multiplicité. De plus :

An(A) =0 VYm > M.

e Soit A n’est pas de rang fini. Alors, A admet une infinité dénombrable de valeurs
propres strictement positives et de multiplicité finie qui peuvent étre ordonnées en
suite décroissante convergeant vers 0. De plus, si chaque valeur propre est répétée un
nombre de fois égal & sa multiplicité, cette suite coincide avec la suite (1,, (4)).

Notons que; pour tout m < M si A est de rang M fini et pour tout m > 1 sinon, les sup et inf

dans la formule 1.12 sont atteints et I’on peut donc écrire

. (Aul u)E
An(A) =, WX Tl (1.13)
On a aussi d’apres la formule (1.8) :
Au,u
1 (4) = (Au, W (1.14)

min max 2
Vin—1€Vm-1(E) uevii_juz0 ||ullg
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Théoréme 1.12.
Soit A € K (E) un opérateur autoadjoint positif qui n’est pas de rang fini et soit (A, (A))m21
la suite ordonnée de ses valeurs propres. Notons (w,, ),>1 une famille orthonormale de E
telle que :

Aw, = A, w,,.
Alors la famille (w,,) est une base hilbertienne de (Ker A)*. Autrement dit, tout u € E se

décompose de maniere unique sous la forme :

+o0
u=uy+ z (W, W) E Wiy, (1.15)
m=1

(la série converge au sensde E)ou uy € Ker Aetl’ona:

+o0
ol = ol + ) 1ot win )i
m=1

De plus, la famille (w,,,) diagonalise ’opérateur A au sens ou :

+oo
Au = z A (W, W) ) g Wy,
m=1

(la série converge au sens de E) [1].

Corollaire 1.2. Soit A € K (E) un opérateur autoadjoint positif et injectif. Alors A admet une
suite de valeurs propres strictement positives décroissant vers 0 et il existe une base
hilbertienne de E formee de vecteurs propres associés.

Remarque 1.5. On déduit en particulier de ce corollaire que dans un espace de Hilbert non

séparable, il ne peut pas exister d’opérateur autoadjoint compact positif et injectif.
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1.4.4. Opérateurs autoadjoints a résolvante compacte
Définition 1.16. Soit A: D(A) c E — E un opérateur non borné. Alors A est dit a résolvante
compacte si :
Viep(4d) (A—AD7'e X (E). (1.16)
Théoréme 1.13.
e Unopérateur A: D(A) c E — E est a résolvante compacte si et seulement si il existe A
tel que (A — AI)~! € K(E).
e Si Aest arésolvante compacte, A est nécessairement non borné [1].
Nous allons maintenant déduire des résultats de la section précédente la théorie spectrale des
opérateurs autoadjoints a résolvante compacte. Nous nous restreindrons au cas des opérateurs
bornés inférieurement
Théoreme 1.14. [1] Soit A: D(A) c E — E un opérateur autoadjoint borné inférieurement
et a résolvante compacte. Alors il existe une base hilbertienne de E, {w,, € D(4);m = 1},
et une suite de réels (1,,).,>1 telles que :
M <A <Ay <<+
mliTw Ap = 400
kAWm = AnWn, m=1;2..

De plus, les valeurs 4,, admettent les caractérisations suivantes :

L , (Au, w)g
m = min max ————— (1.17)
Vin €V (D(4)) u€Vimuz0  |lullz
Au,u
i = u, g (1.18)

max min 2
Vin-1€Vm—1(E) uevt_inD(Au=0 |lullg

Corollaire 1.3. Avec les notations du théoréme 1.14, on a :

400 “+ oo
u=Zuan D) o Y 4,12, |2 < +oo.
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400 +o00
u= Z u,w, € D(A) = Au = Z AUy, wy,.
n=1 n=1

Par ailleurs, supposons que A est associé a une forme bilinéaire a de domaine D(a). Alors,

ona:
_ a(u,u)
Am = min max ————— (1.19)
Vin €V (D(a)) €V ,u=0 ||u||E
Et
a(u,u
A, = (w, 1) (1.20)

= max min —
Vin—1€Vm -1 (E) ueVii _inD(@u=0 |lullz
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Chapitre 11
Stratification horizontale

2.1. Position du probléeme
La modélisation d’un probléme particulier de sismique conduit a étudier I’équation d’ondes
scalaire suivante:

2
ZTZL — div(c?(x,2)Vu) = f (2.1)

Ou t > 0 (le temps) et le domaine de propagation (en 2D) est la bande infinie :

Q={(x,z)ER2/0<Z<h=%}

Ce domaine est représenté par la figure 2.1 ci-dessous. La fonction u représente la pression.
Lasource f estdonnée telle que f € L4(Q) (a support compact)

La fonction c tient compte de la stratification du milieu : c’est une fonction réelle strictement
positive et mesurable de x et z qui satisfait les conditions suivantes :

c est borné avec 0 < ¢y < €(X,2) < Cax < ©, et c(x,z) = c4(z) quand |x| > M, ou M
est une constante réelle positive. Si c(x,z) = c1(z) = c¢o(z) presque partout dans Q, le
milieu est dit non perturbé et I’opérateur correspondant sera noté Ay = A,.

Les ondes doivent vérifiées les conditions de :

Dirichlet homogene sur Z = {(x, h)}
h

(2.2)
Neumann homogene sur Z ={(x,0)}
0

ZA ZA\

h h
T 1
| |

co(2) co(2) c_(z)c(x,2)|c(x,z)| cy(2)

] ]

o) x -M 0 +M

(a) Non perturbée (b) Perturbée

Fig. 2.1. Domaine pour une bande
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Dans notre étude nous nous intéressons au cas ou la source f(x, z, t) est une excitation
harmonique en temps, c'est-a-dire :
flx,z,t) = f(x,2)e ™ w>0 (2.3)
On considére des sources harmoniques (2.3), il est naturel de chercher des solutions de (2.1)
qui soient-elles mémes harmoniques c'est-a-dire de la forme :
u(x,z,t) = u(x,z)e @t (2.4)
Si on injecte (2.4) dans 1’équation (2.1), on voit que la fonction u(x, z) doit étre solution de
I’équation :
—div(c?(x,2)Vu) — w*u=f (2.5)
On remarque que :
Dans (2.5), la dépendance en fonction du temps a été remplacée par 1’introduction du
parametre w > 0 (qui lui impose la dépendance en temps). Notons que 1’on peut résoudre
(2.5) a w fixé, alors que cela n’avait pas de sens de résoudre (2.1) a t fixé.
2.2. Formulation mathématique
Dans ce qui suit, c(x, z) dépend uniquement de z, alors : c(x, z) = c¢y(z) (presque partout),
ainsi le milieu est dit non perturbé et 1’opérateur corespondant sera noté par A,. Cet opérateur
a eté étudié dans [8] en utilisant la transformé de Fourier en x.
Nous allons reprendre 1’équation (2.5) avec c(x,z) = ¢y(z) et w? = p, onaura:
—div(c¢(2)Vu) —pu = f (2.6)
Pour mieux analyser (2.6) nous allons situer le probléme dans le cadre fonctionnel L?.
Nous considérons 1’espace de Hilbert : H = L?((, C).

Muni du produit scalaire usuel : (u,v) = [ u? dxdz

1
On note par : ||u|l = (u, u)z la norme associée.

Posons : H, = {v € H'(2)/v(x, h) = 0},
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ou H'(2) = {u €LX()/ Z—Z, Z—Z € L? (.Q)} désigne I’espace de Sobolev.
Introduisons I’opérateur A, = —div(ciV) modélisant la propagation dans (0 ; il est

précisément défini par la forme sesquilinéaire hermitienne a,(.,.) sur (Hg)? par :

Pour tout u € Hg, Agu appartient a I’espace antidual H;z, avec :

Vv € Hy, (Agu,v) = fVuVﬁcg (z)dxdz = ay(u, v)
Q

Remarque 2.1. En général, A sera considéré comme un opérateur symétrique de H;, dans

(H;®)', ou le paramétre « s » signifie que la mesure dxdz dans 2 est remplacée par :

(1 + x?)dxdz ; de cette fagcon nous posons :
12(@) = {u € (@) (1 +x)2u(x,2) € [2(2))

H () ={u e >*(2); 7 u e (12 (@)}

Ces deux espaces sont associés aux normes hilbertiennes suivantes :

1/2
lull 250y = [|(L + 2" 2uf| 5 = ( j (1 +x)*Julx, z)|2dxdz) :
Q

1/2
lullgisy = (Nulli2s @) + 1Vull25q))

Nous sommes concernés par 1’opérateur non borné A,, défini comme suit :

D(4y) = {u € Ho; Agu € 12(0), 2| _ = 0} e
Agu = Agu = —div(cdVu) siu € D(4,)
Ainsi, pour chaque u € D(A,), Vv € Hy,0ona:
(Aow,v) = ap(u, v)
Oul (., .) est le produit scalaire dans L2(Q).
Généralement ||. || x sera notée comme la norme usuelle dans 1’espace de Sobolev

HS(X),ou X c R,

Lemme 2.1. La forme sesquilinéaire ay(u,v) = fn vuvics (z)dx dz vérifie :

26



Chapitre 11 Stratification horizontale

Yu € Hy, cZ., f|l7u|2 dx dz < ag(u,u) < ¢y, f|l7u|2 dx dz
2 !

Par conséquent, la forme sesquilinéaire a,(.,.) est positive, continue sur H, X H,, et
coercive.
Preuve. L’encadrement vient du fait que 0 < ¢, < (X, 2) < Coax < .

La coercivité résulte de 1’inégalité de Poincaré :

h , h
f ' (2)[2dz > j Ip(2)|2dz,
0 0

vérifiée pour tout p € H1(]0, h]), tel que p(h) = 0.

En effet :

ao(u,u) = ¢, fIVuIZ dx dz > cZ;, llull?

Q

D’ou la coercivité. ]

Corollaire 2.1. L opérateur A, défini par (2.7) est autoadjoint positif sur L?(Q) et son
spectre o (Ay) est inclus dans 'intervalle [c2, , +].

Preuve. L’opérateur A, est symétrique car A, est hermitienne. Il sera autoadjoint s’il est
surjectif. La surjectivité découle du lemme de Lax-Milgram.

De plus, 4, est positif car : (Agu,u) = [, [Vul? c5(2)dx dz = ao(u,u) > 0.

L’inclusion découle du lemme 2.1. [
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2.3 Analyse spectrale de I’opérateur A,

D’aprés le corollaire 2.1, ’opérateur A, = —div(c3 (z)V) est autoadjoint positif ; de plus son
spectre est inclus dans ’intervalle [cZ;,,, +oo].

2.3.1. Opérateur réduit c3Q,

Considérons I’opérateur transverse (puisqu’il prend en compte la coordonnée transverse z)

ctQ, tel que :

1dy/,d
Q= ‘ga(% &)

Cet opérateur est autoadjoint et positif sur L2(]0, h[) de domaine :

D(c§Qo) = {u € H'(10,hD); c§ Qou € L*(10, hD), c§u’ (0) = u(h) = 0}
il est a résolvante compacte, alors son spectre est discret et constitué d’une suite de valeurs
propres positives : §; < S, < -+ < S, ... appelés seduils.
On considére, pour u € R, ’opérateur Q défini par :
D(Q) = {u € H'(]0,h[); Qu € L*(10, A]), c§u’ (0) = u(h) = 0}  L*(]0, h[; c§ (2)dz)

p (2.8)

Q=0 ——=

o
Le domaine D(Q) ne dépend pas de u.
Proposition 2.1. Q est un opérateur fermé, de domaine dense dans L?(]0, h[) et autoadjoint
pour le produit scalaire (c.,.)2qonp-
Preuve. Remarquons que le probléme suivant « étant donné £ € L2(]0, h[), trouver u € D(Q)
tel que Qu + ((c3)~'u + Du = f » admet une unique solution.
En effet, écrivons la formulation variationnelle de ce probléme. Pour cela, nous multiplions
par c2 et par ’application de la formule de Green, on obtient le probléme suivant :

Trouver u € H(]0, h]) tel que pour tout v € H1(]0, A[)
h , h
f (cRuv' + cduv)dz = J cifvdz
0 0
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- Le premier membre de 1’équation précédente définit une forme sesquilinéaire continue
et coercive qu’on note q(.,.). Le théoréme de Lax-Milgram permet donc de montrer
qu’il y a existence et unicité au probléme variationnel. Ensuite, par un argument de
dualité la solution faible est une solution forte c.a.d. u est bien dans le domaine de Q.
Donc I’opérateur Q + ((c#)~'u + 1) est inversible, en particulier d’image égale a
L?(]0, k) (surjectif).

- L’opérateur Q est symétrique car :

h
(c6Qu, V) 2qonp = j (cfu v’ —puv)dz = (u,c§Qv)zqonp » Y v € D(Q)
0

Alors on conclut que D(Q) est dense dans L2(]0, h[) et que Q est autoadjoint.

On déduit en particulier que le spectre résiduel de Q est vide et que le spectre de Q est réel.
Plus précisément on a :
Lemme 2.2. L 'opérateur Q est a résolvante compacte.
Preuve. Notons que —((c3)~'u + 1) appartient & I’ensemble résolvant de Q. Il suffit donc de
montrer que (Q + () u + 1)~ est un opérateur compact.
Soit (f,,) une suite bornée de L?(]0, h[).
Posons :
u, = (Q+ () tu+ 1)71f, , de ’égalité (Q + (c3)u + Du, = f, découle I’identité:
q(Un, Un) = (fo, Un)
Ce qui implique que :
in 1 gonp < At wa) < Wfallizgonplltallitgonp
Donc |lu, llz1qonp < (Crznin)_lllﬁllle(]O,hD
Par conséquent, la suite (f,) étant bornée dans L2(]0, h[), la suite (u,,) est bornée dans

H'(]0, h[). D’aprés le théoréme de Rellich-Kondrashov [4], ’injection de H(]0, h[) dans
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le

L?(]0, h[) est compacte car (]0, h[) est borné. On peut donc extraire de (u,) une sous suite

convergente dans L?(]0, h[) et c’est ce qu’il fallait démontrer. n

Théoréme 2.1. Le spectre de Q est purement ponctuel et constitué par une suite {K,, (1) },,>1:

~(Cmin) ™t S K1) < Ko () oo < Ky () .. < +o0 telque lim K, (u) = +oo,

chaque valeur propre étant répétée autant de fois que son ordre de multiplicité. De plus il
existe une base hilbertienne de L2(]0, h[) constituée de vecteurs propres {U, (i,.)}n,>1 qui
satisfait
(QUn (W 2) = K, (WU, (1; 2), n=1,
| A 1/2
UlUn(.u; INzzqonp = (f U (1 .)I2d2> =1
0

Remarque 2.2. L appartenance de u dans D(Q) est caractérisée par :

+ oo

e D(Q) & D Kul) (1 Uy (1)) g ppUn () € 1210, AD.
n=1

(Dans ce qui suit I’indice « u » sera omis dans la notation pour simplifier).
Proposition 2.2. Soit (Un (z))n>1 une base orthonormée de L?(]0, h[). On peut caractériser
’espace L*(02) par :
(
u(x,z) = Z U, (OUp (2) avec u, (x) = (u(x,.), Un) 2o nlaz)
u€el’n) e n=l
et Il ey = ) Nt ey

n=>1

la convergence de la série (u, (x)U, (z))n21ayant lieu dans L2 (Q2; dxdz).

La séparation des variables x et z dans I’espace H = L>*({2) permet de ramener I’analyse
spectrale de I’opérateur A, a celle d’une suite d’opérateurs de Sturm-Liouville A4,, sur
L?>S(R ; dx). En identifiant I’espace de Hilbert L>*(£2; dxdz) au produit tensoriel hilbertien

L>(R; dx) ® L>*(]0, h[; c2 (2)dz).
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Proposition 2.3. Tout u € L*>*(22) admet la représentation suivante :
u(6,2) = ) 4y (1) Uy 2) 29)

n=>1

Cette somme converge fortement dans L? (). Pour u € H}, les deux sommes suivantes sont

convergentes dans L25(Q) :
. du ) du
DU U@ =55 ) wU) =5 (2.10)

n=>1 n=1

Proposition 2.4. Quand u € H;* tel que (4p — p)u € L>(2), alors la somme suivante

converge fortement dans L?() :

d*u,
Z <— + Knun> ctU, = (4p — u (2.11)

dx?

n=>1

Preuve. Nous allons prouver cette derniere propriété pour s = 0 et de la on peut conclure
pour le cas général.

Ona: (4 — Wulx, z) = —div(c§ (2)Vu(x, z)) — uu(x, z)

= —div (cg (2) Z—zu(x, z),cé(2) Z—Z u(x, z)) — puu(x, z)

,, 0%u a( ., . ou
= —c}§ (z)ﬁu(x, zZ) — EP o (Z)Eu(x, z) | —pu(x, z)

( u(,2) = ) u,(x) Uy (2)
0%u "
Comme { 2 (x,z) = Z u, (x) U,(2)
ou ou — d d
— |2 _) = A2 _
5 (403;) Z 1y (1) 7 (2) - Un ()
On obtient
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" 1(d d
Agu(x,2) - pu(x, 2) = ¢ K— pRLe vn(z>> +) (— - (a ¢t v,.(z)) () - %un(an(z)ﬂ
0 0

n>1 n>1

Y U@ U ) + ) QU@ ()

n=1 n=>1

B )" (—tt (K, (1)U (2)

n=1

Alors :

Agu — pu = Z(—u;; +K,u,)céu, [

n=1
Ainsi :
(4o —u = z An ity
n=1
ol A,u, = —u, +K,u,, de domaine : D(4,) = {u € H(R) /A,u € L*(R)}
(A,)n>1 est une famille d’opérateurs de Sturm-Liouville.
Maintenant, on peut utiliser ces propriétés pour résoudre I’équation : Agu — pu = f.

Ou f est donnée dans certain espace L*>S(Q),s > 0etu € Hy® .

Ecrivons

== 9200 U@,

n=>1

On obtient le systéme infini d’équations linéaires suivant avec u,, inconnu et u,, € H>7*(R).
—u, +K,u, = g, € L>*(R) pour tout n > 1. (2.12)
- gn € L>(R), car:

Ig1Zey = D lgllFesqey < o0

n=1

Proposition 2.5.
1- L’opérateur Ay n’a pas de valeurs propres.
2- Le spectre de A, se réduit au spectre essentiel g, (4g) = [S1(4g), +o[

ou S; est la premiére valeur propre de [ ‘opérateur cZQy.
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Preuve.

1- p valeur propre de Ayp:

Aju—pu=0 = —u, +K,u, =0 vn=>1

Les solutions de : —u,, +K,u, = 0 est une combinaison linéaire de e elles
n’appartiennent pas a L>(R) car : et*»* ¢ L?(R), doncu,, = 0 Vn. Par conséquent u = 0.
Il n’y a pas de solution u € L?(Q) de (2.12), sauf u = 0.

2- 0, =0 = 0 = 0,. Laborne inférieure de o, découle du principe de Min-Max. m
2.3.2. Solution de I’équation (2.12)
Si K,, = 0 est une valeur propre de Q, u est appelée un seuil de A, qui correspond a une
valeur propre de c2Q, [8]. A, change de multiplicité lorsque u passe par u,.
En effet,ona: QU,(z) = K, U, (2).
Si K, = 0, alors QU, (z) = 0. Ce qui donne : c2Q,U, = uU,.
Notons par S(A4,) I’ensemble des seuils de A, qui est constitué d’une suite strictement
croissante {S,, (4¢)}ns1 :0NaS(4y) < [c2;,, +].
SiK, #0.
On pose N(u) = max ({0} U {n = 1; K, < 0}), alors,
K, <0ssi 1<n<N(u),etonpose:k, = \/——anuand n<N(u)
etk, = i\/K, = i6, quand n > N(p).

Proposition 2.6. La solution de [’équation (2.12) est donnée par :

(—2ik,)! f g (xNeknlx=xlgx" 4 q etkn® 4 p e~kn* quandn < N(u)
u, (x) = R (2.13)
)~ (X e~ Onlx—x' x’+ane_n+ne" quand n > N(u
k(29)1 g(l) lexld 0, x b@x d ()
R

Preuve.
—uy, (%) + Ky, () = g, (x) VxR, g, € L*(R).

Pour résoudre cette équation on utilise la méthode de la variation des constantes arbitraires.
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Uy, () = u, (%) + uy(x).
u, : est la solution de 1’équation —u, (x) + K,u, (x) = 0 et qui est la combinaison linaire de
elkn¥ gt e=thn* K = —[2
Donc : u, (x) = a,e*n* + b,e~kn*
Calculons w,, :

a,(x)etfn* £ b (x)e"tkn* =0
La résolution du systéme :
ay () ik e™n* + by (0) (~iky)e ™ = g, (x)

nous donne :

an(x) = - f (—2ik,) e~ " g, (x")dx' et b, (x) = f (—2ik,) e Hn¥ g, (x")dx'
R R

AinSi, up(x) = (_Zikn)—l.I-gn(xl)eikn|x—x'|dxl
R

Enfin ;

u, (x) = (=2ik,)™? j Gn (XNeknl=xlgx" 4 q, ethn* 4 p e thnx sin < N(u)
R

De la méme fagon nous trouvons que :

u, (x) = (26,)7! J gn(xNe O ldx" + q,e 0¥ 4p, efn* sin > N(u)
R
D’ou la solution de I’équation (2.12). [ ]

On cherche les solutions « sortantes », dans le sens ou u(x, z) aura un comportement précis
quand |x| est grand. C’est exactement le sens donné par le P.A.L prouvé dans [8] partie | (ou

la transformé de Fourier en x est utilisée).
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2.4. Principe d’Absorption Limite (P.A.L)

Lorsque { € C/a(Ay), larésolvante Ry, ({) = (A — J)~* est un opérateur borné de L? ()
dans L?(€). L’application (( - Ry, (¢ )) est analytique sur C/a(4,), a valeurs dans

L(L*(Q), L*(Q)), mais elle n’a pas de prolongement a o'(4,) car lanorme de Ry, ({) esten
[Im(Q)|~! lorsque ¢ tend vers u € a(4,).

En se plagant dans un sous-espace de L2 (Q), ou la décroissance a I’infini est plus forte, on
peut « absorber » la modification du comportement de R4, ({)f lorsque ¢ tend vers

U € a(Ap) : c’est le principe d’absorption limite qui permet de donner un sens a la résolvante
en des points u du spectre de A,. Il consiste a estimer la résolvante R, ({) de maniere
uniforme au voisinage de u € a(A4y) et a montrer 1’existence d’un opérateur limite quand ¢
tend vers u.

Pour établir un principe d’absorption limite, on introduit les espaces de Hilbert L>*(Q), s réel,
déja défini dans la sous section (2.1).

Alors, pour résoudre 1’équation Aqu — pu = f, dans L>$(€), prenons le cas ol 4 € o (4,) et
u & S(Ag).

Théoréme 2.2. (P.A.L) Soits > %et u € R—S(Ap). Alors, quand { —» u avec +3m({) > 0,
’opérateur (Ay — {)~! converge dans L(L>*(2), H;*®) (avec la topologie des normes) a une

certaine limite notée Ry ().

Ici, la solution sortante est u = R, (w)f € Hy*, sous la condition s > %

De maniére equivalente, ¢a nécessite a,, = b,, = 0, pour tout n.
Remarque 2.3. La formule (2.13) nous fournit I’interprétation suivante de 0,45 (Ay). Quand
Ky >0, u,(x) = (26,)7" [ gn (xNe ¥ ldx" + a,e% + b,e®* décroit de maniére

exponentielle quand |x| est grand. Alors, la différence entre Rj{o (Wf et Ry, (u)f vient des
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termes indicés par n < N(u), puisque on a R;, (Wf = W([B] partie 1). Ceci montre
que quand n > N(u), alors u € 0,..(Ay), et quand u < S; alors
R, (1) = (Ao — )™ € L(LP(®)). Ainsi, 0(Ag) = 05 (o) =[Sy, +oo].
2.5. Fonctions propres genéralisées
Soit u & S(A,), Supposons que s > %
Les fonctions propres généralisées de A, sont les fonctions ¢ = ¢ (x, z)vérifiant

I{ Ay = u¢ dans HV=5(12), avec u convenable dans R*

4 ¢ est localement dans D (A,),

kcp est bornée et non identiquement nulle dans 0.
Comme on a défini les éléments propres K,, et U, (z) pour n = 1, les fonctions propres
généralisées de ’opérateur A, sont données par : ¢, (i, x, z) = etkn*y (2),
oul<n<N(.
Introduisons le sous espace suivant de L2~* (), que nous appelons 1’espace propre généralisé
de Ag associéau (oua (Ag—u))

Ea, (1) = {¢ € H'*(D)|¢ € D(Ag)ioe N H (1), (Ao — )¢ = 0 dans 02},

ou D(Ap),c est I’ensemble des fonctions ¢ tel que pour tout (x) € Cy°(R) on a
Y(x).¢p(x,z) € D(Ay). La résolution du systeme homogéne associé a (2.12) montre que
E4,(u) est génére par des fonctions de la forme : R;{O (Wf — Rz, (Wf, ou f est dans L>S(Q)
et plus précisément pour n’importe quel u € |Sy, Sy+1
Nous avons :

€a, (W) = &5, (WBEZ, (W) (2.14)
Ou & ;-ro () est I’espace de dimension finie engendré par les bases :
Ba(w)t = {exp(ik,x)U,(z)/ 1 < n < N}. Ainsi, E4,(u) ne dépend pas de s > % et il est
de dimension 2N (voir que N(u) = N).
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Dans [3], il a été prouvé que la famille {¢,, (4, x,z),u = S1,1 < n < N(u)} est un systéme
complet de fonctions propres généralisées.

Théoréme 2.3. Soit K un sous ensemble compact de C,. Si K n S(4,) = @, considérons
R# ({) appartenant a L(L**, H,*) avec un paramétre arbitraire s > % , alors, 'application
R7 () est holderienne continue sur K [20].

2.6. Fonction de Green

Il s’agit de calculer le noyau G, de la résolvante Ry (u) = (4¢ — w) L. L’équation intégrale

qui définie G, est :

(Ag — W) f(x,2) = j- Go(x,2,x,2)f(x,2)dx'dz'
2

Ou:u € C, (x,z) €N et f dans L2(2), I’espace de définition de la résolvante.

D’aprés 1’étude du paragraphe 2.3.1, 0n a:

(Ay = u =Y 4, U,

n=>1

Pour calculer la fonction de Green de 1’opérateur (4, — p) ™%, il suffit de connaitre celle
I’opérateur A,, notée G,,.

Pour calculer la fonction de Green de I’opérateur A,,, on résout 1’équation homogene

—u, + K,u, = 0 pourtoutn > 1

) a,e fn* 4+ p etk K <0
—u, +K,u, =0 u,(x) =
a,e 9% + b,e* K, >0

¢1 — e—iknx, ¢2 = plknx
f¢1 (x')¢2 (x) si x>

G (.X x/) =J [¢1' ¢2] N
0N b1 (x)¢2(x') si x <

L [¢1, P21 N

ou : [¢q, ¢, ] est le wronskien défini par :

de

37



Chapitre 11 Stratification horizontale

[1, P21 = 1 () P2 (x) — Py (x) 1 (x)

— _L-kneiknxe—iknx _ ikneiknxe—iknx

= —2ik,
(e—iknx’.eiknx
. iTLkn Sl x = x’
Gn(x’x) - eiknx’.e_iknx . < ,
LTLkn SL XS X
ikylx—x'|
G,(x,x") = ——
n(6x) =5
Et Go(x,z,x ,2) = Z G, (x, x YU, (2)U, (2"
n=1
) eikn|x—x'|
ce qui donne Go(x,z,x ,2') = _ZTUn (2)U, (2"
n=>1 n

Cela nous permet de déduire la formule de la résolvante suivante :

eiknlx—x’l

RAO(,u) = —J nz>1WUn(Z)Un(Z’)f(x’,z’)dx’dzr
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2.6.1. Application numérique

Nous allons donner une représentation graphique (isovaleurs) dans le cas d’un milieu
homogéne (une seule stratification) de la fonction de Green Gy, on choisit pour base de

. . d?
L?(]0, h]), une base orthonormée de vecteurs propres pour I’ opérateur A, = — 7 de

domaine D(4,) = {v € H'(J0O,h]) / v" € L2(J0,h]) et v' (0) = v(h) = 0}.
Cet opérateur est autoadjoint dans L?(]0, h[) et & inverse compact, une telle base existe et le

calcul des fonctions et des valeurs propres donne :

( 2
J U,(2) = 7 sin[K,,(h — z)], n € N*

" 1/
L—Un = KU, aveck, = - (E + (n— 1)n)

157

|

“.ﬁ

»

0.5

Figure 2.2. Représentation graphique de Gy : (lignes de niveaux)
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2.7. Construction des opérateurs de Dirichlet-Neumann

Dans cette partie nous allons définir et analyser une famille d’opérateurs {T'(u)}, (qui servira
par la suite), nommeée opérateurs de transmissions associés a une stratification horizontale.
Nous sommes intéressés par la propagation acoustique dans la demi bande

Nt =10,+00[ x ]0, h[. On note par Y, = {0} x |0, h[, I'interface entre 2~ = ]—o0, 0] X
10,h[ et 2.

2.7.1. Etude de la propagation acoustique dans une demi-bande infinie

On rappelle d’abord les théorémes de traces dans le cadre classique des espaces de fonctions
différentiables de C5(Q) et C5(Z).

Pour s = 0, la restriction de u € C5(Q) sur le bord X est appelée la trace de u sur . Elle sera
notée par y(u) € C*(2).

Ces résultats de traces sont étendus dans le cadre des espaces de Sobolev H*(Q) et H*(Z).
Ainsi étant donné un réel s > 1/2, I’espace C§° (Q) est dense dans I’espace HS () et
I’application trace sur  de C§° () dans C5° (Z) se prolonge en une application linéaire
continue et surjective de H*(Q) sur H5~1/2(%), notée y ce qui définit la trace d’une fonction
u € H(Q) avecs > 1/2 [9].

Définition 2.1. Fixons u € R et mettons :

H:= {fp = Z P Uy (Z);Zlknq)%l < +00}

n>1 n=>1

(9,5 1= ) (1 + iy D 9T

n=>1

H associé au produit scalaire (.,.)y est un espace de Hilbert, qui est dense dans L?(X).

Quand L2(X) et son espace anti dual sont identifiés, I’espace topologique anti dual de H peut

étre identifi¢ avec 1’espace de Hilbert suivant :
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H := {g = ZgnUn (Z):ZIgrzll/(l + 1k, ) < +°°}

n=1 n=1
Notons par H I’espace de u € H1(Q™") tel que u(x,h) = 0,0na:

Théoréme 2.4. L opérateur de trace sur X noté y, est une application continue de H7 dans H.

De plus, tout u € H a la représentation u(x,z) = u, (x)U, (z),

n=>1

ol vn,u, € H'(]0,+oo[), et finalement :

yu(2) = ) w, (0, (2) (215)

n=>1

Preuve. En fait, comme conséquence des égalités (2.10), les deux quantités équivalentes

D (el e, + 1Kl 30} et ) (il g, + 1+ D2l 130, )

n=>1 n=>1

sont finies et leurs racines carrés définissent des normes dans Hg, qui sont équivalent a
II. Il q+. De plus, I’égalité (2.15) est vérifiée quand w, a un support compact quelque soit n, et

u,, = 0 pour n suffisamment grand. Alors, on a:

“+oo
j 2u,u, dx
0

<> (g, + U+ 1D w130,

n>1

N
Iyully = > (1 + IkaD
n=1

Ainsi, cette inégalité peut étre prolongée par densité pour tout u € HZ. Ce qui prouve que y
est bien défini, continue et donc 1’égalité (2.15) est vraie.
|

Ce théoréme implique que la définition de H ne dépend pas de la valeur donnée . En fait, H
1

est un sous espace fermé de I’espace de Sobolev Hz(X).

Remarque 2.4. L application y est continue de Hg ;,. = {¢|Q+; ¢ € ngc} dans H, et que

I’égalité (2.15) est toujours valable (mais avec u,, € H} . (R,)).
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Proposition 2. 7. Soit ¢ = Z ©,U, (z) € H; alors la somme suivante

n=>1

2 @ne*n* U, (z) est bien définie dans Hy 5, , qui est pour tout ¢ € C5° (R),

n=>1

la somme Z e, P (x)et*n* U, (z) converge fortement dans H,,. Alors,on pose :

n=>1

P@(,2) 1= ) prethrU, ().

n=1

De plus, comme somme de fonctions définie dans 2, cette somme converge fortement dans
+,—s 1
Hy ~ pour tout s > .
La derniére affirmation est vraie dés que la suite {Z @, e U, (z)}
n=>1 k>N(u)
converge fortement vers 0 dans Hg, tandis que P(u)¢ € H;{'_S.
La premiére partie du théoreme 2.4 et la remarque 2.4 prouve que y (P(u) @) = ¢, et ainsi,
pour tout € Cy° (R), Y = 1 dans un voisinage de x =0, on a y(YP(uw)¢) = ¢, qui
compléte la démonstration du théoreme 2.4.

Définition 2.2. Soit ¢ € C,,. Choisissons une fonction R, € D(4,) de tel sorte que yR, = ¢.
Par exemple R, = YP (1)@, oU u est un réel, et y est comme ci-dessus. Introduisons
f; € L2 (L2 :={u € L*(2) \ u(—x,z) = —u(x, z) presque partout dans 2 }), qui est égale
a(Ap — DR, dans 2F, et v, := (4g — {)~'f;. On voit que
R, —v; € D(4,), alors, nous mettons :

P({)¢ =R, — v, dans 0+, (2.16)
qui définit /’opérateur P({) € L(H,H).
Proposition 2.7. La definition de P({) ne dépend pas du choix de R,,. De plus, on a :

YP(Qe = @, et (A4g — OHP(¢ = 0 dans 0+,
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Preuve. Premiérement, les égalités (4, — )P({)¢ = 0 dans QF, et yP({)¢p = ¢ sont
verifiés. Puis, soit ¢ la différence des deux fonctions définies dans (2.16), selon les deux
différents choix de R,,. Ainsi, on a ¢ € D(4,) avec (4y — {)¢ = 0 dans Ot etygp = 0.
Considérons u € L# définie par u = ¢ pour x > 0. Alors, onau € D(4,) et Agu = (u, qui
implique u = 0 et ainsi ¢ = 0 dans Q™. n

La définition de P({) est motivée par :

Théoréme 2.5. Quand { —» u € R, alors P({) converge vers P(u) dans la topologie forte de
L (H,Hl*‘s(!ﬁ)), olis > 1,ets > > quand i & S(Ag).

Preuve. Nous avons encore utilisé les notations de la définition 2.2. Comme f; € L? et en vue
des théoremes 2.1 et 2.2, il est suffisant de prouver que dans Q*, ona P(w)¢ = R, — v, avec
v, = R} f, f = lim f;. Notons par q la fonction P(u)¢ — R, + v,. Alors g appartient
D(Ay) o et on peut vérifier que (A4, — u)g = 0 dans QF, et yg = 0. Soitu € L%,loc de tel
sorte que u = q dans Q. Ainsi u appartient a D(Ag),c N Hy®, eten faitu € £, (u). En
utilisant la représentation (2.9), on a u,, = 0 pour tout n > N(u), et u,, (x) = a, sin(k,x)
pour 1 < n < N(u), ou éventuellement pour lacas n = N(u) et u = Sy (4,), on doit avoir
uy (x) = ax. Pour R, choisi a support compact, on peut voir que ces conditions sont
incompatibles quand x — +oo avec le comportement asymptotique de P(u)¢ et v, (voir la
formule (2.13) de v, ), exepte quand u = 0, ainsi le théoreme est démontre. [

Maintenant, définissons pour u € R, ’opérateur T (1) par :

T = ) e (W) Pu3 (DU, (i)

n=>1

Alors, T(w) est borné de A dans H et inversible ssi u & S(4,).

Théoréme 2.6. Soit ¢ € H et u, notée P(u)¢. Alorsona:

ou
T(we = <65 —“)
ox =0
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duy

Preuve. Rappelons que pour u appartenant & D (4y),,., la distribution g = (c& E)I . est
xX=

définie sur H par :

Vv € H,, avec un support compact dans Q-7

(g,yv) = f {Ayuv — ctVu.V} dxdz
Q+

Quand ¢ = ¢, U, (.), le calcul direct prouve le résultat exigé. La conclusion suit, dés que

T(w) et (c§ %)u:o sont continus de A dans A . n

Cette propriété nous permet d’étendre la définition de T'(¢) pour Im({) > 0. En vue du
théoreme 2.5,onaT({) > T(w) quand{ » u € R

Théoréme 2.7. Soit { € C, ; alors T(0) — T () est une perturbation relativement compacte
de T(0).

Preuve. Notons (pour tout {) par u, la fonction P(u)¢, et p comme dans la définition 2.2, on
définie v € L? par v = y(u; — uo) quand x > 0. On peut vérifier que v € D(4,) quand
y(ue —up) = 0, etainsi, 2V € (H1(Q))". Plus précisément, la fonction c2 g—;’ appartient a
Hy, qui implique que ¢a trace sur X appartient & H (théoréme 2.4). Comme cette trace est
égale a (T({) — T(0)), la preuve est compléte dés que I’injection de H dans A ‘est
compacte, et T(0) est bornée de H dans H . ]

Théoréme 2.8. Pour tout ensemble compact K € C; — S(4,), Vs > % ,{ = P({) estune
application Holderienne continue de K dans £(H, H,'~*). Ca reste vraie quand K est un sous
ensemble compact de C.. sous la condition s > 1.

Preuve. Soit f; et v, définis comme dans la définition 2.2 pour tout ¢ € A donnée. Quand R,
est choisie avec un support compact, alors f; appartient a L?S(€). En vue du théoréme 2.5, et

si f; et v, sont des fonctions impaires en x, I’application, { — v, est Hélderienne continue
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de K n C, dans H,®. Il montre que P(.) est Holderienne continue sur K N C,.. La conclusion

vient du théoréme 2.5. ]

Corollaire 2.2. Pour tout ensemble compact K € C,, { —» T({) est une application

Holderienne continue de K dans £(H,H).
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Chapitre Il Stratification générale (Probléme perturbé)

Chapitre 111
Stratification géenerale (Probleme perturbé)

3.1. Définitions et notations

Premiérement, nous allons introduire quelques notations pour définir le probleme réduit (F,)

et sa formule variationnelle équivalente basée sur la forme sesquilinéaire b({;.,.).

Les proprietés de b((;.,.) sont directement utilisées pour obtenir quelques résultats sur les

valeurs propres et d’indiquer le principe d’absorption limite (P.A.L.).
Nous revenons a la situation générale de la partie précédente. Introduisons les notations
suivantes :
Yo =|-M,M[ x {0} et X, =]—-M,M][ x {h}.
0=]-M,M[x]0,h[c Q; Qf =]M,+oo[ x]0,h[ et Qp; = ]—o00, —M[ x ]0, hl.
La vitesse des ondes dans O (resp. Q) est notée par ¢ (resp. C4).
L’interface X entre O et Q — O est composée de deux parties liées :
r=3" Uzt ouzt = {+M} x]0,hl[.

A partir de maintenant I’opérateur de trace sur 2T (resp. X) est noté y+ (resp. y).
Comme dans la partie 2.7 du chapitre précédent, on introduit les espaces suivants :
H;—’ correspond a H, respectivement pour les interfaces t. Hg—” sont respectivement les
espaces antidual. Ainsi, on pose :

Hy :=Hy X H{ et (Hy) := (Hy) X (Hy)'.
On défini pour u € C,. I’opérateur de transmission T+ (u) associé a la vitesse c, (z)

et ’interface £+, comme nous 1’avons fait pour I’opérateur T (i) de la partie 2.7. Ainsi,

T*(u) € L(H{, (Hy) ). La méme chose est faite en remplacant « + » par « - » ceci définit

T~(u) € L(Hy, (Hs) ). Plus précisément, on a :

(ot = (2 2
T*(We ‘(Cia<ix>)|x:m'

(3.1)
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ou

ut = P, (Wt = Z pEeiki(xI-M () pour +x > M

n=1

Ou la notation U, (resp. Uy) sont plutdt de Uy, ,, (resp. U,_,); de méme avec kfetKt.
Pour simplifier, nous mettons :

T’ (We = (T~ (We™, T (We*) € (Hy) , 0l ¢ = (97, ¢™).
3.2. Formulation variationnelle
Introduisons I’opérateur A = —div(c?(x, z)V) modélisant la propagation dans € ; il est
précisément défini par la forme sesquilinéaire a(.,.) sur (Hg)? par :

Pour tout u € H,, Au appartient a 1’espace antidual H;l, avec :

Vv € Hy, (Au, v) = f VuVic?(x,z) dxdz = a(u,v)
Q

Nous sommes concernés par 1’opérateur non borné A, défini comme suit :

D(4) = {u € Ho; Au € 12(Q), 22| _ = 0}
z (3.2)
Au = Au = —div(c?(x,z)Vu) si u € D(A)
Ainsi, pour chaque u € D(A), Vv € Hp,ona:
(Au,v) = a(u,v)
Ou (., .) est le produit scalaire dans L2(Q).
Remarque 3.1. En général, A sera considéré comme un opérateur symétrique de Hj dans
(Hp®)'".

Lemme 3.1. La forme sesquilinéaire a(u, v) = [, VuVoc? (x, z)dx dz vérifie :

Yu € Hp,c2., f||7u|2 dx dz < a(u,u) < gy fIVuIZ dx dz
0 0

Par conséquent, la forme sesquilinéaire a(.,.) est positive, continue sur H, X H,, et coercive.
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Corollaire 3.1. L opérateur A défini par (3.2) est autoadjoint positif sur L?(£2) et son spectre
o(A) vérifie :

a(A) € [chn, +ool. (3.3)
Preuve. Pour chaque u € D(A), Vv € Hy,ona:

(Au,v) = a(u,v)

La forme sesquilinéaire a(.,.) sur (Hg)? est hermitienne, donc I’opérateur A est symétrique,
il sera autoadjoint s’il est surjectif. Comme la forme sesquilinéaire a(.,.) est continue sur
Hq X Hg et coercive, I’application du lemme de Lax-Milgram nous donne la surjectivité.
De plus, A est positif car a(.,.) est positive.

Pour établir I’inclusion, il suffit de remarquer que pour tout u € H, :

a(u,u) = ¢k, J‘IVuI2 dx dz > cZ;, lull>. ]
2

3.3. Probléme réduit
On note par {.,. ) le produit de dualité de (Hy) X Hs.
Posons ’espace de Hilbert Hy = {v € H'(0)/ v},=;, = 0} muni du produit scalaire (.,.); de

H'(0), introduisons la forme sesquilinéaire continue b(y;.,.) dans Hy X Hy :

b(u;u,v) = f{c2 VuVv — puvldxdz —< TP (Wyu, yv >.
0

Nous sommes concernés par le probléme suivant :
Trouver u € H, tel que Vv € Hy, b(i; u,v) = (g,yv) .
Qui est la formule variationnelle du probleme () suivant ou la donnée g € Hy

() : Trouver u € V, solution de
20w _ D —

ou
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Jdu
Vv, = {u € H'(0),(A — p)u = 0 dans 0, (cz 5) = 0 dans Xy, u = 0 dans Zh}.

Remarquons que V, est un sous espace fermé de H.

Théoréme 3.1 L application u — b(y;.,.), définie de C,. dans [’espace normé des formes
sesquilinéaires bornées sur Hy, est localement Holderienne continue. De plus, [’alternative de
Fredholm s applique pour résoudre (F;).

Preuve. En vue du corollaire 2.2, b(u; ., .) est localement Holderienne continue, méme dans
le voisinage d’un seuil. Introduisons 1’opérateur L(u) dans L(Hy) défini par

vu,v € Hy, (L(wu,v); =b(u;u,v).Ona:
ri= |((L(u) — L(—1))u, v)1|
< |u+ 1llulloollvllop + ”(TD w - TD(—l))Yu”(),E”)/U”o,E .

La preuve du théoréme 2.7 montre que T2 (u) — TP (—1) transforme (continument) Hy dans

L?(%). Ainsi on peut trouver deux constantes positives C; et C, tel que :
I(T° o) = TP D)yl 5 < Cillyulloz < Collullyo
D’autre part, pour € € ]0,%[,)/ transforme H%” (0) dans Hé(Z) < L?(X), ainsi il existe une
constante C; tel que :
lyvilos < C3||U||%+g'0

alors :

r< CWllullyollvily,, ,
S+e,

1
Comme O est rectangulaire et borné, I’injection de H'(0) dans Hz2"*(0) est compacte. Par
conséquent L(—1) — L(u) est une perturbation compacte de L(—1) qui est coercive dans H,.
Finalement, on peut décomposer L(u) de la fagon suivante :

L(uw) = L(-1)(K +1),00 K = L(—1)"Y{L(n) — L(—1)} est compact.
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Ce qui montre que I’alternative de Fredholm s’applique a I’équation L(u)u = G (G est donné
dans H,). n

Remarque 3.2. L(u) est localement Holderienne continue dans C, et la famille d’inverses a
les mémes propriétés dans un domaine complexe ouvert oti L(u)~! est défini.

3.4. Analyse spectrale de I’opérateur perturbé A

3.4.1. Caractérisation du spectre ponctuel de A a,,(A4)

Théoreme 3.2. Soit u € g, (A) et ¢ € ker(A — u). Alors, pour |x| > M, ¢(x,.) admet le

développement suivant :

o x>M
d(x,z) = Z pe lixI-Myt(z),  quand <M (3.5)
n>N*
Qui implique [’égalité suivante :
9
(c2 %I) =TP(w)y¢p dansZ (3.6)

Preuve. On peut se limiter au cas x > M, et continuer les calculs comme si M = 0 (c’est la

translation), et X = {x = 0}. Posons ¢ = y¢, définissons u € L? . tel que u = ¢ —

Jloc
P* ()@ pourx > 0.0nau € D(A,);,, siyu = 0.Enfait,u € & () quiest
explicitement connue. Ecrivons pour x > 0: ¢ = u + P (u)e € L2(Q*), alorsu = 0 (c’est
comme la preuve du théoréme 2.5). L’égalité (3.6) est la conséquence de la formule (3.1).
Remarque 3.3. Pour tout 4 € 0,,(A4),Vs € R,onaker(A —p) c L*>S(), puisque

¢ € ker(A — ) a une décroissance exponentiel quant |x| — +oo.

3.4.2. Spectre essentiel de A

Proposition 3.1. Le spectre essentiel de ['opérateur A est égal a [S;(A), +oo.

Preuve. Nous avons vu au chapitre Il que o, (A4) = [S{(AL), +oo[, ou le nombre SF(A,)

est la borne inférieure de S(A4), I’ensemble discret des seuils ([8] partie ).
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On considére 1’opérateur acoustique 4 = —div(c?(x,z) V) dans Q comme une perturbation
des operateurs libres A, et A_ couplés entre eux, dans ce cas, leurs spectres essentiels
coincident et on aura :

Oess (A) = Opss (A1) U 0pss (A-) = [S1(A), +oo[
Ou S1(4) := min(S{ (A}), ST (A))
Théoréme 3.3. Notons par Z' I’ensemble des p oU (Fy) est mal posé, c’est-a-dire (Py—o)
admet une solution non trivial. Alorson a : g, (4) c 7 cZ= 0, (A) U S(A), de plus, si
i€ Z —S(A), alors tout ¢ € Ker(A — ) peut étre caractérisé par ®|0, qui est une solution
de (Pp).
Preuve. Soit u € g,,(4), associé a un mode propre non triviale ¢ € D(A), et soit u = ¢)p.
Premierement, prouvons que u # 0. Supposons que u = 0, on pose :

ba_ = Xj—w,—M[P €t DPa, = XM +00[P

Ou x(x) est la fonction caractéristique. Ona ¢, € ker(A_ — ), et ¢4, € ker(A, — ).

Ainsi, ¢, = ¢y, =0,si0,(A_) = 0,(A,) = @. Cacontredit @ # 0, alors, u # 0. En

revanche, 1’égalité (3.6) est valable pour u remplacant ¢, puisque les quantités (c2 %) et ¢

n’ont pas de saut sur X. Ce qui mene a prouver que u est une solution non nul de (P,—), et
ainsi0,(4) c Z..

Maintenant, supposons que u € Z' — S(A), et il existe une solution u # 0 de (Py=o)- Ecrivons

yu = Z X U € Hy , et ensuite, définissons ¢ de la fagon suivante :

n=>1

x>M

) = + ik (Ix|-M) +
P.(00W = ) gie U quand { ¥

d)(x,Z) = n>1
(u(x, z) quand |x| < M)
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Cette fonction est localement dans D (A4), sauf, peut étre au voisinage de X. Cependant, le saut
sur X de ¢ etde (c2 %) (de I’égalité (3.4)) sont tous les deux nuls; alors ¢ € D(A) ., €t
I’égalité A¢ = ug est vérifiée. En outre, ona b(u; u,u) = 0,

Sm(b(u;u,w)) = 0, et alors, Z ki|pE| = 0, quiimplique ¢ = 0 quand n > N* ().

1<n<N*

Ainsi, ¢ appartient a D (A) et c’est un mode propre de A associé a la valeur propre pu. ]
Théoréme 3.4. Les valeurs propres de A comptés avec leurs multiplicités, ne peuvent étre
accumulées a un point fini u, sauf peut étre quand u est un seuil de A. Dans ce cas,
[’accumulation prend place a gauche de ce point.
Preuve. Pour simplifier, nous allons traiter le cas A_ = A, (qui est c_ = c,), qui ne peut pas
restreindre la validité de la preuve. Supposons qu’il existe une suite de valeurs propres bornée
1, de A, chacun d’entre eux étant associé a un mode propre ¢X, et la famille {¢p*}; 5o est
orthonormale dans L?(€2). De plus, on peut assumer que p; € [Sy, Sy+1[, 00 N > 0 est fixé.
L’égalité a(¢®, ¢!) = w6, montre que la famille {cV¢*} est aussi orthogonale, et bornée,
si p, est bornée. Ainsi, la suite ¢p*est faiblement convergente dans H'(Q) vers certains ¢.
L’orthogonalité de {¢*}, implique que ¢ = 0.
Posons vk = ¢|’§9, alors nous avons :

v*¥ = 0 (faiblement) dans H*(0).
Ainsi, il y a une sous suite de {v*},, notée encore {v*},, qui converge fortement vers 0 dans

L?(0). D’autre part, on peut écrire (comme dans le théoréme 3.3) :

yvk = Z okU, (u; z) € Hy, .

n>N+1

De I’égalité b(u; v*,v*) = 0, on déduit que les deux quantités positives |lcVv*||o et
(TP ()", o*) tendent vers 0. Ainsi, v* converge fortement vers 0 dans H1(0), ll¢p*lo.q—o

converge vers 1, et finalement, de 1’égalité (3.5), on a:
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" 1
|| weorcd@azi= > o /01w

n=N+1

Et ainsi,

(i) Z l@¥|? 6, (u;,) tend vers 0.
n=N+1

1
(i) Z loX1% /6, (u) > 3 c2.. pour k suffisamment grand.
n=N+1

Maintenant, remarquons que pour n > N + 1, 0na 8, (i) > Oy12(Sy+1) > 0. Alors, (i) et
(ii) sont compatibles ssi {0y..1 (1)}, admet une sous suite qui converge vers 0. Ce qui
implique que lim sup(u;) = Sy,1. De cette fagon, on peut aussi prouver que tout point limite
de la suite {u; }; doit étre égale a Sy1. Ainsi, {u; }; tend vers Sy 1. |
3.4.3. Spectre discret de I’opérateur A

Proposition 3.2. Le spectre discret de 'opérateur A est inclus dans [cZ;,, S1 (A)].

Preuve. Comme le spectre de A est inclus dans [c2;,,, +oo[ et que le spectre essentiel est égal
a [S;(A), +oo[, on déduit directement que le spectre discret est inclus dans [cZ;,, S, (A)[. =
Le spectre essentiel de A ayant été déterminé, nous sommes maintenant en mesure d’étudier
les valeurs propres situées en dessous du spectre essentiel a I’aide du principe de Min-Max.

Nous introduisons donc la suite des min-max (4,, (”))m>1 associes a I’opérateur A et définie

par une formule analogue a la formule (1.17).
On a donc par exemple :

M = 2t )

inf ———
ueVu#0 ||ul|?
et plus généralement pour m > 1:

a(u,u)

A = inf su
mW) =, ) S Tl
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3.4.4. Conditions d’existences des valeurs propres de A

On établira dans ce paragraphe une condition suffisante portant sur la fonction c afin de
permettre la propagation d’au moins un mode guidé dans le milieu considéré.

Théoréme 3.5. Supposons que c(x, z) = c_(z) (presque) partout, sauf sur un ensemble
ouvert non vide, borné, G c 2 dans lequel c(x, z) = ¢, (x, z) et sup(ess)c, < inf(ess)c_.
Alors, g, (A) est non vide.

Preuve. Soit t un petit paramétre non négatif, et définissons ¢, € Hy, par

¢c(x,2) = e”*™lU(2), ot U représente U, ;(S;(A-);.). Posons K = ||U|I§ 10,,; > 0, 0na:

Ipella =K/t =0(3) ;

| 2

=

00
dx

=0(1);
0,Q

2

cC_— = Sl(A_)K/t
0,Q

0z

Le quotient de Rayleigh E (¢,) est calculé par un développement du second ordre dans t, qui

nous donne E(¢,) = S;(A_) — 0t + 0(t?), ou 6 Vérifie

0.0
0

2
~ | dx dz > (inf(ess)c? — sup(ess)c(z))f U (2)|%dx dz .
G

KH=f(cE—c§)|
G

Puisque G est ouvert, il existe x € R tel que G, = {z € ]0, h[ / (x,z) € G} contient un
intervalle ouvert non vide J. Supposons que U (z) = 0 dans J ; alors, —u~1(c2U") = U =0
dans J, tandis que le couple (U, c2U") n’est pas une solution triviale dans ]0, A[ pour le

systeme linéaire homogene suivant :
-2
X (z) =S5(=2)X(z) avec S(z) = (_0# €~ O(Z))

Ce genre de probléme est connu ([6]). Ca implique U = 0 dans ]0, k[ qui est absurde. Par
conséquence, 6 est positive. Alors, quand t est suffisamment petit, on a E(¢p;) < S;(A_).

Finalement, le principe du min-max implique que o,;(A) est non vide. [
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Remarque 3.4. Rappelons que le spectre ponctuel de 4, o,,(A) est vide pour toute
stratification horizontale. Par ailleurs, dans d’autre cas, on peut prouver que le spectre
discret o4 (A) = 0,(A) N ]—0,5,(A)[ n’est pas vide. Le probléme d’existence de valeurs
propres plongées dans le spectre essentiel n’est encore résolu, mais WITSCH a fourni des
résultats connexes ([25/). Le cas d’une bande courbée, avec ['opérateur Laplacien, est
développé dans [22], et peut étre étendue a une bande stratifié : [’existence des valeurs
propres est prouveé sous certaines hypotheses, comme dans [10, 12, 11,5].

Nous allons présenter quelques cas ou I’opérateur A n’a pas de valeurs propres.
Théoreme 3.6. On considere le cas de deux stratifications horizontales juxtaposées :
c(x,z) =c_(z)dans 2_:x < 0,etc(x,z) = c,(z) dans 2,:x > 0.

Alors, 'opérateur A n’a pas de valeurs propres.

Preuve. Considérons ¢ € ker(A — u). De I’équation (3.5), on a:

d(x,2) = z (p,“l—Le_eﬁﬂUi,n(z) pour +x > M

n>N*
: 5 0 T _
Ecrivons que le saut de (c g) sur X est nul, on obtient 1’égalité suivante :
0P\ ————
[(52)30m dz = Y loiPor == loilor
b
n n
Ce qui donne @,7 = ¢, = 0 pour tout n, et enfin ¢ = 0. ]

Théoréme 3.7. Supposons que S; (A_) < S;(A}), etVz, Vx, |x| <M = c_(z) < c(x, 2).
Alors, A n’a pas de valeurs propres dans [0, S;(A)].

Preuve. Introduisons le quotient de Rayleigh

Jy c?|Vp|?dx dz
Jolpl?dxdz '

E($) := quand ¢ € Hy — {0}

Nous savons que inf{E(qb)/ ¢ €Hy — {O}} < 51(A) = S1(A_). Nous avons prouvé qu’il y a

une egalité ainsi, o;(A) = @ et la limite inferieure n’est pas atteinte alors, S;(A_) & o, (4).
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Définissons ’opérateur A; (resp. la fonction E;) comme A (resp. comme E), ot c(.,. )| |x|<m

est remplacée par c_. Nous avons inf{E;(¢)/ ¢ € Hq — {0}} = S1(A_), et sa limite

inferieure n’est pas atteinte, puisque A; n’a pas de valeurs propres (théoréme 3.7). Ceci

termine la conclusion, car E > Ej;. ]
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3.5. Principe d’Absorption Limite P.A.L.

Rappelons que Z' est le sous ensemble de Z = 0,,(4) U S(A) ol (F,) est mal posé, alors
0, (A) c Z'. On peut énoncer le P.A.L suivant :

Théoréeme 3.8. (P.A.L) Soitu € R — Z', fixons s > % Siueg S(A),et s>1 siueSA).
Alors quand { = u et +3m({) > 0, la résolvante (4 — {)~! converge dans

L(LZ'S n), Hl"s(ﬂ)) vers une certaine limite notée R;,—F (u). De plus, pour tout
f€L1*(2),¢ = R;(W)f appartientd D(A) et (A — )¢ = f.

Preuve. Pour démontrer le théoréme on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2. Pour tout ¢ € H>5(2) N D(A),. tel que A¢p € L>~5(2) alors g = (Cf %) .
x=

appartient & Hy, et satisfait pour une constante convenable C, > 0 :

lglly, < C{llAPI -5y + Idllg1-say }-
Soit f € L>5(Q), et définissons £+ € L>(Q) par f* = f dans Qf; = |M, +oo[ x 0, h[
et f*(x + M, z) est impaire en x. Alors, on pose pour I3m({) > 0:

¢ =(A-07'f dansQ
¢ =4y —7'fY dansQ

+
g+ = Cz —ad)(
¢ +6|X| s+

us = ¢S dans O
o =ytul

On définit de méme ¢, g7, @7 , relative a Qy, X7, c_(z) et y~ (ici, nous devons supposer
que M=0 ). Les opérateurs P, (u) gardent les propriétés de P (u) (section 2.7), et de cette
maniere, ils peuvent étre prolongés dans C,..

Soit, g = ¢ — ¢y — P_({q; veérifianty~q = 0 et (A — {)q = 0 dans Q_y . Ainsi, en

adaptant les résultats de la section 2.7,ona g = 0 dans Q_,,.
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Ceci montre que ¢ = ¢; + P_({)¢; quand x < —M, et ¢¢ = ¢} + P, ({)¢; quand
x > M. Posons g, = (g7, 97 ) (etaussi o, = (@7, ¢ )), ainsi uappartient a Hy est la
solution unique de :

vv € Hy,b({ué,v) = ffﬁdxdz + (g, ).
0

Maintenant, appliquons le P.A.L connu pour la stratification horizontale qui est valable méme
pour un seuil (avec s > 1) puisque f*(x + M, z) est impaire en x. Ainsi, il existe ¢+, g,

respectivement en H~5(Q), Hy, Hs,, tel que (voir lemme 3.2) :

| led =0, < Cs, 1 Olf Ellzsy < C( i DN llizsay
”g{ - g”HE,I < CS {”"A((p? - d)i)”LZ,—S(Q) + ”('bé_i_ - ¢i||H1,—5(Q)} < C(SIH' ()”f“LZ'_S(Q) (37)
log = oll,, < Collg = 821110 g < € DN lizscay

Ou C(s, ) tend vers 0 quand ¢ — u. L({) est inversible et la méme chose pour L(u) par
hypothése. Comme ’application A — L(A) est continue (théoréme 3.1), alors I’application
A = L(A)™est continue dans un certain voisinage de V c C de u (voir aussi la remarque 3.2).

Ainsi u¢ converge vers la fonction u € H, définie comme la solution unique de :
Vv € H, b(u;u,v) = ffﬁdxdz +(g,yv)
0

Ainsi, ¢¢ tend vers certain ¢ € HV=5(Q) tel que :

¢ =u dansO
¢ = ¢* + PL(u)* dans Qiy

Et (cj %) est bien définie dans Hy, avec la valeur g + T2 (1) ¢. Ainsi, ¢ € D(A),,., avec
pX

(A — ) = f, et les inégalités dans (3.7) montrent que :

l9° ~ ¢||H1'_5(Q) < C(s, Olf Iz
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Chapitre Il Stratification générale (Probléme perturbé)

Pour étendre le théoréme précédent au cas M = 0, on doit modifier légérement cette preuve.
Nous n’avons pas besoin de prendre en considération uet u. Cependant, ¢* et ¢~ d’une
part, g et g~ d’autre part, doivent étre égaux sur Z, et ces deux conditions sont suffisantes
pour avoir le P.A.L. En fait, posons ¢ = ¢ = ¢, il reste une seule contrainte. Ainsi ona:
Théoréme 3.9 Soit u € S(A_) —S(A,), ouu = Sy(A_) = Sy(A,) tel que

Uy (u;) et Uz (u; ) sont linéairement indépendant, alors, le P.A.L exprimé dans le théoréme
3.8 est valable en pu.

Preuve.

Pour démonter ce théoréme on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3 Les suppositions précédentes sur u € R sont équivalentes a la propriété
suivante : ’opérateur T (u) + T~ (u) défini sur H est inversible.

Preuve. Comme (T+(w) + T~ (w)) — (T*(0) + T(0)) est une perturbation compacte de
T*(0) + T~(0) qui est inversible, on peut appliquer I’alternative de Fredholm : T*(u) +
T~ (w) est inversible ssi son espace nul est {0}. Ainsi, soit ¢ tel que (T+(u) + T‘(u))go =0.

Alors,ona:

0=((T"G0 +T~()p.0) = ) iklor P + ) ikt lpi I

n>1 m>1

Avec ¢pf = foh @UEcidz. Alors, Vn, pF = 0 dés que ki # 0, et par conséquent ¢ est
linéairement dépendant de Uy (u; ) et Uz (u; ). Ce qui termine la preuve. m
Le P.A.L est valable ssi g~ = g+, c’est-a-dire : il existe ¢ € H tel que

T*(We+g"=-T"We—g~
Cette égalité est équivalente a dire que T*(u) + T~ (w) est inversible, qui est caractérisée par
le lemme 3.3. La conclusion est immédiate. ]
Remarque 3.5 Un tel résultat est prouve dans [8] partie I, avec la stratification particuliere

c_(z)=c#c; =cy(2) (et M = 0).
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Chapitre Il Stratification générale (Probléme perturbé)

Remarque 3.6 Soit M > 0, c_(z) = ¢y, ¢, (2) = c,. Alors, si ¢; = ¢y, il est possible de
choisir c(z) constante dans O tel que le P.A.L est valable a tout seuil, tandis que si ¢; # ¢y, il
est possible de choisir c(z) constante dans O tel que le P.A.L échoue a un certain seuil (qui
n’est pas une valeur propre).

Pour conclure cette partie, notre méthode peut étre directement utilisée pour calculer
numeriquement la solution sortante ¢ de A¢ — u¢ = f donnée avec un support compact par
exemple. En fait, I’ensemble O peut étre étendu pour contenir le support de f. Alors,

¢ = R} (u)f est donnée par :

PLOOHW = ) geiNYE()  quand { ¥
$(x,z) = =t x<-M (3.8)

(u(x, z) quand |x| < M)

ouytu(z) = Z @i Ui (2) etu = ¢|p estla solution unique dans Hy du probléme

n=>1

variationnel suivant :
Vv € Hy, b(u; u,v) = Jfﬁ dx dz . (3.9)
0]

3.6. Résultats d’existences des fonctions propres généralisées

Dans cette section, u représente un nombre réel quelconque qui appartient a

Z¢ =18(A); +oo[ - Z.

Comme dans le chapitre 2, nous introduisons 1’espace propre généralisé associé a A — u :
Eaw) ={p €ED(A)jpe NH"(Q),  (A-w¢ =0}

Théoréme 3.10 Soit u € Z¢. Alors, ’espace propre généralisé associé & A — i est

E () = EFDEL, ol EF et £ sont construits pour étre isomorphes respectivement a

EL_ et &; . En particulier, £, (u) a la dimension N,_(u) + Ny, () [20].
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Chapitre 1V Méthode numérique pour le calcul des valeurs propres et des modes propres

Chapitre IV
Méthode numerique pour le calcul des valeurs propres
et des modes propres

4.1. Introduction
Ce chapitre est consacré a I’étude numérique des valeurs propres de l’opérateur A. Ce
probleme est pose sur un domaine non borné €, ce qui présente des difficultés. Dans notre cas
il est possible d’obtenir un probléme posé sur un domaine borné et équivalent au probléme
initial. Pour cela, on utilisera la méthode des éléments finis localisés et on suivra les mémes
techniques de [18].
La méthode consiste a relier deux représentations de la solution, 1'une numérique sur le
domaine : O = ]—M, M[ x ]0, h[ et ’autre analytique sur le domaine : Q \ O. Pour simplifier
la représentation de la méthode, rappelons quelques notations qui ont été introduites aux
chapitres précédents.
Q\ O =]—00,—M[ UM, +oo[
Hy = {v e H'(0)/v(x,h) = 0}
Dans la suite on cherche a résoudre le probléme aux valeurs propres suivant :
Trouveru € D(A),u # 0,et u € R tel que
(4.1)
Au = —div(c?Vu) = pu
Avec D(4) = {u € Hy; Au € 12(0), |, = 0}.
Nous avons vu au chapitre 3 que :
(Au,v) = a(u,v) = [, VuVic*(x,z) dxdz Yu € D(A),Vv € H, et que l'opérateur A est
autoadjoint.
Le probleme spectrale (4.1) est équivalent a la formulation variationnelle suivante :
Trouveru € Ret v € Hy,u # 0, tel que:

a(u,v) = u(u,v); Vv € H,
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Chapitre 1V Méthode numérique pour le calcul des valeurs propres et des modes propres

4.2. Réduction a un domaine borné
Avant d’exposer la méthode nous supposons qu’il existe M > 0 tel que: la vitesse

c+(z) = c,, constante, pour [x| > M.

Dans ce qui suitu € R et N > 0. Nous considérons 1’opérateur Ty (u) dans L(H, F) :

Ty(We = z ik, (W) oy cau, (u; 2)

n=N+1
qui lie la définition de deux opérateurs sur £L(Hy, Hi") comme pour T*(u). Alors, on a un
opérateur dans L(Hy, Hsy), noté encore Ty ().
uy(x,z) pour (x,z) €0
Posons : u(x,z) = { _
u,(x,z) pour(x,z) €Q\0

Si u € D(A) est une solution de (4.1), alors le couple (uq,u,) satisfait le probléme de

transmission :

Auy = puy pour (x,z) € O
Au, = pu, pour (x,z) € Q\ O 12
u (EM,z) = u,(£M, 2) pour 0 < z<h (4:2)
Ju Ju
2 1 2 2
=\ C» 0<z<h
(555 o= (2555),,  powro<s

4.3. Probléme extérieur
Maintenant nous exposons la forme analytique de la solution dans le domaine extérieur Q \ O.
On considére le probléme aux limites suivant :

Au, =pu, dans2\ 0
Up(EM,2) = ) 4, (M), (2) = 9(z)  pour z € 10,h] (%3)

n>1
Le probléme (4.3) a une solution unique u, qui a la représentation donnée au théoréme 3.2. a

savoir :

Uy (x,z) = Z pre i XM yE(z),  quand |x| > M
n=>N+1
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Dans le paragraphe suivant, nous montrons que le probléme (4.1) est équivalent a un
probléme (4.4) poseé sur le domaine O.
L’énoncé du probleme (4.4) est comme suit :

(Trouver (u,u) € Hy X R tel que

Au=pu sur O (4.4)
2 Ou
Lc el = Ty(u) sur X

La formulation variationnelle de ce probléme est la suivante :

Trouveru € Retu € Hy, u # 0, vérifiant:

f VuVic?dxdz — (Ty(w)yu, yv) = u(u,yv)o
0

Théoréme 4.1 Si (u, w) est une solution de (4.1), alors (i, ;) est une solution de (4.4).
Inversement, si (u, u) est une solution de (4.4), alors il existe un prolongement unique i tel
que (u, @) est une solution de (4.1).

Nous introduisons la forme sesquilinéaire suivante :
by (uw;u,v) = fVuVﬁczdxdz —(Ty(Wyu,yv), u,v € H,.
0

Cette forme est hermitienne, continue et coercive sur Hy X H,.
Notons A, 1’opérateur engendré par la forme sesquilinéaire by (i; ., .)

A, est défini comme suit :

0
D(Au) = {u € Hy /Au€ LZ(O):CZW; = Ty (u)yu dans Z}

Au=Au
OuN = N(u). Alorson a
Théoreme 4.2 L opérateur A, est autoadjoint et positif, a résolvante compacte. Ces valeurs

propres {A,, () };,>1 forment une suite croissante qui converge vers +co.

De plus, u est une valeur propre de A ssi ['équation suivante
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An (W) = 1, (4.5)

est satisfaite pour un certain m > 1, et il existe un mode propre w,,, associé a A,, de tel
sorte que y*w,, est orthogonale a U; (i;.), ... Uy (1; .) (« propriété d orthogonalité »).
Preuve. La forme sesquilinéaire by (u;.,.) hermitienne et continue dans Hy, associée a

I’opérateur A, definit par:

by (uw;u,v) = fVuVﬁczdxdz —(Ty (Wyu, yv) (4.6)
0

est coercive dans H,. Soit f € L?(0),A € C: le probléme « trouver u € D(A#) tel que
(A—2A)u = f» est équivalent a la formulation variationnelle suivante : trouver u € H, tel

que Yv € Ho,
by (u; u,v) —Af uvdxdz = ffﬁdxdz
0 0

De plus, I’injection canonique de H, dans L?(0) est compact : ce qui implique que A, est
autoadjoint, strictement positif et a résolvante compacte.
Maintenant, supposons que u est une valeur propre de A, associée a ¢ € D(A) — {0}. La

preuve du théoréme 3.3 montre que (co2 %) = TP (w)ye, qui est égale a Ty (1)y @, si

h
f ¢ (EM.2)U, (u; z)cidz =0 quand 1 < n < N.
0

Ainsi, la restriction u = ¢, appartient a D(AM), avec A,u = uu, et yu a «la propriété
d’orthogonalité » demandeée. Inversement, quand p est une valeur propre de A, associé a u,
on peut construire a partir de u et de ces propriétés de transmissions sur X, le mode propre
¢ € D(A) ou sa restriction sur O est u. ]

Remarque 4.1 Quand u < S;(A), qui est équivalent & N = 0, la propriété d’orthogonalité

est toujours Vérifiée, et alors ’équation A,,(u) = p caractérise le spectre discret g, (A).
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L’équation (4.5) peut étre résolue numériquement par la méthode du point fixe, qui nécessite
quelques propriétés de continuité et de derivabilité de A,,. La continuité locale Holderienne de
T(W) est prouvée, entraine que les valeur propres A,,, possédent les mémes propriétés.
Theoreme 4.3 Pour tout u, € R, toute valeur propre A(u,) de A,, admet une extension
continue A(u) au voisinage V de puy. A(u) devient une valeur propre de 4,.
Preuve. Remarquons que A, est I’'unique opérateur m-sectoriel défini de by, (u; .,.) [20].
La famille {bN(u)(.u; .,.)}M est continue en u € R, qui implique la continuité de u — A(w).

|
Si on suppose que {T'(u)}, est analytique, A4, sera aussi analytique. Ce dernier point est

seulement vrai pour u € R — S(A). Plus précisément, pour tout N fixé, Ty (u) défini pour
U € [Sy,Sy+1[ peut étre étendu analytiqguement au voisinage de Sy. Ce qui implique que
toute valeur propre 4,, de A, pour u = Sy, admet une extension continue au voisinage de Sy

et une dérivée a droite de Sy. Finalement, sous ces hypothéses on aura :

’ abN ’
A = n (ww,u) = —(Ty (Wyu, yu),

ou u = w,, est normalisé.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons étudié la propagation des ondes acoustiques dans un milieu
stratifié €0, avec des conditions aux limites de Dirichlet en z = h et de Neumann en z = 0.

Nous avons commencé par 1’étude du probléme non perturbé, on a énoncé quelques résultats
concernant I’analyse spectrale de 1’opérateur A, (le spectre, les fonctions propres
généralisées). Nous avons pu prolonger la résolvante en des points du spectre essentiel grace
au principe d’absorption limite dans des espaces particuliers. On a calculé la fonction de
Green et on a donné une représentation graphique dans le cas d’un milieu homogéne. Nous
avons introduit I’opérateur T'(u) de Dirichlet-Neumann qu’on a employé dans 1’étude du

probleme perturbé.

Les résultats principaux de cette partie, sont : le spectre ponctuel de A, est vide et son spectre
se réduit au spectre essentiel, nous avons estimeé la résolvante R,,(¢) au voisinage de
1 € a(4o).

Ensuite, nous avons étudié I’opérateur perturbé A, on a donné quelques résultats concernant
son analyse spectrale, I’existence des valeurs propres, le principe d’absorption limite

et les fonctions propres généralisés associés a une fréquence donnée p.

La fin de ce travail est consacrée a 1’étude numérique du probléme de valeurs propres sur (Q,
nous avons suivi la méme méthode que [18]. Le résultat essentiel de cette méthode nous a
permet de lier deux représentations de la solution : solution analytique sur le domaine Q/0 et

la solution numérique sur le domaine 0.
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Maintenant que 1’é¢tude théorique est relativement compléte, les résultats numériques sont
incomplets, on a I’intention de continuer 1’étude numérique des valeurs propres généralisées
et des fonctions propres généralisées.

Notre probléme repose sur 1’étude de la propagation des ondes dans () en fonction de ces
caractéristiques, ¢’est un probléme direct. En perspective nous souhaitons entamer 1’étude du
probléme inverse qui consiste a reconstruire la vitesse caractéristique c(x,z) a partir de

données sur le champ u (mesure sur la frontiére z = 0).
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