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Abstract

The aim of this work is to study and to prove the uniqueness and the positivity of
a nontrivial solution for a boundary problem generated by a second order differential
equation, we used Banach’s contraction principle and the Guo-Krasnosel’skii fixed point
theorem.

This work contains an introduction and three chapters. In the first, we discuss the fun-
damental concepts of functional analysis that we will use in the following. In the second,
we present essential theoretical results on the fixed point theory and some important
theorems. The third chapter is based on the study of the uniqueness and positivity of the
solution of a three point boundary value problem of second order, we used the Banach
contraction principle and the Guo-Krasnosel’skii fixed point theorem.

The results obtained are illustrated by examples. We finalize this work by a biblio-
graphy.

Key words: Banach contraction principle, Boundary value problem, Guo-Krasnosel’skii

fixed point theorem, Positivity of solution, Uniqueness of solution.



Résumé

Le but de ce travail est d’étudier et de démontrer 1'unicité et la positivité d’une
solution non triviale pour un probléme aux limites engendré par une équation différentielle
du second ordre, nous avons utilisé le principe de contraction de Banach et le théoréme
de Guo-Krasnosel’skii du point fixe dans un cone.

Ce mémoire contient une introduction et trois chapitres. Dans le premier, nous abor-
dons les concepts fondamentaux de I’analyse fonctionnelle que nous allons utiliser dans la
suite. Dans le deuxiéme, nous présentons des résultats théoriques essentiels sur la théorie
du point fixe et quelques théorémes importants. Le troisiéme chapitre est basé sur I’étude
de I'unicité et la positivité de la solution d’un probléme aux limites du second ordre a
trois points, en utilisant le principe de contraction de Banach et le théoreme de Guo-
Krasnosel’skii du point fixe dans un cone. Les résultats obtenus pour chaque chapitre

sont illustrés par des exemples. On termine ce travail par une bibliographie.

Mots clés: Principe de contraction de Banach, Probléme aux limites, Théoréme de

Guo-Krasnosel’skii du point fixe, Positivité de la solution, Unicité de la solution.



Introduction

Dans ce travail, on s’intéresse a ’étude d’un probléme aux limites engendré par une
équation différentielle ordinaire du second ordre & trois points, nous étudions I'unicité et
la positivité de la solution en utilisant les théorémes du point fixe tels que, le théoréme

de Guo-Krasnosel’skii, et le principe de contraction de Banach.

Certains problémes en physique moderne et en technologie sont généralement décrits
par des problémes aux limites engendrés par des équations différentielles linéaires ou non
linéaires. Quand ces équations satisfont des conditions aux limites en plus d’une valeur,
le probléme résultant est un probléme aux limites & plusieurs points. L’étude de ces
problémes est d’actualité et plusieurs travaux et ouvrages sont consacrés a ce sujet, voir:

[1,3,4,5,6,7,8,9,...] .

En analyse, un théoréme de point fixe est un résultat qui affirme qu'une fonction
f posseéde au moins un point fixe, avec quelques conditions sur f. Un point fixe d’une
fonction f est définie dans un espace métrique X vers lui méme, est un élément z € X
qui vérifie f(x) = x. Ces théorémes présentent un outil trés utile en mathématiques,

principalement dans le domaine de la résolution des équations différentielles.

Le théoréeme de Banach ou "Le principe de contraction Banach" est le théoréme le
plus simple du point fixe connue: "toute application contractante d’un espace métrique
complet vers lui méme posséde un point fixe unique".

Le théoréme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous
sa forme la plus simple, ce théoréme exige uniquement la continuité de I'application d’un
intervalle fermé borné dans lui-méme. Et de facon plus générale, I’application continue

doit étre définie dans un convexe compact d’'un espace euclidien dans lui-méme.

Le théoréeme du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du
théoréme du point fixe de Brouwer et affirme qu’une application continue sur un convexe

compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.
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En 1955, et pour la premiére fois, Krasnoselskii a élaboré son théoréme du point fixe.
Krasnoselski a joint les deux résultats de Banach et de Schauder afin d’entirer son théo-
réme qui affirme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme
d’une somme de deux applications dont I'une est contractane et ’autre compacte admet
un point fixe. Ce théoréme est tres efficace dans la résolution des équations différentielles

non linéaires, il apporte des réponses aux problémes d’existence et d’unicité.

Le théoréme de point fixe de Guo-Krasnosel’skii dans un céne est un outil trés impor-
tant concentrés sur la recherche des conditions qui garentissent 'existence de solutions
positives des problémes aux limites, il a été 'objet de plusieurs articles de recherche et

possede des trés nombreuses applications intéressantes en analyse non linéaire.

De cette théorie découlent plusieurs applications qui constituent un domaine tres actif

de la rechérche....

Remarquons que dans certains problémes aux limites engendrés par des équations
différentielles ordinaires, les conditions aux limites sont imposées localement ou non lo-

calement. Par exemple dans ce probléme

Si la condition locale v’ (1) = 0 est remplacée par la condition non locale u (1) = u (),
1.€,

u(0) =0 et u(l)=u(n),

(ou 1 € 1]0,1]), alors le probléme est dit un probléme non-local.
Evidemment, le probléme non-local donne de meilleurs résultats que le probleme local.

Dans le calcul numérique, il est plus difficile de déterminer la valeur de u' (1) que celle de

%. La condition non locale u (1) = u (n), peut étre écrite comme "une différence"
u(1) —u(n).



Pour plus de résultat sur I’existence, 'unicité et la positivité des solutions de probléme

aux limites non linéaires voir les références suivantes: [1,2,3,4,5,8...].

Passons maintenant a la description du plan de ce mémoire.

Le premier chapitre se compose notament des rappels de quelques résultats théo-
riques et notions de base de I’analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans les chapitres
qui suivent.

Dans le deuxiéme chapitre nous allons présenter quelques résultats de la théorie
du point fixe, ol nous allons étudier et énoncer quelques théorémes du point fixe, tels que
le théoréme de Banach, le théoréme de Brower, le théoréme de Schauder et le théoréeme

de Guo-Krasnosel’skii dans un cone.
Ces éléments d’analyse on été pris de quelques livres et articles choisis, [2,9,10, 11,12, ...].

Dans le dernier chapitre nous allons étudier le probléeme aux limites du second

ordre & trois points suivant:

u' (t) + f(tu(t)) =0, 0<t<1,
w(0) = au' (0), u(l) = Bu(n),

o, n €10,1[, >0, >0et f est une fonction continue: f € C ([0,1] x R, R).
En utilisant le principe de contraction de Banach et le théoréme de point fixe de Guo-
Krasnosel’skii dans un céne, nous démontrons 1'unicité et la positivité de la solution. Les

résultats obtenus sont illustrés par des exemples.

Enfin, nous terminons ce mémoire par une bibliographie.



Chapitre 1

Quelques notions d’analyse
y

fonctionnelle

Dans ce chapitre nous allons rappeler quelques notions de base de I'analyse fonction-

nelle et des résultats connus qu’on va utiliser dans la suite de notre travail.

1.1 Rappels

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (e.v.n) sur un sous-corps k (en
général k = R ou C), complet pour la distance issue de sa norme.

Soit V' un espace vectoriel normé.

Définition 1.1 (Ouvert).
Un ensemble O C V' est ouvert dans V si Vx € O, 3 € tel que B(x,e) C O, avec

B(z,e) ={y € V; ||z —y||,, < e} boule ouverte de centre x et de rayon .

Définition 1.2 (Fermé).
Un ensemble F' C V est fermé dans V si V\F est ouvert dans V.
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Définition 1.3 (Convergence).
Soit (un),cn une suite de V.

On dit que (uy), oy converge versl €V si

Ve >0, N e N, Vn > N; |u, — |, <e.

Définition 1.4 (Conveze).
On dit qu’une partie A de V est convexe si pour tout x,y € A, on a pour tout
tel0, 1], te+ (1 —t)y € A.

Ce qui signifie que le segment joignant x et y est entriérement contenu dans A.

Définition 1.5 (Espace metrique complet).
On dit que ’espace métrique (V, d) est complet si et seulement si toute suite de Cauchy

d’éléments de V' converge dans V.

Définition 1.6 Soit I C R, f: R — R On dit que lintervalle I est stable relativement
a la fonction f lorsque f(I) C I.

Définition 1.7 Soit f : I — R une fonction continue sur I. On dit que x est un point
fize de f lorsque f(x) = x.

En d’autres termes, les points fives de f sont les solutions, lorsqu’elles existent de l’équa-

tion f(x) = x.

Définition 1.8 (Suite de Cauchy).
Soit (E,d) un espace métrique et (x,), une suite d’élément de E.

On dit que (x,,), est une suite de Cauchy si et seulement si:

Ve > 0,3ng € N,Vp,qg € N;p > ng et ¢ > ng = d(z,, z,) <e.

Définition 1.9 (Ensemble compact).
Un ensemble A C V est compact si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire

une sous-suite convergente vers un élément de A.
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Proposition 1.1 Si A est compact, alors A est fermé et borné.

Proposition 1.2 Si V' est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A

est fermé et borné.

Proposition 1.3
1) Toute suite convergente est de Cauchy.
2) Toute suite extraite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.
3) Toute suite de Cauchy est bornée.
4)

Toute suite de Cauchy qui posséde une suite extraite convergente est convergente.
Proposition 1.4 Tout espace vectoriel sur R normé de dimension finie est complet.

Définition 1.10 Une norme est une application définie sur V (e.v.n) a valeurs dans
R*, notée ||.||,,, et satisfaisant les trois propriétés suivantes:

(@) llvlly =0 v=0,

(@) YA € R, Yo € V. [[Molly, = [Al o]l

(i) Inégalité triangulaire: Vo, w € V, ||lv +w||, < |lv|l, + [Jw]] -

Proposition 1.5

1) Si'V est compact et si A est une partie fermée de V', alors A est compacte.

Définition 1.11 Soit V un espace topologique séparé.
Un sous-ensemble F' de V est relativement compact si son adhérence F est compacte.
Le sous-ensemble F' est dit précompact si son complété est compact.

FEvidemment, lorsque V' est lui-méme complet, les deux notions sont équivalentes.

Définition 1.12 Soit ||.|[,,, et ||.|[,, deux normes sur V. On dit que ces deux normes

sont équivalentes s’il existe ci et co strictement positives telles que

voeVier [, < Iy < el
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Si|l.lly, , et |I-lly, sont deux normes équivalentes sur V, on a l’équivalence:
u, converge vers | suivant .||, < u, converge versl suivant ||, -

Proposition 1.6 SiV est de dimension finie, alors toutes les normes sont équivalentes.

Proposition 1.7 Soit V un espace vectoriel normé.
La norme sur' V' est une application continue, autrement dit la fonction o : v € V +—s .1, € R
est continue.

En effet, on a |o(v) — p(w)|| < [lv —w|,, ety est lipschitzienne donc continue.

Définition 1.13 (Les espaces L').
Soit 1 < p < 400,

LP(Q)={f:Q— R, f mesurable et |f(x)|” € L'(Q)},

munt de la norme

1l = 11, = ( / @) d).

Théoréme 1.1 (Convergence dominée)[10].
Soit f, € L* (E), une suite de fonctions sommable sur E telle que:
1) Pour presque tout x, f, () — f(x) sur E.
2) |ful < g€ L (E).
Alors, f € L' (E) et nh_{{)lo [ fu(z)de = [, f(x)dz.

1.1.1 Applications continues d’un espace compact

Rappelons que toute fonction numérique continue sur un intervalle fermé borné atteint
ses bornes inférieure et supérieure. Cette propriété implique que f([a, b]) = [m, M| lorsque

f i [a,b] — R est continue.
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Définition 1.14 (Continuité en un point).
Sotent I un intervalle, f une fonction définie sur I et a € I.

On dit que f est continue en a lorsque f admet une limite en a égale o f (a).

Définition 1.15 (Continuité sur un intervalle).
Sotent I un intervalle, f une fonction définie sur I.

On dit que [ est continue sur I lorsque f est continue en tout point de I.

Définition 1.16 (Continuité absolue).

Soit I un intervalle réel, une fonction f: I — R est absolument continue st,

Ve >0, 3n > 0 tel que pour toute suite finie ([an,b,]), <y de sous intervalle de I d’inter-
teurs disjoints,

Z(bn_an)<77:>2|f(bn)_f(an) |<e.

n>0 n>0

Propriétés:
— F absolument continue sur I alors, elle est continue sur I.
— F est absolument continue sur [/ si et seulement s’il existe une fonction intégrbale

f sur I (au sens de Lebesgue) telle que:

‘v’a:GI:F(x)—F(a):/xf(t)dt.

Définition 1.17 (Continuité uniforme).

Soit I un intervalle réel, une fonction f: I — R est uniformément continue si,

Ve>0, >0, Voeel Jyecl, |y—z|<n=|[fly)—flz)|<e

Théoréme 1.2 [4] (Théoréme des valeurs intermédiaires)
Soit I un intervalle, a et b appartient a I avec a < b, f une application continue sur

Uintervalle I, et A un réel compris entre f (a) et f (b).
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Alors, il existe (au moins) un réel ¢ dans [a,b] tel que f (c) = .

(Autrement dit: l’équation, f (x) = X admet au moins une solution dans |a,b]).

Théoréme 1.3 [4] (Théoréme des accroissements finis )
Soit f est une fonction f : [a,b] — R, continue sur [a,b] et dérivable sur|a,b[, alors

il existe ¢ de |a,b| tel que:

1.1.2 Théoréme d’Arzéla-Ascoli

On va rappeler le théoreme d’Arzéla-Ascoli qui concerne les compacts, qui constitue

un outil fondamental de ’analyse fonctionnelle [7].

Définition 1.18 Une suite {f,}nen de fonctions continues sur un intervalle I = [a, b

est uniformément bornée s’il existe un nombre M tel que

[fo(@)| <M, zel

Pour toute fonction f, appartenant a la suite {f,}nen et pour tout x,y € [a,b], la suite

est équicontinue si pour tout € > 0, il existe un 6 > 0

tel que | —y| < 6 alors, |fu(2) = fu(y)] <=

Définition 1.19 (Equicontinuité).
Soit F une famille d’applications X — Y ot X est un espace topologique et Y un
espace métrique. On dit que F est équicontinue si pour tout € > 0 et tout x € X 1l existe

un voisinage V, de x dans X tel que:

d(f(z),f(y) <e pourtout f € F et touty e V,.

13



Si X est ausst métrique, F est dite uniformément équicontinue si pour tout € > 0 1l

existe a > 0 tel que pour tous x, y vérifiant

d(z,y) < a,

et tout f € F, on ait
d(f(z),f(y) <e.

Théoréme 1.4 [4] (Théoréme d’Arzéla-Ascoli ).

Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques et supposons que X compact. Alors,
une partie F inclue dans C (X,Y) est relativement compacte (i.e, d’adhérence compact)
pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si on a les deux conditions
sutvantes :

- La famulle F est unifomément bornée sur X.

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

Autre énoncé

Théoréme 1.5 Soient (X,dx) et (Y,dy) deuzr espaces métriques et supposons que X
compact. Alors, une partie F incluse dans C (X,Y") est relativement compacte (i.e, d’adhé-
rence compact) pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si on a les
deux conditions suivantes :

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

- Pour tout x € X l’ensemble des f (z) pour f € F est relativement compact;

i.e, F(x)={f(x), fe€F} estrelativement compact pour tout v € X.

Définition 1.20 Un opérateur est complétement continu s’il est continu et compact.
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Chapitre 2

Théorie du point fixe

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques résultats de la théorie du point fixe,
nous étudions le théoréme de Banach, le théoréme de Brower, le théoréme de Schauder
et le théoréme de Guo-Krasnosel’skii.

Ces théorémes sont trés importants en mathématiques.

2.1 Théorémes du point fixe.
Présentons maintenant quelques résultats de la théorie du point fixe.

Définition 2.1 Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques, f : E — F une appli-
cation et k un réel positif.

On dit que f est lipschitzienne si:

Définition 2.2 Une application contractante est une application lipschitzienne avec

0<k<l.

15



Théoréme 2.1 (Théoréme de point fize).

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b].

Si f(I) C I (I stable relativement a f), alors f admet (au moins) un point fixe sur
I. (C’est-a-dire: il existe (au moins) un réel x de I tel que f (x) = x).

Preuve. Considérons la fonction g définie sur I = [a,b] par

g9(x)=f(z) -,

Montrons que 0 € g (I). On a:

gla) = fla)—acg(l),
g) = f)-beg(l),

Or, comme f(I) C I, on a:

fla)=a et f(b)<b,

c’est -a-dire

g(a)>0 et g(b) <O.

D’apreés le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe un réel x € I tel que

c’est-a-dire

16



2.1.1 Théoréme de contraction de Banach.

C’est un théoréeme du point fixe métrique, il garentit 1’existence d’'un unique point

fixe pour une contraction sur un espace métrique complet.

Théoréme 2.2 Soient (E,d) un espace métrique complet et p : E — E une application
contractante, (i.e, Lipschitzienne de rapport k < 1).

Alors,

© admet un unique point fire a € F.

De plus, pour tout point initial xo € E, la suite itérée (x,)yen définie par

r9 € E quelconque

Tp+1 = 90($p)7

converge vers a.

Preuve.
1. Existence:

Soit x¢ un point initial quelconque et (z,) la suite itérée associée. On a

d(@p, Tp41) = d (p(xp-1), p(p)) p=1.

Nous allons prouver que (z,) est une suite de Cauchy dans E. Pour p < ¢, nous utilisons

I'inégalité triangulaire
d(xp, xq) < d(@p, Tps1) + d(Tpr1, Tpi2) + -+ d(Tg-1, Tg).-
Puisque ¢ est une contraction, nous avons

d(pr,ZL’p+1) = d(gp(xp—l)ﬂO(ljp))

S kd(xpflaxp)a PZ 1.
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En répétant cette inégalité, nous obtenons
d(zp, xg) < (K + K+ L+ k771 d(zo, 31)

d(2p,xq) <K (L+k+ ..+ kTP d(mo, 1)

1
S kP (m) d(l‘o,xl)-

Nous déduisons alors que (z,) est une suite de Cauchy. Comme (F,d) est complet, la
suite (z,) converge vers un point limite a € E.
Par ailleurs puisque ¢ est une contraction, nous avons:

a=limz, = limp(z,_1) =¢ <lim xp_l) = ¢(a).
p—00

p—00 p—00

nous avons donc prouvé que ¢ admet un point fixe a dans E (i.e, p(a) = a).
2. Unicité:
Supposons qu’il existe a,b € E, a # b, tels que nous avons ¢(a) = a et p(b) = b.
Alors,
d(a,b) = d(p(a), p(b)) < kd(a,b),

ce qui implique que: d(a,b) =0, i.e, a = b. (puisque k < 1). =

Les hypotheses de ce théoréme sont essentielles et si nous en négligeons seulement
une, le point fixe n’existe pas.

Contre-exemples.

Les exemples suivant montrent que chacune des hypothéses du théoréme est réellement

nécessaire.
(1). X n’est pas stable relativement a f :

Soit f (x) = +a? + 1, définie sur X = [0,1].

Or, X est fermé dans R et complet car R est complet.

18



De plus,

T
, —_—
f@ = x2—|—1<1

sup ‘f/ ($)‘ < 1= f est contractante.
zeX

Mais f n’a pas du point fixe car

f(o.1) = [1,v2],

1.e; X n’est pas stable par f.

(2). f n’est pas contractante:
Soit f (z) = V22 + 1, définie sur X = [0, oof.
Or, f: X — X et X est un fermé de R. R est complet donc X est complet.
Mais,
sup | f* (z)] = 1

zeX

donc f n’est pas contractante, alors f n’a pas du point fixe.

(3)-
Soit f (z) = %, définie sur X =]0,%].
On a,

< 1= f est contractante.

(03] = o <03

sl @) =

Mais, X n’est pas fermé dans R donc n’est pas complet, alors f n’a pas du point fixe.
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2.1.2 Théoréme de Brouwer.

C’est un théoréme du point fixe topologique, il garentit 1’existence (mais pas néces-
sairement 1'unicité) d’un point fixe pour une fonction continue sur une boule fermé dans

un espace de dimension finie.

Théoréme 2.3 Soit K une partie non vide, compacte et convexe de R" et f : K — K

une fonction continue, alors il existe x € K tel que f(x) = x.
Remarque 2.1 Les parties convexes et compactes de R sont les segments.

Dans le cas n = 1 le théoréme de Brouwer prend donc la forme particuliére suivante:

Théoréme 2.4

Si f:]a,b] — [a,b] est continue, alors il existe x € |a,b] tel que f(z) = x.

Preuve. Si f est continue de [a, b] dans [a, b] lui-méme, la fonction

g:x v+ f(x)—x >0 est continue, prend en a la valeur f(a) —a >0 et en b la
valeur f (b) — b < 0.

D’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires, la fonction ¢ s’annule en un point

Zo, qui est un point fixe de f. =

Remarque 2.2 1. L’hypothése " I fermé " n’est la que pour assurer que xo € I. Si on
sait déja, par ailleurs, que xo € I (en pratique, on a parfois déja calculé ¢ en résolvant
Uéquation f (xo) = xg), cette hypothése devient inutile.

2. Le théoréme du point fixe ne s’applique pas si ’'on remplace [’hypothése "f contrac-
tante sur I'" par Uhypothése "f 1-lipschitzienne sur I".

Voici un contre-exemple :

Soit, I = [1,+o0] et

telle que,



Soient x ety dans I avec x < y.

Comme la fonction f est croissante sur [1,+o00] , on a :

1 (y) = f @) < fly) - f(z)

donc,

alors,

[f(y) = f@)] <y—a<|y—=l.

Ce qui prouve que f est 1-lipschitzienne sur I.

Cependant f n’a pas de point fize sur I. (L’équation f (x) = x n'a pas de solution)

2.1.3 Théoréme de Schauder.

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréeme de Brouwer pour montrer I’existence
d’ int fi fi i i d d
un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de

Banach.

Théoréme 2.5 [11]
Soient E un espace de Banach et K C E convexe et compact. Alors toute application

continue f : K — K posséde un point fixe.

Exemple 2.1 Ftude de la convergence de la suite définie par:

ug € [—1,+o0|
Unp+1 = Vl_'_un

On utilisant le théoréeme sutvant:

Théoréme 2.6 [12] Soit g une fonction continue définie sur un intervalle I. On suppose

de plus que l’intervalle I est stable par f.
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Si la suite récurrente (u,,) converge, c’est nécessairement vers un point fize de f.

On peut introduire application f définie sur [—1,4o00] par:

VeeR, f(z)=V1+x

Point fixe de f:

fle)=xeV1i+ax=x, avecz >0

on a

=

1+

Por—-1=0z=)\= 5

On montre facilement que f est dérivable sur |—1,+o0[, croissante sur [—1,+oo[, puis

que:
/ ([_1’—'_00[) = [07+OO[C [_1’+OO[
L’intervalle I = [—1,400[ est donc stable et la suite (u,) est bien définie.
De plus:
vz Ry, |f (2) = — 0 < 1
o S 2/Tra 2

D’apres 'inégalité des accroissements finis:
1
V(a,b) €R, xRy, |f(0)~ f(@)] < 5 lb—al.

Donc, f est %-lipschitzienne sur I, donc contractante sur I.

En outre:

f (Ry) = [1,+oo[C Ry.

Donc, R est stable par f .

D’aprés le théoréme du point fize, la suite (u,)définie par

UOGR+

Up41 = \/1+un
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converge donc vers .
Enfin, si ug € [—1,00] alors u; € Ry et d’aprés ce qui précéde (u,)converge encore vers

A

2.2 Théoréme du point fixe dans un cone.

Dans l'ouvrage [7], D. Guo, V. Lakshmikantham a démontré¢ le théoréme de Guo-
Krasnosel’skii qui est un des plus important outils concentrés sur la recherche des condi-
tions qui garentissent 1’existence de solutions positives des problémes aux limites, il a
été 'objet de plusieurs articles de recherche et posséde des trés nombreuses applications

intéressantes en analyse non linéaire.

Définition 2.3

Soit E un espace de Banach. Un sous ensemble conveze, fermé et non vide K C E
est un cone s’il vérifie les deux conditions suivantes

(1) €K etA>0= \reK.

(i1) e K et —x € K = 2 =0.

Théoréme 2.7 (Guo-Krasnosel’skii)

E un espace de Banach et K C E un cone. Supposons que §21, sy deux sous ensembles

ouverts de E avec 0 € 1, Q1 C Qo et soit
ALK (@\Q) — K,

un opérateur complétement continu telles que:
(1) | Au|| < |lu|l, v e KNoQy et || Aul|| > ||ul|, v € K NINs; ou
(1) || Aul| > ||u]|, v € KNOQy et ||Aul| < ||u|l, u € K N OQy.
Alors A admet un point fixe dans K N (Q_z\Ql) )
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Chapitre 3

Etude d’un probléme aux limites du

second ordre a trois points

Dans ce chapitre, nous étudions 'unicité et la positivité de la solution d'un pro-
bléme aux limites engendré par une équation différentielle ordinaire du second ordre a
trois points, en utilisant le principe de contraction de Banach et le théoréeme de Guo-
Krasnosel’skii du point fixe dans un cone.

Inspiré par les travaux [6] et [9] "qui ont étudié I’éxistence, 'unicité et la positivité
de la solution non triviale des probléme aux limites & trois points", nous allons étudier

le probléme aux limites du second ordre & trois points suivant:

u(t)+ f(t,u(t) =0, 0<t<l

(3.1)
u(0) =au' (0), u(l) = Bu(n)

o, n €10,1[, @« >0, f > 0 et f une fonction continue : f € C' ([0, 1] x R, R).
Dans la section suivante, nous allons donner I’expresion de la solution du probléme
linéaire et quelques propriétés de la fonction de Green G (t,s), ainsi que l'opérateur

intégral associé et quelques définitions de base nécessaires. Dans la troiziéme section, nous
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démontrons les résultats d’unicité de la solution non triviale du probléme par utilisation
du principe de contraction de Banach, nous appliquons le théoréme d’Arzéla-Ascoli pour
démontrer que 'opérateur intégral est complétement continu. Dans la quatriéme section,
nous employons le théoréme de Guo-Krasnosel’skii pour étudier ’existence d’au moins
une solution positive du probléme, dans le cas ou f est super-linéaire ou sous-linéaire.

Les résultats obtenus sont illustrés par des exemples a la fin du chapitre.

3.1 Préliminaires

Nous allons introduire quelques concepts préliminaires que nous allons utiliser.

Soit I'espace de Banach E = C'[0, 1], muni de la norme ||u||, = m[guﬁ lu (1)) .

Lemme 3.1 [6,9]

Soit y € L' [0,1], si B8 (n+ «) # a+ 1, alors le probléme aux limites & trois points

u' (t)+y(t) =0, 0<t<l,

(3.2)
w(0) =au (0),  w(l)=puln),
a une solution unique
t) = G (t, s)ds, 3.3
u(t) (a+1)—p(n+a) / 2 (3:3)
ot
(
(s+a)[(1—=t)+p(t—n), 0<s<t<1,0<s<n<l,
(s+a)l-t)+p(t—s)(n+a), 0<n<s<t<l1
G (t,s) =
(t+a)[(1 =)+ B (s =), 0<t<s<n<l
(t+a)(l—s), 0<t<s<1,0<n<s<l1
Preuve. D’aprés 'équation dans (3.2) nous avons u” (t) = —y (¢) .

Pour ¢ € [0,1] en intégrant de 0 & ¢, nous obtenons ce résultat
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donc

on a:

et

donc, de la condition

on trouve que

Nous avons

alors, de

et

nous avons

0220401.
1
u<1>=—/ (1—s)y(s)ds + Cy + Cs,
0

U(n)Z—/On(n—S)y(S)dSvLOerCz,
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_/0 (1—s)y(8)ds+C’1—|—aC’1:B(—/On(n—s)y(s)dsnLC’m—FozCl)

01((a+1)—6(n+a))=/0 <1—s)y(s)ds—ﬂ/0"<n—s>y<s>ds

1
N e Tl AR LICL

- i )/0"<n—s>y<s>ds,

(a+1)—p(n+a

remplacant C et C5 dans

u(t):—/Ot(t—s)y(s)ds+01t+02,

nous obtenons

t 1 1
u(t):—/o (t—s)y(s)ds+<<a+1)_ﬁ<n+a>/0 (1= 8)y(s)ds

6 n
_(a+1)—ﬁ(n+a)/o <”‘S)y(s)d8>t

((a+1) —15(77+oz) /01(1_3)y(8)d8

T gTa ), 0,

Par conséquent, le probléme aux limites & trois points (3.2) a une solution unique

4+«

t+ «
(a+1) -6+«

u<t>=—/0 (t— )y (s)ds + )/0 (1— 8)y(s)ds

B(t+ «) n
ST s e RURRITOLS
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i.e,
t+«a
(a+1)=Bn+a

u(t):—/0 (t—s)y(s)ds+ )/ (1—-s)y(s)ds

n t+ «
(a+1)—p

Supposons que 1 > t, alors

(n+ a) /On[(1_5>+5(3—ﬁ)]y(s)ds.

t+«a

u(t):—/o <t_8)y(8)d8+(a—l—1)—ﬁ(n+a)/n (1—-s)y(s)ds

I+ t
+(a+1)—5(7]+a)/0 [(1—s)+B(s—m]y(s)ds

" t+ «
(a+1)—p

o [l as

donc

1

wl) = e [ =0+ B =y (s

t+a !
-1—(04_{_1)_6(77+04>/77 (1—s)y(s)ds

n t+ «
(a+1)—p

(77+0z)/t [(1=s5)+B(s—mn)]y(s)ds.

Maintenant, si n <t

t+a !
(a+1)—ﬁ(n+a)\/n (1—=5)y(s)ds
1+ o n
+(O‘+1)—5(77+a)/0 [(1=Bn) = (1= PB)sly(s)ds
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alors

u@::—éxhﬂy@@—éw—ﬁwﬁﬁ

t+ ¢
+(0‘+1)_5(77+04)/n (1—3s)y(s)ds

t+ « 1
+(04+1)—/5(n+a)/t (1—s)y(s)ds

t+ o K
T, =A==y ds
donc,
1 n
w) = g L G- sy ()ds
" ! /%@+aﬂ1—ﬂ+ﬂ@—sﬂ )]y (s)ds
(a+1)-Fly+a) ), B

n t+ «
(a+1)=Bn+a

LA%1—gy@ym

Par conséquent,

1 1
u(t) = (a—i—l)—ﬂ(n—{—a)/o G (t,s)y(s)ds,
[((s+a)[(1=0)+8(t—n), 0<s<t<1,0<s<n<l
G ts) = (s+a)I-t)+p({t-s)(n+a), 0<p<s<i<1,
| (t+a)[(1—s)+B(s—n), 0<t<s<n<l,
\(t—i—oz)(l—s) 0<t<s<1,0<n<s<l1

Ceci achéve la démonstration. m
Nous avons besoin de quelques propriétés de la fonction G (, s) .
Lemme 3.2
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Pour tous t € [0,7], s € [0,1], « >0 et 0 < 8 < 1 nous avons

2(1+«)

0< 3G (s,5) < Gt,s) < G (s.5),

ol

yzmin{ﬁ(l—n),l—ﬂlia}.

Preuve. Soit t,s € [0,1].
Pour: 0<s<t<1,0<s<n<1,nous avons
G(ts) = (s+ ) [(1—D)+B(t—n)] >0, ic,

Gt,s)=(s+a) A=)+ B({E—n)]=(s+a)[(1—-Fn) —t(1-75),

alors,
G(t,s) = (s+a)[(1—pn)—1-5),
G(t,s)>(s+a)[l—pn—1+p],
G(t,s) = (s+a)f(l—mn) >0
Et
G(t,s)=(s+a)[1=1)+p(—-n),
G(t,s)=(s+a)[(1=pn)—t(1-7p),
| G(t,s) < (s+a)[(1—Fn) —s(1-P),
donc

G(t,s)<(s+a)[(1—=95)+8(s—n)]=G(s,s).

Pour: 0 <n < s <t <1, nous avons
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(s+a)(l—t)>0et B(t—s)(n+a)>0,alors
Gt,s)=(s+a)(l—-t)+5(t—s)(n+a)>0.

Et
Gt,s)=1—-t)(s+a)+5(t—s)(n+a),

i.€,

G(ts) <A =s)(s+a)+B8(1-s)n+a),
G(t,s) <(1=s)(s+a+bn+fa),

<1l-s)(I+a+1l+a),
S+«
s+a’

1+«
«

<2(1-s5)(1+a)

<2(1—3s)(s+a)

donc,
2(1+a)

(67

G (t,s) < G (s,8).

Pour: 0<t<s<n<1,
G(t,s)=(t+a)[(1-s)+B(s—n)]={+a)[(1-pn)—s(l-0P),

>(t+a)8(1—n)>0.

Et
G(ts)=(t+a)[(L—s)+B(s—n),

<S(s+a)[1—=s)+8(s—n]=GC(ss).
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Pour: 0<t<s<1,0<n<s<1, nous avons
G(t,s)=(t+a)(l—s)>0.
Et
G(t78):(t+@)(1_5>7
<(s+a)(l—s)=G(s,s).
Par conséquent

1+«
«

0<G(ts)<2 G (s,s), Vt,se€[0,1].

Maintenant pour: 0 < ¢ < 7 < 1 nous avons

Pour: 0<s<t<1,0<s<n<1,

G(t,s)  (1—pn—t(1-7)
G(s,s)  (L=p5n)—s(1-5)
Gts)  1-fn—(1-5)
G(s,s) — 1 ’

G (t,s)
G ls9) >p(1=mn)

Pour: 0 <n<s<t<7<1,

G(t,s)=1—-t)(s+a)+6(t—s5)(n+a),

1—s

> (1= ) (s+a) 7—,
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1.€,

Pour: 0<t<s<n<1,

Gts) (+a)[d—-s5+5(s—n)
G(ss) (s+a)[(1—=s)+B(s—n)]

G(t,s) t+a
G(s,8) s+a’
G (t,s) S«

G(s,s) 14+«

Pour: 0<t<s<1,0<n<s<1,

G(t,s)=(t+a)(l-s),

S+«
> —
Gts) > a(l—s) .

o
> _
G t.5) > (1=s) (s +a)

«
> — .
G (t,s) > 1—|—aG(S’S)

Posons

”y:min{ﬁ(l—n),l—ﬂ a }

1+«

Donc,

G (t,s) > G (s,s), Vt,s €0,1].
Par conséquent,

2(1+a)

0<7G(s,5) <G (ts) < G(s,s), Vt,s€[0,1].
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Définition 3.1

Définissons l'opérateur intégral T : E — E, par

1

Tu(t) = (04—1—1)—5(77—1—04)/(] G (t,s) f(s,u(s))ds (3.4)

D’aprés le Lemme 3.1, la fonction u(t) € E est une solution du probléme (3.1) si et

seulement si, Uopérateur T' a un point fivze dans E ( Tu (t) = u(t)).

3.2 Unicité de la solution non triviale.

En appliquant le théoréme de la contraction de Banach, nous allons prouver le résultat

de 'unicité.

Théoréme 3.1

Supposons qu’il existe une fonction positive k € L' ([0,1],R,), telles que

If (t,u) — f(t,0)| < k() |lu—0v|, VYu,veR, te]0,1],

et
C:

2(1+a)
alla+1) = F(n+a)l

alors, le probléme aux limites (3.1) a une solution unique dans E.

/01G(3,5>k<s)<1.

Preuve. Nous avons

1

Tu(t) = (04—1—1)—5(77—1—04)/0 G (t,s) f (s,u(s))ds.

Nous allons prouver que 7' est une contraction.

Soient u,v € E, alors

1
(a+1)—

[T (t) =T (1) < | 5(n+oz)|/o G (s)|f (s,u(s)) = f(s,0(s))]ds,
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comme G (¢, 5) < 229G (s, s) | donc

«

Tu () — T (1)] < 2(+0)

N al<a+1>—6<n+a>|/o G (s,5) [k () [u(s) — v (s)] ds,

Alors,

|Tu(t)—Tv(t)|§||u—v||a|(a+2( 77+04|/ (s,s)k(s)ds.

Par conséquent,

1T =Tollg < Cllu=vlg-

Alors T est une contraction, donc il admet un point fixe unique qui est la solution

unique du probléme aux limites (3.1). m

3.3 Positivité de la solution

Nous faisons les hypothéses supplémentaires suivantes:
(Ql) s ) = ( )fl( )ouac C(0,1],Ry) et f € C(Ry,Ry).
fo s)ds > 0.
Pour établir I'existence d’une solution positive du probléme aux limites (3.1), nous
utilisons le théoréme 2.7 de Guo—Krasnosel’skii.

Le résultat principal de cette section est le suivant:

Théoréme 3.2

Supposons que (Q1) et (Q2) sont vérifices, a > 0, 0 < f < 1, et supposons que

fo = lim h (u)7
lul—0  |u]
o= fl( )

Alors, le probléme (3.1) a au moins une solution positive dans le cas:
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(1) fo=0 et foo = 00 (super-linéaire), ou

(17) fo =00 et foo =0 (sous-linéaire).

Lemme 3.3
Supposons que o > 0, 0 < f < 1 et que (Q1) et (Q2) sont vérifiées et si u est une

solution du probléme aux limites (3.1), alors u est positive et vérifie

in u(t) > y=—— |ul]
min wu — ||U .
t€[0,m2) =75 (14+a)""F

ou

72H1i11{6(1—77),1—7’7 a }

1+«
Preuve. Si u est une solution de (3.1) alors T'u = w.

Pour tout ¢ € [0,1],

u(t)—(a+1 el / Gt s)a(s) fr (u(s))ds.

En appliquant le lemme 3.2, nous trouvons

u(t)gz(lz“> ey / G (s,)a(s) f (u(s)) ds,

donc
1+« 1

lulle <2 (*52) o

D’autre part, pour tous t € [0, 7]

B{n+a) /O G (5,5)a(s) fi (u(s)) ds.

U(t)Zv(aH Sl / G (s,5)a(s) fi (u(s)) ds.

«

u(t) > ’Ym Jull s -

Par conséquent,

in u (£) > y=—— [|u]
min u — [|U .
tef0,7] =73 (14+a)""E
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Ceci acheve la démonstration. m
Définition 3.2 Définissons l’opérateur integral T

1

Tu(t) = (a—i—l)—ﬁ(n—l—a)/o G (t,s)a(s) f1(u(s))ds.

Définition 3.3 Pour a >0 et 0 < § < 1 nous définissons le cone K par

«
K= E t)y>0 i )y > y——-— .
{ues w20 minu() 5%l

Lemme 3.4 K est un sous ensemble convexe fermé et non vide de E.

Preuve. De la définition de K, il est clair que K est fermé et non vide. Montrant
que K est convexe.
(1): Ve >0,y>0etVte[0,1] = (1 —t)x +ty > 0.

(2) : Nous avons

1A=tz +tyllp < (A=) [lzllg+tlyle,

1= 00+ tylle < 25D i (1 - 02 0+ 10 0.
i (L= 02 0+ 0y ()] 2 751 (0= )2+ 1]

Alors, (1) + (2) = (1 — t)z + ty € K = K est un sous ensemble convexe.
(i) Ve € K et A >0,

Nous avons
A >0et |[Az]g < Mz < 2019 (Az (1)),
Yoo tefo,r]
donc
min Az (1)) > vﬁ Az -
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Alors,
A € K.

(1i) Ve € K et —z € K, nous avons ¢ >0 et —x >0 alors, 0 <x <0i.e, x=0.
K est un sous ensemble convexe, fermé et non vide de C'[0,1] et vérifie les deux

conditions (i) et (i) donc, d’apres la dé finition 2.3, K est un cone dans C'[0,1]. m

Lemme 3.5

L’opérateur T' est compleétement continu et satisfait T (K) C K.

Preuve. T est complétement continu.

1) Comme les fonctions G, a et f; sont continues, alors 7" est continu.

2) Soit B, = {u € E: ||u| <r} un sous ensemble borné. Nous allons prouver que
T (B,) est relativement compact:

(1) T (B,) est uniformément borné.

Pour certains u € B,, comme f; et a sont continues alors, il existe une constante L

telle que
L= max a(t)fi(u).
t €0,1]
fully <
Et nous avons,
1 :
Tu(t) = g /. G el () ds.
Alors, 1
o)< (0000) G aTa ) G0
donc,

2L (14 «) !
STl RCICDE

alors, T (B,) est unifomément borné.

[Tl <
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(13) T (B,) est équicontinu.

Pour tout ¢y, t, € [0, 1], t; < t3 nous avons

1

ﬂW@ﬁ—TWQNZ(a+U—BW+@

’

)/0 (G (t1,8) — G (ta,8)) a(s) fi1(u(s))ds

1
Tulty) =Tu(®)l S o "5 T a

z Uot G (1, 5) — G (ta, 5)| ds

b (1605~ G 9l ds + /t:|G<tus>—G<t278>'dS}’

t1

Ty L(tg—tl)
Tut) =Tultl < G "Fm+a

1 t2
+/ |(1—B)3|d8+/ |1—s|ds].

Alors, |Tu (t1) — Tu (to)] B—, 0, par conséquent, T (B,) est équicontinu.
1—12

([ a-nerar

Le théoréeme d’Arzela-Ascoli implique que 7" est un opérateur complétement continu.
Montrant maintenant que 7' (K) C K.
Pour tout ¢t € [0,1],

1

Tu(t) = (04‘1‘1)—5(774‘04)/0 G (t,s)a(s) f1(u(s))ds.

En appliquant le lemme 3.2, nous arrivons a

2(1+a)
Tu(t) < afla+1)—B8(n+a

)]/o G (s,s)a(s) fi(u(s))ds.

Donc,

2(1+a) 1
a 1KQ+D—BW+G

Il < | o[ a s
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D’autre part, pour tous ¢ € [0, 7]

1 1
Tu(t) >~ /Gs,sasfusds,
donc,
Tu(t) > 57— |Tul
u — ||T'ul| , -
=790 1 a) e
Par conséquent,
@
inTu(t) >~y———|T
in Tu(t) 2 vg— 5y 1Tulle
et
uve K =TK C K.
|

Preuve. ( Théoréme 3.2).

Nous allons prouver que le probléme (3.1) a au moins une solution positive dans les
deux cas sous-linéaire et super-linéaire. Pour cela nous utilisons le T'héoreme 2.7.

u est une solution du probléme (3.1), si et seulement si u est un point fixe de 'opé-

rateur 1" ou, T" est défini par

1 1
Tu () = (a+1)—ﬁ(n+a)/o G(t.5)a(s) f (u(s)) ds.
Notant,
K= {ueCal R L minu() 257l |

ol, K est un sous ensemble convexe fermé et non vide de C'[0, 1].

D’apres le définition 3.3, K est un cone de C'[0, 1], et d’aprés le Lemme 3.5 nous
avons TK C K.

Pour fy =0,

Ve >0, 35; > 0, telle que fi (y) <ey, pour 0<y <.
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Soit 2; un ouvert de E défini par

Q1 - {y € C[Ov 1]/||y||E < 51}7

alors, pour u € K N 0§21, nous avons

1

Tu(t) = g ), G i w)ds

Tu(t)g<21+o‘) 1ﬁ(n+a>/OlG(s,s)a(s)fl(u(s))ds,

o' (a+1)—

1+« 1 !
Tu(t) < <2€Hu|] : )(a+1)—5(n+a)/0 G (s,5) a(s) ds,

nous pouvons choisir ¢, tel que

(klza)«H4»55m+ayéu”&$a“”“§1

Ainsi,

ITull, < lull,;, Yue KNo,.

Maintenant & partir de f,, = 00, nous avons
VM > 0,3H > 0, telle que f;(y) > My, poury > H,

Soit

2(1
H1 = max {2(51, MH} .
Yo

Dénoté par €25 I’ensemble ouvert

Q={ycC0,1/llylg < Hi}.
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Siue KNoS,, alors

(07 (0%

i >N = > H.
i (l) 2757375 lulle Trarayzt
Alors, Oy C Q.
Et ainsi,
Tu(t)—(a+1 ElrEe / Gt s)a(s) f (u(s))ds,
1 1
T >
“@—”(a“)—ﬁ(nw)/o G (s,5)als) fi (u(s)) ds
>
Tu(t)_v(a_i_l EICED) / G (s,s)a (1+ )M||u||Eds
alors,
(0%
>
Tu(t) > Myt / G (s,s)a(s)ds |ul,.

Si nous choisissons M, tel que

«

2(1+04>[<04+1)—ﬁ(7]+a)]/0 G (s,s)a(s)ds > 1,

M*y2

nous obtiendrons,

ITull, > |lull,, Yue K NoQs.

En utilisant la premiére partie du Théoreme 2.7, nous déduisons que T a un point fixe
dans K N (52\91) )

Ceci acheve le cas super-linéaire du Théoréme.

(74) Maintenant, nous supposons que fo = 00 et foo = 0 (le cas sous-linéaire).

De fy = o0, nous concluons que

VM >0, 36 >0, telleque f,(y)> My, pour 0<y<4.
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Soit
% ={yeC1/lyl, <},

alors, pour u € K N JS et en choisissant

nous avons,

1
a+1l)—F(n+a

Tu(t) > 77 | Glema n )

(0%

U+®Ka+m—5m+a”4(ﬂaﬂa@M&

Tu () 2 M lul 1%

Ainsi,

|Tullg > ullg, ue KN,

Maintenant, de f,, = 0, nous avons
Ve >0, 3H >0, telle que f;(y) <ey, pour y > H

nous pouvons choisir €, tel que

<%1Za)«Hﬂ»jﬁm+axéu“&$a“”“§1

Soit
Hy; = max {25/, MHI} ,

et
Uy ={yeC0,1]/|ylp < Ha},
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alors, pour u € K’ N0,

e 0] ’
i H>y—m—mm =~— H, > H
tlé}éfi]“( ) 201 a) |l Toa a2z

1 1
Tu(t) = =g [, G ) fi (o) ds
donc,
l+a 1 !
Tu() < 2 e [ G a9 () s
1+a 1 !
Tu(t) < (25 u )(a+1)—ﬁ(n+a) ||u\|E/0 G (s,5)a(s)ds,

[Tullp < lullp, we KnNo,.
D’apres la seconde partie du Théoreme 2.7, nous déduisons que T a un point fixe dans
KN (52\(2;) .
Ceci termine la preuve du Théoréeme 3.2. m
3.4 Exemples

Afin d’illustrer nos résultats, nous donnons quelques exemples.

Exemple 3.1 Considérons le probléme aux limites a troits points
' +t2u 4+ cosel +3sin’t=0, 0<t<l,

u(0) = av' (0), u(l) = pBu(n). (F1)

Posons, a = }1, =2 n= %
Nous avons,

f(t,) = t?x + cose’ + 3sin’t,
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nous pouvons choisir
k(t) = t2,
h(t) = cose' + 3sin’t.

k, h € L*]0,1] sont deuz fonctions positives.

Nous avons,

f (t.2) = f(ty)] <t v —yl,
‘f(t,.%’)—f(t,y)’S/{Z(t)|$—y|, \V/ZL’,yGR,tG[O,l]

et
2(6+1)(1+«)

(1—5)k(s)ds <1,
1B(n+a)—(a+1)] J,

alors, d’aprés le Théoréme 3.1 le probléme aux limites (Py) a une solution unique dans

E.

Exemple 3.2 Considérons le probléme aux limites a troit points
w4 120 + WPt + WPt sin?t =0, 0<t <1,

u(0) = av' (0), u(l) = pBu(n). (£)

_ _1 1
Posons, a =3, B=3, n=73 et

IS

ftuw) = o (2 + % +?sin’t),

= a(t) fi(u).

a(t) = (12 + %" + t*sin’t) € C((0,1], [0, 00[) et f1 (u) = u* € C([0,00], [0, o0]).

Donc,

fo = lim f<):o, foo:hmfl(u):OO

u—0 u U—00 u

D’aprés le Théoreme 3.2, le probléeme auz limites (P) a au moins une solution positive.
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Conclusion

Actuellement il y a une grande variété de théorémes de points fixes. L’objectif commun
de ces théorémes est de chercher des solutions et de résoudre les problémes d’existence qui
se posent en analyse mathématique et en ingénierie. De la théorie du point fixe découlent
plusieurs applications qui constituent un domaine tres actif de la recherche.

Dans ce travail, nous avons étudié quelques théorémes du point fixe tels que, le
théoreme de Banach, de Brouwer, de Schauder et le théoréme de Guo-Krasnosel’skii
et quelques-unes de leurs applications. Nous avons démontré 'unicité et la positivité de
la solution pour un probléme aux limites du second ordre & trois points. Nous souhai-
tons continuer dans ce chemin pour essayer d’autres équations qui n’ont pas encore été

étudiées avec cette technique.

46



Bibliographie

1]

2]

R. Agarwal, M. Meechan, D. O’Regan, Fixed point theory and applications. Cam-
bridge University Press, 141.

Boyd, D. W. and Wong, J. S. W., On nonlinear contractions, Proc. Amer. Math.soc.
20 (1969), 458-464. MR 39 : 916.

H Boulares, A Ardjouni, Y Laskri, Existence and uniqueness of solutions for nonli-
near fractional nabla difference systems with initial conditions. Fract. Differ. Calc 7

(2), 247-263, 2017.
H. Brézis, Analyse fonctionnelles, Théorie et applications. Masson, paris 1983.
K. Deimling, Nonlinear Functional Analysis, Springer, Berlin, 1985.

A. Guezane-Lakoud, L. Zenkoufi, Positive solution of a three-point nonlinear boun-
dary value problem for second order differential equations, Int. J. Appl. Math. Stat.,
(20), (2011), 38-46.

D. Guo, LakshmikanthamV., Nonlinear problems in abstract cones, Academic Press,

San Diego, 1988.

A Hallaci, H Boulares, A Ardjouni, Existence and uniqueness for delay fractional dif-
ferential equations with mixed fractional derivatives. Open Journal of Mathematical

Analysis 4 (2), 26-31, 2020.

Lilia Zenkoufi: Existence and uniqueness solution for integral boundary value pro-
blem of fractional differential equation. New Trends in Mathematical Sciences

BISKA, NTMSCI 10 Special Issue, No. 1, 90-94 (2022).

47



[10] L. Schwartz, Analyse-topologie générale et analyse fonctionnelle, Hermann, Paris

1970.
[11] Smart, D. R., Fixed point theorems, Cambridge university. Press, Cambridge, 1980.

[12] Zeidler, E., Nonlinear functional analysis and its applications, 1. fixed-point theo-

rems, Springer-Verlage, Berlin, 1993.

48



