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Abstract

We consider the conservation equation of water drops describing the
coagulation process of water drops falling in the air with a speed
determined by the gravitational force, the friction between these
droplets and the air as well as the speed of the air. It represents the
transport equation of water droplets as well as growth of droplets by
condensation in the atmosphere in the presence of a vertical ascending
wind.

The principal result is the existence of a stationary solution of the
equation in a one-dimensional domain, and under some suitable
hypotheses.

Keywords: conservation equation, coagulation of
droplets, characteristics method.




Résumé

On considere I’équation de conservation de ’eau liquide décrivant le
processus de coagulation des gouttelettes qui tombent avec une vitesse
déterminer par la force gravitationnelle, la friction entre les
gouttelettes et 1’air ainsi que la vitesse de ce dernier.

Il s’agit d’une €équation de transport des gouttelettes qui se déplagant
en présence d’un vent croissant vertical, et subissent le processus de
coagulation et celui d’accroissement de point dii a la condensation de
la vapeur.

Le résultat principal est I’existence d’une solution stationnaire de
I’équation dans un domaine monodimensionnel tout en considérant
quelgues hypothéses appropriées.

Mots clés : Equation de conservation, coagulation de
gouttelettes, méthode de caracteéristiques.
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Introduction

On appelle loi de conservation la traduction mathématiques de loi de la
physique, c’est un sujet classique, dont la motivation vient essentiellement de
la physique et de la mécanique ol naturellement il y a des quantités conser-
vées. Une loi de conservation exprime qu’une propriété mesurable particuliére
d’un systéme physique reste constante au cours de I’évolution de ce systéme.

Dans le premier chapitre on va rappeler la forme générale des équations
de conservation, et on présente quelques modéles des équations de conser-
vations dans le cas linéaire et non linéaire, en particulier les équations de
conservation de l'air sec, de la vapeur d’eau, et de ’eau liquide.

Dans le deuxiéme chapitre on va étudier I’équation pour la distribution
des gouttelettes qui se déplacant par un vent vertical et par la force gravi-
tationnelle et subissent le processus de coagulation et celui d’accroissement
de poids dt & la condensation de la vapeur sur leur surface. Du point de vue
mathématique notre équation est une équation de transport avec les opéra-
teurs intégraux pour une fonction inconnue o, qui représente la densité de
I’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m. Le résultat principal
est l'existence d’une solution stationnaire de 1’équation sous certaines hy-
potheéses appropriées. Du point de vue technique, la démonstration s’appuie
sur la transformation de I’équation en une équation différentielle ordinaire
en utilisant la technique des caractéristiques, il est crucial d’obtenir dans
toutes les étapes une estimation convenable de o(m;z), en particulier, dans
le voisinage des points (m; z) ou la vitesse u(m; z) des gouttelettes de masse
m s’annule, et pour les obtenir, nous avons besoin d’une élaboration consi-
dérable des estimations, ce qui constitue le point technique principal.

Le contenu du chapitre deux est correspond au travail [10].



Chapitre 1

Lol de conservation

Une variation d’une quantité u (masse, quantité de mouvement, énergie,
...) provient d’une part de perturbation interne de cette quantité et d’autre
part des échanges avec I’éxtérieur a travers la frontiére.
Dans I’absence de mécanisme de dissipation, la conservation d’une telle quan-
tité u se traduit par 'identité

ou

E—FV(f(u)) =0, VxeR" etteR,. (1.0.1)
avec u(t, x) désigne la densité de la quantité conservée autour du point z a
I'instant ¢, tandis que f est le flux, cette équation appelée loi de conservation
scalaire non-linéaire (si, bien sir f(u) est non-linéaire). Les équations de ce
type décrivent souvent phénomeéne de transport.

Une loi de conservation scalaire dans une dimension d’espace est une
équation différentielle partielle du premier ordre de la forme

ou 0
54—% (u) =0, VxeR, etteR,. (1.0.2)

Intégrer ((1.0.2]) sur un intervalle donné [a; b] on obtient

b
/utt:p /
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La quantité totale de u contenue a l'intérieur d’un intervalle donné [a; b] ne
peut changer que du fait du flux de u & travers les points limites.
Commencons par donner quelques exemples d’équations de conservation in-
tervenant dans des applications classiques issues de la physique, de la méca-
nique, et de la biologie.... Elles ont en commun leur nature hyperbolique.

1.1 Equation de conservation de la masse

Dans un milieu continu (gaz, liquide), s’il n’y a aucune réaction chimique,
aucun phénomeéne de changement de phase, alors la masse d'un volume ma-
tériel est conservée au cours du temps t.

o : la masse volumique, alors la masse totale sur un domaine D est :

M:/le/
D

d —
— | odv =— / ov. 1 ds
dt Jp oD

(la variation dans le volume D est égale a ce qui sort ou ce qui rentre dans
D). En utilisant la formule d’Ostrogradsky, on trouve

/8thV:—/ V.(ov)dv
D D

/ 0o+ V.(ov)dv =0
D

cette égalité est vérifier pour tout domaine D, alors on a

donc

0o+ V.(ov) = 0.

C’est I’équation de conservation de la masse.

1.2 Equation de transport linéaire

L’exemple le plus connues des équations de conservation linéaire est 1’équa-
tion de transport. Considérons un polluant de densité u(z,t) > 0, advecté

4
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par un courant de vitesse donnée v(z,t). Cette densité vérifié alors I'équation
aux dérivées partielles :

ou
i + V.(v(z,t)u) =0,

On dit aussi qu'il s’agit d’une équation de transport sous forme "conserva-
tive". Une variante de I’équation de transport dite :

Equation de transport a vitesse constante

du | .ou _
{ 5 teg, =0, Vre R, ett e Ry, (1.2.3)

u(z,0) = up(x).

La solution de cette équation peut se trouver par une formule explicite, qui
dans le cas ot v(z,t) = ¢ est constante s’énonce simplement :

u(z,t) = up(x — ct)

Par conséquent, les solutions classiques de I’équation sont constantes le long
de la famille de droites paralleles au vecteur (c,1)" du plan (z,t). Ce qui
prouve l'existence et I'unicité de la solution du probléeme .

La formule u(x,t) = ug(x — ct) représente une fonction qui se propage (ou se
transporte) sans déformation a la vitesse constante c.

Equation de transport avec second membre : Considérons le probléme
avec second membre, f € C'(R* x R)

8—? + ca—; = f(=z,1),
{ W@, 0) = ug(z)  u € CI(R) (1.2.4)

Le long d’une caractéristique ¢, la solution du probléme ((1.2.4) vérifie

d t
Sua(®).8) = f(z(t),1) = u(@(?),1) = wo(€) + /0 f(x(s), 5)ds

an a donc nécessairement avec £ = x — ct

uw(z(t),t) = ug(x — ct) + /0 flz —c(t—s),s)ds

c’est la formule de Duhamel.



UNIVERSTE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Equation de transport a vitesse variable : Considérons 1'équation

{ 9 4 o(z, )% = bz, t)u(z,t), Ve R, t>0

u(z,0) = ug(x) Vr e R (1.2.5)

Dans ’hypothése que uy et ¢ sont O, et b continue, on peut définir les

caractéristiques :
X'(t) = (X (1), 1)
o 1.2.
L X0 - ¢ (1.26)
D’aprés le théoréme de Cauchy lipschitz, le probléme ((1.2.6) admet locale-
ment une unique solution X (§,t) définie dans un petit voisinage du point 0
qu’on note par U,.
Remarque. Si c(z,t) est bornée on peut prolonger la solution du probléme

[[2) sur R*.

L’équation (|1 sur les caractéristiques :

@_@_Fanu 8u+( t)ﬁu byl )
at ot dt oz ot Yo v v

{ =b(X(£,t),t)u

u(€,0) = uo(€)
on posant u(X(§,t),t) = u(,t), et B(&,t) = b(X(£,t),t), ce qui donne
comme solution

u(€, 1) = ug(€)edo BE

On voit que la solution u(z,t) n’est pas constante le long des trajectoires il
y a un terme en plus. Retournant aux variables (z,t), on obtient que (|1.2.5)
posséde une unique solution C' dans l’ensemble V' C R x U, pouvant étre
atteint par les caractéristiques.

1.2.1 Equation de conservation de Burgers

Dans un milieu unidimensionnel constitué des particules soumises a au-
cune force et se déplacant chacune par inertie sur une droite. On désigne
par u(x,t) la vitesse d'une particule se trouvant & I’abscisse x a I'instant t.
D’aprés la loi de Newton, ’accélération de la particule est nulle.

Si = p(t) représente la position de la particule, alors

Co(t) = (1)
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et donc » p do(t) d 5
w(t) du U
@go(t) =0= —u(x,t) =

a ot o T 0

ou n ou 0
u—— _— =
oxr Ot
que l'on peut écrire également
ou 0 u?
L2 (Zy=0
ot * 8x( )

Cette équation est appelée équation de Burgers non linéaire (sans viscosité), il

s’agit en fait d’'un cas particulier de I'expression générale d'une loi de conser-
. 2
vation (f(u) = %).

-2
. . ‘ o
L’équation de Burgres sous forme non-conservative s’écrit :

ou ou

Exemple : (méthodes des caractéristiques pour 1’équation de Biirgers)

:on
veut résoudre le probléeme de Cauchy pour I’équation de Biirgers avec la
condition initiale :

1, z <0
u(z)=¢ 11—z, 0<z<1
0, r>1

par la méthode des caractéristiques. La droite caractéristique issue de & a
pour équation :

£+t §
X(t,8)=q ¢+(1-=9t 0
£, §

IV IA A

0
£<1
1

pour t < 1, les caractéristiques ne se croisent pas, soit (z;t) donné avec
t < 1, on détermine le point correspondant &

8 8
Sl

t,
—~, U
T

I

&=

=8 =
\YAZARVA

t
<1
1
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Enfin, u(z;t) = ug(§), et pour tout (z;t) dans R x [0;1), on obtient

1, r <t
u(t,z) =< =%, t<z <1
0, rz>1

1.3 Les équations de conservation de l’air sec,
la vapeur d’eau, et de ’eau liquide

Comme 'atmosphére est un gaz, son mouvement doit étre décrit par les
équations aux dérivées partielles de la dynamique des gaz. Or, en réalité, la
composante H,O a des comportements particuliers : la vapeur d’eau peut
se transformer en liquide ou en solide et vice versa, ses transitions de phase
contribuée au changement de la concentration de HyO en état gazeux ou
liquide.

Les quantités physiques qu’on va considérer sont la densité de l'air sec
0, la densité de la vapeur d’eau m, la densité de 1'eau liquide o(m) contenue
dans les gouttelettes de masse m,vitesse v = (vq,v9,v3) de lair, la vitesse
u(m) = (ur(m),uz(m),usz(m)) des gouttelettes de masse m. Pour la vitesse
u(m, z,t) des gouttelettes de masse m, on adopte I’approximation
1
u(m, x,t) = v(z,t) a(m)V<I>, (1.3.7)
ot a(m) est le coefficient de friction d’une gouttelette de masse m avec lair,
tandis que @ est le potentiel (pour les détails, voir [5], [I5]). Il est bon de
rappeler que le coefficient de friction «(m) est une fonction décroissante de
la masse m et que la relation correspond, dans une bonne approxima-
tion, & la vitesse réelle des gouttelettes (voir [14], [15], [16]).

La loi de la conservation de la masse pour l'air sec (dont la densité est
notée o) est exprimée par I’équation de continuité classique (absence de tran-
sition de phase)

00 B

Pour la vapeur d’eau (dont la densité est notée 7), compte tenu de la quantité
de H,O qui résulte de la transition de phase, le principe de la conservation
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de la masse est exprimé par I’équation

on
O 9 (rlta)olt, ) = ~Hy (7,0, (139)

ou Hy la quantité totale de H,O qui se transforme de gaz en liquide et vice
versa.

En ce qui concerne la densité o de I'eau liquide, rappelons que, si nous sui-
vons dans son déplacement et dans son processus de condensation ou d’éva-
poration une gouttelette qui a la masse mgy a l'instant ¢t = ¢, la fonction
masse m = m(mo;t) & l'instant ¢, jusqu’a I’éventuelle rencontre avec une
autre gouttelette, doit satisfaire I’équation (voir|[I5])

%m(mo; t) = m(mo; t)hy (T, m;m). (1.3.10)
avec hg la quantité de condensation sur les gouttelettes de masse m par
unité de temps et par unité de masse de gouttelettes. Naturellement la quan-
tité de H,O condensée (ou évaporée) sur une gouttelette de masse m sera
mhgy (T, 7, 0).

En considérant la masse de gouttelettes m comme une variable "spatiale" et
(m, x) comme un point de l'espace Ry x R? (voir [15]), la relation ([1.3.10)
nous permet de traiter I’ensemble des gouttelettes comme ensemble de points
matériels qui se déplacant dans R, x R? avec la vitesse

Us(u, T, m;m) = (mhy(T, w5m); ug(m), ug(m), uz(m))7. (1.3.11)

Comme o(m,x,t) est une densité non seulement par rapport a dx, mais
aussi par rapport a dm, de maniére analogue au cas de p et de m, la loi de
conservation de la masse de I'eau o(m, x,t) peut étre exprimée par

g—j + Vime) (oU,) = variation de masse.
Quant a la variation de masse des gouttelettes de masse m, elle consiste en
deux parties : celle qui résulte de la condensation ou évaporation, et celle qui
résulte du processus de coagulation de gouttelettes. La premiére est donnée
par hgo. D’autre part la variation de o due au processus de coagulation est
donné par

K[m,z;0,0] 4+ o(m,z)Lim, z; 0]

9
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ou

K[m,z;0,0] = %/ B(m —m',m"o(m —m' 2)o(m', 2)dm/,
0

Lim,z;0] = —m /Ooﬁ(m,m’)a(m',z)dm',
0

B(m,m') est la probabilité de rencontre de deux gouttelettes de masse m et
m’ , et (m—m';m’) la probabilité de rencontre de deux gouttelettes de masse
m —m' et m’. On en déduit que

do d(mhgo)

— + V- (ou)+ o

5 = hgo+ (1.3.12)

+% /Om 5l(m—m/,m/)a(m')a(m—m’)dm’_m/ooo B(m!,m)a(m')o (m)dm'.

10



Chapitre 2

Equation de conservation des
gouttelettes avec une vitesse
vertical du vent

Dans ce chapitre on va étudier I’équation pour la distribution des gout-
telettes qui se déplacant par un vent vertical et par la force gravitationnelle
et subissent le processus de coagulation et celui d’accroissement de poids
di & la condensation de la vapeur sur leur surface. Plus précisément, on
considére 1’équation intégro-différentielle pour une fonction incon-
nue 0 = o(m, z) se trouve a la hauteur z (0 < z < 1). Comme notre intérét
principal concerne le comportement de la densité o en présence d’un vent
vertical ascendant (ou de la composante verticale positive d’un vent), nous
concentrons notre attention sur la variation de o par rapport a la hauteur z,
en négligeant son éventuelle dépendance de la position horizontale. L’équa-
tion dans la forme précise va étre formulée dans le paragraphe suivant (voir
(2.1.1)). On va démontrer, dans la suite, 'existence d’une solution station-
naire de cette équation avec les “conditions d’entrée” pour o(m, z).

2.1 Position du probléme

On va considérer la densité o = o(m, z) de 'eau liquide contenue dans
les gouttelettes de masse m a la hauteur z € [0, 1]. En désignant par hy =
hg(m, z) la quantité de condensation sur les gouttelettes de masse m par
unité de temps et par unité de masse de gouttelettes.

11
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Nous considérons ’équation

9. (a(m, z)u(m, 2)) + O (mhg(m, z)o(m, 2)) = hg(m, z)o(m,z)+ (2.1.1)
+% /Om B(m —m' m"o(m', z)o(m —m', z)dm'+

—m /OO B(m,m")o(m, z)o(m’, z)dm’,
0

dans le domaine
Q={(m,2) eR*|m>m,, 0<z<1}, T, >0; (2.1.2)

Le choix d’une constante m, strictement positive et convenablement petite
et du domaine €2 donné dans est conforme & la nature physique du
probléme; en effet, la courbure élevée des gouttelettes trés petites ne leur
permet pas de subsister dans ’atmosphére et les gouttelettes se forment ex-
clusivement sur des aérosols ayant une masse supérieure & une valeur critique
(voir [8], [14]).

Pour la vitesse des gouttelettes, en adoptant I’approximation (voir [I4], [16])

u(m, z) =v(z) — ——, 2.1.3

(m.2)=v(2) = s (213)
avec v(z), g et a(m) représentent respectivement la vitesse de l'air (dans la
direction de I'axe z), 'accélération gravitationnelle et le coefficient de friction
entre les gouttelettes et I'air.

L’équation (2.1.1)) va étre envisagée dans () avec les conditions d’entrée

o(m,z) =ao(m, 2) pour (m,z) € SoUS;US,, (2.1.4)

ou B
So={(m,z) € Qm >, z=0, u(m,0) >0}, (2.1.5)
Sy ={(m,z) € Qm >m,, z=1, u(m,1) <0}, (2.1.6)
Sa={(m,z) €Qm=m,, 0<2<1}. (2.1.7)

On suppose que 7g(m, z) est continue sur Sy U S, et uniformément continue
sur S; et que
Eg(m, 2) >0 V(m, Z) € SoUS1US,, (218)

Go(m,z) =0 si m>ma (a > My,). (2.1.9)

12
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On remarque que Sy U S; U S, est la partie de la frontiere de 2 ou le vec-
teur (mhgy,u)’ est orienté vers lintérieur de Q; on précise que, d’aprés
la condition (voir aussi (2.1.17)) formulée dans la suite, on aura
Mahg (Mg, z) > 0 pour tout z € [0,1], ce qui nous garantit que le vecteur
(mhy, u)" est orienté vers l'intérieur de 2 méme sur S,. L’hypothése de la
continuité de y(m, z) garantira que le probléme ne sera pas influencé par la
convention sur 'appartenance ou non a Sy du point (m, 0) tel que u(m,0) =0
et sur 'appartenance du point (7,,0) & Sy ou a S,. Quant au point (m,1)
tel que u(m, 1) = 0, nous convenons qu’il n’appartient pas a S; et nous for-
mulerons le probléme conformément a cette convention.

On suppose que les fonctions u(m, z) et hgy(m, z) sont données, et que

v(-) € C*([0,1]), i%fl]v(z) >0, (2.1.10)
z€|0,
1/ d —
a(-) € C ([, 00[), d—a(m) <0 Vm >m,, (2.1.11)
m
0< 1£1£ a(m) < sup a(m) < oo, (2.1.12)
m>mg m>Ma
9
f — 2.1.1
Zér[al](v(z) a(ma)) >0, (2.1.13)
_ g
dmy; >m, tel que sup (v(z)— < 0. 2.1.14
1 36[071]( (2) a(ml)) ( )
Pour la fonction hgy(m, z) on suppose que
ha(-,-) € CH(Q), (2.1.15)
0< inf mhy(m,z) < sup mhy(m,z) < co. (2.1.16)

(m,z)€Q (m,z)eQ

En ce qui concerne [3(mq,ms) on suppose qu’elle vérifie les conditions
ﬁ(', ) € C(RJr X R+), B(ml,mg) > 0V (ml,mg) € R+ X R+, (2117)

B(mi, mg) = B(ma, m1), (2.1.18)
B(my,my) =0 pour my + ms > Tiy. (2.1.19)

Les conditions (2.1.17)) et (2.1.18)) sont des conditions naturelles de la fonc-
tion de probabilité de rencontre de gouttelettes. D’autre part, la condition
(2.1.19) est une approximation motivée par le fait que, comme on I'a déja

13
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évoqué, dans l'atmosphére les grandes gouttelettes subissent également le
processus de fragmentation, qui contrebalance la croissance de la population
de gouttelettes de masse élevée due a la coagulation.

Rappelons que 'écoulement ascendant de l'air cause généralement, par
la transformation adiabatique de l’air, la diminution de la température de
chaque partie de l'air qui se déplace; la diminution de la température, a
son tour, implique la diminution de la densité de la vapeur saturée, ce qui
cause la condensation de la vapeur, si I’humidité de I'air est déja au niveau
de la saturation. Pour que la position de notre probléme correspond a cette
situation, on suppose que v(z) > 0 et hy > 0 (voir (2.1.10]), (2.1.16])).

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant.

THEOREME 3.1. Sous les hypotheéses (2.1.17)-(2.1.19) et (2.1.10)-(2.1.16),
il existe une constante Ay > 0 telle que, si

||50”L°°(Souslusa) < Zo, (2.1.20)

alors Uéquation (2.1.1)) avec les conditions (2.1.4)—(2.1.9) admette une so-

lution o dans la classe L> () ; cette solution o est non-négative, bornée et
continue a morceaux dans €.

La constante Ay mentionnée dans ’énoncé du théoréme 3.1 pourra étre
mieux déterminée, comme on le verra dans la remarque 3.2.

2.2 Division du domaine et caractéristiques

On définit d’abord la division du domaine €2 en trois parties 1, X, 2o

Q={(m,2) € Q|ulm,z) >0},
Yt = {(m,2) € Q|u(m,z) =0}, (2.2.21)
Qo ={(m,2) € Qu(m,z) <0}.

On pose également

Y={(m,2)€Qlu(m,z)=0}.

En vertu des conditions (2.1.3)), (2.1.10) et (2.1.11) la relation

u(my(z),2) =0, z € [0,1],

14
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définit une fonction myx(z) de classe C*(]0,1]) de sorte que X est représentée
par

Y ={(m,z2) € Qlm=mg(z), z€[0,1]}, (2.2.22)
et on a
my < my < mg < o0
ou
my = inf my(2), my = sup mg(2). (2.2.23)
0<z<1 0<z<1

La fonction my(z) jouit de la propriété suivante.

LEMME 3.1. On a

dmy(z) _a(m)* 5
= gda(m;i : (2.2.24)
dm

DEMONSTRATION. Comme my(z) est définie par la relation

— — fr O
ums().2) = v(z) = s =0
en désignant par Wy = (%, 1)T le vecteur tangent a la courbe ¥, de la

relation

g da(m)dmsg(z) N dv(z)

=0
a(m)? dm dz dz

VU'IUE:

on obtient ([2.2.24)).

Le lemme est démontré.

Maintenant on va définir les caractéristiques pour ’équation ([2.1.1)), qui
peut étre écrite dans la forme

u(m, z)0,0(m, z) + mhg(m, 2)0po(m, z) = (2.2.25)
= —o(m, z)(@zu(m, 2) + mOpyhg(m, z))+

—i—% / B(m —m' m"o(m', z)o(m —m’, z)dm'+
0

-m /000 B(m,m")o(m, z)o(m’, z)dm'.

15
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De l'expression de ’équation (|2.2.25)) il résulte que les caractéristiques sont
déterminées par le systéme d’équations

d=(t) _
= = u(m(e),2(1)), (2.2.26)
) — (e (), (1) (2.2.27)

avec les conditions initiales pour (m(ty), z(tp)). Comme le second membre des
équations (2.2.26)([2.2.27) est de classe C' par rapport a (m, z), pour tout
(m, 2) € Q il existe une courbe et une seule qui est définie par les équations
(2.2.26)—(2.2.27)) et qui passe par (m, z). On désigne ces courbes par

v = {(m,(t),2,(t)) € Q| t € [to, t:]}, (2.2.28)

et par I' 'ensemble de toutes ces caractéristiques v ; dans (]2.2.28|) m(t) et
2, (t) sont des fonctions qui satisfont au systéme d’équations (2.2.26))-(2.2.27),
tandis que ¢y et ¢; sont tels que z,(ty) = 0 ou 1 ou m,(to) = M, et z,(t;) =0
ou 1, mais, comme on le voit aisément, ty peut étre choisi arbitrairement.

LEMME 3.2. Chaque courbe v € T', définie par les équations -
(2.2.27) et les conditions initiales, peut étre représentée par une fonction
continue zZ(m) = z,(m) de m € [mg, mq| & valeurs dans [0, 1] (avec certains
mo, my € [Mg,00[) et la fonction Z,(m) est strictement croissante dans
la partie ot (m,z,(m)) € Q et strictement décroissante dans la partie ou
(m, zy(m)) € Q.

DEMONSTRATION. Comme mhg(m,z) > 0 pour tout (m, z) € Q (voir(2.1.16)),
I’équation implique que sur v la fonction m, () est strictement crois-
sante, ce qui nous permet de représenter  par une fonction z(m) = z,(m)
pour m € [mg, my], mg = m(tog), my = m(ty). Des équations ([2.2.26)—(2.2.27)
on déduit que

La définition des sous-domaine €2 et {25 et la relation (2.2.29)) entrainent que
% > 0si (m,z(m)) € ; et que dz(;?) < 0si (m,z(m)) € €, ce qui prouve

la deuxiéme partie de ’énoncé du lemme. []

16



UNIVERSTE 8 Mal 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

On voit aisément que, quel que soit v € I', X et v possédent au plus un
point commun, qu’on note (mx(7), zs(7y)). Si on définit ¢y par la relation

(m’Y(tZ)7 Z’Y(tZ)) €,
(ms(7), 20(7)) = (M, (ts), 2, (ts)).

On remarque que my(7y) et zx(7y) vérifient les relations

ms(7) = ms(s(1) =m(ts),  2s(7) = max Z(m).

On pose o L

'Y ={y0 =7nQ |yel}, I® ={y® =ynQy[yel},

(le fait que T™ et I'® contiennent I’ensemble vide ne causera pas d’obstacle
a nos raisonnements). Comme 2, (m) est strictement croissante pour
mo < m < mg(y) et strictement décroissante dans mx () < m < m; (voir le

lemme 3.2), on peut définir les fonctions mg,l)(z) et m(f)(z) par les relations

m = mgl)(z) & (m,z) € 4D, m = mﬁf)(z) & (m,2) € yP. (2.2.31)

LEMME 3.3. On suppose que X N~y # (). Alors, quel que soit € > 0, il
existe un § = 0(g) > 0 tel que

zs(7) 1 zs(v)—9 1
/ u)—dZISE, / szlgé‘.
()-8 u(my’(2'),2") z5(7) u(my’(2'), 2')
(2.2.32)

DEMONSTRATION. En vertu des conditions (2.1.10)-(2.1.12)) on peut
choisir un voisinage Uy, de X et quatre constantes cy, co, c3, ¢4 tels que

da(m
—C < a(fn)Q d(m ) < - <0 dans Us, (2.2.33)
mhg(m,z) > c3 >0 dans Uy, (2.2.34)
d
‘ Z(Z)‘ <e<oo  Vee[o1]. (2.2.35)
2

17
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On se limite d’abord a la partie de v contenue dans Q; et donc a [ty, tx] pour
t. On pose

C(t) = 2y(ts) — 24(t) = 2n(7) — 2,(2) pour t € [ty,ts]. (2.2.36)

On a alors

%it) = u(my(ts), z,(ts)) — u(my(t), 2,(t)) = —u(m, (1), (1)) (2.2.37)

Or, comme on a u(m, z) = 0 sur 3, en utilisant la fonction mx(z) (voir
(2.2.22))), on a

= u(my (1), 2,(1)) = u(ms(2,(1)), 2,(t)) — u(m, (1), z,(t)) = (2.2.38)
@ g e g dagm)
a /m.y(t) amd B o (8) a(m)? dm dm.

Maintenant nous nous limitons a t tels que (m, (), z,(t)) € €, N Us. Alors,
de (2.2.33)), (2.2.37)) et (2.2.38]) on déduit que

%it) < —ci(mx(z,(t) — my(t)). (2.2.39)

D’autre part, d’aprés le lemme 3.1, on a

2y (ts) Oz(mg(z))2 dv(z)
my(ts) —ms(z,(t)) = ms(2,(ts)) —ms(z,(t) = _/ Y “d.
zy (T dm_ Im=mx(z)
(2.2.40)
Or, comme en vertu de (2.2.33)) et (2.2.35)) on a
#(t2) o (my(2))22E) c c
[ e e < e i) - ) = S
2y(t) 9=am |m:mg (2) €1 €1

de (2.2.40) on obtient

(2 (1)) — my () = m (1) —mo (1) — (m (1) — ms(z(1))) >

> m.,(ts) —my(t) — EC(Q,

18
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ce qui, joint a (2.2.39)), nous donne

T < —estm(ts) = m (0) + eac(0). (2:241)

En outre, en vertu de (2.2.27)) et(2.2.34), on a

my(ts) — ma (1) = ealts — 1),
ce qui nous permet de déduire de (2.2.41]) que

LU < —alts =0 +eict)  pow ts-Fsists (2242

avec un certain 4 > 0. Comme la fonction

ts
gu)zcwa/ (ts — te @ =y,
t

vérifie 1’égalité 3
d¢(t -
—2( ) = —cie3(ts — 1) + ca((2),
t
et que

((ts) = ((ts) =0,
d’apres le théoréme de comparaison, on déduit de (2.2.42)) que

C1C3

5>
¢(t) = 6103/ (ts — t/)e_c4(t/_t)dt/ > T(tz - t)Qe_C‘l(tz—t)’
t

pour ty — 5 <t<ts ; en particulier, pour t5, — 5 <t< ts, 5 = min(g, locig),

on a
C1C3

4
by =t < 2 \JEE) = — [ () — 24 (0). (2.2.43)

\/C1C3 \/C1C3

On rappelle que d’aprés la définition de la vitesse u(m, z), on a

Z’Y(tE) 1
tyy —t = / szl
=) u(my’(2),2)

Y

C(t) > —=(ts = 1)%,

ou
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(pour la fonction mgl)(z), voir (2.2.31))). Donc, de ([2.2.43) on déduit que

[t el =0
@< 2o(ts) — 2 (1),
z u(mP (), ) cieg V! !

(1)

ce qui implique que, étant donné £ > 0, on peut choisir

2
§=d(s) =" 04103,

de sorte que la premiére inégalité de ([2.2.32)) sera vérifiée.
La deuxieéme inégalité de ([2.2.32)) se démontre de maniere analogue.

Le lemme est démontré.

COROLLAIRE.3.1. On pose
A2V =z5(y) si SNy#£0, A4V =1 siycCQ,

A =2n(y) si SNy #£0, =1 si yc .
Alors, quel que soit € > 0, il existe un 6 = d(g) > 0 tel que

g’Y) ZéW)f&

/ %dz’ge, / %dz’ga
7= u(my’(2'), 2') A7 u(my’(2'), 2') 2244

DEMONSTRATION. Le corollaire résulte immédiatement du lemme et
des hypothéses sur u(m, z). O

2.3 Transformation de I’équation

Les caractéristiques ~ étant définies, on peut écrire 1’équation ([2.2.25))
comme la famille d’équations sur v € I’

d
Sl (£), 2 (1) = (2:3.45)

= _U(mv(t)a Ry () (mv(t)amhgl(mv(t)a Ry (t)) + azu(mv(t)v Zv(t)))"f'

m mey (1)
+# /0 5(7717(15) - m/, m/)U(mlv Z’Y(t))a(m’Y(t) - m,> Zv(t))dm/_l_
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) [ B 0. 0.2, () 2, (1)

ici, pour ne pas alourdir I’écriture, on a écrit
Omhgi(my (1), 24(1)), dzu(m.(t), zy(1))
au lieu de

Omhgi(m, z)‘ d,u(m, z)|

(m,z)=(mx (),24(1))’ (m,z)=(m (t),2+(¢))

Si on introduit les opérateurs K|m, z; 0, 0] et L|m, z; o] par

K[m,z;0,0] = /m B(m —m',m"o(m —m' 2)a(m’, z)dm’, (2.3.46)
0

Lim, z;0] = /000 B(m,m")o(m', z)dm/, (2.3.47)
on peut écrire I’équation (2.3.45]) sur v dans la forme
d
aa(my(t),zv(t)) = (2.3.48)
= _U(mv(t)> Zv(t)) (mv(t)amhgl(mv(t)a Ry (t)) + 8zu(mv(t)7 Zv(t)))"’
(1) (5 T (1), 2 (0; 3,01 = o (1), (1) Ll (1), (1) ).

Si on considére I'équation (2.3.48) séparément sur AN =~NQ et sur
7?) =~ Ny, on peut méme transformer (2.3.48)) dans une forme relative a
la variable z. On rappelle que sur v = vy U~® on a

do B da% do

= T = S (1), (1), (2.3.49)

Considérons d’abord I’équation sur v et utilisons la fonction m(vl)(z)
(voir (2.2.31))). Si on introduit les notations o (v; 2), hg(7y; 2), u(y; 2) par

o(vi2) = o(miP(2);2),  ha(v;2) = ha(m{P(2);2),  u(y;z) = (m(vz)(Z); Zia
2.3.50
compte tenu de la relation (|2.3.49)), on peut écrire ’équation ([2.3.48)) dans la

forme

do(viz)  o(viz), o ‘ |
. ulyie) (M (2)Dmhga(7; 2) + Oouly; 2)) + (2.3.51)
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mi(2) 1 "
G GEIDG) z0,0) = o AL 2), 2501).
(v )

gl ol
L’équation (2.3.51)) doit étre envisagée sur Uintervalle [z, z;"'] et avec la
condition initiale

o(y; z((f’)) = Eo(mgl)(z((;’)), z(()w), (2.3.52)
ol zéw (resp. zp)) est la valeur la plus petite (resp. Grande) de z sur v, La

condition ([2.3.52)) n’est autre que la condition (2.1.4) restreinte sur Sy U S,
et exprimée par rapport a ’y(l) e,

Sur v, en utilisant la fonction mg)(z) et les notations o(7; 2), hy(7; 2),

u(7y; z) tout analogues (avec m(f)(z) au lieu de mgl)(z) dans (2.3.50)) ), compte
tenu de (2.3.49)), 'équation ([2.3.48]), de maniére tout analogue a (2.3.51]), peut

étre écrite dans la forme

do(v;z) _ o(:2)
dz (7;

(mP (2)Omhgi(7; 2) + Ozuly; )+ (2.3.53)

ﬁ

N
~—

mg)(z) 1 () (2)
(7 2) (§K[m7 (2),2,0,0] —a(v;2)LImy” (2), z; 0]).

L’équation m ) doit étre considérée sur l'intervalle [0, zy)], ol zgy) est

la valeur la plus grande de z sur v, Si 7(2 Z = (), alors zéw =1

7@ NY £ ), alors z;) = zn(7). La condition se traduit en

; sl

o(y;25") = o(11) = To(mP (7). 28) st (mP (), 24 >e(s |
2.3.54

D’autre part, si (m(f)(zy)) (7)) € 3, alors la valeur de o(7; z2 ) doit étre
égale a la valeur au point z = zy) = z§ de la fonction o(7v; z) qui satisfait

a (2.3.51).

Il est utile de rappeler que dans €; on a u(m,z) > 0 et dans Q3 on a

u(m, z) < 0. Donc, méme si formellement (2.3.53)) ne difféere de (2.3.51) que

par la présence de mg)(z) au lieu de m{! )( ), les signes des facteurs 8 Z; et

1) (2)
mZT(zZ)) (respectivement TZZT(ZZ)))

Pautre.

dans leur second membre sont opposés I'un a
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2.4 Résolution de I’équation dans ()

Pour résoudre I'équation (2.1.1)) (ou (2.3.51))) avec les conditions ([2.1.4)),

nous la résolvons d’abord dans {2;, en supposant que dans {2 la fonction o
est égale a une fonction donnée @, et puis on va résoudre 1’équation dans €2
avec la fonction 0 = o7 dans €2y, oy étant la solution obtenue dans ’étape
précédente. On cherchera ensuite un point fixe de 'opérateur qui, a 4, associe
la solution o9 de la seconde étape.

Pour construire la solution ¢ = o7 dans ) avec la donnée @, dans €25, on
suppose qu’une fonction go(m, ) est donnée dans €2y et vérifie les conditions

0< inf Go(m,z) < sup Ta(m,z) < oco. (2.4.55)
(m7z)692 (m,Z)EQQ
agy(m,z) =0 pourm > mg, (2.4.56)
ou
mp = sup{m? (0) | m? (") <ma, 4 eT?}. (2.4.57)

Pour préciser les conditions sur I'existence et 'unicité de la solution ¢ dans
1 avec 79 dans {2y, on pose

Cy = sup |monhg(m,z)+ 0,u(m, z)|, (2.4.58)
(m,z)eN
Cs= sup mpB(m,m). (2.4.59)
m,m/€R

En vertu du lemme 3.3 on peut choisir un ¢; > 0 tel que

z(7) 1
/ —— 5 dY' < (2.4.60)
z(y)=61 u(my’(2'), 2')

1
S _ S —\ 3Cg + __
4max(Ch + Cs||T2|| Lo () (M — myy), S (my, — Ma))

(pour my, my; voir (2.2.23))). Posons encore

1
M, = sup

(51) u(m z)’ Q§51) = U {(m,Z) € 7(1) | z < ZE(’Y) — 0 }
et ’

~Der®)

(m,2)

(2.4.61)
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PROPOSITION 3.1. On suppose que oo vérifie la condition (2.4.55) et

que
1

_ , (2.4.62)
2(er + 2(er — 1))

170 oo (spusa) <
ou
C1 = 2(Ch+05||52||Loo(92)(m3—m£))M1, Cy = 3Cg(m§—ma)M1 (2463)

Alors il existe une fonction o(m, z) = o1(m, z) qui vérifie dans Q; ’équation
dans laquelle on substitue Go(m, z) a la place de o(m, z) pour (m, z) €
Qy et la condition (restreinte 4 SoUS,, ) ; cette solution est unique dans
la classe L>®(y).

DEMONSTRATION. Pour construire la solution ¢ dans €2;, on construit

d’abord une approximation successive {o™},cn, en utilisant la structure de
I'équation ([2.3.51]) (et de la condition (2.3.52))). On pose

o(v;2) = To(mP (=), 247) (2.4.64)
et, si ol est bien définie, on pose
ol (v; 2) = Fo(mD (257), 287) + Ra(a™) (75 2), (2.4.65)

ot Ry(-) est I'opérateur intégral défini par

fmwm@=—/zﬁﬁﬁm@wmmamw+meww+@4%>

o u(y; )

z (D)
My (Z)<1 (1) (1 / / 1) (o1 / ) /
—J LK : (v N . _
+ o i (GO 50201 = s L ), ]

LEMME 3.4. Quel que soitn € N, ol est bien définie et on a

2|70 | oo (spus.) €

1 —225|| < (spus.) (€47 — 1)

o7, 2)ll i sy < pour 0<z <1

(2.4.67)

DEMONSTRATION DU LEMME. On déduit de (2.4.65)) (voir aussi ((2.4.66]))

que
ol (y: )] < 50(771(71)(2(()7))7 Zé”)+ (2.4.68)
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2o (v )],
i /zé” Cu(y; ) M (&) Ombhi(; 2') + Ozu(; #)|dz"+

* mP() (1 (N o ] ] T, 1) (N o 0] /
+ o a7 (§|K[m7 (), 25 0™, o™ |+[0™ (v; 2') LImy (2'), 25 0 ]|>dz

En écrivant [|o™ (-, 2)||= et [Tl au lieu de [|o™(-, 2)|| Lo gma.ms () €t
|70l oo (sous.), on déduit de (2.4.68)) (voir aussi (2.4.58)), (2.4.59)) que

z [n] 1
s 2)| < ol )0 + o [ T (20

O u(mis2)

Cs [~ 1 "
+2 [ w2 J A e e
2 z! 0

z 1 my
oy [ —— / o (D), Yo (1!, )| 2"+
27 u(my s 2") Jo

z 1 [ee]
+Cg/ —/ |0M(m$),z’)a[”](m’,z’)|dm'dz',

0 u(;2') Sy,

comme o(m, z) = 09 pour (m, z) € {2y, alors

o (y; 2)| < 10| + Ch / Md2’+ (2.4.70)

0 u(y )

Cooov 7 Io"C i — / lo™ ¢, 2) 700
=) — T, 2B 02+ Cg(mi —Tm, LA N oA ¥ it P
+ 5 (my,—mm )/z‘((ﬂ) u(v; ') Z'+C(mg—ma) e u(v; ) Z

2 gl N o
o™l 0

+Colmp = ms) [Tl [ P
Ne v;

d’ou
o (y; 2)] < |50l L+ (2.4.71)

B o ) e
(Ch + CllTal oy (5 — >>/ I 2l
’ ) UL u(ne)

3Cs, +_ — [7 o™
Tty — ) | AT g
- 2 (my; =™ )/Zéw u(y; 2') -

dz'+
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A . 2 z
Or, en décomposant l'intégrale fz(@ en

z 25 (7)—01 zs(7)
/ - / + / )
2 2 .
0 0

s(v)—61
De (|2.4.61f) on obtient

o (33 2)] < [[Foll =t (2.4.72)

zs(v)—01
O+ Callmllmian s —m)M [ ot ) e+
20

+(Crh+C3l[T2| Lo () (MB—m5)) d'+

zs(7)
sup o,

en(y)—b1<#/<z s()-a u(737)

zs(7)—d01
+—2 (my; — m,) M, /( : o™ (-, 2)||2 o d2'+
ZO’Y

] o zn(7)
St~ swp ot [

dz'+
zn(7)—01<2'<2 =(v)—01 U(’}/, Z,)

Donc, en vertu de (2.4.60)et (2.4.63) on a

6y 2)| < [oll+ 2.473)

@ [n] / d 1 [n] /

o5 [ 102 emde + 2 sup (o7 )+
zo’Y Z(()’Y)gzlgz

Co i 1 n

& [ oM ! + 7 sup () e
20

z(()W)Sz’Sz

ou c; et ¢y sont les constantes définies dans (2.4.63). Comme ([2.4.71f) est

valable pour tout () € T en définissant de maniére naturelle la fonction
o (m, z) sur Q; et les normes [|o™ (-, 2)|| Lo (o me(z)) (POUr ms(2) voir

(2.2.22))), on déduit de (2.4.73)) que
o, 2) e < ([0l e+

c z 1
+_1/ lo)(-, )| ped2’ + = sup
2 o 4

Z(()’Y)gzlgz

(2.4.74)

lo™ (- 2"+
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3 T 1 n
22 [t + s oM
0

ZO’Y <z'<z

On considére la fonction

-~ 2|[T0 || o€
X(2) = 0<z<1. 2.4.75
O =Tl —1y 057 (24.75)

On constate que X (z) vérifie les relations

X(2) = 2||Go||z + 1 /0Z X(2)dZ + ¢ /OZ(Y(Z/))QCZZ,. (2.4.76)

On va montrer que, quel que soit n € N, la fonction ¢! vérifie 'inégalité
1o (-, 2) || e < X(2). (2.4.77)

En effet, pour n = 0, 'inégalité (2.4.77)) résulte immédiatement de la défini-
tion (2.4.64). Supposons maintenant que o™ vérifie (2.4.77). En substituant

1|2.4.'E|) dans , on a

z z 1— 11—
oI 2) | e < ||60HL00+C—21/ X(Z/)dz/-i-%/ XQ(Z/)dZ'+ZX(Z)+ZX2(Z)7
0 0

compte tenu de la relation X (z) < X(1) <1, on a
[n+1] = a (T a0 (T2, I
lo" 6 2w < Folles + 5 | X(Nde' + 5 | X ()d" + 5X(2).
0 0

Cette inégalité et 1'égalité (2.4.76|) entrainent
| (-, 2)|| L < X(2) pour z € [0, 1],
ce qui démontre (2.4.77)) et donc ([2.4.67)). Le lemme est démontré.
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CONTINUATION DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1.
En faisant la différence entre la n+m-iéme approximation o™ et la n-iéme
approximation o™, des définitions (2.4.65) et (2.4.66)) on obtient

[n+m] (. n](q,. _ : 0.[n+m71](7; 2/) (1) o h AN Y
g (77 Z>_U (77 Z) - z(()'” u(’y,z’) (m'y (Z) m gl<77’2)+ ZU(VJZ)) 4

(7)
0

z (1)
_/ my (Z//) <1K[m(1)(2/)7Z/;O_[n—l]70[n—1}]_0[n—l} (’Y; z')L[m(l)(z’), ZI; O[n+m—1]]>dzl
0 u(y;2)

|
_ D(\d' 2.4.78
/ng> u(y; 2') (2)dz, ( )

ol
D(z) = — (o1 — =) (m(2)Dhi (7; 2) + Ozu(7; 2))

(K (2), 25040, o0 m ) — K (), 2 o1, 0]+

—m{(2) (" (y; 2) LimiD (2), 25 01— (4 2) Lim{D (2), 25 0171,

D’aprés les définitions ([2.3.46)), (2.3.47) et I'inégalité (2.4.67) ainsi que I’hy-

pothése sur 5, il existe un constantes Cj telles que

|D(z)| < Co, (2.4.79)

D’apreés les définitions (2.3.46)), (2.3.47)) on a

1D(2)| < |ot™ = — o= D (2) O g (v; 2) + Ozuly; 2) |+

1
miP ()

3

/ B, )]0 (1) 1 () — ) (1) ) () o+
0

+m$)(2‘)/ 1B(mS =, 2| (|o" T () o  (m)) — ot (m) o () ) dm!
0

28
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Donc, en vertu de([2.4.58)et (2.4.59) on obtient

|D(Z)| < Ch‘d[n+m_1] . O_[n—l]H_

C
+7/3 | [n+m—1] (m)o_[n—i-m—l] (m/) _ J[n_l}(m)a[n_”(m/ﬂdm,—}—
0

—|—Cg/ ot () e tm=U (/) — o= (m) e (m) |dim/
0

d’ou
|D(Z)| < Ch|0_[n+m71] . O,[nfl]H_
O m
+75 / |O_[n+m71]<m) (O_[nerfl] (m/)_o_[nfl] (m/>>+o_[n71} (m/>(0_[n+mfl] (m)_a[n71]<m))’dm/+
0

‘|‘Oﬁ / |0_[n+m—1] (m) (0[n+m_1] (m/)_a[n—l] (m/))+0[n—1] (m/)(U[n+m_1] (m)_a[n—l] (m)) |dm/
0
ce qui implique que

|D(2)] < Cy||le™t™ (. 2) — oY 2) || e (2.4.80)

Soit € un nombre réel strictement positif. D’aprés le lemme 3.3 il existe un
d(e) > 0 tel que

/@m) L g _© vy e ™ (2.4.81)
2 = y : 4.
ex(y)—d(e) W73 2) 2¢Cy
On pose
1
Li(e) = | (m,2) € v, 2 < z5(y) = d(e) }. (2.4.82)

= sup {——
¥ er@) u(v; 2)

4 5 , z .
Or, en décomposant l'intégrale fz((ﬁ) De (|2.4.78]) on obtient

25 (7)—4(e) 1 zs(7) 1

o473 2) =¥ 2) < DE [ DG
A u(y;2') (-t w7 %)

Des relations (2.4.78)-(2.4.82)) on déduit que

|0'[n+m](’}/; ) [n](,y > | < Ll / ||0’[n+m 1] ) O-[n—l](-,zl)||L00dz/+2i€>
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d’ou
o™t (- 2) = o 2)|| Lo (g ims () <

[n+m— 1] . [n 10, od / i
OC [ o) = o+
En répétant une procédure analogue

o™ (- 2) — ol () 2) || oo (fmams2))) <

[n+m— 1] — [n U, 2 od?’ i
/ o Z') (2 | pdz’ + o
ot 2) — oI 2) || oo (o 2)]) <
< Li()Cy / o2 2) = P 2 pd 4 o

; (&

o= 2) = oA 2)| oo (s (o)) <

g
’ £
< L1<€)01/ o) = oI e+
0

On arrive a I'inégalité

n—1

o7, 2) = oI 2) oo < (La(€)C)" —||a[m1 — 0 1) + 50 Z =k
(2 4 83)

Comme, en vertu du lemme 3.4, il existe un n, € N tel que

2 glm) _ 0 £
(Ll(e)cl) m”a — 0 ||L°°(Ql) S 5 vn Z n£7
on déduit de (2.4.83) que
eI 2) — ol 2) ||y < € Yn >n., Vm>1. (2.4.84)

C’est-a-dire, {0}, est une suite de Cauchy dans la topologie de L>(£);)
et donc, quand n tend vers I'infini, ol converge vers une fonction o = oy
dans L>(£).

Il n’est pas difficile & démontrer que la limite o = oy satisfait a ’équation
(2.1.1) dans laquelle on substitue a2(m, z) ala place de o(m, z) pour (m, z) €
s et a la condition ( et que la solution est unique. [J
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2.5 Reésolution de I’équation dans ()

Maintenant on se propose de résoudre 1’équation dans €25, en sup-
posant que dans €2 la fonction o est égale a une fonction donnée 7; (plus
tard on substituera a @ la solution o; de I’équation dans €2; avec 74
donnée dans €2y). On suppose que

71 € O(y), 0< inf @i(m,2) < sup T1(m,z) <oo (2.5.85)
(m,z)e (m,z)eQ

et, a I'aide du corollaire du lemme 3.3 on choisit un d, > 0 tel que

(7)
2

: 1
/ d2 < (2.5.86)

-8 [u(m (1), )|

1
— 3C3 ||— — Cg|— — — 3Cs /— _
Amax(Cy + L7 | @y (m — ) + L7 @) (5 — ). 22 (7 — )

ot my;, my,, Cj, et Cz sont les constantes introduites dans (2.4.58)), (2.4.59)
t (|2.2.23) respectivement. On pose en outre

1

My= sup ——— Q=[] {(m2)er®|z<2(y)—d}
(m2ycat (007 2)] L @er®
(2.5.87)
0 1 .
Ty = sup ~dz'; (2.5.88)
7<2>er<2> P U(%Z)

on voit aisément que, en vertu de , et (2.1.16), on a Ty < 0.
Pour démontrer 'existence et lun1c1te de la solutlon 0 = 09 dans ()3, on
suppose, de maniére analogue a (2.4.62)), que

Oy T
2

1
2(e 4+ 2(e — 1))

max ([|Go| (s, 11| o) + 15111700 ) (s = Ta) < (2.5.89)

<

ol 51‘2 est la restriction de o1 & X et

c3 = (20 + 3C3 |71 L0y (MT — Ta) + Cal|T1]| Lo () (s — M) Ma,
(2.5.90)
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Cq4 = 305(m3 - mg)MQ

PROPOSITION 3.2. On suppose que les conditions ([2.5.85)) et (|2.5.89)
sont vérifiées. Alors il existe une fonction o(m, z) = oo(m, z) qui vérifie dans
Qy Uéquation dans laquelle on substitue a1 (m, z) a la place de o(m, z)
pour (m,z) € y et la condition sur Sy et la condition o(m,z) =
a1(m, z) pour (m,z) € X ; cette solution o est unique dans la classe L>(Qs).

DEMONSTRATION. Comme pour la proposition 3.1, on va utiliser la

forme (2.3.53)) sur v® de I’équation. Or, dans le cas ol le point de départ

(mg)(z; ), 227)) de v® se trouve sur ¥, on pose la condition

o)) =7(mP ("), 27) s (mP), ) exn, (25.91)

tandis que, dans le cas ou (mgz)(zy)), zéw) € 51, on considére la condition

déja introduite précédemment.

Toujours comme dans la démonstration de la proposition 3.1, on construit
une approximation successive {o™},,cn. On choisit ¢% (v; 2) égale & la donnée
initiale (2.3.54) ou (2.5.91)), c’est-a-dire

(v 2) = F(mP (), 257, (2.5.92)
ou
o, =01 si (mg/Q)(Zé’Y))a A ex, 0; =00 si (mg)(zy)), N e s,

et, si 0"l est bien définie, on pose (avec la méme notation Ei(m£,2)( My, 20N

utilisée dans ([2.5.92]))
oy 2) = 7i(mP (57), 257) + Ra(0™) (75 2), (2.5.93)

Y

ol Ry(-) est défini par

Ralo)iz) = - [ o(vi2)

20 u(y; 2)

z

m? () nhg(7; 2') +0u(y; 2))dz'+ (2.5.94)

z ()
1
+/z"§7) 7:(7%(;; <§K[m§2)(2’)w’;0, 7] - 0(7;2’)L[m§2)(z’),z’;a])dz’.

LEMME 3.5. Quel que soit n € N, o™ est bien définie et on a

o"(m,2) =0 s m > mg, (2.5.95)
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24 c3(1—2)
||0[”](., Z)HLoo(mE(z),mB) < 0.1¢ pour 0<z<1,

- 1- 2(62—;1’14071(663(1_2) — 1)
(2.5.96)
avec

T,Cs
151 17w 0, (255 = 7).

2

Agy = max (|[7o || L sy, 71| 5[l oo s)) +

DEMONSTRATION DU LEMME. Des conditions (2.1.9), (2.1.19), de la
définition de mp (voir (2.4.56)) et de la définition de o™ on déduit imme-
diatement que o™(m, z) = 0 pour m > mp.

De maniére analogue & la déduction de (2.4.71), en écrivant ||ol)(-, )| =
au lieu de [0 (-, 2) || oo (g (2) ), 0N déduit de (2:4.58), [2.4.59), (2-5.93) et
(2.5.94)), que

2 [n] (4 (2) 1
_ _ o™(my”’, z
|01 (5 2)| < max ([|Fol| 2 (sy)» 171 | ol oo sy) + (Jh/ lomy 2] )|d2'+

27 u(mg), 2')

CB # 1 myx(2) )
by B) ‘/ o (mP) —m!, 2o (!, ) |dm'd='+
2 .0 u(ml?, ) Jo

s [F 1
e

_— o (m® — ! YoM (!, 2 |dm! d2' +
2 J u(m,(yz), 2" /mz;(z) K

z 1 mx ()
+Cy / a(m® / o (ml?), o™ (! &) dm 2"+
= u(my”, 2') Jo

z 1 [e.e]
+C’5/ —/ o (mP), 2o (!, 2)|dm!

20 u(mg), ')

mx(2)
alors
P8 (7 2)| < max ([0 | sy, 7]l zoe ) + (2:5.97)
F I~ [ s
+(Oh+%||61||Loo(91)(m§—ma)+%||51||L°°(Ql)(mB_m£)) /m %

33
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3Cs * lotI(, 212
=5 (g — N7 A\n = e g,
Ty mZ)/ﬁ) uy2)

Or, en décomposant I'intégrale [T, en
2

/ /max W) —82,2) /z
)
() (v) ax(zéV)—62, 2)

et en utilisant (2.5.80), (2.5.87) et (2.5.90)), de maniére analogue a ’obtention
de (2.4.74]) on déduit de (2.5.97)) que

ot (y; 2) || < Ao+ (2.5.98)
n 1
+2 [ 1ol + 3 sup o)t
n 1
+2 [ 1ol + 3 sup o

Ayant obtenu une inégalité similaire & (2.4.74)), on peut procéder de la

méme maniére, en définissant

o 2A0’1e¢:3(1—z)
Y(Z) - 1 — QZ_gAO,l(ecS(lfz) _ 1)

pour 0 <z <1, (2.5.99)

On constate que Y (z) vérifie les relations

d— _
Y () =Y (2) taY(z), Y(1) =24,
et donc
V(2) = 2401 + ¢ / Y()d + / (V(2'))2d>. (2.5.100)

D’aprés (2.5.89)) et (2.5.99) on a également

Y(1) <1
On va montrer que, quel que soit n € N, la fonction o vérifie 'inégalité

o, 2) e <V (2). (2.5.101)
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En effet, pour n = 0, 'inégalité (2.5.101]) résulte immédiatement de la défini-
tion (2.5.92)). Supposons maintenant que o™ vérifie ([2.5.101]). En substituant
(2.5.101)) dans (2.5.98)), on a

— 1_ 1— 1
o0 e < doa+ G [ VN5 [ T+ V() +76),

z z

compte tenu de la relation Y (2) <Y (1) <1, on a
— — 1—
lo" ¢, ) o < Aoa+ 5 [ V(N +5 [ V) + 5V ().

Cette inégalité et I’égalité (2.5.100]) entrainent

lo (2l < V(2)  pour z € [0,1],

ce qui démontre (2.5.101f) et donc (2.5.96)).

CONTINUATION DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.2.
Une fois construite la suite de solutions approchées o™ vérifiant les relations
(2.5.95)), (2.5.96), on peut procéder de maniére tout analogue a la démons-
tration de la proposition 3.1, en faisant la différence o"+™l(y; 2) — ol"l(v; 2)
(pour ¢ construites dans le lemme 3.5) comme dans et en l'es-
timant comme dans (2.4.79)-(2.4.84]), de sorte que la démonstration de la
proposition 3.2 sera complétée. [

2.6 Estimations de o; sur (); et de oy sur ()

Méme si la démonstration des propositions 3.1 et 3.2 contient implicite-
ment (voir les lemmes 3.4 et 3.5) une majoration de la norme de oy dans
L>(€24) et de celle de oy dans L*°(€),), pour nos ultérieurs raisonnements il
nous convient d’améliorer ces estimations. On commence par la démonstra-
tion de la positivité de o;.

LEMME 3.6. Soit 0 = oy la solution de [’équation dans €y,
obtenue dans la proposition 3.1 (sous les conditions de la proposition 3.1).
Alors on a

o1(m,z) >0 V(m, z) € Q. (2.6.102)

En outre, o1 est continue dans €2;.
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DEMONSTRATION. On rappelle que 0 = oy satisfait, sur chaque 4! €

I'M, a l'équation (2.3.51)) et que, en vertu de la définition ([2.3.46) de K, on

. (1)
msy’(2) )
—K : > 0.
(7 2) [m;’(2),2;0,0] >0

Donc la condition o(7; z((ﬁ)) >0 (voir (2.3.52)), (2.1.4)) et 'expression du se-
cond membre de I’équation (2.3.51)), considérée comme équation différentielle
ordinaire, impliquent que o(y;2) > 0 la ot o(7; 2) est bien définie.

La continuité de o; résulte de la continuité de oy sur Sp U .S, et du fait
que, sur chaque v € TW g, est la solution de I'équation , dont les
coefficients sont continus. [J

A Taide du lemme 3.3 on choisit un ¥y > 0 tel que

/ o | 1 (26.103)
. dd< _ 2.6.103
25 ()~ u(mgl)(z’), 2') 4max(Ch, Cs(mg, —Ma))
et on pose
1
jpi=  sup 9= | {ma) ey z<mly) -0}
(m,z)e(’V) u(m, z) 4D er®
(2.6.104)
ay; = 2Ch 1y, ag = 2C5(my; — M) 1. (2.6.105)

On a le lemme suivant.

LEMME 3.7. Soit ¢ = o1 la solution de l’équation dans €y,
obtenue dans la proposition 3.1 (sous les conditions de la proposition 3.1).
Alors on a

oi(m,z) <A V(m,z) €, (2.6.106)

ol

i 2" ([T || Lo (SoUSw)

— . 2.6.107
S T o P (T (2.6.107)

DEMONSTRATION. On considére de nouveau l’'équation ([2.3.51)) vérifiée
par 0. En vertu de la condition (2.4.55)) et du lemme 3.6 on a

o(y:2)LmiP(2), z;0] 2 0,
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ce qui nous permet de déduire de (2.3.51)) que
do(ri2) _ _o(3:2)

(M (2)mhgr(7; 2) + Douly; 2)) +

dz = u(y;2)
(1)

m’y (Z) m(l) Z),2,0,0

2U(7;2)K[ v (2) |

D’ou

_ o2
o5 2) < ol + [ T I Do) + et )+

z m(l) (Z)
—i—/ U |K[mY(2), z; 0,0]|d

2 2u(v; 2) 7
alors

_ e e
a(v;2)| < lloollpe + C. / —dz + 2.6.108
lo(7;2)] < [[70l|x t e utn2) ( )

')

otton a écrit o, 2) 1= et [l = auliew de (-, )| o= mso) €€ [Foll o= (s
L’inégalité étant établie, on peut procéder d’'une maniére ana-

logue a la démonstration du lemme 3.4 (en particulier, a partir de (2.4.71))), en

y remplacant ¢; et ¢y par a; et ap définis dans (vois aussi (2.6.103)),

(2.6.104))). De la sorte on aura

I A ACED) TR
+Cs(m — ) / N TLd

2||70| Loo (S0us,) €
||J( )HLOO = as - a1z __
1 —222{[5|| < (spus.) (€ 1)

pour 0 <z <1,

d’ou le lemme. [

REMARQUE 3.1. La valeur A; donnée dans ([2.6.107)) ne dépend pas 7.
En effet, a; et ay ne dépendent pas de @, (voir (2.6.103)-(2.6.105))).

Maintenant on considére I’équation dans {2, avec o = o7 dans €y,
ol o est la solution de I’équation dans €2, obtenue dans la proposition
3.1. Pour mieux caractériser la solution ¢ = oy de ce probléme, en désignant
par 7, la caractéristique qui passe par le point (myg(1),1) (pour la notation
myx(z), voir (2.2.22))), on divise {2, en deux parties

Qo = {(m,2) € Yy |ms(z) <m <mE(2) }, (2.6.109)
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Qoo = D\Qoy = {(m,2) € Q|m>mP ()}, (2.6.110)

Vo
ol m(f)(z) est la fonction définie dans (2.2.31).
LEMME 3.8. Soit 0 = oy la solution de équation (2.1.1) dans s,

obtenue dans la proposition 3.2 (sous les conditions de la proposition 3.2)
avec 71 = o1 dans €, ot oy est la solution de l'équation (2.1.1) dans €
obtenue dans la proposition 3.1. Alors on a

oa(m, z) >0 V(m, z) € Q. (2.6.111)

En outre, oy est continue dans ;1 et continue dans a3.

DEMONSTRATION. On procéde d’une maniére analogue a la démons-
tration du lemme 3.6. On rappelle d’abord que o = o, satisfait, sur chaque

72 e @ al'équation ([2.3.53)) et que, en vertu de la définition de K, on a

m(f)(z) [ (2)( ) >0
—1 L K[m(2), 20,0
lu(y;2)]

Rappelons que les conditions initiales sur S sont données par (2.3.54)) et elles
sont non-négatives par I’hypothése , tandis que celles sur ¥ sont don-
nées par et elles sont non-négatives en vertu du lemme 3.6. Par
suite l'expression du second membre de 1’équation implique que
o(v;2) > 01a ot o(7; z) est bien définie.

La continuité de oy résulte de la continuité de &, sur Si, de celle de oy
sur ¥ et du fait que, sur chaque v? € T o, est la solution de 1’équation
, dont les coefficients sont continus. [J

Analoguement au cas précédent, on choisit un o > 0 tel que

zn(7) 1
/ @ dz' < (2.6.112)
an(n)—v2 [u(my (Z/)7Z/)|

< 1

= 4max(Cy, + CgA1(mY — Ma), Cs(Mp —my))’
et on pose

1
pa= sup ———— = | {(m2)ey?| < am(y) -2},
(m,Z)EQggZ) |u(m7 Z)| ’7(2)61_‘(2)

(2.6.113)
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as = Q(Ch + Cﬁzl(m; — ma)),ug, ayp = 205(m3 — mg)ﬂg (26114)
On a le lemme suivant.

LEMME 3.9. Soit 0 = oy la solution de ’équation (2.1.1)) dans o,
obtenue dans la proposition 3.2 (sous les conditions de la proposition 3.2)
avec 71 = o1 dans €y, ot oy est la solution de léquation (2.1.1) dans €

obtenue dans la proposition 3.1. Alors on a
o9(m, z) < Ay V(m, z) € Q, (2.6.115)

ol

— 2e% oL (s)), A
Ay = e meax([Folles, A1) (2.6.116)

1 — 22 max(||o| pee(sy), A1) (e® — 1)

DEMONSTRATION. Comme dans la démonstration du lemme 3.7, on
considére I'équation (2.3.53) vérifiée par o sur ¥, En vertu des lemmes 3.6
et 3.8 onao; >0et oy >0, et donc

o(y; z)L[mg)(z), z;0] > 0.

Compte tenu de cette relation, on déduit de (2.3.53|) que

z

jo(7: 2)| < max (|50l = (su): 71| lles) + Ch/

20 u(my”, 2)

z 1 my
—1—05/ —/ lo(m?), 2o (m!, 2')|dm/dz'+
=00 u(ml? 2') Jo !

Yo
4 1 o0
—|—C'/ —/ lo(m?, 2o (m/, 2)|dm'd’,
’ 2 u(mff),z’) ms ’

ce qui implique que
lo(7; 2)| < max(||7o||r, ||01}E||Loo)+ (2.6.117)

o z o ',Z/ - z ol P 2oo
+(Ch+0,3141(m;—ma))/ H ( (2))HL dZI—FOB(mB—mE)/ H ( (2)>HL /
2 u(my”, 2) 2 u(my; 2)
L’inégalité (2.6.117)) étant établie, on peut procéder d’'une maniére ana-
logue a la démonstration du lemme 3.5 (en particulier, a partir de (2.5.97)),
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en y remplagant c3 et ¢4 par az et a, définis dans (2.6.114)). De la sorte, en
rappelant la continuité de oy sur chaque ¥ € W, on aura

2ea3(1—2) max(”ﬁo HLOO(S1) ) Zl)

1 — 22 (e%(-) — 1) max([[Fo|| L(s,), A1)

lo (- 2)llze <

pour 0 <z < 1.

A Taide du lemme 3.7 on en déduit le lemme. O

2.7 Existence de la solution dans ¢

On va maintenant compléter la démonstration du théoréme 3.1. On com-
mence par définir I’ensemble

By = {02 € L®(),0 < 03(m, 2) < Ay} (2.7.118)

ot A, est la constante définie dans (2.6.116)).

Si 7y € By, alors en vertu de la proposition 3.1 et des lemmes 3.6 et 3.7
il existe une unique fonction oy(m, z) qui vérifie dans €; 1'équation (2.1.1)
dans laquelle on substitue @y(m, z) a la place de o(m, z) pour (m,z) € Qo,
la condition (2.1.4]) (restreinte & Sy U S,) et I'inégalité

O§0'1<m72> Szl V(m,z) GQl,

ot A; est la constante définie dans (2.6.107). Ceci nous permet de définir
I'opérateur
G1 : BO — Loo<Ql), (27119)

qui, & 79 € By, associe la solution oy € L*(2;) obtenue dans la proposition
3.1etona

G1(By) C{o1 € L®() |0 < o1(m,2) < Ay V(m,z) € ). (2.7.120)
Maintenant, a ’aide de la proposition 3.2, on peut définir 'opérateur
G2 : Gl(Bo) — LOO(QQ), (27121)

qui, & o1 € G1(By), associe la fonction o9 € L>®(€)s) qui vérifie dans
I’équation dans laquelle on substitue oy(m, z) a la place de o(m, z)
pour (m,z) € € et la condition sur S; et la condition o(m,z) =
o1(m, z) pour (m, z) € ¥. En outre, en vertu des lemmes 3.8 et 3.9, on a
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On pose
G = G2 o) Gl, (27123)
B = conv(G(By)), (2.7.124)
ou la fermeture ~ est prise par rapport a la topologie induite par la norme
loll = sup |o(m,z)|,
(m,z)€EN2

tandis que “conv(A)” désigne ’ensemble convexe le plus petit qui contient A.

LEMME 3.10. On «
G(B) C B, (2.7.125)

et
B est conveze. (2.7.126)

DEMONSTRATION. L’affirmation (2.7.126]) résulte immédiatement de

la définition 1|2.7.124:, tandis que (2.7.125)) se déduit de (2.7.122) et des
définitions (2.7.123)-(2.7.124). O

On va démontrer 1'équicontinuité de G(By) dans €25 et celle dans €y ;.

LEMME 3.11. [l existe une fonction continue £(-) : Ry — R, telle que
g(r)—0 pour r — 0 (2.7.127)

et que, quel que soit o9 € G(By) et quel que soit ((mq, 21), (Ma, 22)) € Qag X
9272 ou € 9271 X 92,17 on ait

|02(m1, 21) - O'Q(mg, Zg)l S §(|m1 - m2| + |ZQ — le) (27128)

DEMONSTRATION. Comme la démonstration de (2.7.128) pour ((mq, 21), (ma, 22)) €
91 % 97 ne différe pas beaucoup de celle pour ((my, z1), (Mma, 22)) € Qoo X
s, on examine de maniére détaillée le cas de ((my, z1), (M2, 22)) € Qoo X
{235 et nous nous limiterons a des commentaires essentielles pour le cas de
((ma, 21), (M2, 22)) € Qa1 X Qa.
Considérons deux points (mq, 21) et (ma, 22) appartenant a (s 5 et suppo-
sons, sans restreindre la généralité, que z; < z,. Désignons par v, (resp. 72)
la caractéristique qui passe par (mq, z1) (resp. (ma, 22)). On pose en outre

mi = mi)(z).
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En rappelant la définition des caractéristiques v (voir (2.2.26))-(2.2.27)))
et les hypotheéses sur u(m, z) et hy(m, z), on voit aisément qu'il existe une

fonction d,, telle que

i —ma| = M2 (20) = ma| < din(Jmy = ms| + |25 = z]). (2.7.129)

En vertu de (2.7.129)), pour démontrer 'existence d'une fonction £(-) vérifiant
(2.7.127)) et (2.7.128)), il suffit de montrer I'existence d'une fonction continue
£.(+) telle que

g.(r)—0 pour r — 0, (2.7.130)
|02(7; 21) — 0a(7; 22)| < &[22 — 21) (2.7.131)

(ici o3(7; 2) désigne la valeur de o4(m, 2) sur la courbe 7y comme dans ([2.3.53)))
et l'existence d’une fonction continue &,,(-) telle que

Em(r) —0  pour r — 0, (2.7.132)

|02(m1,z) —02(m2,2)| ng(|m1 —mg\) (27133)
Or, de I'équation ([2.3.53]) on déduit que

= 0(y; 2)
oa(7;21) — 02(7; 22 Z/ dz,
| 0 2) o ’u(%Z)}
ot ®(;z) est le second membre de (2.3.53)) multiplié par u(y; z). Comme
on le voit aisément, les hypotheses sur hy, u, f implique qu’il existe une

constante C' telle que
[D(y;2)| < Cy

pour tout v € T et pour tout z € [0, 1]. Done, d’aprés le corollaire du lemme
3.3, il existe une fonction continue £,(-) : [0,1] — R, vérifiant et
E7131).

Pour montrer I'existence de la fonction &,,(+), on considére un nombre &
strictement positif. Si (my, 2), (Mg, 2) € Qaa, (M1, 2) € Y1, (M2, 2) € 72, alors
il résulte de ’équation (2.3.53) que

oo(my, z) — oa(ma, z) = 0(71;2) — (Y95 2) = (2.7.134)

1)+/1Z <<I>(%;Z’) B (I)W?;Z/))dz’.

— o(m® 1) — oo(m®
72(my,’, 1) = oa(m W ?) b )

71 Y2 !
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En vertu du corollaire du lemme 3.3 il existe un 4, . tel que

1 A A
/ ‘q)(’ylvz) _(I)(PY%Z) dZ/S
(2,1—01,¢)

. (2.7.135)

Wl M

u(y;2)  ulye; 2)

max

D’autre part, comme les hypothéses sur u(m, z) implique que

1
sup

— < 09,
(m,z)€N2,2,2<1—081 ¢ |u(m, Z>|

les hypotheéses de la régularité des coefficients qui figurent dans le second

membre de (2.3.53)) impliquent que
/«max(z,l—51,5) (I)('Yl; ZI) @(,y% Z/)

- d2' < @) (dist(y, 7)),  (2.7.136

wni?) ) |17 S P )
oll ¢1(+) est une fonction continue telle que ¢y (r) — 0 pour r — 0, tandis
que

dist(y1,72) = sup |mg21)(z) — m%)(z)|. (2.7.137)
z€[0,1]

On rappelle en outre que, comme le systéme d’équations ([2.2.26)-(2.2.27])
peut étre résolu avec les conditions “initiales” (m(ty), z(tg)) = (mq,2) ou
(m(to), 2(tg)) = (ma, z) dans toutes les deux directions de ¢ et les coefficients
sont des fonctions lipschitziennes, il existe une fonction continue gm Ry —
R, telle que

dist(y1,72) < 0 (|my — mo)|) (2.7.138)

et que _
Om(r) — 0 pour 7 — 0.

Enfin, en vertu de la régularité supposée pour 7y, il existe une fonction
continue g telle que ¢o(r) — 0 pour r — 0 et que

[T0(m1, 1) — To(ma, 1) < wo(jmy —mal).
On a donc

|02(m£f21), 1) — ag(m%), )| < po(dist(y1,72)). (2.7.139)

Des relations (2.7.134)-(2.7.139)) on déduit qu’il existe un d. > 0 tel que,

si
|my — ma| <4,
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alors on ait
loa(ma, 2) — oa(mg, 2)| <&,

ce qui implique 'existence d’une fonction continue &,,(-) vérifiant (2.7.132)
et (2.7.133). O

COROLLAIRE.3.2. L’ensemble B est compact dans la topologie induite
par la norme ||90|| = Sup(m,z)EQg |<,0(m, 2)|

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 3.11, G(By) est équicontinu. Donc
I’est aussi B. D’autre part, en vertu des lemmes 3.8 et 3.9, B est uniformément

borné. Donc d’aprés le théoréeme d’Ascoli-Arzela 'ensemble B est compact.
OJ

Maintenant on va démontrer que l'opérateur GG est continu.

LEMME 3.12. L’opérateur G est continu de B dans lui méme dans la
topologie induite par la norme

lell = sup [p(m, 2)|.
(m,z)€N2

DEMONSTRATION. On va montrer la continuité de G, et celle de G,
qui impliqueront la continuité de G.

On va d’abord montrer que GG est continu. On remarque que, comme les
fonctions appartenant a B sont continués & morceaux et celles de G1(B) sont
continués, ici on peut utiliser la norme de L. En effet, si on pose

UIZGl(EQ), af:Gl(Eé), E:Ul—O'I, ]._.[:52_5;, (27140)

on déduit de ([2.3.51)) (voir aussi (2.3.46)), (2.3.47)) que, en désignant =(y; z) =
o1(7v; z) — o5 (y; 2), ete..., on a

==y (2.7.141)

z 1 my(2")
+0 | —>/ (o2 (', 2)E(m—m, )| H|of (m—m, ) Z(m, )| ) dm'd='+

o u(y; 2!
z L] mx(2') ()
+Cp / 0 2) [ / E(m’, ) dm + / T, =) e | 4=+
0 u(y;2') Lo ms (=)
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: |E(’Y7 Z/)| mZ(ZI) * / / / > —% / / / /
+Cg/( —,[/ ar(m', 2" )dm +/ 02(m,z)dm]d2,
ZO’Y) u(’y’ z ) 0 mx(z')
ot C}, et Cp sont les constantes définies dans (2.4.58)-(12.4.59)).
Comme en vertu des lemmes 3.7-3.11 et de la définition de B les va-
leurs o1(m, z), o5(m,z), Ga(m,z), 3(m, z) sont uniformément bornées et
Ta(m, z) = a5(m, z) = 0 pour m > g, en vertu du corollaire du lemme 3.3 il

existe un certain 6 > 0 tel que le second membre de ([2.7.141]) restreint a l'inté-

grale sur I'intervalle [min(z, 257)—6), z] est majoré par 5 sup..<.(||2(-, 2)|| Lo+

IITL(-, 2")|| L) et donc, compte tenu que u(% 7 avec z < 29) — 0 est uniformé-

ment borné, on déduit de (2.7.141f) que

E(v;2)l < 5 sup (I2(, 2)lzee + [ITI( 2) o)+

1

— Su

2 0<z ’<z

min(z,z 7) —9) min(z,ziv)—zs)

o [ I e [ TG ),
2 Y

ot C' et C” sont deux constantes. Comme cette inégalité est valable pour tout
7D e TW on en déduit que

y(z) < +c/ N ( —|—C)||HHLoo o).

l\DI»—

c’est-a-dire
y(z) < 20/ y(2"dz' + (1 + 20’)||H||Loo(92),
0

ou
y(z) = sup [|=(, 2)|ze.
0<z'<z
Maintenant, on applique le lemme de Gronwall, on arrive a
y(2) < (1+20") [T el 1
On en déduit qu’il existe une constante C” telle que

121l 2o (0) < C"[ITT|| oo ().

on & alors

1G1(72) — G1(@3)]] < C"[oy — 73, ||
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ce qui prouve la continuité de G.
En ce qui concerne la continuité de GG, on verra qu’elle peut étre démon-
trée d’'une maniére analogue a celle de G;. [J

Démonstration du théoréme 3.1. En vertu des lemmes 3.10-3.12 et
leur corollaire, B est convexe et compact, on a G(B) C B et lopérateur
G est continu. Par conséquent d’aprés le théoréeme de Schauder il existe un
élément 7y € L®(£y) tel que G(T2) = T2, c’est-a-dire 7o = 09, ce qui achéve
la démonstration. [

REMARQUE 3.2. La constante Ay mensionnée dans ’énoncé du théo-
réme 3.1 pourra étre mieux déterminée. En effet la constante doit vérifier les
conditions (2.4.62)) et (2.5.8Y)), qui peuvent étre réécrites par

1

A < St 7 = ¥1(Ao), 2.7.142
0 2(€c1(Ao) + ﬁ(ecl(%) —1)) Y1 (Ao) ( )
max(Ag, A1(Ag)) + 7T2A1(AO>(mz —m,) < (2.7.143)
= : = 4 (A))
= 2(ew(0) 4 (et — 1)) 2150

ou _
—_ 2€a1A0
A(Ay) = — ,
c1(Ao) = 2(Ch + Cs Ay (Ao) (Mg — mg)) M
C3<z0) = (20h + 30/321 (Zo)<m—£ - ma) + Cﬁzl(zo>(m3 - mg))MQ

Comme 1 (0) > 0, ¢2(0) > 0, et que ¢1(-) et 1b2(-) sont continués, on peut
trouver Ay > 0 tel que les inégalités (2.7.142) et (2.7.143)) soient vérifiées.

Conclusion
Dans ce mémoire, nous avons démontrer I'existence et 1'unicité d’une solution
stationnaire, d’'une équation intégro-différentielle qui modélise le déplacement
et la variation de la masse des gouttelettes.
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