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Abstract

This thesis is devoted to study the approximate controllability for two class of
nonlocal fractional stochastic control systems of Sobolev type in Hilbert spaces. A new
set of su�cient conditions for approximate controllability of Sobolev type nonlocal
fractional stochastic dynamic systems are formulated and proved. Also, The
approximate controllability results for a class of Sobolev type fractional stochastic
nonlocal nonlinear di�erential equations in Hilbert spaces are obtained. The approach
followed here is based on methods of �xed point technique, Hölder's inequality,
fractional calculus, stochastic analysis, and methods adopted directly from deterministic
control problems for the main results. In this thesis, adequate exemples are provided to
illustrate the theory.

Keywords : approximate controllability, fractional Sobolev type equation, stochastic
system, �xed point technique, fractional stochastic nonlocal condition, Hölder's
inequality.
MSC(2010) : 26A33, 46E39, 34K50, 93B05.
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Résumé

Cette thèse est consacrée à l'étude de la contrôlabilité approchée pour deux classes de
systèmes de contrôle stochastiques fractionnaires non locaux de type Sobolev dans les
espaces de Hilbert. Un nouvel ensemble de conditions su�santes pour la contrôlabilité
approchée des systèmes dynamiques de type Sobolev non locaux stochastiques
fractionnaire sont formulés et prouvés. Ainsi, les résultats de la contrôlabilité approchée
pour une classe d'équations di�érentielles stochastiques fractionnaires non locales non
linéaires de type Sobolev dans les espaces de Hilbert sont obtenus. L'approche suivie ici
est basée sur des méthodes de point �xe, l'inégalité de Hölder, le calcul fractionnaire,
l'analyse stochastique, et d'autres méthodes inspirées de certains problèmes de contrôle
déterministes pour les principaux résultats. Dans cette thèse, des exemples adéquats
sont fournis pour illustrer la théorie.

Mots-clés : contrôlabilité approchée, équation fractionnaire de type Sobolev, système
stochastique, la technique de point �xe, condition non locale stochastique fractionnaire,
l'inégalité de Hölder.
MSC(2010) : 26A33, 46E39, 34K50, 93B05.
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نظم الرقابة العشوائية الكسرية غير خصص هذا البحث لدراسة إمكانية التحكم التقريبي لفئتين منــي

فضاءات هلبرت. مجموعة جديدة من الشروط الكافية لمكانية التحكم محلية من نوع  سوبوليف في
للنظمة الديناميكية العشوائية الكسرية غير محلية من نوع  سوبوليف تصاغ وثبت. وكذلك، التقريبية

لفئة من المعادلت التفاضلية العشوائية الكسرية غير خطية غير محلية من فإن نتائج التحكم التقريبي
نوع سوبوليف في فضاءات هلبرت تم الحصول عليها. و الثقريب المتبع  هنا يعتمد على طرق تقنية

النقطة الثابتة، متراجحة هولدر، وحساب التفاضل والتكامل الكسري، التحليل العشوائي، والطرق
المعتمدة مباشرة من مسائل التحكم القطعية من أجل تحقيق النتائج الرئيسية. في هذه الطروحة، قدمت

أمثلة كافية لتوضيح الجانب النظري من هذه الدراسة.

نظام عشوائي، تقنية : التحكم التقريبي، المعادلة الكسرية من نوع  سوبوليف، اليكلمات الستتدلليية
متراجحة هولدر. النقطة الثابتة، شرط عشوائي كسري غير محلي،

.MSC 2010(    :26A33, 46E39, 34K50, 93B05(اليتصنيف اليرياضي
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Introduction

0.1 Introduction générale

Le but du calcul fractionnaire est de généraliser les dérivées traditionnelles à des

ordres non-entiers. Comme il est bien connu, beaucoup de systèmes dynamiques

sont mieux caractérisés par un modèle dynamique d’ordre fractionnaire, basé en

général sur la notion de différentiation ou d’intégration de l’ordre non-entier. L’étude

des systèmes d’ordre fractionnaire est plus délicate que pour leurs homologues

d’ordre entier. En effet, les systèmes fractionnaires sont, d’une part, considérés

comme des systèmes à mémoire, notamment pour la prise en compte des conditions

initiales et d’autre part ils présentent une dynamique beaucoup plus complexe.

KERBOUA Mourad Mathématiques Univ.Guelma@2016



0.1 Introduction générale 7

Les origines du calcul fractionnaire remontaient à la fin du 17èmesiècle, partant de

quelques spéculations de G. W. LEIBNIZ concernant la question de l’Hôpital, posée le

30/09/1695, sur la signification de dnf
dtn

si n = 1
2
. Depuis, de nombreux mathématiciens

ont contribué au développement de cette théorie, nous citons entre autres P. S.

LAPLACE, J. B. J. FOURIER, N.H. ABEL, J. LIOUVILLE, A. K. GRUNWALD, A. V.

LETNIKOV, O. HEAVISIDE, H. WEYL et M. RIESZ etc.

Au cours des dernières années un intérêt considérable est attribué aux applications

des dérivées fractionnaires (d’ordre non-entier) dans plusieurs domaines. Beaucoup

de contributions autant théoriques que pratiques ont montré l’importance des

systèmes d’ordres fractionnaires et leur intérêt dans différentes disciplines telles que

la mécanique, l’électricité, la biologie, la chimie, l’automatique etc.

La théorie des équations différentielles fractionnaires a été largement étudiée par

plusieurs auteurs [3, 31, 47].

Les problèmes appliquées exigent la définition des dérivées fractionnaires permettant

l’utilisation de conditions initiales physiquement interprétables qui contiennent

x(0), x8(0), etc.

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo satisfait à ces exigences. Pour plus de

détails sur l’intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire, on peut se référer aux

monographies de KILBAS et AL. [42], LAKSHMIKANTHAM et AL. [46], MILLER et

ROSS [56], PODLUBNY [62], SAMKO et AL. [70].

KERBOUA Mourad Mathématiques Univ.Guelma@2016
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Le problème de Cauchy non local, à savoir, l’équation différentielle avec une

condition initiale non local x(t0) + g(t1, ..., tp, x) = x0(0 ≤ t0 < t1 < ... < tp ≤ t0 + a et g

est une fonction donnée) est l’un des sujets importants dans la théorie des équations

différentielles non-classiques. L’intérêt pour un tel problème provient principalement

de l’effet de mieux la condition initiale non locale que celui habituel dans le

traitement des problèmes physiques. En fait, la condition initiale non locale

x(t0) + g(t1, ..., tp, x) = x0 modélise de nombreuses phénomènes naturels intéressants

dans laquelle la condition initiale normale x(0) = x0 peut ne pas tenir. Par exemple, la

fonction g(t1, ..., tp, x) peut être donné par

g(t1, ..., tp, x) =

p∑
i=1

cix (ti)

(ci, i = 1, ..., p sont des constantes). Dans ce cas, nous sommes autorisés à avoir les

mesures à t = 0, t1, ..., tp, plutôt que juste à t = 0. Ainsi plus d’informations est

disponible. Plus spécialement, soit g(t1, ..., tp, x) = −x(tp) et x0 = 0 donne un

problème périodique, ou g(t1, ..., tp, x) = −x(t0) + x(tp) qui donne un problème

rétrograde.

En utilisant la méthode des semi-groupes, diverses solutions d’équations d’evolution

non linéaires et semilinéaires ont été examinées par PAZY [61] et le problème non

local pour les mêmes équations a d’abord été étudiée par BYSZEWSKI [16].

Les équations de type Sobolev apparaissent dans une variété de problèmes physiques

tels que le flux de fluide à travers les roches fissurées [11], la thermodynamique, la

propagation des ondes longues de faible amplitude. En particulier, l’équation de type

Sobolev admet des représentations abstraites sous la forme d’équations différentielles

opérateur implicites avec un coefficient d’opérateur arbitraire multipliant le dérivé le

plus élevé. Il existe une abondante littérature dans laquelle les équations de type

Sobolev sont étudiées, dans le cadre abstrait, voir par exemple [1, 7, 8, 15, 71].

KERBOUA Mourad Mathématiques Univ.Guelma@2016
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Les équations différentielles stochastiques (EDS) sont des EDO au processus

stochastiques qui peuvent modéliser le comportement imprévisible de la vie réelle de

tout système continu. Ils sont une combinaison de EDS, la théorie des probabilités et

processus stochastique. L’EDS se posent dans la modélisation de divers phénomènes

dynamiques aléatoires en physique, biologique, l’ingénierie et les sciences sociales. Il

existe de nombreux résultats intéressants sur la théorie et les applications des

équations différentielles stochastiques, (voir [17, 21, 54, 68] et les références citées).

Un des importants concepts fondamentaux de la théorie du contrôle mathématique

est la contrôlabilité, elle joue un rôle vital dans les deux systèmes de contrôle

déterministes et stochastiques. Depuis, la notion de la contrôlabilité a de vastes

applications industrielles et biologiques, dans la littérature, il ya beaucoup de notions

différentes de la contrôlabilité, à la fois pour les systèmes dynamiques linéaires et

non linéaires.

Le problème de la contrôlabilité peut être formulé comme suit : Considérons un

système d’évolution décrit soit en termes d’équations aux dérivées partielles ou

ordinaires. On laisse agir sur les trajectoires du système au moyen d’une commande

appropriée. Ensuite, étant donné un temps t ∈ [0, T ] et états initiaux et finaux, nous

devons trouver un contrôle tel que la solution correspond à la fois l’état initial à

l’instant t = 0 et le dernier à l’instant t = T .

La contrôlabilité des systèmes de contrôle dynamique déterministes et stochastiques

dans des espaces de dimension infinie est bien développée en utilisant différents

types d’approches. Il convient de mentionner que la théorie de la contrôlabilité des

systèmes dynamiques non linéaires fractionnaires est encore prématurée. Il existe

peu de travaux à des problèmes de contrôlabilité pour certains systèmes décrits par

des équations différentielles fractionnaires [63, 64].

KERBOUA Mourad Mathématiques Univ.Guelma@2016
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La contrôlabilité exacte pour le système semilinéaire d’ordre fractionnaire, lorsque le

terme non linéaire est indépendant de la fonction de contrôle, est prouvé par de

nombreux auteurs [12, 25, 65]. Dans ces articles, les auteurs ont démontré la

contrôlabilité exacte en supposant que l’opérateur de la contrôlabilité a un inverse

induit sur un espace quotient. Toutefois, si le semi-groupe associé au système est

compact, alors l’opérateur de contrôlabilité est également compact et donc n’admet

pas un inverse, parce que l’espace d’état est de dimension infinie [76]. Ainsi, le

concept de la contrôlabilité exacte est trop fort et a une portée limitée et la

contrôlabilité approchée est un concept plus faible que la contrôlabilité complète et il

est tout à fait convenable dans les applications de ces systèmes de contrôle.

Dans [24, 75], la contrôlabilité approchée des systèmes de contrôle de retard du

premier ordre a été prouvé quand le terme non linéaire est une fonction à la fois la

fonction de l’état et de la fonction de contrôle en supposant que le système linéaire

correspondant soit approximativement contrôlable. Pour prouver la contrôlabilité

approchée d’un système du premier ordre, avec ou sans retard, une relation entre

l’ensemble atteignable d’un système semi-linéaire et le système linéaire

correspondant est démontré dans [13, 22, 35, 36, 73]. Il y a plusieurs articles consacrés

à la contrôlabilité approchée pour les systèmes de contrôle semi-linéaire, lorsque le

terme non linéaire est indépendant de la fonction de contrôle [45, 66, 67, 74].

Dans la littérature actuelle il y a seulement un nombre limité de documents qui

traitent la contrôlabilité approchée de divers types de systèmes stochastiques

fractionnaires et équations d’évolution fractionnaires de type Sobolev qui ont été

étudiés par les auteurs suivants :

Dans [50] N. I. MAHMUDOV a examiné la contrôlabilité approchée du système de

contrôle semilinéaire stochastique dans un espace de Hilbert X de la forme suivante :

dx(t) = [Ax(t) +Bu(t) + f(t, x(t), u(t))] dt+ g(t, x(t), u(t))dw(t),

x(0) = x0, t ∈ I = [0, T ] .

KERBOUA Mourad Mathématiques Univ.Guelma@2016



0.1 Introduction générale 11

Les résultats sont obtenus en utilisant de nouvelles propriétés des opérateurs

symétriques, semi-groupes compacts, le théorème du point fixe de Schauder, et / ou

le principe de l’application contractante.

Dans [64] R. SAKTHIVEL, R. GANESH, S. SUGANYA ont étudié la contrôlabilité

approchée de l’équation intégro-différentielle stochastique neutre fractionnaire avec

un retard infini de la forme suivante :
cDq

t (xt + g (t, xt)) = −Ax(t) +Bu(t) + f (t, xt)

+
∫ t
−∞ σ (t, s, xs) dw (s) , t ∈ J = [0, b] ,

x(t) = ϕ (t) , t ∈ (−∞, 0] .

où cDq
t est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre 0 < q < 1 ; les variables

d’état x(·) prennent des valeurs dans l’espace réel séparable de Hilbert H ;

−A : D(−A) ⊂ H → H est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement

continu des opérateurs linéaires bornés T (t), t ≥ 0, dans l’espace de Hilbert H .

Dans [48] F. LI, J. LIANG ET H. K. XU ont obtenu des résultats pour l’existence et la

contrôlabilité des équations integro-différentielles fractionnaires de type Sobolev

dans un espace de Banach séparable X :

cDq (Bu(t)) = Au(t) +Bf

(
t, u(t),

∫ t

0

ρ (t, s)h (t, s, u(s)) ds

)
, t ∈ [0, T ] ,

Bu(0) = B (u0 − g (u)) .

où T > 0, 0 < q < 1, cDq est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. A et B sont

des opérateurs linéaires fermés (bornés) avec des domaines contenus dans X ,

ρ : ∆→ R, h : ∆×X → X (∆ = {(t, s) ∈ [0, T ]× [0, T ] : t ≥ s}),

f : [0, T ]×X ×X → D(B) ⊂ X, g : C([0, T ], X)→ D(B) ⊂ X sont des fonctions

données, u0 − g(u) ∈ D(B).

KERBOUA Mourad Mathématiques Univ.Guelma@2016



0.1 Introduction générale 12

Dans [26] A. DEBBOUCHE, D. BALEANU ET R. P. AGARWAL ont prouvé l’existence de

solutions mild et fortes pour les équations integro-différentielles non linéaires

fractionnaires de type Sobolev avec des conditions non-locales dans les espaces de

Banach

dα (Bu(t))

dtα
+ Au(t) = f (t,W (t)) +

∫ t

0

g (t, s,W (s)) ds,

u(0) +

p∑
k=1

cku(tk) = u0.

où dα

dtα
, 0 < α ≤ 1 est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville,

0 ≤ t1 <···< tp ≤ a, c1, ..., cp sont des nombres réels, B et A sont des opérateurs

linéaires fermés B : D (B) ⊂ X → Y et A : D (A) ⊂ X → Y , où X et Y sont deux

espaces de Banach. W (t) = (B1(t)u(t), ..., Bτ (t)u(t)), {Bi(t) : i = 1, ..., τ, t ∈ I = [0, a]}

est une famille d’opérateurs linéaires fermés définis sur des ensembles denses

S1, ..., Sτ ⊃ D(A) ⊃ D(B) respectivement de X dans X , f : I ×Xτ → Y et

g : ∆×Xτ → Y sont des fonctions abstraites données. Ici ∆ = {(s, t) : 0 ≤ s ≤ t ≤ a}.

Dans [34] M. FECKAN, J. R. WANG ET Y. ZHOU ont présenté les résultats de

contrôlabilité correspondant à deux ensembles de contrôle admissibles pour des

équations de fonctions d’évolution fractionnaires de type Sobolev de la forme{
c
0D

q
t (Ex(t)) + Ax(t) = f (t, xt) +Bu(t), t ∈ J := [0, a]

x(t) = φ(t), −τ ≤ t ≤ 0.

dans les espaces de Banach avec l’aide de deux nouveaux caractéristiques

d’opérateurs solutions et de leurs propriétés (la bornitude, la compacité), les résultats

de la contrôlabilité obtenus en utilisant le théorème de point fixe de Schauder.

En s’inspirant des travaux ci-dessus, dans cette thèse deux axes principaux sont

abordés. Le premier axe concerne la contrôlabilité approchée des systèmes

dynamiques stochastiques fractionnaires non locaux de type Sobolev dans les

espaces de Hilbert. Le second axe concerne la contrôlabilité approchée des équations

différentielles stochastiques fractionnaires non linéaires non locales de type Sobolev

dans les espaces de Hilbert.

KERBOUA Mourad Mathématiques Univ.Guelma@2016
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0.2 Organisation de la thèse

Cette thèse a pour objet l’étude de la contrôlabilité approchée pour quelques classes

de systèmes de contrôle stochastiques fractionnaires de type Sobolev dans les espaces

de Hilbert, elle est structurée comme suit :

Dans le premier chapitre, nous introduisons quelques notions essentielles en calcul

fractionnaire, théorie de semigroupe, l’analyse stochastique et la théorie du contrôle

qui seront utilisés pour obtenir nos principaux résultats.

Dans le deuxième et troisième chapitres, nous discutons la contrôlabilité approchée

des systèmes de contrôles stochastiques fractionnaire dans des espaces de Hilbert. Le

deuxième chapitre est basé sur les résultats de M. KERBOUA, A. DEBBOUCHE et D.

BALEANU [40]. Nous affirmons et nous prouvons les résultats d’existence et de la

contrôlabilité approchée pour le système stochastique fractionnaire de type Sobolev

de la forme 
CDq

t [Lx (t)] = Mx(t) +Bu(t) + f (t, x (t))

+σ (t, x (t)) dw(s)
dt

,
x (0) + g (x(t)) = x0,

dans un espace de Hilbert. Les résultats sont obtenus en utilisant la technique du

point fixe, le calcul fractionnaire, l’analyse stochastique et des méthodes adoptées

directement à partir de problèmes de contrôle déterministes. Nous formulons et nous

prouvons également une nouvelle série de conditions suffisantes pour la

contrôlabilité approchée. Un exemple est également donné pour consolider la théorie

dévelopée.
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Le troisième chapitre est basé sur les résultats de M. KERBOUA, A. DEBBOUCHE et

D. BALEANU [41]. Nous introduisons une nouvelle notion appelée condition non

locale stochastique fractionnaire, puis nous étudions la contrôlabilité approchée

d’une classe des équations différentielles stochastiques fractionnaires non linéaires de

type Sobolev de la forme
CDq

t [Lx (t)] = Mx(t) +Bu(t) + f (t, x (t))

+σ1 (t, x (t)) dw1(s)
dt

,
LD1−q

t x (t)|t=0 = σ2 (t, x (t)) dw2(s)
dt

,

dans un espace de Hilbert. Nous utilisons l’inégalité de Hölder, la technique de point

fixe, le calcul fractionnaire, l’analyse stochastique et des méthodes adoptées

directement dans des problèmes de contrôle déterministes pour les principaux

résultats. Un nouvel ensemble de conditions suffisantes est formulé et prouvé pour le

système de contrôle stochastique fractionnaire approximativement contrôlable. Un

exemple est donné pour illustrer les résultats abstraits.

Enfin, on rappellera dans la dernière section de cette thèse "Conclusion et

perspectives" les différentes contributions apportées par cette thèse ainsi que les

perspectives envisagées.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions, notations, propriétés et

lemmes fondamentaux, qui seront utilisés tout au long du travail. En particulier, nous

rappelons les propriétés principales du calcul fractionnaire [38, 56, 62], des notions de

base bien connues dans la théorie des semi-groupes [39, 61, 79] et les principes

élémentaires de l’analyse stochastique [23, 54].

1.1 Calcul fractionnaire

Cette section est consacrée à la présentation de certains éléments du calcul

fractionnaire. Nous commençons par l’introduction des espaces fonctionnels

adéquats ainsi que deux fonctions spéciales, ensuite nous rappelons les définitions et

quelques propriétés de l’intégrale et dérivées fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville et au sens de Caputo.
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1.1.1 Espaces fonctionnels

Avant de présenter les définitions des opérateurs d’intégration et de dérivation

fractionnaires, il convient d’introduire les espaces fonctionnels suivants :

Soit Ω = [a, b] (−∞ ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle fini ou infini de R.

Définition 1.1.1. Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on définit

1. L’espace Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, des (classes de) fonctions f réelles ou complexes sur Ω telles

que f est mesurable et
∫ b
a
|f (t)|p dt <∞, muni de la norme

‖f‖p =

(∫ b

a

|f (t)|p dt
) 1

p

, 1 ≤ p ≤ ∞.

2. L’espace L∞(Ω), p =∞, des (classes de) fonctions mesurables bornées presque partout

(p.p.) sur Ω muni de la norme

‖f‖∞ = esssup
t∈Ω
|f (t)| = inf {K ≥ 0; |f (t)| ≤ K, p.p. sur Ω} .

Définition 1.1.2. Soit Ω = [a, b] un intervalle fini de R, alors l’espace des fonctions

absolûment continues, noté AC1(Ω), est défini comme l’espace des fonctions f : Ω→ C,

dérivable presque partout telle que f 8 ∈ L1(Ω).

On a ainsi

f ∈ AC1(Ω) ⇐⇒ f (t) = f (a) +

∫ t

a

f 8 (s) ds, t ∈ Ω.

Pour n ≥ 2 nous notons par ACn(Ω) l’espace des fonctions f : Ω→ C, telles que

f (k) ∈ C(Ω) k = 1, ..., n− 1 et f (n−1) ∈ AC1(Ω).

Notation : On notera AC1(Ω) par AC(Ω). L’espace ACn(Ω) est caractérisé par le

résultat suivant

Lemme 1.1.1. Une fonction f ∈ ACn(Ω), si et seulement si elle s’écrit sous la forme

f (t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1 f (n) (s) ds+
n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(t− a)k , ∀t ∈ Ω.
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1.1.2 Fonctions spéciales

Dans ce paragraphe nous présentons des définitions et quelques propriétés pour les

fonctions : Gamma et Bêta.

Fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est une fonction de base du calcul fractionnaire. Cette

fonction généralise le factoriel n!.

Définition 1.1.3. La fonction Gamma est définie par l’intégrale

Γ (z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt, Re (z) > 0,

où tz−1 := e(z−1) ln t.

Théorème 1.1.1. La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :

1. Pour tout z ∈ C\Z−, où Z− = Z\N, on a

Γ (z + 1) = zΓ (z) ,

en particulier, pour n ∈ N∗, on a

Γ (n) = n!.

2. On peut également définir Γ (z) à l’aide de la limite

Γ (z) = lim
n→∞

n!nz

z (z + 1) ... (z + n)
, Re (z) > 0,

la condition Re (z) > 0, peut être étendue à z ∈ C\Z−.

3. La fonction Γ (z) est analytique dans C\Z−.

Fonction Bêta

Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire : la fonction Bêta. Cette fonction

joue un rôle important spécialement dans une certaine combinaison avec la fonction

Gamma.

Définition 1.1.4. La fonction Bêta est donnée par

B (z, ω) =

∫ 1

0

tz−1 (1− t)ω−1 dt, Re (z) > 0, Re (ω) > 0.
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Remarque 1.1.1. La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma comme suit

B (z, ω) =
Γ (z) Γ (ω)

Γ (z + ω)
, ∀z, ω : Re (z) > 0, Re (ω) > 0.

1.1.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’approche de Riemann-Liouville relative à la définition de l’intégrale fractionnaire

s’appuie sur la formule de Cauchy pour le calcul de l’intégrale répétée n fois qui est

donnée par

Inf (t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1 f (s) ds; t > a et n ∈ N∗.

En généralisant cette formule à un ordre α réel positif et en remplaçant la fonction

factorielle par la fonction Gamma on aura la définition suivante :

Définition 1.1.5. L’intégrale fractionnaire à gauche au sens de Riemann-Liouville d’ordre

α > 0 d’une fonction f : [a, b] −→ R ou C, −∞ < a < b < +∞, est formellement définie

par

Iαa f (t) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− s)α−1 f (s) ds, a < t < b,

où Γ est la fonction Gamma. Lorsque a = 0 nous écrivons Iαa f (t) = (gα ∗ f)(t) où

gα (t) :=

{ 1
Γ(α)

tα−1, t > 0,

0, t ≤ 0,

et lim
α−→0

gα (t) = δ(t).

Propriétés :

1. Si f ∈ L1[a, b] avec a fini, alors Iαa f (t) existe pour presque tout t ∈ [a, b] et on a

Iαa ∈ L1[a, b].

2. L’opérateur d’intégration fractionnaire Iαa est borné dans Lp[a, b], (1 ≤ p ≤ ∞) et

on a

‖Iαa f‖p ≤ K ‖f‖p ,

pour toute f ∈ Lp[a, b].
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3. Soit α, β > 0, alors pour toute f ∈ L1[a, b] on a

Iαa I
β
a f(t) = Iα+β

a f (t) = Iβa I
α
a f(t),

pour presque tout t ∈ [a, b].

1.1.4 Dérivée fractionnaire

Plusieurs approches ont été développées pour donner un sens à dnf
dtn

lorsque n ∈ R ou

C.

Dans la présente sous-section on se limite à la présentation de deux approches de

dérivation fractionnaire à savoir l’approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.1.6. Pour α ≥ 0 et n = [α] + 1, la dérivée fractionnaire à gauche au sens de

Riemann-Liouville d’ordre α d’une fonction f : [a, b] −→ R ou C est formellement définie par

LDα
a f (t) = DnIn−αa f (t) =

1

Γ (n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−α−1 f (s) ds, a < t < b,

où Dn = dn

dtn
.

Remarque 1.1.2. • Contrairement à la dérivée usuelle d’une fonction f(t) en un point

qui ne dépend que des valeurs de f(t) au voisinage de ce point, la dérivée

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre non-entier dépend de toutes les

valeurs de f(t) dans l’intervalle (a, t). On dit qu’elle est à caractère non-local.

• Pour α ∈ N∗, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la

dérivée ordinaire.

Remarque 1.1.3. En général, la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens

de Riemann-Liouville est ni nulle ni constante. A titre d’exemple si α > 0 est non

entier alors

LDα
aK =

K (t− a)−α

Γ (1− α)
, a < t < b,

pour toute constante K ∈ R ou C.

Propriétés :
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Nous allons présenter maintenant quelques propriétés de l’opérateur de dérivation

au sens de Riemann-Liouville.

1. Une fonction possédant une dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville n’est pas

nécessairement continue.

2. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

existent. Alors pour tous λ, µ ∈ R, LDα
a (λf + µg) existe, et l’on a

LDα
a (λf (t) + µg (t)) = λLDα

a f (t) + µLDα
a g (t) .

3. Soient α > 0 et f ∈ L1[a, b], alors l’égalité

LDα
a I

α
a f (t) = f (t) ,

est vraie pour presque tout t ∈ [a, b].

4. Soient α, β > 0 tels que n− 1 ≤ α < n, m− 1 ≤ β < m (n,m ∈ N∗) , alors on a

a) Si α > β > 0, alors pour tout f ∈ L1[a, b] la relation

LDβ
a (Iαa f) (t) = Iα−βa f (t) ,

est vraie presque partout sur [a, b].

b) Si β ≥ α > 0, et si la dérivée fractionnaire LDβ−α
a existe, alors on a

LDβ
a (Iαa f) (t) =L Dβ−α

a f (t) .

c) Si f ∈ L1[a, b] et In−αa f ∈ ACn[a, b], alors l’égalité

IαLa Dα
a f (t) = f (t)−

n∑
k=1

Dn−k
a [In−αa f ] (a)

Γ (α− k + 1)
(t− a)n−k ,

est vraie presque partout sur [a, b]. En particulier, pour 0 < α < 1

IαLa Dα
a f (t) = f (t)− (t− a)α−1

Γ (α)
I1−α
a f (a) , p.p. t ∈ [a, b].

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
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Beaucoup de problèmes concrets utilisent les dérivées fractionnaires assujetties à des

conditions initiales plus au moins naturelles. Malheureusement, l’approche de

Riemann-Liouville mène à des conditions initiales contenant des valeurs limites de

dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville en la borne inférieure t = a.

Malgré la possibilité de résoudre mathématiquement avec de telles conditions

initiales, leurs solutions ne sont pas encore bien comprises, puisque il n’y a pas

d’interprétation physique adéquate de tel type de conditions initiales.

En 1967 M. CAPUTO [19] proposa un concept modifié de la dérivation fractionnaire,

qui prévoit la formulation des conditions initiales sous forme qui fait apparaitre

seulement les valeurs limites des dérivées d’ordre entier en la borne inférieure

(l’instant initial) t = a comme f(a), f ′(a), f ′′(a), ....

La définition formelle de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est donnée par

Définition 1.1.7. La dérivée fractionnaire à gauche au sens de Caputo d’ordre α > 0 d’une

fonction f : [a, b] −→ C est donnée par

CDα
a f (t) =

1

Γ (n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1 f (n) (s) ds, a < t < b,

avec

n = [α] + 1 si α /∈ N; n = α pour α ∈ N. (1.1)

Remarque 1.1.5. La dérivée fractionnaire de Caputo est aussi à caractère non local.

Conséquence : Contrairement à la dérivée de Riemann-Liouville, la dérivée

fractionnaire de Caputo d’une fonction constante f = K est nulle.

Propriétés :

La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur

l’intervalle [a, b] est décrite par le théorème suivant :

Théorème 1.1.2. Soit α > 0, n = [α] + 1. Si f possède n− 1 dérivées en a et si LDα
a f existe,

alors

CDα
a f (t) =L Dα

a

[
f (t)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(t− a)k

]
,
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presque partout sur [a, b].

Remarque 1.1.6. On constate que la dérivée au sens de Caputo n’est définie que si

celle de Riemann-Liouville existe et que la fonction est (n− 1) fois dérivable au sens

ordinaire.

Nous notons, que la dérivée fractionnaire de Caputo existe partout sur [a, b] pour

toute fonction de ACn[a, b].

Corollaire 1.1.1. Si CDα
a f et LDα

a f existent, et si l’on suppose que f (k)(a) = 0 pour tout

k ∈ {0, 1, ..., n− 1}, alors la dérivée fractionnaire de Caputo coincide avec celle de

Riemann-Liouville, i.e.

CDα
a f (t) =L Dα

a f (t) , p.p. t ∈ [a, b].

La dérivée fractionnaire de Caputo est également l’inverse à gauche de l’intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville.

Lemme 1.1.4. α > 0, n est donné par (1.1) et si f ∈ C[a, b], alors

CDα
a I

α
a f (t) = f (t) , a ≤ t ≤ b.

La dérivée de Caputo n’est pas l’inverse à droite de l’intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville comme le montre le théorème suivant :

Théorème 1.1.3. Soient α > 0, et n est donné par (1.1). Si f ∈ ACn[a, b], alors

IαCa Dα
a f (t) = f (t)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(t− a)k , ∀t ∈ [a, b].

1.2 Semi-groupes des opérateurs linéaires

Dans cette section nous présentons les notions de base de la théorie des semi-groupes

qui seront utilisées tout au long de ce travail.

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni d’une norme noté ‖.‖ et le

produit scalaire 〈., .〉 . L (H) est l’espace des opérateurs linéaires bornés de H dans lui

même dont la norme est

‖U‖L(H) = sup
x 6=0

‖Ux‖
‖x‖

,
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pour tout U ∈ L (H) , L (H) est un espace de Banach.

1.2.1 Dé�nitions

Définition 1.2.1. Une famille d’opérateurs {S(t)}t≥0 linéaires bornés définis sur H est dite

semi-groupe fortement continu (ou de classe C0), ou simplement C0−semi-groupe si on a :

(i) S (0) = I (I est l’opérateur d’identité dans L (H)).

(ii) S (t+ s) = S (t)S (s) pour tout s, t ≥ 0. (propriété algébrique)

(iii) lim
t−→0
‖S (t)x− x‖ = 0 pour tout x dans H.(propriété topologique)

Si en remplace (iii) par :

lim
t−→0
‖S (t)− I‖ = 0, t ≥ 0,

il s’agit d’un semi-groupe uniformément continu.

Théorème 1.2.1. Pour {S(t)}t≥0 un C0−semi-groupe sur H , alors on a les propriétés

suivantes :

(i) t −→ |S (t)|L(H) est bornée sur tout intervalle compact [0, t1] ;

(ii) Pour tout x dans H , la fonction t −→ S (t)x est continue sur R+ ;

(iii) Il existe des constantes ω ∈ R et M ≥ 1 telles que :

|S (t)|L(H) ≤Meωt, ∀t ∈ R+.

Définition 1.2.2.

L’opérateur A défini par : D (A) =
{
x ∈ H : lim

t−→0

S(t)x−x
t

existe pour tout t > 0
}

et

Ax = lim
t−→0

S (t)x− x
t

=
d

dt
S (t)x|t=0 , pour x ∈ D (A)

est dit générateur infinitésimal du C0−semi-groupe.

L’espace D (A) est muni de la norme du graphe ‖x‖D(A) = ‖x‖+ ‖Ax‖ , x ∈ D (A) .

Remarque 1.2.1. Si {S(t)}t≥0 est un C0−semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés de

générateur infinitésimal A, alors il est unique.

Exemple d’un C0−semi-groupe.
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Dans Lp (R) (1 ≤ p ≤ +∞), la famille {S(t)}t≥0 est définie par :

[S (t)x] (s) = x (t+ s) ,∀t ≥ 0, s ∈ R et x ∈ Lp (R) .

On définit ensuite l’opérateur A sur Lp (R) par :

D (A) = {x ∈ Lp (R) : x est localement absolument continue, et x′ ∈ Lp (R)}

Ax = x′ pour tout x ∈ D (A) .

Proposition 1.2.1. Propriétés d’un C0−semi-groupe

(i) Si x ∈ D (A) , S (t)x ∈ D (A) , 0 ≤ t <∞.

(ii) A est un opérateur linéaire fermé de domaine dense dans H
(
D (A) = H

)
;

(iii) Pour tout x ∈ H, t > 0 on a :∫ t

0

S (s)xds ∈ D (A) et A
(∫ t

0

S (s)xds

)
= S (t)x− x.

(iv) Si x ∈ D (A), alors la fonction t→ S (t)x est continûment différentiable de R+ → H , et

on a :
d

dt
S (t)x = AS (t)x = S (t)Ax.

(v) Pour λ ∈ C avec Reλ > ω et x ∈ H , l’opérateur résolvant est défini par

R (λ,A)x =

∫ ∞
0

e−λtS (t)xdt

où R (λ,A) = (λI − A)−1(c’est la transformée de la place du semi-groupe).

1.2.2 Théorème de Hille-Yosida

Nous présentons le théorème de Hille-Yosida qui constitue une caractérisation d’un

générateur d’un C0−semi-groupe.

Théorème 1.2.2. (Hille-Yosida).
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La condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur A fermé à domaine dense dans

H
(
D (A) = H

)
soit générateur infinitésimal d’un C0−semi-groupe {S(t)}t≥0 est qu’il

existe des constantes ω ∈ R et M ≥ 1 telles que

(i) {λ : λ ∈ C, Re (λ) > ω} ⊂ ρ (A) (l’ensemble résolvant de A) ;

(ii) |R (λ,A)n|L(H) ≤
M

(Re (λ)− ω)n
, ∀Re (λ) > ω, n = 1, 2, ...

où ρ (A) est l’ensemble résolvant défini par

ρ (A) =
{
λ ∈ C/ (λI − A)−1 existe et borné dans H

}
.

La preuve de ce théorème utilise l’écriture intégrale de l’opérateur résolvant

(proprièté (v) de Proposition 1.2.1.).

Etant donné un opérateur linéaire A vérifiant les conditions du Théorème 1.2.2., il est

commode d’introduire une séquence d’opérateurs linéaires (appelé les

approximations de Yosida de A). Ils sont définis par

An = nAR (n,A) = n2R (n,A)− n

Lemme 1.2.1. On a

lim
n−→∞

nR (n,A)x = x pour tout x ∈ H,

et

lim
n−→∞

Anx = Ax pour tout x ∈ D (A) .

1.2.3 La dualité d'un C0−semi-groupe

Soit H un espace de Hilbert et {S(t)}t≥0 un semi-groupe d’opérateurs linéaires dans

H.

Définition 1.2.3. L’adjoint de A noté A∗ engendre le semi-groupe {S∗(t)}t≥0 ⊆ L (H) , où,

pour tout t ≥ 0, S∗(t) est l’adjoint de S(t) qui est également fortement continu sur H.

Lemme 1.2.2. Si U ∈ L (H) alors U∗ ∈ L (H) et on a

‖U‖L(H) = ‖U∗‖L(H) .
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Lemme 1.2.3. Soit A : D(A) ⊆ H −→ H un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans

H. Si λ ∈ ρ (A) , alors λ ∈ ρ (A∗), et on a

R (λ,A∗) = R (λ,A)∗ .

1.2.4 Semi-groupe d'opérateurs compacts

Définition 1.2.4.

En dimension infinie, un C0−semi-groupe S (t) est dit compact pour t > t0 si pour tout

t > t0, S (t) est un opérateur compact. S (t) est dit compact s’il est compact pour t > 0.

Remarque 1.2.2. Si S (t) est compact pour t ≥ 0, alors l’identité est compacte et H est

de dimension finie. De plus, s’il existe t0 > 0 tel que S (t0) est compact alors S (t) l’est

aussi pour tout t ≥ t0 car S (t) = S (t− t0)S (t0) et S (t− t0) est borné.

Nous rappelons un résultat intéressant concernant les semi-groupes compacts.

Théorème 1.2.3.

Soit S (t) un C0−semi-groupe. Si S (t) est compact pour t > t0, alors S (t) est continu par

rapport à la topologie uniforme des opérateurs pour t > t0.

Corollaire 1.2.1.

Soit S (t) un C0−semi-groupe et soit A son générateur infinitésimal. Si R (λ,A) est compact

pour un certain λ ∈ ρ (A) et S (t) est continu par rapport à la topologie uniforme des

opérateurs pour t > t0, alors S (t) est compact pour t > t0.

Nous concluons cette section en introduisant le concept d’une solution ”mild”.

1.2.5 Solution mild (Solution au sens de semi-groupes)

Considérons le problème déterministe suivant{
du(t)
dt

= Au (t) , 0 < t < T,
u (0) = x, x ∈ H (1.2)

où H est un espace de Hilbert réel séparable et A est un opérateur non borné qui

engendre un C0-semi-groupe S (t).
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Définition 1.2.5. La fonction u : [0, T [→ H est une solution (classique) du problème (1.2)

sur [0, T [ si u est continue sur [0, T [, continûment différentiable sur ]0, T [ et u(t) ∈ D(A)

pour t ∈]0, T [.

Si A est un générateur infinitésimal d’un C0−semi-groupe {S(t)}t≥0 , alors pour tout

x ∈ D(A), la fonction ux (t) = S (t)x, t ≥ 0 est une solution du (1.2). D’autre part,

pour x /∈ D(A), ux (t) n’est pas une solution classique, mais elle peut être considéré

comme une ”solution généralisée" qui sera appelée une ”solution mild".

En fait, le concept de solution mild peut être introduit pour étudier le problème à

valeur initiale non homogène suivant{
du(t)
dt

= Au (t) + f (t) , 0 < t < T,
u (0) = x, x ∈ H, (1.3)

où f : [0, T [→ H.

Nous définissons maintenant le concept d’une solution mild

Définition 1.2.6. Soit A un générateur infinitésimal d’un C0−semi-groupe {S(t)}t≥0 sur H ,

x ∈ H , et f ∈ L1([0, T ], H) l’espace des fonctions Bochner - intégrables sur [0, T ] à valeurs

dans H . La fonction u ∈ C([0, T ], H) donnée par

u (t) = S (t)x+

∫ t

0

S (t− s) f (s) ds, 0 ≤ t ≤ T,

est la solution mild du problème à valeur initiale (1.3) sur [0, T ].

Remarque 1.2.2. Notons que pour x ∈ H et f ≡ 0, la solution mild est S (t)x, qui

n’est pas en général une solution classique.

1.3 Processus de Wiener et intégrales stochastiques

dans un espace de Hilbert

Dans cette section, nous définissons les processus de Wiener et dévelopons l’intégrale

stochastique dans un espace de Hilbert.
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Soit
(

Ω,Γ, (Γt)t∈[0,T ] , P
)

un espace probabilisé filtré. Considérons deux espaces de

Hilbert H et E, et un opérateur symétrique positif Q ∈ L (E) satisfait

trQ < +∞. Alors il existe un système orthonormé complet {ek}k≥1 dans E, et une

suite bornée de nombres réels positifs λk telle que

Qek = λkek, k = 1, 2, ...

1.3.1 Processus de Wiener

Définition 1.3.1. Un processus stochastique (w (t))t≥0 à valeurs dans E, est appelé un

processus Q−Wiener si

(i) w (0) = 0

(ii) w a trajectoires continues,

(iii) w a accroissements indépendants,

(iv) L (w (t)− w (s)) = N (0, (t− s)Q) , t ≥ s ≥ 0.

Si un processus w (t) , t ∈ [0, T ] satisfait (i)-(iii) et (iv) pour t, s ∈ [0, T ] alors nous

disons que w est un processus Q−Wiener sur [0, T ] .

Proposition 1.3.1. Supposons que w est un processus Q−Wiener, avec trQ < +∞. Alors on

a

(i) w est un processus Gaussien sur E et

E (w (t)) = 0, Cov (w (t)) = tQ, t ≥ 0. (1.4)

(ii) Pour t ∈ [0, T ] et e ∈ E, w ayant la forme

〈w (t) , e〉 =
∞∑
k=1

√
λk 〈ek, e〉 βk (t) (1.5)

où {βk (t)}k∈N désigne une famille de mouvements browniens mutuellement indépendants

sur
(

Ω,Γ, (Γt)t∈[0,T ] , P
)
. De plus, la série (1.5) converge dans L2 (Ω,Γ, P ) .
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1.3.2 L'intégrale stochastique

Ce paragraphe est consacré pour une construction de l’intégrale stochastique∫ t

0

φ (s) dw (s) , t ∈ [0, T ]

où w est un processus Q−Wiener dans (Ω,Γ, P ) à valeurs dans E est un processus

avec des valeurs qui sont des opérateurs linéaires mais pas nécessairement bornés de

E dans H .

Fixons T <∞. Soit (φ (t))t∈[0,T ] un processus à valeurs dans L = L (E,H) prenant

qu’un nombre fini de valeurs est dite élémentaire si il existe une suite

0 = t0 < t1 < ... < tk = T et une suite finie de variables aléatoires φ0, φ1, ..., φm−1 à

valeurs dans L telle que φm est Γtm−mesurable et

φ (t) = φm, pour t ∈ ]tm, tm+1] , m = 0, 1, ..., k − 1.

Pour les processus élémentaires φ on définit l’intégrale stochastique par le formule∫ t

0

φ (s) dw (s) = φ · w (t) =
k−1∑
m=0

φm
(
wtm+1∧t − wtm∧t

)
, t ∈ [0, T ] . (1.6)

Il est utile, à ce moment, d’introduire le sous-espace E0 = Q1/2E de E muni du

produit scalaire

〈u, v〉0 =
∞∑
k=1

1

λk
〈u, ek〉 〈v, ek〉 (1.7)

=
〈
Q−1/2u,Q−1/2v

〉
est un espace de Hilbert.

Les opérateurs Hilbert–Schmidt jouent un rôle important dans la construction des

processus et des intégrales stochastiques à valeurs dans des espaces de Hilbert.

Notons par L0
2 = L2 (E0, H) l’espace de tous les opérateurs Hilbert-Schmidt de E0 en

H . L’espace L0
2 est aussi un espace de Hilbert séparable, muni de la norme

‖ψ‖2
L0
2

=
∞∑

h,k=1

|〈ψgh , fk〉|
2 =

∞∑
h,k=1

λh |〈ψeh , fk〉|
2 (1.8)

=
∥∥∥ψQ 1

2

∥∥∥2

= tr [ψQψ∗]
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où {gj} , avec gj =
√
λjej, j = 1, 2, ..., {ej} et {fj} sont des bases orthonormées dans

E0, E et H respectivement.

Soit (φ (t))t∈[0,T ] un processus mésurable à valeurs dans L0
2; nous définissons les

normes

‖φ‖t =

{
E

∫ t

0

‖φ (s)‖2
L0
2
ds

} 1
2

(1.9)

=

{
E

∫ t

0

tr
(
φ (s)Q1/2

) (
φ (s)Q1/2

)∗
ds

} 1
2

, t ∈ [0, T ] .

Proposition 1.3.2. Si φ un processus élémentaire et ‖φ‖T <∞ alors le processus φ · w à

valeurs dans H est continu, à carré intégrable sur [0, T ] et

E |φ · w (t)|2 = ‖φ‖2
t , 0 ≤ t ≤ T. (1.10)

1.4 Contrôlabilité en dimension in�ni

La contrôlabilité est l’un des aspects qualitatifs les plus importants d’un système

dynamique. Le problème de la contrôlabilité est de prouver l’existence d’une fonction

de contrôle, qui entraîne la solution du système à partir de son état initial à un état

final, où les états initiaux et finaux peuvent varier dans tout l’espace.

1.4.1 Dé�nitions

Soient H et U deux espace de Hilbert et considérons le système dynamique suivant :{
x′ (t) = Ax (t) +Bu (t) , t ∈ [0, T ] ,
x (0) = x0, x0 ∈ H,

(1.11)

où T > 0 fixé, u ∈ L2 (0, T ;U) , A est un générateur infinitésimal d’un

C0−semi-groupe S(·) dans H et B est un opérateur borné de U dans H. Ici H

représente l’espace des états et U l’espace des contrôles du système.

Nous savons que le problème (1.11) a un unique solution mild

x = x (t;x0, u) ∈ C ([0, T ] ;H) donné par

x (t;x0, u) = S (t)x0 +

∫ t

0

S (t− s)Bu (s) ds, t ∈ [0, T ] .
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Définition 1.3.1. On dira que le contrôle u transfère un état a à un état b au temps T > 0 si

x (T ; a, u) = b.

On dit aussi que l’état b est atteignable à partir de a au temps T.

Définition 1.3.2. On dira que le système (1.11) est contrôlable au temps T > 0, si pour tout

a ∈ H et tout b ∈ H , il existe une fonction de contrôle u ∈ L2(0, T ;U) telle que :

x (T ; a, u) = b.

On dit aussi que la paire (A,B) est contrôlable au temps T > 0.

Considérons sur (0, T ) le système dynamique suivant{
x′ (t) = Ax (t) +Bu (t) ,
x (0) = 0

(1.12)

La solution peut s’écrire pour tout t ∈ [0, T ] :

x (t, u) = Ltu,

où Lt est l’opérateur linéaire borné défini par :

Lt :

{
L2(0, t;U) −→ H

u −→
∫ t

0
S (t− s)Bu (s) ds

(1.13)

Proposition 1.3.1. Le système (1.11) est contrôlable au temps T > 0 si et seulement si

l’opérateur LT est surjectif.

Preuve.

Soit a, b ∈ H deux états quelconques. L’équation en u :

x (T ; a, u) = b (1.14)

a une solution dans L2(0, T ;U) si et seulement si l’équation

LTu = b− S (T ) a, (1.15)

a une solution dans L2(0, T ;U).

L’équivalence des équations (1.14) et (1.15) entraine la proposition.
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1.4.2 Le Gramien de contrôlabilité

L’opérateur adjoint de LT

L’opérateur LT est défini de l’espace de Hilbert L2([0, T ], U) dans l’espace de Hilbert

H . C’est un opérateur borné. On a

L∗T :

{
H −→ L2(0, T ;U)
x −→ L∗Tx = v,

où v est défini par :

〈L∗Tx, u〉 = (x, LTu) , ∀u ∈ L2(0, T ;U), ∀x ∈ H

où 〈., .〉 désigne le produit scalaire dans L2(0, T ;U) et (., .) désigne le produit scalaire

dans H . Or

(x, LTu) =

(
x,

∫ T

0

S (t− s)Bu (s) ds

)
=

∫ T

0

(x, S (t− s)Bu (s)) ds

=

∫ T

0

(B∗S∗ (T − s) , u (s)) ds

= 〈B∗S∗ (T − .)x, u〉 .

où B∗(resp. S∗(t− s)) est l’opérateur adjoint de B(resp. S(t− s)). Donc :

L∗T = B∗S∗ (T − .) .

Définition 1.3.3. On définit, RT (a), l’ensemble des états atteignables au temps T à partir de

a.

On a :

RT (a) = S (T ) a+R (LT ) .

L’étude de la contrôlabilité au temps T revient à l’étude de ∪a∈HRT (a) = RT (H). Du

fait de la dimension infinie, on peut avoir

RT (H) 6= RT (H) et S (T )H 6= H.
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On introduit maintenant l’opérateur de contrôlabilité dit ”Gramien de contrôlabilité”.

Gramien de contrôlabilité

Posons

QT := LTL
∗
T =

∫ T

0

S (T − s)BB∗S∗ (T − s) ds, T > 0. (1.15)

L’opérateur QT est dans L(H) et

〈QTx, x〉 =

∫ T

0

|B∗S∗ (T − s)x|2 ds = ‖L∗Tx‖
2 ≥ 0, ∀x ∈ H.

Définition 1.3.3. QT := LTL
∗
T s’appelle Gramien de contrôlabilité.

Proposition 1.3.2.

R (LT ) = R
(
Q

1/2
T

)
.

1.4.3 Contrôlabilité approchée

Définition 1.3.4. La paire (A,B) est approximativement contrôlable au temps T > 0 si

R (LT ) = H.
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Chapitre 2

Contrôlabilité approchée des
systèmes dynamiques stochastiques
fractionnaires non locaux de type
Sobolev dans les espaces de Hilbert

Dans ce chapitre nous étudions une classe de systèmes de contrôles dynamiques

stochastiques fractionnaires de type Sobolev dans les espaces de Hilbert. Nous

utilisons la technique de point fixe, le calcul fractionnaire, l’analyse stochastique et

quelques méthodes adoptées directement à partir des problèmes de contrôle

déterministes pour les principaux résultats. Un nouvel ensemble de conditions

suffisantes pour la contrôlabilité approchée est formulé et prouvé. Un exemple est

également donné pour valoriser la théorie developpées pour les problèmes en

question.
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2.1 Position du problème

Ci-dessous, nous discutons le système stochastique fractionnaire non local de type

Sobolev suivant :

CDq
t [Lx(t)] = Mx(t) +Bu(t) + f(t, x(t)) + σ(t, x(t))

dw(t)

dt
, (2.1)

x (0) + g (x (t)) = x0, (2.2)

où CDq
t est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre q, 0 < q ≤ 1, et

t ∈ J = [0, b] . Soient X et Y deux espaces de Hilbert, et l’état x(·) prend ses valeurs

dans X. Nous supposons que les opérateurs L : D (L) ⊂ X → Y et

M : D (M) ⊂ X → Y. La fonction de contrôle u (·) est donnée dans L2
Γ(J, U) l’espace

des fonctions de contrôles admissibles, U est un espace de Hilbert. B est un opérateur

linéaire borné de U en Y ; f : J ×X → Y, g : C (J : X)→ Y et σ : J ×X → L0
2 sont

des fonctions appropriées ; x0 sont des variables aléatoires à valeurs dans X, Γ0−

mesurable indépendante de w. Γ, Γ0 et w seront précisés plus tard.

Ensuite, nous faisons quelques hypothèses sur les opérateurs L et M.

(H1) L et M sont des opérateurs linéaires et M est fermée.

(H2) D (L) ⊂ D (M) et L est bijective.

(H3) L−1 : Y −→ D (L) ⊂ X est un opérateur linéaire et compact.

De (H3), nous concluons que L−1 est un opérateur borné et on note par

C = ‖L−1‖. Notons que (H3) implique également que L est fermé parceque L−1 est

fermé et injective, alors son inverse est également fermé. En utilisant (H1)− (H3) et le

théorème du graphe fermé, on obtient le caractère borné de l’opérateur linéaire

ML−1 : Y → Y. Ainsi ML−1 génère un semi-groupe {S(t) := eML−1t, t ≥ 0}. Nous

supposons également que M0 := supt≥0 ‖S(t)‖ <∞.
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En conséquence, Il convient de réécrire le problème (2.1)-(2.2) selon l’équation

intégrale équivalente

Lx (t) = L [x0 − g (x)] +
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1[Mx(s) +Bu(s) + f(s, x(s))]ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1σ(s, x(s))dw(s), (2.3)

en supposant que l’intégrale dans (2.3) existe (prise au sens de Bochner).

Avant l’introduction de la définition de la solution mild de (2.1)-(2.2), nous

présentons les définitions, corollaires, lemmes et les notations suivantes.

Soit
(
Ω,Γ, (Γt)t∈J , P

)
un espace probabilisé filtré. Nous considérons quatre espaces

séparables réels X, Y, E et U , w un processus Q−Wiener sur (Ω,Γb, P ) avec Q est

l’opérateur de covariance, positif, linéaire et borné tel que trQ <∞ et Γt = Γwt , où

Γwt = σ {w (s) : 0 ≤ s ≤ t}. Soit L0
2 = L2

(
Q1/2E,X

)
l’espace de tous les opérateurs

Hilbert-Schmidt de Q1/2E en X muni de la norme

‖ψ‖2
L0
2

=
∑∞

k=1

∥∥∥ψQ 1
2 ek

∥∥∥2

= tr [ψQψ∗], ψ ∈ L0
2, où {ek} est un système orthonormé

complet dans E. Soit L2 (Γb, X) l’espace de Banach de toutes les variables aléatoires à

valeurs dans l’espace de Hilbert X, carrées intégrables et Γb−mesurable, E (·) désigne

l’espérance par rapport à la mesure P. Soit C(J, L2(Γ, X)) l’espace de Hilbert des

applications continues de J dans L2(Γ, X) tel que supt∈J E ||x(t)||2 <∞. Soit H2(J,X)

le sous-espace fermé de C(J, L2(Γ, X)) constitué de processus à valeurs dans X et

Γt−mesurable x ∈ C(J, L2(Γ, X)) muni de la norme ||x||H2
= (supt∈J E ||x(t)||2X)1/2.

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à ([23, 69] et les références citées).

Les résultats suivants sont utilisés dans les preuves

Lemme 2.1.1. (voir [50]) Soit G : J × Ω→ L0
2 une application fortement mesurable telle

que
∫ b

0
E ||G(t)||p

L0
2
dt <∞. Alors

E

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0

G(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣p ≤ LG

∫ t

0

E ||G(s)||p
L0
2
ds

pour tous 0 ≤ t ≤ b et p ≥ 2, où LG est une constante dépend de p et b.
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L’étape suivante consiste à présenter la solution mild du problème (2.1)-(2.2).

Définition 2.1.1. (comparer avec [27, 32] et [34, 80]) Un processus stochastique

x ∈ H2(J,X) est une solution mild de (2.1)–(2.2) si pour chaque contrôle u ∈ L2
Γ(J, U), elle

satisfait l’équation intégrale suivante,

x(t) = S(t)L [x0 − g (x)] +
∫ t

0
(t− s)q−1T (t− s)[Bu(s) + f(s, x(s))]ds

+
∫ t

0
(t− s)q−1T (t− s)σ(s, x(s))dw(s),

(2.4)

où S(t) et T (t) sont des opérateurs caractéristiques donnés par

S(t) =

∫ ∞
0

L−1ξq(θ)S(tqθ)dθ et T (t) = q

∫ ∞
0

L−1θξq(θ)S(tqθ)dθ.

Ici, S(t) est un C0−semi-groupe généré par l’opérateur linéaire ML−1 : Y → Y ; ξq est une

fonction de densité de probabilité définie sur (0,∞), où ξq(θ) ≥ 0, θ ∈ (0,∞) et∫∞
0
ξq(θ)dθ = 1.

Lemme 2.1.1. (voir [77, 78, 80]) Les opérateurs {S(t)}t≥0 et {T (t)}t≥0 sont fortement

continus, i.e., pour x ∈ X et 0 ≤ t1 < t2 ≤ b, on a ||S(t2)x− S(t1)x|| → 0 et

||T (t2)x− T (t1)x|| → 0 quand t2 → t1.

Ci-dessous nous imposons les conditions suivantes sur les données de notre

problème :

(i) Pour tout t ≥ 0 fixé, S(t) et T (t) sont des opérateurs linéaires bornés, i.e., pour

tout x ∈ X ,

‖S(t)x‖ ≤ CM0‖x‖, ‖T (t)x‖ ≤ CM0

Γ(q)
‖x‖.

(ii) Les fonctions f : J ×X → Y, σ : J ×X → L0
2 et g : C (J : X)→ Y satisfont les

conditions de la croissance linéaire et de Lipschitz. De plus, il existe des constantes

positives N1, N2 > 0, L1, L2 > 0 et k1, k2 > 0 telle que

‖f(t, x)− f(t, y)‖2 ≤ N1‖x− y‖2, ‖f(t, x)‖2 ≤ N2(1 + ‖x‖2),

‖σ(t, x)− σ(t, y)‖2
L0
2
≤ L1‖x− y‖2, ‖σ(t, x)‖2

L0
2
≤ L2(1 + ‖x‖2),

‖g(x)− g(y)‖2 ≤ k1‖x− y‖2, ‖g(x)‖2 ≤ k2(1 + ‖x‖2).
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(iii) Le système stochastique linéaire est approximativement contrôlable sur J .

Pour chaque 0 ≤ t < b, l’opérateur α(αI + Ψb
0)−1 → 0 dans la topologie forte des

opérateurs quand α→ 0+, où Ψb
0 =

∫ b
0
(b− s)2(q−1)T (b− s)BB∗T ∗(b− s)ds est le

Gramian de contrôlabilité, B∗ est l’adjoint de B et T ∗(t) représente l’adjoint de T (t).

Nous remarquons que le Système de contrôle déterministe linéaire fractionnaire non

local de type Sobolev

CDq
t [Lx(t)] = Mx(t) +Bu(t), t ∈ J, (2.5)

x(0) + g (x (t)) = x0, (2.6)

associé à (2.1)–(2.2) est approximativement contrôlable sur J ssi l’opérateur

α(αI + Ψb
0)−1 → 0 fortement quand α→ 0+. La contrôlabilité approchée pour le

système de contrôle déterministe linéaire fractionnaire (2.5)–(2.6) est une

généralisation naturelle de la contrôlabilité approchée du système de contrôle linéaire

du premier ordre (q = 1 et L est l’identité) [29].

Définition 2.1.2. Le système (2.1)–(2.2) est approximativement contrôlable sur J si

<(b) = L2(Ω,Γb, X), où

<(b) = {x(b) = x(b, u) : u ∈ L2
Γ(J, U)},

où L2
Γ(J, U), est le sous-espace fermé de L2

Γ(J × Ω;U), constitué de tous les processus

stochastiques à valeurs dans U, Γt−adapté. Plus précisément, (2.1)–(2.2) est

approximativement contrôlable sur J si :

∀h ∈ L2(Ω,Γb, X), ∀ε > 0, ∃u ∈ L2
Γ(J, U) / E ‖x (b)− h‖2 < ε.

Le lemme suivant est nécessaire pour définir la fonction de contrôle [69].

Lemme 2.1.2. Pour tout x̃b ∈ L2(Γb, X), il existe ϕ̃ ∈ L2
Γ(Ω;L2(0, b;L0

2)) tel que

x̃b = Ex̃b +
∫ b

0
ϕ̃(s)dw(s).
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Maintenant, pour tout α > 0 et x̃b ∈ L2(Γb, X), nous définissons la fonction de contrôle sous

la forme suivante

uα(t, x) = B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)
[
(αI + Ψb

0)−1

{
Ex̃b − S(b)L [x0 − g (x)]

}
+

∫ t

0

(αI + Ψb
0)−1ϕ̃(s)dw(s)

]
−B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)

∫ t

0

(αI + Ψb
0)−1(b− s)q−1T (b− s)f(s, x(s))ds

−B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)
∫ t

0

(αI + Ψb
0)−1(b− s)q−1T (b− s)σ(s, x(s))dw(s).

Lemme 2.1.3. Il existe des constantes réelles positives M̂, N̂ telles que pour tout x, y ∈ H2,

on a

E ||uα(t, x)− uα(t, y)||2 ≤ M̂E ||x(t)− y(t)||2 , (2.7)

E ||uα(t, x)||2 ≤ N̂

(
1

b
+ E ‖x(t)‖2

)
. (2.8)

Preuve. Nous commençons à prouver (2.7). Soit x, y ∈ H2, de l’inégalité de Hölder, le

lemme 2.1.1 et l’hypothèse sur les données, nous obtenons

E ||uα(t, x)− uα(t, y)||2

≤ 3E

∥∥∥∥B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)(αI + Ψb
0)−1S(b)L [g (x (t))− g (y (t))]

∥∥∥∥2

+3E

∥∥∥∥B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)
∫ t

0

M̂1[f(s, x(s))− f(s, y(s))]ds

∥∥∥∥2

+3E

∥∥∥∥B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)
∫ t

0

M̂1[σ(s, x(s))− σ(s, y(s))]dw(s)

∥∥∥∥2

≤ 3

α2
‖B‖2 (b)2q−2 (CM0)2

(
CM0

Γ(q)

)2

‖L‖2 k1E ‖x(s)− y(s)‖2

+
3

α2
‖B‖2 (b)2q−2

(
CM0

Γ(q)

)4
b2q−1

(2q − 1)
N1

∫ t

0

E ‖x(s)− y(s)‖2 ds

+
3

α2
‖B‖2 (b)2q−2

(
CM0

Γ(q)

)4
b2q−1

(2q − 1)
L1

∫ t

0

E ‖x(s)− y(s)‖2 ds

≤ M̂E ‖x(t)− y(t)‖2 ,

où

M̂1 = (αI + Ψb
0)−1(b− s)q−1T (b− s)
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et

M̂ =
3

α2
‖B‖2(b)2q−2

{
(CM0)2

(
CM0

Γ(q)

)2

‖L‖2 k1

+

(
CM0

Γ(q)

)4
b2q−1

(2q − 1)
b[N1 + L1]

}

La preuve de l’inégalité (2.8) est similaire à celle de (2.7).

2.2 Contrôlabilité approchée

Dans cette section, nous formulons et prouvons les conditions pour les résultats

d’existence et de la contrôlabilité approchée du système de contrôle dynamique

stochastique fractionnaire non locale de type Sobolev (2.1)–(2.2) en utilisant le

principe de l’application contractante.

Pour tout α > 0, nous définissons l’opérateur Fα : H2 → H2 par

Fαx(t) = S(t)L [x0 − g (x)] +
∫ t

0
(t− s)q−1T (t− s)[Buα(s, x) + f(s, x(s))]ds

+
∫ t

0
(t− s)q−1T (t− s)σ(s, x(s))dw(s).

(2.9)

Nous prouvons le lemme suivant, qui sera utilisé pour les principaux résultats.

Lemme 2.2.1. Pour tout x ∈ H2, Fα(x)(t) est continue sur J dans L2 (Γ, X).

Preuve. Soit 0 ≤ t1 < t2 ≤ b. Alors pour tout x ∈ H2 fixé, de (2.9), on a

E ‖(Fαx)(t2)− (Fαx)(t1)‖2 ≤ 4

[
4∑
i=1

E ‖Πx
i (t2)− Πx

i (t1)‖2

]
.

Nous commençons avec le premier terme, nous obtenons

E ‖Πx
1(t2)− Πx

1(t1)‖2 = E

∥∥∥∥(S(t2)− S(t1))L [x0 − g (x)]

∥∥∥∥2

≤ ‖L‖2
[
‖x0‖2 + k2(1 + ‖x‖2)

]
E‖S(t2)− S(t1)‖2.

La continuité forte de S(t) implique que le côté droit de la dernière inégalité tend

vers zéro quand t2 − t1 → 0.
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Ensuite, il résulte de l’inégalité de Hölder et des hypothèses sur les données que

E ‖Πx
2(t2)− Πx

2(t1)‖2

= E

∥∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)q−1T (t2 − s)Buα(s, x)ds−
∫ t1

0

(t1 − s)q−1T (t1 − s)Buα(s, x)ds

∥∥∥∥2

≤ E

∥∥∥∥∫ t1

0

(t1 − s)q−1(T (t2 − s)− T (t1 − s))Buα(s, x)ds

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)T (t2 − s)Buα(s, x)ds

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t2

t1

(t2 − s)q−1T (t2 − s)Buα(s, x)ds

∥∥∥∥2

≤ t2q−1
1

2q − 1

∫ t1

0

E ‖(T (t2 − s)− T (t1 − s))Buα(s, x)ds‖2

+

(
CM0 ‖B‖

Γ(q)

)2(∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)2ds

)(∫ t1

0

E ‖uα(s, x)‖2 ds

)
+

(t2 − t1)2q−1

1− 2q

(
CM0 ‖B‖

Γ(q)

)2 ∫ t2

t1

E ‖uα(s, x)‖2 ds.

Aussi, nous avons

E ‖Πx
3(t2)− Πx

3(t1)‖2

= E

∥∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)q−1T (t2 − s)f(s, x(s))ds−
∫ t1

0

(t1 − s)q−1T (t1 − s)f(s, x(s))ds

∥∥∥∥2

≤ E

∥∥∥∥∫ t1

0

(t1 − s)q−1(T (t2 − s)− T (t1 − s))f(s, x(s))ds

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)T (t2 − s)f(s, x(s))ds

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t2

t1

(t2 − s)q−1T (t2 − s)f(s, x(s))ds

∥∥∥∥2

≤ t2q−1
1

2q − 1

∫ t1

0

E ‖(T (t2 − s)− T (t1 − s))f(s, x(s))ds‖2

+

(
CM0

Γ(q)

)2(∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)2ds

)(∫ t1

0

E ‖f(s, x(s))‖2 ds

)
+

(t2 − t1)2q−1

1− 2q

(
CM0

Γ(q)

)2 ∫ t2

t1

E ‖f(s, x(s))‖2 ds.
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D’autre part, nous utilisons le lemme 2.1.1. et les hypothèses précédentes, on obtient

E ‖Πx
4(t2)− Πx

4(t1)‖2

= E

∥∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)q−1T (t2 − s)σ(s, x(s))dw(s)−
∫ t1

0

(t1 − s)q−1T (t1 − s)σ(s, x(s))dw(s)

∥∥∥∥2

≤ E

∥∥∥∥∫ t1

0

(t1 − s)q−1(T (t2 − s)− T (t1 − s))σ(s, x(s))dw(s)

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)T (t2 − s)σ(s, x(s))dw(s)

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t2

t1

(t2 − s)q−1T (t2 − s)σ(s, x(s))dw(s)

∥∥∥∥2

≤ Lσ
t2q−1
1

2q − 1

∫ t1

0

E ‖(T (t2 − s)− T (t1 − s))σ(s, x(s))ds‖2

+Lσ

(∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)2ds

)(∫ t1

0

E ‖T (t2 − s)σ(s, x(s))‖2 ds

)
+Lσ

(t2 − t1)2q−1

1− 2q

(
CM0

Γ(q)

)2 ∫ t2

t1

E ‖T (t2 − s)σ(s, x(s))‖2 ds.

À l’aide de la continuité forte de T (t) et le théorème de la convergence dominée de

Lebesgue, nous concluons que le côté droit des inégalités ci-dessus tend vers zéro

quand t2 − t1 → 0. Ainsi, nous concluons que Fα(x)(t) est continue à droite de [0, b).

Une manière similaire de la preuve montre qu’il est continu à gauche de (0, b].

Théorème 2.1.1. Supposons les hypothèses (i) et (ii) sont satisfaites. Alors, le système

(2.1)–(2.2) a une solution mild sur J .

Preuve. Nous démontrons l’existence d’un point fixe de l’opérateur Fα en utilisant le

principe de l’application contractante. Nous montrons en premier, que Fα(H2) ⊂ H2.

Soit x ∈ H2. De (2.9), nous obtenons

E ‖Fαx(t)‖2 ≤ 4

[
sup
t∈J

4∑
i=1

E ‖Πx
i (t)‖

2

]
. (2.10)

En utilisant les hypothèses (i)-(ii), le lemme 2.1.3., et des calculs standards on obtient

sup
t∈J

E ‖Πx
1(t)‖2 ≤ C2M2

0‖L‖2
[
‖x0‖2 + k2(1 + ‖x‖2)

]
(2.11)
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et

sup
t∈J

4∑
i=2

E ‖Πx
i (t)‖

2 ≤
(
CM0

Γ(q)

)2
b2q−1

2q − 1
‖B‖2 N̂

(
1

b
+ ‖x‖2

H2

)
+

(
CM0

Γ(q)

)2 [
b2q−1

2q − 1
N2 −

b2q−1

2q − 1
L2Lσ

] (
1 + ‖x‖2

H2

)
. (2.12)

Par conséquent (2.10)–(2.12) impliquant E ||Fαx||2H2
<∞. Par le lemme 2.2.1.,

Fαx ∈ H2. Ainsi, pour chaque α > 0, l’opérateur Fα applique H2 sur lui même.

Ensuite, nous utilisons le théorème de point fixe de Banach pour prouver que Fα a un

unique point fixe dans H2. Nous supposons qu’il existe un n naturelle telle que F n
α est

une contraction de H2. En effet, soit x, y ∈ H2, nous avons

E ‖(Fαx)(t)− (Fαy)(t)‖2 ≤ 4
4∑
i=1

E ‖Πx
i (t)− Πy

i (t)‖
2

≤ 4k1C
2M2

0‖L‖2E‖x(t)− y(t)‖2

+ 4

(
CM0

Γ(q)

)2 [
M̂‖B‖2 b

2q−1

2q − 1
+

b2q−1

2q − 1
N1 +

b2q−1

2q − 1
L1Lσ

]
×E ‖x(t)− y(t)‖2 .

Ainsi, on obtient une constante réelle positive γ(α) telle que

E ‖(Fαx)(t)− (Fαy)(t)‖2 ≤ γ(α)E ‖x(t)− y(t)‖2 , (2.13)

pour tout t ∈ J et tout x, y ∈ H2. Pour tout nombre naturel n, il résulte de l’itération

successive de l’inégalité ci-dessus (2.13) que, en prenant la borne supérieure sur J ,

‖(F n
αx)(t)− (F n

α y)(t)‖2
H2
≤ γn(α)

n!
‖x− y‖2

H2
. (2.14)

Pour tout α > 0 fixé, pour n suffisamment grand, γn(α)
n!

< 1. Il résulte de (2.14) que F n
α

est une contraction, ainsi que le principe de contraction assure que l’opérateur Fα a

un unique point fixe xα dans H2, qui est une solution mild de (2.1)–(2.2).

Théorème 2.1.2. Supposons que les hypothèses (i) - (iii) sont satisfaites, de plus si les

fonctions f et σ sont uniformément bornées et {T (t) : t ≥ 0} est compact, alors le système

(2.1)–(2.2) est approximativement contrôlable sur J .
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Preuve. Soit xα un point fixe de Fα. En utilisant le théorème de Fubini stochastique,

on peut avoir facilement que

xα(b) = x̃b − α(αI + Ψ)−1 (Ex̃b − S(b)L [x0 − g (x)])

+α

∫ b

0

(αI + Ψb
s)
−1(b− s)q−1T (b− s)f(s, xα(s))ds

+α

∫ b

0

(αI + Ψb
s)
−1[(b− s)q−1T (b− s)σ(s, xα(s))− ϕ̃(s)]dw(s).

Il résulte de l’hypothèse sur f, g et σ qu’il existe D̂ > 0 tel que

‖f(s, xα(s))‖2 + ‖g(xα(s))‖2 + ‖σ(s, xα(s))‖2 ≤ D̂ (2.15)

pour tout s ∈ J . Alors, il se trouve une sous-suite notée par

{f(s, xα(s)), g(xα(s)), σ(s, xα(s))} qui converge faiblement à certains {f(s), g(s), σ(s)}

dans Y 2 × L0
2.

De l’équation précédente, nous avons

E ‖xα(b)− x̃b‖2

≤ 8E
∥∥α(αI + Ψb

0)−1(Ex̃b − S(b)Lx0)
∥∥2

+8E‖α(αI + Ψb
0)−1‖2‖S(b)L(g(xα(s))− g(s))‖2

+8E‖α(αI + Ψb
0)−1‖2‖S(b)Lg(s)‖2

+8E

(∫ b

0

(b− s)q−1
∥∥α(αI + Ψb

s)
−1ϕ̃(s)

∥∥2

L0
2
ds

)
+8E

(∫ b

0

(b− s)q−1
∥∥α(αI + Ψb

s)
−1
∥∥ ‖T (b− s)(f(s, xα(s))− f(s))‖ ds

)2

+8E

(∫ b

0

(b− s)q−1
∥∥α(αI + Ψb

s)
−1T (b− s)f(s)

∥∥ ds)2

+8E

(∫ b

0

(b− s)q−1
∥∥α(αI + Ψb

s)
−1
∥∥ ‖T (b− s)(σ(s, xα(s))− σ(s))‖2

L0
2
ds

)
+8E

(∫ b

0

(b− s)q−1
∥∥α(αI + Ψb

s)
−1T (b− s)σ(s)

∥∥2

L0
2
ds

)
.
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En utilisant l’hypothèse (iii), pour tout 0 ≤ s < b l’opérateur α(αI + Ψb
s)
−1 → 0

fortement quand α→ 0+ et de plus ‖α(αI + Ψb
s)
−1‖ ≤ 1. Ainsi, par le théorème de

convergence dominée de Lebesgue et la compacité des deux opérateurs S(t) et T (t)

implique que E‖xα(b)− x̃b‖2 → 0 quand α→ 0+. Par conséquent, la contrôlabilité

approchée de (2.1)–(2.2) a été prouvée.

Afin d’illustrer les résultats abstraits de ce chapitre, nous donnons l’exemple suivant.

2.3 Exemple

Considérons le système stochastique fractionnaire de type Sobolev avec condition

non-locale

∂q

∂tq
[x (t, z)− xzz (t, z)]− ∂2

∂z2
x (t, z) = µ (t, z)+f̂ (t, x (t, z))+σ̂ (t, x (t, z))

dŵ (t)

dt
, (2.16)

x (0, z) +
m∑
k=1

ckx(z, tk) = x0 (z) , z ∈ [0, 1] , (2.17)

x (0, t) = x (1, t) = 0, t ∈ J, (2.18)

où 0 < q ≤ 1, 0 < t1 < ... < tm < b et ck sont des constantes positives, k = 1, ...,m; les

fonctions x(t)(z) = x(z, t), f(t, x(t))(z) = f̂(t, x(z, t)), σ(t, x(t))(z) = σ̂(t, x(z, t)) et

g(x(t))(z) =
∑m

k=1 ckx(z, tk). L’opérateur linéaire borné B : U → X est défini par

Bu(t)(z) = µ(z, t), 0 ≤ z ≤ 1, u ∈ U ; ŵ (t) est un mouvement Brownien standard

unidimensionel défini sur l’espace de probabilité filtré (Ω,Γ, P ).

Soit X = E = U = L2[0, 1], on définit les opérateurs L : D(L) ⊂ X → Y et

M : D(M) ⊂ X → Y par Lx = x− x88 et Mx = −x88 où les domaines D(L) et D(M)

sont donnés par

{x ∈ X : x, x88 sont absolument continues, x88 ∈ X, x(0) = x(1) = 0} .
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Les opérateurs L et M peuvent être écrits respectivement

Lx =
∞∑
n=1

(1 + n2)(x, xn)xn, x ∈ D(L)

Mx =
∞∑
n=1

−n2(x, xn)xn, x ∈ D(M),

où xn(z) =
(√

2/π
)

sinnz, n = 1, 2, ... est l’ensemble orthogonal de fonctions propres

de M . De plus, pour tout x ∈ X nous avons

L−1x =
∞∑
n=1

1

1 + n2
(x, xn)xn,

ML−1x =
∞∑
n=1

−n2

1 + n2
(x, xn)xn,

S(t)x =
∞∑
n=1

exp

(
−n2t

1 + n2

)
(x, xn)xn.

Il est facile de voir que L−1 est compact, borné avec ||L−1|| ≤ 1 et ML−1 génère le

semi-groupe fortement continu ci-dessus S(t) sur Y avec ||S(t)|| ≤ e−t ≤ 1. Par

conséquent, avec les choix ci-dessus, le système (2.16)–(2.18) peut s’écrire comme une

formulation abstraite de (2.1)–(2.2) et ainsi le Théorème 2.1.1. permet de garantir

l’existence d’une solution mild de (2.16)–(2.18). D’autre part, il est facile de voir que

le système de contrôle déterministe linéaire fractionnaire de type Sobolev correspond

à (2.16)–(2.18) est approximativement contrôlable sur J , ce qui signifie que toutes les

conditions du Théorème 2.1.2. sont satisfaites. Ainsi, le système de contrôle

stochastique fractionnaire de type Sobolev (2.16)–(2.18) est approximativement

contrôlable sur J .
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Chapitre 3

Contrôlabilité approchée des
équations différentielles
stochastiques fractionnaires non
linéaires non locales de type Sobolev
dans les espaces de Hilbert
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Dans ce chapitre nous présentons un nouveau concept dans l’analyse stochastique

que nous nous présentons une condition non locale donnée en terme stochastique

avec la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, puis nous utilisons cet

outil pour établir la contrôlabilité approchée d’une classe d’équations différentielles

stochastiques fractionnaires non linéaires de type Sobolev dans les espaces de

Hilbert. Nous utilisons l’inégalité de Hölder, la technique du point fixe, le calcul

fractionnaire, l’analyse stochastique et quelques méthodes adoptées directement

dans les problèmes de contrôle déterministes pour les principaux résultats. Un

nouvel ensemble de conditions suffisantes est formulé et prouvé pour le système de

contrôle stochastique fractionnaire approximativement contrôlable. Un exemple est

donné pour illustrer les résultats abstraits.

3.1 Position du problème

Nous sommes concerné par le système stochastique fractionnaire non-local de type

Sobolev suivant :

CDq
t [Lx(t)] = Mx(t) +Bu(t) + f(t, x(t)) + σ1(t, x(t))

dw1(t)

dt
, (3.1)

LD1−q
t x(t)|t=0 = σ2(t, x(t))

dw2(t)

dt
, (3.2)

où CDq
t et LD1−q

t sont la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et

Riemann–Liouville d’ordre q, 0 < q ≤ 1, et t ∈ J = [0, b] . Soient X et Y deux espaces

de Hilbert, et l’état x(·) prend ses valeurs dans X. Supposons que les opérateurs

L : D (L) ⊂ X → Y et M : D (M) ⊂ X → Y. La fonction de contrôle u (·) ∈

L2
Γ(J, U), l’espace des fonctions de contrôles admissibles avec U est un espace de

Hilbert. B est un opérateur linéaire borné de U dans Y ; f : J ×X → Y,

σ1 : J ×X → L0
2 et σ2 : J ×X → L0

2 sont des fonctions appropriées ; x0 est une

variable aléatoire à valeurs dans X, Γ0−mesurable indépendante de w1 et w2.
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Il convient de réécrire le problème (3.1)-(3.2) selon l’équation intégrale équivalente

Lx (t) = Lx (0) +
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1[Mx(s) +Bu(s) + f(s, x(s))]ds

+
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1σ1(s, x(s))dw1(s), (3.3)

à condition que l’intégrale dans (3.3) existe.

Remarque 3.1.1. Notons que :

(a) Pour la condition non locale, la fonction x(0) dépend de t.

(b) La dérivée fractionnaire au sens de Riemann–Liouville de x(0) est bien définie et

LD1−q
t x(0) 6= 0.

(c) La fonction x(0) prend la forme x0 + 1
Γ(1−q)

∫ t
0
(t− s)−qσ2(s, x(s))dw2(s), où

x(0)|t=0 = x0.

(d) Les intégrales explicites et implicites données dans (3.3) existent (prises au sens

de Bochner).

Soit
(
Ω,Γ, (Γt)t∈J , P

)
un espace probabilisé filtré. Nous considérons quatre espaces

de Hilbert séparables réels X, Y, E et U , w1 et w2 deux processus Q−Wiener sur

(Ω,Γb, P ) avec Q est l’opérateur de covariance, linéaire et borné tel que trQ <∞.

Nous supposons qu’il existe des systèmes orthonormaux complets {e1,n}n≥1, {e2,n}n≥1

dans E, suites bornées de nombres réels positifs {λ1,n}, {λ2,n} tels que

Qe1,n = λ1,ne1,n, Qe2,n = λ2,ne2,n, n = 1, 2, ..., et suites {β1,n}n≥1, {β2,n}n≥1 de

mouvements browniens indépendants tels que

〈w1(t), e1〉 =
∞∑
n=1

√
λ1,n 〈e1,n, e1〉 β1,n(t), e1 ∈ E, t ∈ J,

〈w2(t), e2〉 =
∞∑
n=1

√
λ2,n 〈e2,n, e2〉 β2,n(t), e2 ∈ E, t ∈ J,
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et Γt = Γw1,w2
t , où Γw1,w2

t est la sigma algèbre engendrée par

{(w1 (s) , w2 (s)) : 0 ≤ s ≤ t}. Soit L0
2 = L2

(
Q1/2E,X

)
l’espace de tous les opérateurs

Hilbert-Schmidt de Q1/2E en X muni de la norme

‖ψ‖2
L0
2

=
∑∞

k=1

∥∥∥ψQ 1
2 ek

∥∥∥2

= tr [ψQψ∗], ψ ∈ L0
2, où {ek} est un système orthonormé

complet dans E. Soit L2 (Γb, X) l’espace de Banach de toutes les variables aléatoires à

valeurs dans l’espace de Hilbert X, carrés intégrables et Γb−mesurables. E (·) désigne

l’espérance par rapport la mesure P. Soit C(J, L2(Γ, X)) l’espace de Hilbert des

applications continues de J en L2(Γ, X) tel que supt∈J E ||x(t)||2 <∞. Soit H2(J,X) le

sous-espace fermé de C(J, L2(Γ, X)) constitué de processus à valeurs dans X et

Γt−mesurable x ∈ C(J ;L2(Γ, X)) muni de la norme ||x||H2
= (supt∈J E ||x(t)||2X)1/2

Maintenant, nous présentons la solution mild du problème (3.1)-(3.2)

Définition 3.1.1. (comparer avec [27, 32] et [34, 80]) Un processus stochastique

x ∈ H2(J,X) est une solution mild de (3.1)–(3.2) si pour chaque contrôle u ∈ L2
Γ(J, U), elle

satisfait l’équation intégrale suivante,

x(t) = S(t)L
[
x0 + 1

Γ(1−q)

∫ t
0
(t− s)−qσ2(s, x(s))dw2(s)

]
+
∫ t

0
(t− s)q−1T (t− s)[Bu(s) + f(s, x(s))]ds

+
∫ t

0
(t− s)q−1T (t− s)σ1(s, x(s))dw(s),

(3.4)

où S(t) et T (t) sont des opérateurs caractéristiques donnés par

S(t) =

∫ ∞
0

L−1ξq(θ)S(tqθ)dθ et T (t) = q

∫ ∞
0

L−1θξq(θ)S(tqθ)dθ.

Ici, S(t) est un C0−semi-groupe engendré par l’opérateur linéaire ML−1 : Y → Y ; ξq est

une fonction de densité de probabilité définie sur (0,∞), où ξq(θ) ≥ 0, θ ∈ (0,∞) et∫∞
0
ξq(θ)dθ = 1.

Ci-dessous nous imposons les conditions suivantes sur les données de notre

problème :

(i) Pour tout t ≥ 0 fixé, S(t) et T (t) sont des opérateurs linéaires bornés, i.e., pour

tout x ∈ X ,

‖S(t)x‖ ≤ CM0‖x‖, ‖T (t)x‖ ≤ CM0

Γ(q)
‖x‖.
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(ii) Les fonctions f : J ×X → Y, σ1 : J ×X → L0
2 et σ2 : J ×X → L0

2 satisfont les

conditions de la croissance linéaire et de Lipschitz. De plus, il existe des constantes

positives N1, N2 > 0, L1, L2 > 0 et k1, k2 > 0 telle que

‖f(t, x)− f(t, y)‖2 ≤ N1‖x− y‖2, ‖f(t, x)‖2 ≤ N2(1 + ‖x‖2),

‖σ1(t, x)− σ1(t, y)‖2
L0
2
≤ L1‖x− y‖2, ‖σ1(t, x)‖2

L0
2
≤ L2(1 + ‖x‖2),

‖σ2(t, x)− σ2(t, y)‖2
L0
2
≤ k1‖x− y‖2, ‖σ2(t, x)‖2

L0
2
≤ k2(1 + ‖x‖2).

(iii) Le système stochastique linéaire est approximativement contrôlable sur J .

Pour chaque 0 ≤ t < b, l’opérateur α(αI + Ψb
0)−1 → 0 dans la topologie forte des

opérateurs quand α→ 0+, où Ψb
0 =

∫ b
0
(b− s)2(q−1)T (b− s)BB∗T ∗(b− s)ds est le

Gramian de contrôlabilité, B∗ est l’adjoint de B et T ∗(t) représente l’adjoint de T (t).

Nous remarquons que le système de contrôle déterministe linéaire fractionnaire non

local de type Sobolev

CDq
t [Lx(t)] = Mx(t) +Bu(t), t ∈ J, (3.5)

x(0) = x0, (3.6)

associé à (3.1)–(3.2) est approximativement contrôlable sur J ssi l’opérateur

α(αI + Ψb
0)−1 → 0 fortement quand α→ 0+. La contrôlabilité approchée pour le

système de contrôle déterministe linéaire fractionnaire (3.5)–(3.6) est une

généralisation naturelle de la contrôlabilité approchée du système de contrôle linéaire

du premier ordre (q = 1 et L est l’identité).

Définition 3.1.2. Le système (3.1)–(3.2) est approximativement contrôlable sur J si

<(b) = L2(Ω,Γb, X), où

<(b) = {x(b) = x(b, u) : u ∈ L2
Γ(J, U)},

où L2
Γ(J, U), est le sous-espace fermé de L2

Γ(J × Ω;U), constitué de tous les processus

stochastiques à valeurs dans U, Γt−adapté.
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Maintenant, pour tout α > 0 et x̃b ∈ L2(Γb, X), nous définissons la fonction de

contrôle sous la forme suivante

uα(t, x)

= B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)
[
(αI + Ψb

0)−1

{
Ex̃b

−S(b)L

(
x0 +

1

Γ(1− q)

∫ t

0

(t− s)−qσ2(s, x(s))dw2(s)

)}
+

∫ t

0

(αI + Ψb
0)−1ϕ̃(s)dw1(s)

]
−B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)

∫ t

0

(αI + Ψb
0)−1(b− s)q−1T (b− s)f(s, x(s))ds

−B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)
∫ t

0

(αI + Ψb
0)−1(b− s)q−1T (b− s)σ1(s, x(s))dw1(s).

Lemme 3.1.1. Il existe des constantes réelles positives M̂, N̂ telle que pour tout x, y ∈ H2, on

a

E ||uα(t, x)− uα(t, y)||2 ≤ M̂E ||x(t)− y(t)||2 , (3.7)

E ||uα(t, x)||2 ≤ N̂

(
1

b
+ E ‖x(t)‖2

)
. (3.8)

Preuve. Nous commençons à prouver (3.7). Soit x, y ∈ H2, de l’inégalité de Hölder, le

lemme 2.1.1 et l’hypothèse sur les données, nous obtenons

E ||uα(t, x)− uα(t, y)||2

≤ 3E

∥∥∥∥B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)(αI + Ψb
0)−1 S(b)L

Γ(1− q)

×
∫ t

0

(t− s)−q[σ2(s, x(s))− σ2(s, y(s))]dw2(s)

∥∥∥∥2

+3E

∥∥∥∥B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)
∫ t

0

M̂1[f(s, x(s))− f(s, y(s))]ds

∥∥∥∥2

+3E

∥∥∥∥B∗(b− t)q−1T ∗(b− t)
∫ t

0

M̂1[σ1(s, x(s))− σ1(s, y(s))]dw1(s)

∥∥∥∥2

≤ 3

α2
‖B‖2 (b)2q−2

(
CM0

Γ(q)

)2(
CM0‖L‖
Γ(1− q)

)2
b−2q+1

(−2q + 1)
k1

∫ t

0

E ‖x(s)− y(s)‖2 ds

+
3

α2
‖B‖2 (b)2q−2

(
CM0

Γ(q)

)4
b2q−1

(2q − 1)
N1

∫ t

0

E ‖x(s)− y(s)‖2 ds

+
3

α2
‖B‖2 (b)2q−2

(
CM0

Γ(q)

)4
b2q−1

(2q − 1)
L1

∫ t

0

E ‖x(s)− y(s)‖2 ds

≤ M̂E ‖x(t)− y(t)‖2 ,
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où

M̂1 = (αI + Ψb
0)−1(b− s)q−1T (b− s)

et

M̂ =
3

α2
‖B‖2(b)2q−2

{(
CM0

Γ(q)

)2(
CM0‖L‖
Γ(1− q)

)2
b−2q+1

(−2q + 1)
bk1

+

(
CM0

Γ(q)

)4
b2q−1

(2q − 1)
b[N1 + L1]

}

La preuve de l’inégalité (3.8) est similaire à celle de (3.7).

3.2 Contrôlabilité approchée

Dans cette section, nous formulons et prouvons les conditions pour les résultats

d’existence et de la contrôlabilité approchée du système de contrôle dynamique

stochastique fractionnaire non local de type Sobolev (3.1)–(3.2) en utilisant le

principe de l’application contractante. Pour tout α > 0, nous définissons l’opérateur

Fα : H2 → H2 par

Fαx(t) = S(t)L
[
x0 + 1

Γ(1−q)

∫ t
0
(t− s)−qσ2(s, x(s))dw2(s)

]
+
∫ t

0
(t− s)q−1T (t− s)[Buα(s, x) + f(s, x(s))]ds

+
∫ t

0
(t− s)q−1T (t− s)σ1(s, x(s))dw(s).

(3.9)

Nous prouvons le lemme suivant, qui sera utilisé pour les principaux résultats.

Lemme 3.2.1. Pour tout x ∈ H2, Fα(x)(t) est continue sur J dans L2 (Γ, X).

Preuve. Soit 0 ≤ t1 < t2 ≤ b. Alors pour tout x ∈ H2 fixé, de (3.9), on a

E ‖(Fαx)(t2)− (Fαx)(t1)‖2 ≤ 4

[
4∑
i=1

E ‖Πx
i (t2)− Πx

i (t1)‖2

]
.
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De Lemme 2.1.1., nous commençons avec le premier terme

E ‖Πx
1(t2)− Πx

1(t1)‖2

= E

∥∥∥∥S(t2)L

[
x0 +

1

Γ(1− q)

∫ t2

0

(t2 − s)−qσ2(s, x(s))dw2(s)

]
−S(t1)L

[
x0 +

1

Γ(1− q)

∫ t1

0

(t1 − s)−qσ2(s, x(s))dw2(s)

]∥∥∥∥2

≤ E

∥∥∥∥(S(t2)− S(t1))L

[
1

Γ(1− q)

∫ t1

0

(t1 − s)−qσ2(s, x(s))dw2(s)

]∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥S(t2)L

[
1

Γ(1− q)

∫ t1

0

((t2 − s)−q − (t1 − s)−q)σ2(s, x(s))dw2(s)

]∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥S(t2)L

[
1

Γ(1− q)

∫ t2

t1

(t2 − s)−qσ2(s, x(s))dw2(s)

]∥∥∥∥2

≤ ‖L‖2

[
Lσ

t−2q+1
1

(−2q + 1)

(
1

Γ(1− q)

)2

k2(1 + ‖x‖2)

]
E‖S(t2)− S(t1)‖2

+‖S(t2)‖2‖L‖2

[(
1

Γ(1− q)

)2

Lσ

(∫ t1

0

((t2 − s)−q − (t1 − s)−q)2ds

)
×
(∫ t1

0

E‖σ2(s, x(s))‖2ds

)]
+‖S(t2)‖2‖L‖2

[(
1

Γ(1− q)

)2
(t2 − t1)−2q+1

(−2q + 1)
Lσ

∫ t2

t1

E‖σ2(s, x(s))‖2ds

]

La continuité forte de S(t) implique que le côté droit de la dernière inégalité tend

vers zéro quand t2 − t1 → 0.

KERBOUA Mourad Mathématiques Univ.Guelma@2016



3.2 Contrôlabilité approchée 55

Ensuite, il résulte de l’inégalité de Hölder et des hypothèses sur les données que

E ‖Πx
2(t2)− Πx

2(t1)‖2

= E

∥∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)q−1T (t2 − s)Buα(s, x)ds−
∫ t1

0

(t1 − s)q−1T (t1 − s)Buα(s, x)ds

∥∥∥∥2

≤ E

∥∥∥∥∫ t1

0

(t1 − s)q−1(T (t2 − s)− T (t1 − s))Buα(s, x)ds

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)T (t2 − s)Buα(s, x)ds

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t2

t1

(t2 − s)q−1T (t2 − s)Buα(s, x)ds

∥∥∥∥2

≤ t2q−1
1

2q − 1

∫ t1

0

E ‖(T (t2 − s)− T (t1 − s))Buα(s, x)ds‖2

+

(
CM0

Γ(q)

)2

‖B‖2

(∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)2ds

)(∫ t1

0

E ‖uα(s, x)‖2 ds

)
+

(t2 − t1)2q−1

1− 2q

(
CM0

Γ(q)

)2

‖B‖2

∫ t2

t1

E ‖uα(s, x)‖2 ds.

Aussi, nous avons

E ‖Πx
3(t2)− Πx

3(t1)‖2

= E

∥∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)q−1T (t2 − s)f(s, x(s))ds−
∫ t1

0

(t1 − s)q−1T (t1 − s)f(s, x(s))ds

∥∥∥∥2

≤ E

∥∥∥∥∫ t1

0

(t1 − s)q−1(T (t2 − s)− T (t1 − s))f(s, x(s))ds

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)T (t2 − s)f(s, x(s))ds

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t2

t1

(t2 − s)q−1T (t2 − s)f(s, x(s))ds

∥∥∥∥2

≤ t2q−1
1

2q − 1

∫ t1

0

E ‖(T (t2 − s)− T (t1 − s))f(s, x(s))ds‖2

+

(
CM0

Γ(q)

)2(∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)2ds

)(∫ t1

0

E ‖f(s, x(s))‖2 ds

)
+

(t2 − t1)2q−1

1− 2q

(
CM0

Γ(q)

)2 ∫ t2

t1

E ‖f(s, x(s))‖2 ds.
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D’autre part, nous utilisons le lemme 2.1.1. et les hypothèses précédentes, on obtient

E ‖Πx
4(t2)− Πx

4(t1)‖2

= E

∥∥∥∥∫ t2

0

(t2 − s)q−1T (t2 − s)σ1(s, x(s))dw1(s)−
∫ t1

0

(t1 − s)q−1T (t1 − s)σ1(s, x(s))dw1(s)

∥∥∥∥2

≤ E

∥∥∥∥∫ t1

0

(t1 − s)q−1(T (t2 − s)− T (t1 − s))σ1(s, x(s))dw1(s)

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)T (t2 − s)σ1(s, x(s))dw1(s)

∥∥∥∥2

+E

∥∥∥∥∫ t2

t1

(t2 − s)q−1T (t2 − s)σ1(s, x(s))dw1(s)

∥∥∥∥2

≤ Lσ
t2q−1
1

2q − 1

∫ t1

0

E ‖(T (t2 − s)− T (t1 − s))σ1(s, x(s))ds‖2

+Lσ

(∫ t1

0

((t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1)2ds

)(∫ t1

0

E ‖T (t2 − s)σ1(s, x(s))‖2 ds

)
+Lσ

(t2 − t1)2q−1

1− 2q

(
CM0

Γ(q)

)2 ∫ t2

t1

E ‖T (t2 − s)σ1(s, x(s))‖2 ds.

Ainsi à l’aide de la continuité forte de T (t) et le théorème de convergence dominée de

Lebesgue, nous concluons que le côté droit des inégalités ci-dessus tend vers zéro

quand t2 − t1 → 0. Ainsi, nous concluons que Fα(x)(t) est continue à droite de [0, b).

Un argument similaire montre qu’il est également continu à gauche de (0, b].

Théorème 3.1.1. Supposons les hypothèses (i) et (ii) sont satisfaites. Alors, le système

(3.1)–(3.2) a une solution mild sur J .

Preuve. Nous démontrons l’existence d’un point fixe de l’opérateur Fα en utilisant le

principe de l’application contractante. Nous montrons en premier, que Fα(H2) ⊂ H2.

Soit x ∈ H2. De (3.9), nous obtenons

E ‖Fαx(t)‖2 ≤ 4

[
sup
t∈J

4∑
i=1

E ‖Πx
i (t)‖

2

]
. (3.10)

En utilisant les hypothèses (i)-(ii), le lemme 3.1.1., et des calculs standards on obtient

sup
t∈J

E ‖Πx
1(t)‖2 ≤ C2M2

0‖L‖2

[
‖x0‖2 +

(
1

Γ(1− q)

)2
b−2q+1

(−2q + 1)
Lσk2(1 + ‖x‖2)

]
(3.11)
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et

sup
t∈J

4∑
i=2

E ‖Πx
i (t)‖

2 ≤
(
CM0

Γ(q)

)2
b2q−1

2q − 1
‖B‖2 N̂

(
1

b
+ ‖x‖2

H2

)
(3.12)

+

(
CM0

Γ(q)

)2 [
b2q−1

2q − 1
N2 −

b2q−1

2q − 1
L2Lσ

] (
1 + ‖x‖2

H2

)
. (3.13)

Par conséquent (3.10)–(3.13) impliquant E ||Fαx||2H2
<∞. Par le lemme 3.2.1.,

Fαx ∈ H2. Ainsi, pour chaque α > 0, l’opérateur Fα applique H2 sur lui même.

Ensuite, nous utilisons le théorème de point fixe de Banach pour prouver que Fα a un

unique point fixe dans H2. Nous supposons qu’il existe un n naturelle telle que F n
α est

une contraction de H2. En effet, soit x, y ∈ H2, nous avons

E ‖(Fαx)(t)− (Fαy)(t)‖2 ≤ 4
4∑
i=1

E ‖Πx
i (t)− Πy

i (t)‖
2

≤ 4k1C
2M2

0‖L‖2Lσ

(
1

Γ(1− q)

)2
b−2q+1

(−2q + 1)
E‖x(t)− y(t)‖2

+ 4

(
CM0

Γ(q)

)2 [
M̂‖B‖2 b

2q−1

2q − 1
+

b2q−1

2q − 1
N1 +

b2q−1

2q − 1
L1Lσ

]
×E ‖x(t)− y(t)‖2 .

Ainsi, on obtient une constante réelle positive γ(α) telle que

E ‖(Fαx)(t)− (Fαy)(t)‖2 ≤ γ(α)E ‖x(t)− y(t)‖2 , (3.14)

pour tout t ∈ J et tout x, y ∈ H2. Pour tout nombre naturel n, il résulte de l’itération

successive de l’inégalité ci-dessus (3.14) que, en prenant la borne supérieure sur J ,

‖(F n
αx)(t)− (F n

α y)(t)‖2
H2
≤ γn(α)

n!
‖x− y‖2

H2
. (3.15)

Pour tout α > 0 fixé, pour n suffisamment grand, γn(α)
n!

< 1. Il résulte de (3.15) que F n
α

est une contraction, ainsi que le principe de contraction assure que l’opérateur Fα a

un unique point fixe xα dans H2, qui est une solution mild de (3.1)–(3.2).

Théorème 3.1.2. Supposons que les hypothèses (i) - (iii) sont satisfaites, de plus si les

fonctions f, σ1 et σ2 sont uniformément bornées et {T (t) : t ≥ 0} est compact, alors le

système (3.1)–(3.2) est approximativement contrôlable sur J .
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Preuve. Soit xα un point fixe de Fα. En utilisant le théorème de Fubini stochastique,

on peut avoir facilement que

xα(b) = x̃b − α(αI + Ψ)−1

(
Ex̃b − S(b)L

[
x0 +

1

Γ(1− q)

∫ t

0

(t− s)−qσ2(s, xα(s))dw2(s)

])
+α

∫ b

0

(αI + Ψb
s)
−1(b− s)q−1T (b− s)f(s, xα(s))ds

+α

∫ b

0

(αI + Ψb
s)
−1[(b− s)q−1T (b− s)σ1(s, xα(s))− ϕ̃(s)]dw1(s).

Il résulte de l’hypothèse sur f, σ1 et σ2 qu’il existe D̂ > 0 tel que

‖f(s, xα(s))‖2 + ‖σ1(s, xα(s))‖2 + ‖σ2(s, xα(s))‖2 ≤ D̂ (3.16)

pour tout s ∈ J . Alors, il se trouve une sous-suite notée par

{f(s, xα(s)), σ1(s, xα(s)), σ2(s, xα(s))} qui converge faiblement à certains

{f(s), σ1(s), σ2(s)} dans Y × L0
2 × L0

2.

De l’équation précédente, nous avons

E ‖xα(b)− x̃b‖2

≤ 8E
(∥∥α(αI + Ψb

0)−1(Ex̃b − S(b)Lx0)
∥∥2
)

+8E

(
‖α(αI + Ψb

0)−1‖2‖S(b)L
1

Γ(1− q)
‖2

∫ b

0

(b− s)−q ‖σ2(s, xα(s))− σ2(s))‖2
L0
2
ds

)
+8E

(
‖α(αI + Ψb

0)−1‖2‖S(b)L
1

Γ(1− q)
‖2

∫ b

0

(b− s)−q ‖σ2(s))‖2
L0
2
ds

)
+8E

(∫ b

0

(b− s)q−1
∥∥α(αI + Ψb

s)
−1ϕ̃(s)

∥∥2

L0
2
ds

)
+8E

(∫ b

0

(b− s)q−1
∥∥α(αI + Ψb

s)
−1
∥∥ ‖T (b− s)(f(s, xα(s))− f(s))‖ ds

)2

+8E

(∫ b

0

(b− s)q−1
∥∥α(αI + Ψb

s)
−1T (b− s)f(s)

∥∥ ds)2

+8E

(∫ b

0

(b− s)q−1
∥∥α(αI + Ψb

s)
−1
∥∥ ‖T (b− s)(σ1(s, xα(s))− σ1(s))‖2

L0
2
ds

)
+8E

(∫ b

0

(b− s)q−1
∥∥α(αI + Ψb

s)
−1T (b− s)σ1(s)

∥∥2

L0
2
ds

)
.
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D’autre part, par l’hypothèse (iii), pour tout 0 ≤ s < b l’opérateur α(αI + Ψb
s)
−1 → 0

fortement quand α→ 0+ et de plus ‖α(αI + Ψb
s)
−1‖ ≤ 1. Ainsi, par le théorème de

convergence dominée de Lebesgue et la compacité des deux opérateurs S(t) et T (t)

implique que E‖xα(b)− x̃b‖2 → 0 quand α→ 0+. Par conséquent, nous concluons la

contrôlabilité approchée de (3.1)–(3.2).

Afin d’illustrer les résultats abstraits de ce chapitre, nous donnons l’exemple suivant.

3.3 Exemple

Considérons le système de contrôle stochastique fractionnaire non-local de type

Sobolev suivant :

∂q

∂tq

[
x(z, t)− xzz(z, t)

]
− ∂2

∂z2
x(z, t) = µ(z, t) + f̂(t, x(z, t)) + σ̂(t, x(z, t))

dŵ1(t)

dt
, (3.17)

x(z, 0) = x0(z) +
1

Γ(1− q)

m∑
k=1

ck

∫ t

0

(t− s)−qx(z, tk)dŵ2(s), z ∈ [0, 1], (3.18)

x(0, t) = x(1, t) = 0, t ∈ J, (3.19)

où 0 < q ≤ 1, 0 < t1 < ... < tm < b et ck sont des constantes positives, k = 1, ...,m ; les

fonctions x(t)(z) = x(z, t), f(t, x(t))(z) = f̂(t, x(z, t)), σ1(t, x(t))(z) = σ̂(t, x(z, t)) et

σ2(t, x(t))(z) =
∑m

k=1 ckx(z, tk). L’opérateur linéaire borné B : U → X est défini par

Bu(t)(z) = µ(z, t), 0 ≤ z ≤ 1, u ∈ U ; ŵ1(t) et ŵ2(t) sont deux versions du mouvements

browniens standard unidimensionnels et définis sur l’espace de probabilité filtré

(Ω,Γ, P ).

Soit X = E = U = L2[0, 1], on définit les opérateurs L : D(L) ⊂ X → Y et

M : D(M) ⊂ X → Y par Lx = x− x′′ et Mx = −x′′ où les domaines D(L) et D(M)

sont donnés par

{x ∈ X : x, x′ sont absolument continues, x′′ ∈ X, x(0) = x(1) = 0}.

Ensuite L et M peuvent être écrits respectivement par

Lx =
∞∑
n=1

(1 + n2)(x, xn)xn, x ∈ D(L) et Mx =
∞∑
n=1

−n2(x, xn)xn, x ∈ D(M),

KERBOUA Mourad Mathématiques Univ.Guelma@2016



3.3 Exemple 60

où xn(z) = (
√

2/π) sinnz, n = 1, 2, ... est l’ensemble orthogonal de fonctions propres

de M . De plus, pour tout x ∈ X nous avons

L−1x =
∞∑
n=1

1

1 + n2
(x, xn)xn, ML−1x =

∞∑
n=1

−n2

1 + n2
(x, xn)xn,

et

S(t)x =
∞∑
n=1

exp

(
−n2t

1 + n2

)
(x, xn)xn.

Il est facile de voir que L−1 est compact, borné avec ||L−1|| ≤ 1 et ML−1 génère le

semi-groupe fortement continu ci-dessus S(t) sur Y avec ||S(t)|| ≤ e−t ≤ 1. Par

conséquent, avec les choix ci-dessus, le système (3.17)–(3.19) peut s’écrire comme une

formulation abstraite de (3.1)–(3.2) et ainsi le Théorème 3.1.1. permet de garantir

l’existence d’une solution mild de (3.17)–(3.19). D’autre part, il est facile de voir que

le système de contrôle déterministe linéaire fractionnaire de type Sobolev correspond

à (3.17)–(3.19) est approximativement contrôlable sur J , ce qui signifie que toutes les

conditions du Théorème 3.1.2. sont satisfaites. Ainsi, le système de contrôle

stochastique fractionnaire de type Sobolev (3.17)–(3.19) est approximativement

contrôlable sur J .
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3.4 Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse, nous avons établi des résultats de contrôlabilité approchée pour

deux classes de systèmes de contrôle stochastiques fractionnaires non locaux de type

Sobolev. Des conditions suffisantes pour la contrôlabilité approchée d’une classe de

systèmes de contrôle dynamiques décrits par des équations différentielles

stochastiques fractionnaires non locales de type Sobolev dans des espaces de Hilbert

sont considérées. En utilisant la technique du point fixe, les calculs fractionnaires,

l’analyse stochastique, et quelques méthodes adoptées directement à partir des

problèmes de contrôle déterministes. En particulier, les conditions sont formulées et

prouvées dans l’hypothèse où la contrôlabilité approchée du système de contrôle

dynamique stochastique non linéaire est impliquée par la contrôlabilité approchée de

sa partie linéaire correspondante. Plus précisément, le problème de la contrôlabilité

est transformé en un problème de point fixe pour un opérateur non linéaire approprié

dans un espace de fonctions. Les principaux outils utilisés sont les conditions

requises ci-dessus, nous garantissent l’existence d’un point fixe de cet opérateur et

l’étude de la contrôlabilité des systèmes considérés. Une synthèse de ces résultats a

fait l’objet d’une première publication dans une revue de renommée établie [40].

Ainsi, les résultats de la contrôlabilité approchée à la classe d’équations différentielles

stochastiques fractionnaires non locales non linéaires de type Sobolev sont étudiés.

En utilisant l’inégalité de Hölder, la technique de point fixe, le calcul fractionnaire,

l’analyse stochastique et quelques méthodes adoptées directement dans les

problèmes de contrôle déterministes pour les principaux résultats. De plus, un

ensemble de conditions est formulé et prouvé pour le système de contrôle

stochastique fractionnaire approximativement contrôlable. Ces résultats ont fait

l’objet d’une deuxième publication dans une revue de renommée établie [41].

Enfin, vu la nouveauté de ce domaine très riche en questions ouvertes ; par

conséquent différentes perspectives peuvent être lancées à la suite de ce travail.
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En effet, les modèles du phénomène de convection-diffusion des fluides idéaux

modélisées par des équations différentielles stochastiques dégénérés intervenant

dans une grande variété d’applications importantes, y compris, par exemple, deux ou

trois flux de phase dans un milieu poreux ou des processus de consolidation de la

sédimentation. Cependant, au mieux de notre connaissance, aucun résultat existe

encore sur la contrôlabilité approchée pour les systèmes stochastiques fractionnaires

dégénérés.

Finalement, après avoir effectué quelques hypothèses appropriées, en utilisant les

idées et techniques que dans ce travail, on peut établir les résultats de contrôlabilité

approchée pour une classe d’équations différentielles stochastiques fractionnaire

dégénérés qui occupe une place appréciable dans l’ordre de nos perspectives.
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Chapitre 4

Annexes

4.1 Théorèmes du point �xe

Les théorèmes de points fixes sont des outils très utiles en mathématiques et

particulièrement dans la résolution des équations différentielles et intégrales.

En effet, ces théorèmes fournissent des conditions suffisantes pour lesquelles une

fonction donnée admet un point fixe, ainsi on assure l’existence de la solution d’un

problème donné en le transformant en un problème de point fixe, et on détermine

éventuellement ces points fixes qui sont les solutions du problème posé.

Définition 4.1.1. Soit f une application d’un ensemble E dans lui même. On appelle point

fixe de F tout point x ∈ E tel que

F (x) = x.

KERBOUA Mourad Mathématiques Univ.Guelma@2016



4.1 Théorèmes du point fixe 64

En 1922 STEFAN BANACH prouva son fameux résultat dit "principe de contraction de

Banach", ce théorème est le résultat le plus élémentaire et le plus utilisé puisqu’il

n’assure pas seulement l’existence d’un point fixe mais aussi son unicité.

Théorème 4.1.1. (Banach) [55]

Soit E un espace de Banach sur un corps K (K = R ou C), et soit ‖·‖ la norme sur E. Soit D

un sous ensemble fermé de E. Soit F une fonction qui applique D dans D, telle qu’il existe un

nombre γ avec 0 ≤ γ < 1 et

‖Fx− Fy‖ ≤ γ ‖x− y‖ pour tout x, y ∈ D.

Alors il existe un point unique z ∈ D tel que Fz = z.

De plus, si x0 ∈ D et xn = Fxn−1 pour n = 1, 2, ... alors

lim
n−→+∞

xn = z

et on a l’estimation

‖xn − z‖ ≤ γn (1− γ)−1 ‖x1 − x0‖ pour n = 1, 2, ...

Théorème 4.1.2. (Schauder)

Soit D un fermé borné convexe d’un espace de Banach E.

Soit F une fonction complétement continue de D dans D, (c’est à dire qu’elle est continue et

applique les sous ensembles bornés dans les sous ensembles relativement compacts). Alors, il

existe un point z ∈ D tel que Fz = z.

Remarque 4.1.1. Dans le cas où D est compact et convexe, il suffit que F soit continue

pour avoir un point fixe pour F .

Théorème 4.1.3. (Krasnoselskii)

Soit D un sous ensemble fermé borné et convexe de E.

on suppose que les opérateurs B et C vérifient :

(i) Bx+ Cx ∈ D pour tout x ∈ D ;

(ii) C est continu et C (D) compact ;

KERBOUA Mourad Mathématiques Univ.Guelma@2016



4.1 Théorèmes du point fixe 65

(iii) il existe un nombre 0 ≤ γ < 1 tel que ‖Bx−By‖ ≤ γ ‖x− y‖ pour tout x, y ∈ D.

Alors il existe au moins un élement z ∈ D tel que Bz + Cz = z.

Dans sa version généralisée, (iii) est remplacée par la condition suivante :

(iv) Il existe une fonction continue à droite ϕ : [0,+∞) −→ [0,+∞) telle que ϕ (r) ≤ ϕ (s)

pour 0 ≤ r ≤ s, ϕ (r) < r si r > 0, et ‖Bx−By‖ ≤ ϕ ‖x− y‖ pour tout x, y ∈ D.
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4.2 Intégrales au sens de Bochner

Soient E un espace de Banach muni de la norme ‖·‖, (a, b) un intervalle de R et µ une

mesure sur (a, b) donnée par dµ (t) = ω (t) dt où ω est une fonction positive continue

sur (a, b).

{A1, ..., Ak} est une collection finie de sous-ensembles mutuellement disjoints de (a, b)

avec mesures finies µ et {x1, ..., xk} est un ensemble d’éléments de E.

Définition 4.2.1. Une fonction φ définie par

φ (t) =
n∑
i=1

χAi (t)xi, a < t < b

est appelée une fonction simple.

On définit l’intégrale de φ par rapport à la mesure µ sur (a, b) par∫ b

a

φ (t) dµ (t) =
n∑
i=1

χAi (t)xi =
n∑
i=1

(∫
Ai

ω (t) dt

)
xi.

Définition 4.2.2. Une fonction f : (a, b) −→ E est dite mesurable s’il existe une suite de

fonctions simples {φn} de supports inclus dans (a, b) tel que

lim
n−→+∞

‖f (t)− φn (t)‖ = 0, p.p. dans (a, b).

Définition 4.2.3. Une fonction f : (a, b) −→ E est intégrable au sens de Bochner s’il existe

une suite de fonctions simples {φn} telles que ‖f − φn‖ est intégrable au sens de Lebesgue

pour tout n, et

lim
n−→+∞

∫ b

a

‖f (t)− φn (t)‖ dµ (t) = 0,

dans ce cas l’intégrale de Bochner sur (a, b) est définie par∫ b

a

f (t) dµ (t) = lim
n−→+∞

∫ b

a

φn (t) dµ (t) .
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4.3 Opérateurs nucléaires et Hilbert-Schmidt

Les opérateurs nucléaires jouent un rôle important dans la construction des

processus et des intégrales stochastiques à valeurs dans des espaces de Banach. Dans

le cadre Hilbertien, on leur substitue souvent la notion d’opérateurs Hilbert–Schmidt.

Soit E, F deux espaces de Banach et soit L(E,F ) l’espace de Banach de tous les

opérateurs linéaires bornés de E dans F muni de la norme de supremum usuelle.

Notons par E∗ et F ∗ les dualitées de E et F respectivement.

On rappelle qu’un opérateur T ∈ L(E,F ) est dit nucléaire s’il existe deux suites

{ai} ⊂ F et {ϕi} ⊂ E∗ telles que

+∞∑
i=1

‖ai‖F ‖ϕi‖E∗ < +∞,

et pour lesquelles on a la représentation suivante

Tx =
∑
i≥1

aiϕi (x) , x ∈ E.

L’espace de tous les opérateurs nucléaires de E dans F muni de la norme

‖T‖L1 = inf

{
+∞∑
i=1

‖ai‖F ‖ϕi‖E∗ où Tx =
∑
i≥1

aiϕi (x)

}
,

est un espace de Banach, noté L1(E,F ). Si E = F , on note L1(E).

Soit K un autre espace de Banach, il est clair que si T ∈ L1(E,F ) et S ∈ L(F,K) alors

TS ∈ L1(E,K) et ‖TS‖L1(E,K) ≤ ‖T‖ ‖S‖L1(E,K) .

Soit H un espace de Hilbert séparable et soit {ek} un système orthonormé complet

dans H. Si T ∈ L1(H,H) alors nous définissons la trace de l’opérateur nucléaire T

par :

Tr (T ) =
∑
i≥1

〈Tei, ei〉H .

Proposition 4.3.1. Si T ∈ L1(H) alors Tr (T ) est un nombre bien défini indépendant du

choix de la base orthonormée {ek} .
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Corollaire 4.3.1. Si T ∈ L1(H) et S ∈ L(H), alors TS, ST ∈ L1(H) et

Tr (TS) = Tr (ST ) ≤ ‖T‖L1(H) ‖S‖ .

Proposition 4.3.2. Un opérateur positif T ∈ L(H) est nucléaire si et seulement si pour une

base orthonormée {ek} de H ∑
i≥1

〈Tei, ei〉 < +∞.

De plus, dans ce cas, Tr (T ) = ‖T‖L1(H) .

Si (E, 〈·, ·〉E) et (F, 〈·, ·〉F ) désignent deux espaces de Hilbert séparables. Soit {ei} ⊂ E

un système orthonormé complet. Un opérateur linéaire borné T ∈ L(E,F ) est dit

Hilbert–Schmidt si ∑
i≥1

‖Tei‖2
F <∞.

Il est bien connu qu’une telle somme est indépendante de la base choisie. L’ensemble

de tous les opérateurs Hilbert–Schmidt muni de la norme

‖T‖L2(E,F ) =

(∑
i≥1

‖Tei‖2
F

)1/2

,

est un espace de Hilbert, noté L2(E,F ).

Les relations entre opérateurs Hilbert–Schmidt et opérateurs nucléaires (ou à noyau)

peuvent se résumer ainsi : un opérateur T ∈ L(E,F ) est Hilbert–Schmidt si T ∗T est

un opérateur nucléaire sur E ou si TT ∗ est un opérateur nucléaire sur F . Ainsi, on a

‖T‖L2(E,F ) = (Tr (TT ∗))1/2 = (Tr (T ∗T ))1/2 ,

les deux traces ne portant pas sur les mêmes espaces.

On pourra consulter [23] (appendice C) pour plus de détails sur les opérateurs

nucléaires et Hilbert–Schmidt.
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