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Résumé

Nous présentons dans les chapitres 1, 2 et 3 de cette these des outils
d’algebre linéaire et des méthodes de factorisation de matrices structurées
(Hamiltonienne, anti-Hamiltonienne, symplectique). L’utilisation de
telles méthodes est plus efficace de deux points de vu: stabilité
numérique et rapidité de calcul. le chapitre 4, il est principalement dédié
aux matrices symplectiques. Notre principal résultat ici est un théoreme
qui donne une forme de Schur symplectique en utilisant des réflecteurs
orthogonaux et symplectiques. Les résultats numériques montrent

I’efficacité des approches proposeées.

Mots clés et phrases : matrice symplectique, réflecteurs symplectiques,
décomposition  ortho-SR, décomposition SVD , Householder

symplectique, décomposition de Schur.



Abstract

We present in Chapters 1, 2 and 3 of this thesis linear algebra tools
and methods of structured matrix factorization (Hamiltonian, anti-
Hamiltonian, symplectic). The use of such methods is more efficient from
two points of view: numerical stability and speed of calculation. Chapter
4, it is mainly devoted to symplectic matrices. Our main result here is a
theorem that gives a form of Schur symplectic using orthogonal and
symplectic reflectors. Numerical results show the effectiveness of

proposed approaches.

Key words and phrases : symplectic matrix, symplectic reflector, ortho-
SR decomposition, SVD decomposition, symplectic Householder, Schur

decomposition.
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0.1 Table des notations

R
C

€k
sp(A)
A-1
vect (A)
span (eq, ey, ..., €3)
AT
A-T
AH
det(A)
A(A)
tr (A)

.%‘T

[z
<, >

O

le corps des nombres réels.
le corps des nombres complexes.

corps commutatif, le corps de base. En général, R ou C.

I’espace des matrices & m lignes et n colonnes, a coefficients dans R.

I’ensemble des matrices réelles orthogonales.
I’ensemble des matrices réelles d’ordre n.

la matrice identité d’ordre n.

I, s’il n’y a pas de confusion.

la matrice nulle d’ordre n.

la kme colonne de 1.

le spectre de la matrice A.

I'inverse de la matrice A.

Sous-espace engendré par les vecteurs colonnes de la matrice A.

Sous-espace engendré par la famille (e, e, ...,e3) .
la matrice transposée de A.
(AT = (A")~h
le transconjugué de la matrice A.
le déterminant de la matrice A.
valeur propre de la matrice A.
la trace de la matrice A.
le transposé de vecteur .
le transconjugué de vecteur x.
la norme euclidienne du vecteur .
le produit scalaire usuel.

fin de la démonstration.



0.2 Introduction générale

Les premiers vecteurs et valeurs propres viennent des équations différentielles (La-
grange 1759, théorie du son, par des matrices 6 x 6 dans le but de calculer les perturba-
tions séculaires des orbites des 6 planétes connues a 1’époque). Aujourd’hui, le calcul des
valeurs et vecteurs propres est indispensable dans toutes les branches de la science, en
particulier pour la solution des systémes des équations différentielles linéaires, en théorie
de stabilité, pour les questions de convergence de processus itératifs, et en physique et
chimie (mécanique, circuits, cinétique chimique, équation de Schrodinger).

Plusieurs livres traitant de méthodes numériques pour la résolution des problémes
de valeurs propres avec des matrices symétriques (ou hermitiques) ont été écrits et il
ya quelques logiciels a la fois publiques et commerciales disponibles. Le livre de B. N.
Parlett [26] est un excellent traité du probléme. Malgré une assez forte demande par les
ingénieurs et les scientifiques il ya peu d’écrits sur les problémes non symétriques et encore
moins est disponible en termes de logiciels. Le livre de J. H. Wilkinson [36] constitue
toujours une référence importante. Certes, la science a évolué depuis la rédaction du livre
de Wilkinson et a donc I’environnement informatique et de la demande pour résoudre de
gros problémes de la matrice. Les problémes sont de plus en plus grande et plus complexe
tout en méme temps les ordinateurs sont en mesure de livrer des performances toujours
plus élevées. Je souhaite que ce livre sera un petit pas & combler le fossé entre la littérature
sur ce qui est disponible dans le cas symétrique et le cas non symétrique.

Les calculs des valeurs propres et les vecteurs propres de matrices est un des pro-
blémes les plus importants en analyse numérique linéaire. Les techniques requérant la
connaissance du spectre de matrices sont utilisées dans des domaines aussi variés que la
mécanique quantique, 'analyse des structures, la théorie des graphes, les modeéles de I’éco-
nomie et le classement des pages de la Toile informatique par les moteurs de recherche.
Par exemple, en mécanique des structures, les problémes de « résonances » ou de «
vibrations » de structures mécaniques, décrits par I’analyse spectrale, se raménent a des

calculs de valeurs et de vecteurs propres. Les problémes de valeurs propres apparaissent



dans I'analyse de la stabilité de systémes dynamiques. Dans un tout autre domaine, la
chimie quantique donne lieu a des problémes symétriques aux valeurs propres qui peuvent
étre gigantesques, tant par leur taille que par le nombre de valeurs et de vecteurs propres
a extraire. Le théoréme spectral énonce qu’une matrice normale peut étre diagonalisée
par une base orthonormée de vecteurs propres. On peut voir la décomposition en valeurs
singulieres SVD comme une généralisation du théoréme spectral & des matrices arbi-
traires, qui ne sont pas nécessairement carrées, est primordiale en statistique et dans les
problémes de la « nouvelle économie » (reconnaissance de formes, fouille de données,
exploitation de données, etc.).

Les problémes de valeurs propres sont trés riches, tant par leur variété que par le
type de matrices que 'on doit traiter et par les méthodes et algorithmes de calcul a
utiliser, les matrices peuvent étre symétriques ou non symétriques, creuses ou pleines, et
les problémes peuvent étre classiques ou généralisés ou méme quadratiques. Il existe des
applications qui requiérent le calcul d’un trés petit nombre de valeurs propres, d’autres
au contraire un grand nombre de valeurs propres ou méme tout le spectre.

Le probléme aux valeurs propres généralisées structuré P(\)v = Zf:o NMoy =0
appelé aussi probleme polynomial aux valeurs propres a structure Hamiltonienne apparait
dans de nombreuses applications en sciences de 'ingénieur, allant de I'analyse dynamique
des systémes structurels, tels que les ponts et les batiments, aux théories des particules
élémentaires en physique atomique, la théorie du controle et des systémes dynamiques. Ce
probléme peut étre linéarisé afin d’obtenir un probléme aux valeurs propres polynomial
de degré 1 appelé aussi Pencil.

Nous présentons ci-dessous, quelques exemples de probléme pencil :

Exemple 1 voir [8] L’étude des points singuliers des matériaux élastiques anisotropes

conduit & des problémes aux valeurs propres généralisés sous la forme

OM}\MO )
-K 0 G M w



ot M = MT € R, K = KT € R et G = —GT € R™". Les matrices M, K
et GG sont obtenues & partir d’'une discrétisation par les éléments finis. Dans ce pencil,

la premiére matrice est Hamiltonienne et la deuxiéme est anti-Hamiltonienne. Si nous

On [n
multiplions le pencil par la matrice J = a gauche, nous obtenons le pencil
_In On
équivalent suivant
-K 0 G M v
- A =0
0 —-M —-M 0 w

Exemple 2 voir [23] Un probléme quadratique linéaire de controle optimal pour les

systémes descripteur conduit & un probléme aux valeurs propres généralisé sous la forme

A BBT \ E 0 v
crc —AT 0 ET w

La premiére matrice est Hamiltonienne et la deuxiéme matrice est anti-Hamiltonienne.

De méme, nous pouvons multiplier par J afin d’obtenir le pencil équivalent suivant

ctc —AT \ 0 ET v
-A  —-BBT -E 0 w

Dans laquelle la premiére matrice est symétrique et la deuxiéme est antisymétrique. Pour
résoudre ce probléme de valeurs propres généralisés, nous travaillons avec des matrices
Hamiltoniennes et anti-Hamiltoniennes.

Le calcul de valeurs propres et de sous espaces invariants pour des matrices structurées
a connu ces derniéres années beaucoup de développement, il est la base de la résolution
de probléemes dans plusieurs applications dont nous citons par exemple : la théorie du
controéle, le traitement de signal et le traitement d’image. La conservation de la structure
d’origine de la matrice permet de donner des méthodes numériques moins cotiteuses

et plus précises. La modélisation de problemes que nous rencontrons en physique, en



mécanique, en chimie en sciences de I'ingénieur, etc ... , conduit a la résolution d’équations
algébriques de types Sylvester, Riccati et autres. Ces équations algébriques se raménent
au calcul de valeurs propres, de vecteurs propres et de sous-espaces invariants de matrices
structurées.

Une matrice H de dimension 2n x 2n réelle est dite Hamiltonienne si elle est sous la

forme

A R
G AT

ol A, G et R dans R™" telles que GT = G et RT = R, Cela est équivalent & dire que
H = -HouH=J"HTJ.

Une matrice M de dimension 2n x 2n réelle est dite anti-Hamiltonienne si elle est

A B
sous la forme M = avec A, B, C € R™" avec BT = —Bet CT = —C.

C —AT
Cela est équivalent & dire que MY = M.

Celle-ci est obtenue a partir de ’équation matricielle de Riccati :

G+AX +XAT - XRX =0 (1)

La solution de ’équation (1) est liée au calcul de sous-espaces invariants de la matrice
Hamiltonienne M associée.

Si les matrices Y, Z, W dans R™*" avec Z non singuliére, satisfont :

A R Y Y
G AT Z A

Alors X = Y Z~! est 'unique solution de I’équation algébrique de Riccati (1). Donc la
Y

A

résolution de I’équation (1) est liée & la détermination des sous-espaces invariants

de la matrice Hamiltonienne correspondante H.



Pll P12

Si nous arrivons & déterminer une matrice inversible P = telle que
Py Py
1 e e Ry1 Rip
P~"HP soit réduite a la forme ; alors
On R22
Py Py
H = Ry

Py Py

donc X = Py P5;' est solution de (1). Pour profiter de la structure Hamiltonienne de H,
nous allons nous intéresser a chercher P symplectique. Celle-ci est obtenue a partir de
I'équation matricielle de Riccati (1). La solution de I’équation (1) est liée au calcul de
sous-espaces invariants de la matrice Hamiltonienne H associée.

Le calcul de la solution de I’équation algébrique de Riccati (1), intervient dans le
probléme de contréle optimal. Comme par exemple, le probléme de controle linéaire

quadratique (LQ) suivant :

+oo
min / [y()TGy(t) + u(t)Tu(t)] dt
0
Ou y(t) € R™ et le controle u(t) € R™ vérifient 1’équation différentielle

y'(t) = Ay(t) + Bu(?)
y(()) =Y

Il existe une solution unique @ du probléme (LQ).
Sous des hypothéses classiques, @ est donné par la loi de Feedback u(t) = — BT X7(t)

ot X > 0 est solution de I’équation algébrique de Riccati :
G+ AX + XA" — XRX =0 avec R= BB

Théoréme : (Factorisation QR). Soit A une matrice réelle inversible. Il existe un



unique couple de matrices (Q, R), o @ est unitaire (Q~' = Q*), et R triangulaire su-

périeure dont tous les éléments diagonaux sont positifs, tel que

A=QR.

La méthode Q) R classique ne permet pas de conserver la structure d’origine de la matrice.
Elle la traite comme n’importe quelle matrice de taille 2n x 2n. Par contre, 1'utilisation
de la décomposition SR dans une méthode de type Q)R garde la structure d’origine de
la matrice. Plusieurs travaux ont été fait dans ce sens pour calculer les sous espaces
invariants d’une matrice Hamiltonienne et donc de résoudre 1’équation algébrique de
Riccati, voir [5, 12, 13, 27, 32, 37|. D’autres approches ont été proposées dans la
littérature, comme par exemple I’exploitation du carré de la matrice Hamiltonienne (anti-
Hamiltonienne) pour calculer les valeurs propres, voir [41].

La décomposition SR qui n’est que I’équivalent de la factorisation QR dans le cas
symplectique, est un étape fondamental dans les méthodes numériques proposées [6, 11,

14, 10, 15, 18, 25, 32, 33, 35]. Il existe deux types de factorisation S R. La premiére est
Ri1 Rio

Ry1 Ry
semi-J-triangulaire [25, 32] (Ry; triangulaire supérieure et Ry strictement triangulaire

une décomposition SR telle que S est orthogonale et symplectique et R =

supérieure). La deuxiéme est une factorisation SR telle que S est symplectique mais non-

Ri1 R
orthogonale et R = Hoe J-triangulaire [12] (Ry;, Ri2, Rae sont triangulaires

R21 Rao
supérieures et Ry strictement triangulaire supérieure). Paige et Van Loan [25] proposent

la décomposition SR par l'utilisation de transformations orthogonales et symplectiques
définies de deux maniéres. La premiére est basée sur 1'utilisation de transformation de
Householder orthogonale et symplectique, et la deuxieme est basée sur les rotations de
Givens symplectique, voir [32]. Gerstner et Mehrmann [12] proposent aussi une décom-
position SR ou S est symplectique non-orthogonale. Leur méthode est basée sur des

transformations symplectiques.

10



L’objectif de cette thése est de développer des méthodes numériques de résolution
de probléme aux valeurs propres généralisés qui respectent la structure et les propriétés
spectrales du probléeme, et de contribuer au développement d’algorithmes numériques
fiables pour les matrices symplectiques. Nous proposons une méthode itérative pour cal-
culer la forme de Schur pour une matrice symplectique, en utilisant les réflecteurs ortho-
symplectiques. Ceci est dans le but de réduire le cotit de calcul afin d’augmenter la préci-
sion. Le probléme des valeurs propres des matrices Hamiltoniennes, anti-Hamiltoniennes
et symplectiques a fait 1’objet d’une grande attention ces derniéres années du fait de ses
applications dans la théorie de controle et le traitement du signal.

Cette thése est constituée de quatre chapitres :

Chapitre 1 : Nous présentons les outils de développement théoriques nécessaires que
nous utiliserons tout au long de cette thése. Nous donnons quelques définitions, propriétés
et remarques sur les matrices structurées (Hamiltoniennes, anti-Hamiltoniennes, symplec-
tiques). Nous supposons connus les concepts classiques d’analyse numérique. Cependant,
nous rappelons quelques notions et détails quand cela sera nécessaire.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre en s’intéresse a savoir la décomposition de type
SVD (Singular Value Decomposition) qui est utilisée, entre autres, dans le calcul de
pseudo-inverse, dans la résolution de problémes aux moindres carrés et dans les méthodes
de régularisation. On 'emploie également en statistiques, en traitement du signal, en
reconnaissance de formes. L’auteur Hongguo Xu, voir [38], a donné un algorithme qui
calcule une décomposition de type SVD pour une matrice rectangulaire. Le théoréme de
la SVD classique peut s’énoncer comme suit : pour une matrice triangulaire A € R™*™,
il existe 07 > 09 > ...0p > 0441 = ... = 0, = 0, des matrices orthogonales U =
[ur, vy un] € R™™ et Vo= [o1, .y v,] € R tels que A = 377 oju0] on a aussi
Auj = ojv; et ATv; = oju;. Un vecteur singulier gauche u est un vecteur propre de AA”
associé & la valeur propre ¢?. Un vecteur singulier droit v est un vecteur propre de A7 A
associé a la valeur propre o?. Le théoréme d’Eckart-Young affirme que A* = Z;:1 o U UjT

est la meilleure approximation de A au sens des moindres carrés par une matrice rang k.

11



Chapitre 3 : Nous présentons, dans ce chapitre, la transformation de Householder
symplectique définie dans le module libre R?"*2, Celle-ci présente une ressemblance for-
melle avec la transformation de Householder classique dans I'espace euclidien R?". Un
algorithme, qui produit la décomposition SR par les transformations de Householder
symplectique ou orthogonal et symplectique, est obtenu par le méme schéma que la dé-
composition QR par la transformation de Householder classique. Ces transformations
décomposent une matrice A € R**? gsous la forme A = SR ou S € R?™? est sym-
plectique ou orthogonale et symplectique et R soit J-triangulaire ou semi-J-triangulaire.
Ses études présente lavantage de transformer une matrice X € R?"*2? en une matrice
E,C avec C € R**? via une seule transformation de Householder symplectique. Plu-
sieurs testes numériques montrent 1’éfficacité de ses transformations. Une comparaison
est donné avec les transformations de Paige et Van Loan ainsi que celles données dans
[29].

Chapitre 4 : Nous présentons dans ce chapitre une méthode itérative constructive
pour calculer la forme de Schur orthogonale et symplectique. cette forme est utilisé pour
calculer les valeurs propres et sous-espaces invariants de matrices symplectiques. Parce
que, il est un probléme ouvert de longue date pour calculer les valeurs propres et la
forme de Schur en particulier celle comment a conservé la structure des matrices [6, 7].
Dans le cas d'un probléme de valeurs propres de matrices structurées, la préservation de
cette structure peut aider a exploiter la symétrie du probleme et d’améliorer la précision
et Defficacité des calculs de sous-espaces invariants et les valeurs propres [16]. Notre
méthode proposée ici, est basée sur une factorisation SR orthogonale et symplectique,
qui est basée sur des réflecteurs orthogonaux et symplectiques.

L’orthogonalité est utilisé pour préserver la stabilité, et la symplecticité pour pré-
server la structure. Nous donnons et prouvons un théoréme sur la forme orthogonale et
symplectique de Schur pour une matrice symplectique réelle. Un algorithme qui calcule
la forme de Schur structurée est donnée et les résultats expérimentaux numériques sont

présentés pour illustrer I'efficacité de notre approche.
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On termine cette thése par une conclusion et quelques références.
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Chapitre 1

Outils de développement théoriques

1.1 Introduction

Ce chapitre examine la théorie de la matrice de base et introduit certains notation,
définitions et propriétés élémentaires utilisés dans les autres chapitre de thése. Les ma-
trices sont des objets qui représentent les applications linéaires entre espaces vectoriels.
Les notions qui seront principalement utilisés sont trés intimement liée a ces applications
linéaires et il est possible de discuter de valeurs propres des opérateurs linéaires sans
jamais mentionner leurs représentations matricielles.

Toutefois, I’analyste numérique, ou de I'ingénieur, toute théorie qui serait développé
de cette maniére serait insuffisant en ce qu’il ne sera pas d’un grand secours dans le
développement ou la compréhension des algorithmes de calcul. L’abstraction des appli-
cations linéaires sur les espaces vectoriels ne fournit cependant des définitions trés concis
et quelques théorémes importants.

Aussi, dans ce chapitre, nous donnons, particulierement, les définitions et les pro-
priétés des matrices structurées (Hamiltonienne, anti-Hamiltonienne, symplectique, ...).
Nous étudions chaque type de matrice et nous donnons des relations entre elles. Nous
rappellons quelques outils déja définis dans la thése de Agoujil [3] et la theése de Kanber

[21] qui seront trés utile tout au long de cette thése. On ne considére que des matrices
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carrées, les matrices rectangulaires pouvont étre étudiées de la méme maniére. Dans le

cas ol la taille des matrices n’est pas précisée, nous choisissons 2n x 2n.

1.2 Définitions et propriétés

Définition 1.2.1

Soit A une matrice de M,,(K). La matrice A est dite

o diagonale si A;; = 0 pour tout (¢, j) tel que i # j

(on désigne alors A par diag (A1, ..., Ap), ou \; = Ay; pour tout i € {1, ..., m}),

° Symétrique si A = AT,

. Orthogonale si A=t = AT,

e  Unitaire si A7! = A*,

° Normale si AA* = A*A,

° hermitienne si A = A* et K = C,

° Auto-adjointe si A = A*,

° Symeétrique positive, lorsque K = R, si A est symétrique et si pour tout vecteur

vde K™, vTAv >0,

Symétrique définie positive, lorsque K = R, si A est symétrique et si pour tout

vecteur v de K™\ {0}, v7Av > 0.

hermitienne positive, lorsque K = C, si A est hermitienne et si pour tout vecteur

v de K™, v Av >0,

hermitienne définie positive, lorsque K = C, si A est hermitienne et si pour tout

vecteur v de K™\ {0}, v Av > 0.

Triangulaire inférieure si o;; = 0 pour tout (i, j) tel que i < j.

Triangulaire supérieure si o;; = 0 pour tout (i, j) tel que i > j.

Quelques exemples de matrices

Une matrice symétrique non hermitienne :
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1 4

° Une matrice hermitienne non symétrique :
—1 1
: . . 2 1
° Une matrice symétrique et hermitienne :
1 2
. La transposée d’une matrice A = («;;) est notée par AT = (a;;). Nous posons
J = Jy, = ou 0,, et I,, sont respectivement la matrice nulle et la matrice
_In On

identité de R™ ", La matrice J est antisymétrique et orthogonale (J7 = —J = J!). La
matrice J joue un role important dans I’étude des matrices structurées. Nous commencons
par étudier ces propriétés, le déterminant de J vaut 1.

Définition 1.2.2 Nous définissons le J-transposé (J-conjugué) d’une matrice réelle
de dimension 2n x 2n par M7 = JTMTJ.

Définition 1.2.3 On dit que la matrice A € M,, (k) est inversible ou réguliére s’il
existe une matrice B telle que AB = BA = I (I désigne la matrice identité de M,, (k)).
La matrice B est notée A~! et appelée inverse de A.

Propriété 1.2.1 VM, N € R?x2n
(M+NY = M7+ N7, (MN)Y = N'M7, (M7 =M, (MY = (M7)?
Démonstration. D’aprés la définition 1.2.2, nous avons

(M +N) = JL(M+ N) Ty, = JE My + JE NT Ty, = M7 + N/

(MN) = JL(MN) Jy, = JLNTM" T,
comme la matrice J est orthogonale, nous obtenons Jo, J2 = Io,.

(MN) = JFN"M" Jo, = J5 NT Jy Jd MT Ty, = N7 M7
(MY = I3 Jy, MT JanJon = M
(MY = Ly (M) Joy = Ty (MY oy = Sy, (MT) " oy
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puisque JI = —Jy, = J;.!, nous obtenons (M) = (JL MT Jy,)™' = (M7)~1. O
Soit (€;)1<,<2n la base canonique de R*". Posons E; = [e; €, pour i = 1,2, ---
et K= R2x2,
Nous avons e,,; = —Je; pour i =1, ..., n.

La famille (E;)1<,<, forme une base symplectique dans le K-module libre R***? avec

K= R?*2, Elle vérifie,

Eidy = JonBrs B — BT ot BB, — oyl on oy—{ 0 O T
0, sii# 7.
Remarque 1.2.1 La matrice J est symplectique.
Considérons la matrice de permutation P = [e1, €3, ..., €2, 1, €2, ..., €3]
La matrice PT est explicitement donnée par P = (€1, €nt1, €2, €ni2y oy €ny €3]
De plus, nous avons PTdiag(Js, ..., Jo)P = J.
Proposition 1.2.1 L’ensemble {V;, Vo, ..., V,} ou Vi = [v; wny) € R*2 (i =
1,..., n) est une base du K-module libre R?**? (K = R?*?) si et seulement si (v;)1<,<2n

est une base de ’espace R?".
Démonstration. Soient W = [zy] une matrice réelle d’ordre 2n x 2n et (v;)1<,<on
une base de 'espace R?*". Les vecteurs x et y sont écrits comme combinaison linéaire de

(Ui)lgbgml sur R.

2n
T =)0 o

, i, B.€R pour i, j=1,..., 2n
2n J
y:Zj:16jUj
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Donc,

W= [ S an T8 |

- Z[ QUi + Qg iUngi BV + BryiVnti ]
i=1

- i [ Vi  Un+i } ai .

i=1 ey 5n+i

n Q; Bi
= ViM; avec Vi=[uv; w,., ] et M=
1

=

On+q 5n+z‘

R27%2 peut étre considéré comme un espace vectoriel a droite sur K = R?*2,

L’espace
de dimension n, c’est & dire tout U € R?*"*2 peut étre représenté, d’une facon unique,
comme une combinaison linéaire a droite U = Y " | E;M;, ou M; = E]U = E/U € K.
Proposition 1.2.2 Soit U = [ ¢, v | une matrice réelle de taille 2n x 2 avec v =
21221 ue; et v = Zjil vje;. Alors U s’écrit d’'une fagon unique comme combinaison

linéaire de (E;)1<,<, sur Panneau K = R?*2,

U U

=1 Un+i  Un+i

Démonstration. On a

U = [ 21221 Ui €; 2311 V;€; ]

n

= E :[ Ui€; + UnriCnii Vi€i + VpriCnii |
i—1

n

U; Vi
= Z[ €; €n+i]

=1 Un+i  Un+i

Cela montre que toute matrice dans R?"*? s’écrit d’une facon unique comme combinaison

linéaire de (E;)1<,<, sur Panneau R**2. [J
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Lemme 1.2.1 Soit M une matrice réelle de dimension (2n x 2n). Alors M s’écrit

d’une fagon unique sous la forme suivante :

n p
N My M, p+j
M:§j§ E;M;E] on M =

i=1 j=1 Mptij  Mntiptj

Son J-transposé est donné par,

n n
Mptint; —Mintj
MJ _ § :E : MJ T N MJ . n+i,n+J t,n+j

i=1 j=1 Mt M

. . - 2n 2n T
Démonstration. Nous avons, M = 3 7", > °" e;my;e; donc,

2n  2n
ZZ T
M = eimijej
i=1 j=1
2n n
_ T T
= g g (eimije; + esme; )
i=1 j=1
n n
T T T T
= E E (eimijej T CignMntij€j + €iMijinCiyy +en+imn+ij+nej+n)
i=1 j=1
n n
M M 45
N Ef
i=1 j=1 Mp+i;  Mn4intj
n n
= > Y EMyE]
i=1 j=1

Comme M =77 3" | EiMyE] alors M7 = Jg, (370, >0y EsMi;E] )" Joy.

Puisque Ji Jo, = Jo,Ji = I, et EI = EY nous avons,

M7 =" " T3 By ady M JoJ) B Ty

i=1 j=1

D’ou le résultat souhaite, M7 = 377" | 3" | E;ME". O

Définition 1.2.4 Une matrice A est normal si et seulement si chacun de ses vecteurs
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propres est aussi un vecteur propre de A,

Corollaire 1.2.1 Une matrice normale dont les valeurs propres sont réelles est her-

mitienne.

1.3 Matrices structurées

1.3.1 Matrice symplectique

Définition 1.3.1 Une matrice S € R?"*?" est dite symplectique si et seulement si
SHJS =7

Exemples de matrices symplectiques :

I, O,
e La matrice Jy, = est symplectique. elle est aussi orthogonale, car
O, —I,
T = Jon = Ty
e La matrice .
0 —=
X 5 0 0
- 0 0 0
M = 2
0 0 0 -2
00 2 0
a pour valeurs propres 2i, —2i, 3 "o

1.3.2 Matrice Hamiltonienne

Définition 1.3.2 Une matrice H € R?>™*?" est dite Hamiltonienne si et seulement

si H) = —H. Autrement dit, une matrice H est Hamiltonienne si elle est sous la forme
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A F
suivante H = € R on A, F et G€R™ avec FT = F et GT = G.

G —-AT
Propriétés 1.3.1

* La transposée d’une matrice Hamiltonienne est Hamiltonienne.

* La trace d’une matrice Hamiltonienne est nulle.

* Les valeurs propres de M sont symétriques par rapport a ’axe imaginaire.
* L’exponentiel d'une matrice Hamiltonienne est symplectique.

* Le carré d’une matrice Hamiltonienne est anti-Hamiltonien.

A F
Lemme 1.3.1 Soit H = une matrice Hamiltonienne ou A, F, I €
F AT
I, 0 O 0
A 0 E ) )
R Fxn=k gvec 1 < k < n. Alors M = est une matrice Hamilto-
0 0 —I; O
0o F 0 AT
nienne d’ordre 2n x 2n.
Démonstration. H est Hamiltonienne équivalent & H” = —H. Posons
I, 0 O 0 —I; O 0 0
0 A O E ; 0o —-A 0 —ET
M = alors, M’ =
0 0 —Ix O 0 0 I O
0o F 0 -—AT 0o —-r" 0o AT

Or ET=F et FI = F Donc M7 = —M. Dot M est Hamiltonienne. (]

1.3.3 Matrice anti-Hamiltonienne

Définition 1.3.3 Une matrice M € R?"*?" est dite anti-Hamiltonienne si et seule-

ment si M7 = M. Autrement dit, M est anti-Hamiltonienne si elle est sous la forme

A F
suivante M = ER>™2 o A, Fet G € R avec FT = —F et GT = —G.

G AT
Propriétés 1.3.2
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* Si M est une matrice Hamiltonienne alors M? est anti-Hamiltonienne.

* Si S est une matrice symplectique alors S 4+ S~ est anti-Hamiltonienne..

* Toute matrice anti-Hamiltonienne est obtenue par le carré d’'une matrice Hamilto-
nienne.

Démonstration.

* Posons M = H?. Puisque H est Hamiltonienne (H/ = —H), W’/ = H/H’/ = H? =
W. D’ott M est anti-Hamiltonienne.

* S est symplectique équivalent & S’S = I,. Ceci donne S/ = S~1. Posons M =
S+S571 alors MY = (S+57) = §7+85 = S+S5~! = M. D’ott M est anti-Hamiltonienne.
O

1.3.4 Matrice J-triangulaire
Matrice J-triangulaire inférieure

Définition 1.3.4 Une matrice réelle L = 371 77 E;LiE] de taille 2n x 2n est
x 0

dite J-triangulaire inférieure si L;; = Oax2 pour j > i et L;; = , (e, L =
* ok

Z?:l Z;‘:l EZLZJEJT)

Matrice J-triangulaire supérieure
Définition 1.3.5 Une matrice réelle U = 371" | 37" | EU;E] de taille 2n x 2n est
dite J-triangulaire supérieure si U;; = Oax9 pour ¢ > j et Uy = , (e, U=

Z?:l Z?:z EZUZJEJT)

Remarques 1.3.1

e Une matrice réelle de taille 2n x 2n qui est a la fois J-triangulaire supérieure et
J-triangulaire inférieure est diagonale.

e Si U est une matrice J-triangulaire supérieure (respectivement, J-triangulaire in-

férieure), alors PTUP est J-triangulaire supérieure (respectivement, J-triangulaire infé-
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rieure) ou P = [e1, €,41, €2, €ni2, -y Eny €2n].

Proposition 1.3.1 Soient M et N deux matrices réelles J-triangulaires supérieures
de taille 2n x 2n (respectivement, J-triangulaires inférieures). Le produit P = M N reste
J-triangulaire supérieure (respectivement, J-triangulaire inférieure).

Démonstration. Soient M = Y77 3" E;M;Ef et N = 377" 37"  E;NjE] deux
matrices réelles J-triangulaires supérieures de taille 2n x 2n. Le produit des matrices M

et N donne

P = Y > EM;» NiE{
k=j

i=1 j=i
n n k
- Z Z E; (Z Miijk> ET
=1 k=1 j=t
P

Ce qui montre que P = MN reste J-triangulaire supérieure. (La preuve est semblable,
lorsque M et N sont J-triangulaires inférieures).[]

Définition 1.3.6 U = [u;, uy] € R**2 est appelée J-isotropique si
U'U = (ul Juy)Iy = 0y

L’inverse d’une matrice J-triangulaire

Proposition 1.3.2 L’inverse d’une matrice réelle réguliére J-triangulaire supérieure
(respectivement, J-triangulaire inférieure) de taille 2n x 2n est également J-triangulaire
supérieure (respectivement, J-triangulaire inférieure).

Démonstration. Soit U = 37", > 7, E;U;E] une matrice réelle .J-triangulaire su-
périeure de taille 2n x 2n. La proposition suivante (P) : U 'E, = Zle E,C;, ou
(C1)1<.<k sont des matrices réelles de taille 2 X 2, est vrai pour k = 1. Supposons que

(Pi)1<,<k solent vraies pour 1 < i < k, (k < n). Alors pour i« = k + 1, nous avons
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-1 k+1
U By = Zizl EiUigy1, donc

k
Ut UE,)=U" Z EiUi g1+ Epr1Upq1 k1
—— ——

—
Eg 1 ¢

!
= Z U'EiUi g1 + U By Ug1 o
1=1

Uk+1,k+1 * : : Ace 3 10 \
Comme Upiq 1 = est inversible et grace & 'hypothese de

0 Un+k+1,n+k+1
récurrence, nous obtenons

—1 _ —1
U Ek+1—Ek+1 k+1,k+1 — E U~ E zk+1 k+1k+1)

- Ek+1Uk+1 k+1 Z Z E C { k+1Uk+1 k:—H)

= Ep1U k+1k+1 E,EC E:kaﬂ k+1k+1

k+1

= Z EG,
=1

avec
1
_ *
_ 771 _ Uk4-1,k+1
Gk+1,k+1 — YE+1k+1 — 1
0 - -
Un+k+1,n+k+1
Il
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1.4 La décomposition SR et la forme J-Hessenberg

On appelle décomposition SR dune matrice A € R?"*?" une décomposition A = SR
telle que S € R*™*2" st symplectique (S~! = S7) et R est J-triangulaire supérieure. La
décomposition SR joue un role fondamental dans la recherche de sous espaces invariants
de matrices structurées (Hamiltonienne, anti-Hamiltonienne, symplectique). Pour plus
de détails sur la décomposition SR, voir [3].

Définition 1.4.1 Une matrice H est dite sous la forme J-Hessenberg, si

n n
H=Y > EHyE/
i=1 j=i—1

avec H;; 1 € R?*? sont des matrices diagonales, (H;; = 0z pour i — j > 1).

Pour la recherche de sous espaces invariants de matrices structurées, on réduit d’abord
A sous la forme J-Hessenberg (H = S7AS), puis on applique une méthode de type QR
de Francis, ou a I’étape QR on fait une décomposition SR voir [3].

La réduction sous la forme .J-Hessenberg est importante, puisque cette forme est
conservée dans le processus de la méthode symplectique de type QR.

Démonstration. soit H la forme de J-Hessenberg. Nous avons

n n
H=) > EHjE]
i=1 j=i—1
ou H;,; 1 € R?*? sont des matrices diagonales et H;; = 0y pour i — j > 1.
Nous appliquons la décomposition SR & la matrice H. Nous avons H = SR, avec S
une matrice symplectique et R = > | Z;L:l EiRijEjT une matrice J-triangulaire avec
R;; diagonales.

Posons S = 371", >>" | E;Si; B ; alors nous obtenons

SR = (i Xn: EZ-SZ-jEf) (Zn: En: EZ-RZ-]-E]-T)

i=1 j=1 i=1 j=i
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n n n

=22 D BiSaRyL]

i=1 I=1 j=I
n n Ji
-3 a (s
i=1 j=1 1=l
D’ou

J
Hijj =Y SuRy
=

Nous savons que H;; = 0y pour ¢ — 1 > j. Donc Z‘zj:z SulR;; = 0. D'on,

pour 7 = 1, nous avons S;;R;; = H;;. Ce qui implique que S;; = 0y pour ¢ > 2.
Pour j = 2, S;1R12 + S;aRes = H;s. Ce qui implique que S;; = 05 pour ¢ > 3. Nous
continuons ainsi, jusqu’a j = n — 2. Nous obtenons alors que S est sous la forme de
J-Hessenberg. Posons H = RS, montrons que H est sous la forme de J-Hessenberg.

En effet, nous avons

H = RS

= (i En: E;R;E] ) (i Xn: EisijEjT>

i=1 j=i j=1

= > Y > ERiS,E]

i=1 I=1 j=I

n n 7
- Yy (S e
1=l

i=1 j=1
Donc

J
H;; = Z RSy
1=l

Or S;; =0y pour ¢ > j+ 1 et R;; = 0, pour ¢ > j, alors f]ij = 0y pour i > j + 1. Cela

montre bien que H est sous la forme J-Hessenberg,
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1.4.1 Produit scalaire associé a la matrice J

Considérons I'application suivante :

Q: C2n><2 X (C2n><2 (C2><2

(U, V) — (U, V) =VIU

Proposition 1.4.1 L’application ¢ est une forme J-sesquilinéaire, .J-symétrique et
non-dégénérée. Nous noterons par ¢ toute forme J-sesquilinéaire ou J-produit scalaire.

Démonstration.

1) La J-sesquilinéarité,

VYU, Uy, V, Vi € C**2 et VM;, N; € C?>*2 nous avons,

U+ UMy, V) = V(U +U M)
= VJU+VJU1M1
= U, V)+e(l, V)M

et

o(U, V+ViN)) = (V+WN) U
= (V' +NV)U
= (U, V)+ N/ (U, W)

2) La J-symeétrie,

o(U, V) = VU
- w'v)’
= oV, U)’
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3) La non-dégénérescence,
(U, V) =0g2, YV €C*™ = U = Opxa.
En effet, soient U = [u; us] et V = [v; vs]. Nous avons,

— vl Jup  —vE Juy

vl Juy v Juy

o (U, V)=VU=

Si (U, V) = 092, YV € C>*2, alors v Ju; = vilJus = 0 et vff Juy = vff Juy =
0, Vo1, vo € C?". Ce qui nous donne Ju; et Ju, orthogonaux a tout ’espace C*". Par
conséquent U = 0g,52. [

Définition 1.4.2 Soit A une matrice réelle de taille 2n x 2n. Le J-adjoint de A par

rapport a la forme J-sesquilinéaire ¢ est défini par
©(AU, V) = (U, A’V), YU, V € R**?

Nous avons ¢(U, AV) = JJVT Jp, JTAT 15, U or (U, AV) =V7AU = ¢(A’U,V) D’on
JE AT Jy, = A7. Donc le J-adjoint de A est le J-conjugué de A.
Proposition 1.4.2 Soient U = [uy us] et V' = [v1 vs] deux matrices complexes d’ordre
— v Ju;  —vl Ju
2n x 2; alors (U, V) = 2o 207
vl Juy v Ju,
. K —udl Juy
SiV =U alors p(U, U) = ot z = ull Jus.
ull Juy z

Démonstration. Nous avons, p(U, V) = V/U. Puisque

—vil J
Vo= JIVT,, = ?
ol T

—ol Juy  —vf Jusy

vl Juy o Juy

U, V) =
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—ull Juy —ukl Ju z —ullJu
Si'V = U, alors (U, U) = 2o 20 = 277 avec

wll Juy  ulf Juy ull Juy 2
z = ull Juy. O

Remarque 1.4.1 Dans le cas réel, u/'Ju = 0, Yu € R*™. Si U = [u; up] =
S EiM; € R*™2 5 alors (U, U) = aly avec a = uf Jug = Y i, det(M;).

Définition 1.4.3 (matrice non-isotropique)

Une matrice U = [u; up] € C**2 est dite non-isotropique si et seulement si det (¢ (U, U)) #
0 (équivalent & ul'Juy # 0 dans le cas réel).

Proposition 1.4.3 Soit S une matrice réelle de taille 2n x 2n. La matrice S est dite
symplectique si et seulement si o(SU, SV) = (U, V), VU, V € R**2. Cela montre
que la forme J-sesquilinéaire ¢ est invariante par la transformation S.

Démonstration. Soient U, V € R***2 et supposons que S est symplectique (S7.S =
I5,). Alors

©(SU, SV) = (U, S'SV)
= W(Ua V)

0
Proposition 1.4.4 Soient U = > | E;M; et V = 37 | E;N; deux matrices dans
R22. Alors o(U, V) = V/U = S N/ M,

Démonstration. On a

(U, V) = ¢ <Z E;M;, ZEij>
nz:l ; ]:1
7=1 =1

n

= > N/M;
i=1
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Corollaire 1.4.1 Soit U = Y " | E;M; une matrice dans R*"*2. Alors ¢(U, E;) =
E/U = M; et p(E;, U)=U’E; = M/.

Démonstration. Nous avons, o(U, E;) = E/U. Or E/E; =0y sii # j, EjE; = I et
U =>7", EjM; donc p(U, E;) = M;. De méme, nous montrons que p(E;, U) = M/. O

Lemme 1.4.1 Si U € R?*? alors U'U = UU”7 = det(U)1 et U/ + U = tr(U) 1.

. . Uy Uz Ug  —U2
Démonstration. Soit U = € R2*2. Nous avons U’ =
Uz Uy —usz U1
Donc
Uy + Ui 0
UM+ U = = tr(U) 1,
0 Ug + U
Nous avons aussi,
J J UqgU1 — U2U3 0
U'U =UU’ = =det(U)1,
0 UsU] — UgU3

1.4.2 Normalisation

Nous définissons le normalisé d’une matrice non-isotropique dans R?"*2, cette norma-
lisation est nécessaire pour définir le réflecteur symplectique donné dans la suite.

Définition 1.4.4 Pour toute matrice U = [u v] € R?"*2  nous définissons la matrice

q(U) par,
Vvals si a>0
qU) = 1 0 , ol a=u"Jv

N/ — si a<0
0 —1

Proposition 1.4.5 La matrice normalisée V = Uq(U)~! vérifie V'V = I,.
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Démonstration. La matrice ¢(U) donnée ci-dessus, vérifie ¢(U)”7q(U) = U’U. D’ou

VIV = [Ug@) ] UgU)
= o(U)UU)
= I

e Algorithme du réflecteur unitaire et symplectique

Dans 'algorithme 5.1 voir [3], posons a chaque itération k, X = [b;—Jb;]|. Dans ce cas,

la matrice S obtenue est unitaire et symplectique et la matrice R est semi-.J-triangulaire.

Algorithme 1.4.1 réflecteur unitaire et symplectique

Entrée : Une matrice réelle A = [oyas...a9] d’ordre 2n x 2p.

Sortie : Une matrice unitaire symplectique S € R?"*?" et une matrice R € R**2P

semi-J-triangulaire.
Posons A := [aaa...an,) €t S = I,
Pour k£=1,2, ..., p faire
A(k:n,k)

Posons b := € R2(n—k+1)
An+k:2nk)

Si X = [b— Jb] est non-isotropique alors calculons W = X¢(X)™! le normalisé de X

et le réflecteur unitaire symplectique

H H
H _ 1,1 1,2 _ (W + E](-nfk#»l))Mfl(W_'_ E](-n*kﬁ’l))‘] . [2n

Hy1 Hys

ot H;; € Coh)x(n=h+1) pour 4, j = 1,2.

Iy Ok—1)x (n—k+1) Or—1 O(k—1)x (n—k+1)

Posons P — O(n—k+1)x(k-1) H;, On—k+1)x(k-1) H,
Or—1 Ok—1)x (n—k+1) I Ok—1)x(n—k+1)

On—k+1)x(k—1) H, On—k+1)x(k—1) H,,

tons a jour A := PA, S;= SP’.
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Fin si
Fin boucle

Posons R := A.

1.4.3 Normes matricielles

Dans ce paragraphe, nous rappelons les définitions de quelques normes que nous utili-
serons pour calculer la précision des factorisations R/ R d’une matrice anti-Hamiltonienne
M. Pour trouver cette erreur, nous calculons la norme de M — R’R.

Dans tout espace vectoriel, la notion de norme est trés importante car elle permet de
définir les distances, donc de quantifier la qualité d’un résultat. L’un des problémes les
plus fréquents ot intervient le calcul matriciel est la résolution des systémes linéaires et
bien que théoriquement on sache trouver la solution exacte de ce probléme, il est impor-
tant de regarder dans quelle mesure une erreur dans les données influe sur la précision du
résultat. En effet, alors de la résolution numérique d’un probléme, les coefficients ne sont
pas exactement conservés, et il y a lieu de savoir quelle confiance on peut accorder au
résultat fourni par l'algorithme de résolution. Nous rappelons la définition d’une norme
d’une matrice réelle dans le cas de dimensions finies.

Définition 1.4.5

Soit A € R™*™ une matrice. La norme de Frobenius de A est définie par

x
[A[lp = sup T—7= = max || Az],,
w20 |2l lel,=1

ol p est un entier plus grand ou égal a 1, ou p = oc.

Propriétés 1.4.1
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x Inégalité triangulaire

[Azll, < [|Allp[lll»

x Fquivalence des normes
[All2 < [[Allr < VnllAll2
Al < 1Al < VA
oo = — n [e.9]
vn 2

1
=14l < 14l < VAl AlL

x Bornes pour ||.||

max|a;;| < [[All; < nmax|a|
1,] 2¥)

[A]l2 < VAl ][ Al

x Valeur de ||.||1

HMh=g%QQMA
1=

x Valeur de ||.]|oo

n
Wﬂwzggégmﬂ
]:

x Valeur de ||.||2

Soit la décomposition en valeurs singuliéres de A,
A=Uxv"

ol U et V sont des matrices orthonormales et > une matrice diagonale dont éléments
o1, ..., 0n, sont non négatifs. On les appelle valeurs singuliéres. Notons que les valeurs

propres de AAT sont les carrés des valeurs singuliéres de A. Nous savons que la norme 2
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de A est égale a sa plus grande valeur singuliére, i.e.
|4l = max (4)

Notons que si A est symétrique, les valeurs singuliéres sont les valeurs propres prises en

valeur absolue.
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Chapitre 2

Décomposition symplectique de type

SV D

2.1 Introduction

La décomposition en valeurs singuliéres (ou SVD : Singular Value Decomposition)
d’une matrice est un outil important de factorisation de matrices rectangulaires réelles
ou complexes, elle est I'une des méthodes de factorisation la plus générale et peut étre la
plus utile.

Le calcul explicite, analytique, de la SVD d’une matrice est difficile dans le cas général.
On utilise, en particulier dans les applications, des algorithmes spécialisés. Si la matrice
possede plus de lignes que de colonnes, on effectue tout d’abord une décomposition Q) R.
Le facteur R est ensuite réduit sous forme bidiagonale. Pour ceci, on peut effectuer des
transformations de Householder alternativement sur les colonnes et sur les lignes de la
matrice. Les valeurs singuliéres et vecteurs singuliers sont alors trouvés en effectuant une
itération de type Q)R bidiagonale.

La SVD est utilisée, entre autres, dans le calcul de pseudo-inverse, dans la résolution
de problémes aux moindres carrés et dans les méthodes de régularisation. On I’emploie

également en statistiques, en traitement du signal, en reconnaissance de formes, et dans
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le traitement informatique des langues naturelles. Elle s’énonce ainsi :

Soit A une matrice quelconque de taille (n x m) et de rang r. Il existe une matrice
orthogonale U d’ordre (n x n), une matrice orthogonale V' d’ordre (m x m) et une matrice
diagonale ¥ de taille (m x n) telles que : A = UXVT.

Le théoreme de la SVD classique peut s’énoncer sous cette version : étant donné une
matrice triangulaire A € R™*™ alors il existe oy > 09 > .0, > 0,41 = ... = 0, = 0,
des matrices orthogonales U = [uy, ..., u,] € R™™ et V = [vq, ..., v,] € R™*™ tels que
A= Z;Zl ajujva on a aussi Au; = o;v; et ATv; = oju;. Un vecteur singulier gauche u
est un vecteur propre de AAT associé a la valeur propre oZ. Un vecteur singulier droit v

est un vecteur propre de AT A associé a la valeur propre o?.

Soit
01 0 0
A=U0xvI=U| o . o |VT
0O 0 o,
alors,

e Les o; sont les valeurs singuliéres de A.

e Si la matrice A est singuliere, il y a des o; nulles.

e FEn générale rang (A) = au nombre de o; non nulles.

e L’ensemble des o; est unique.

Généralement, la SVD trouve son application dans les problémes de grandes ma-
trices, avec des dimensions qui peuvent atteindre des milliers. donc, il est existe des algo-
rithmes efficaces et précises pour son calcul qui rend la SVD soit satisfaite par exemple,
la SVD peut étre utilisé comme une estimation numérique fiable du rang efficace d’une
matrice. Une deuxiéme application de la SVD est au calcul de I'inverse généralisé d’une
matrice. Ceci est lié au probléme linéaire des moindres carrés, Donc, on peut choisir le

vecteur x de fagon a minimiser

| Az — b|

Soit la SVD de A est A = ULVT (ot U et V des matrices carrées orthogonales, Y est

36



rectangulaire avec la méme dimension que A), nous avons

Ar—b = USVIz—b
= U ((XV'z) - U (U"D)
= U(Xy—oc)

ouy = VIz et ¢ = UTh. Dans cette méthode nous calculons ¢ comme le produit de
UT et b, aprés, on résoudU”b le probléme des moindres carrés pour ¥ et ¢, cela trouver
un vecteur y de sorte que |Yy — ¢| est minimal. maintenant, comme y = V'z on peut
déterminer x depuis Vy, Cela donne le vecteur solution z, ainsi que ’erreur.

Aussi, La SVD peut traiter les inverses des matrices, A = UXV7T alors, A~! =
(VT)_l YU = VS WUT, puisque linverse d’une matrice orthonormale est sa trans-
posée, et puisque X est diagonale, ¥~ ! est aussi diagonale avec les inverses multiplicatifs
des o;. plus de ¢a, la SVD est utilisée dans la comparaison de matrices, on a la norme
de Frobenius est couramment utilisée comme norme d’une matrice [|All, = 37, 3" af; et
peut étre calculée au moyen de la SVD, ||A|, =", 07.

e Structure géométrique d’une matrice :

A toute matrice A de dimension n x m, il est possible d’associer une application li-
néaire qui envoie tout vecteur de &,, (espace vectoriel de dimension m, dans &,, espace
vectoriel de dimension n. Soit la sphére unité dans &,, (i.e. 'ensemble des vecteurs de
longueur unité), multiplier ces vecteurs par la matrice A donne de nouveaux vecteurs qui
définissent une ellipsoide de dimension r dans I’espace &,,, ol r est le nombre de valeurs
non singuliéres de A. Les valeurs singuliéres o1, 09, ..., 0, correspondent aux longueurs
respectives des axes principaux de cet ellipsoide. Intuitivement donc, les valeurs singu-
lieres caractérisent le facteur de déformation que va subir chacun des vecteurs initiaux
par action de A. Par ailleurs, puisque la matrice V est orthogonale, I’équation A = ULV7T
s’écrit encore AV = UX. . Les directions de ces axes principaux sont donc données par

les colonnes de U et les antécédents de ces mémes axes par les colonnes de V.
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e Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 2.1.1

e Un scalaire A complexe est appelé une valeur propre de la matrice carrée A si il
existe un vecteur u non nul de C” tels que Au = Au. Le vecteur u est appelé un vecteur
propre de A associé a A. L’ensemble de toutes les valeurs propres de A est appelé le
spectre de A et on note A(A).

Une valeur propre A de A est une racine du polynome caractéristique det(A—\I) = 0.
Dong, il ya au plus n valeurs propres distinctes. Le module maximum des valeurs propres
est appelé rayon spectral et est désignée par p(A) est noté par

A =
p(A) = max |\

e La trace d'une matrice est égale a la somme de tous ses éléments diagonaux

tr (A) = i Q4
=1

Il peut étre facilement démontré que cela est aussi égal a la somme de ses valeurs propres
comptés avec leurs multiplicités que les racines du polynoéme caractéristique.
Proposition 2.1.1 Si ) est une valeur propre de A, alors A est une valeur propre de
A" Un vecteur propre v de A associé a la valeur propre A est appelé vecteur propre
gauche de A. Alors,
Au=u, oTA=xH

ou, de maniére équivalente,

uTAT = X | APy =

La décomposition SV D symplectique SAQ = ¥ avec A € R?™ S symplectique et @
orthogonale est utilisé pour le calcul de sous espaces invariants des matrices structurées

(Hamiltonienne et anti-Hamiltonienne). Un exemple cité dans [38] est le probléme de
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sous-espaces propres et de valeurs propres de la matrice

—C -G —C -T I 0
F= - (3.1)
I 0 I 0 0 G

laquelle provient du systéme de gyroscopic [17, 31, 38]

¢"+C¢+Gq=0;, q0)=q; ¢0)=aq

La matrice G € R™*™ est symplectique et semi-définie positive, elle se décompose alors

sous la forme G = LLT, et C € R™*™ est anti-symétrique. En utilisant I’égalité

-C -1 —%C 1 %C 1
= J
I 0 I 0 I 0
avec J = " , la matrice F' est semblable & la matrice Hamiltonienne
-1, 0
1 1 1 r 1
; ;C I I 0 —5C 1 _ —3C I —5C 1
I 0 0 LLT I 0 LT 0 LT 0

Le probleme de valeurs propres de F' peut étre résolue en calculant la décomposition
1

—5C 1

LT 0

Nous commencons par donner la décomposition en valeurs singuliéres classique en

SV D symplectique de la matrice

deux approches en montrant par des exemples numériques 1’avantage de 1’approche ma-

trice augmenté.
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2.2 Décomposition en valeurs singuliéres

Définition 2.2.1 Les valeurs singuliéres de A € M,,,(C) sont les racines carrées

positives des valeurs propres de A*A (qui est hermitienne positive).

2.2.1 Décomposition en valeurs singuliéres classique

Théoréme 2.2.1 (SV D classique)

Soit A une matrice réelle de R™*™. 1l existe ) € R™™" orthogonale et P € R™*™
orthogonale tel que : A = QX PT ou ¥ = diagloy,0,...,0,] € R™™, avec o1 > 0y >
>0, > 0p1 = ... =0, =0, p<min{m, n}

Démonstration. Soit A € R™*™ une matrice rectangulaire de rang maximale. On pose

B = AT A. Alors B est une matrice symétrique définie positive. Par le théoréme spectrale,

il existe P € R™*" orthogonale, des réels positifs ;, 1 =1, ..., m tels que :
a% 0O -+ -+ 0
0 o2 0 -+ 0
AtA=pP| ¢+ o . o =+ |PT
o . 0
0 O 0 o2
soit encore (AT A)P = PD avec, D = diag[o?, o2, ..., 0%]. On note p; = Ae; le i-éme

vecteur colonne de P. Si on pose

1
¢ = (—).Ap; soit alors Ap; = 0;q;

2
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on obtient

mew) = (o) VA )
_ (m ]) (pir ATAp))
= () e i)

=0sii#j
_ <0><pz, ;) 7

=1sii=j

Q@ = [¢192-..qm) et donc orthogonale et vérifie AP = Q¥ avec ¥ = diag(oq, 02, ..., o). O
Théoréme 2.2.2 (Décomposition SV D)
Soit A € M,,,(C) de rang k. Elle admet alors k valeurs singuliéres strictement
positives o1 > ... > o3 > 0. Et il existe U € M,,(C) unitaire (U~! = U*) et V € M,,(C)
unitaire (V! = V*) telles que A = USV* avec S € M,,, ,(C) de la forme

D 0
0 0

ou D =diag(oy, ..., of)

Démonstration. On a :

r € ker(A"A) = 2"A"Ax =0= |Az|| =0= 2 € ker (A).
r € ker(A)= Az =0= A"Ar=0=z € ker (A*A4).

Ainsi, ker(A*A) = ker (A) et donc A*A a exactement k valeurs propres strictement
positives non nécessairement distinctes et (n — k) valeurs propres nulles. Notons o2, i =
1, ..., k ces valeurs propres. Soit {vy, ..., v} une famille orthonormée de vecteurs propres
de A*A associés aux 2. Soit u; = ot Av;.
Alors
AA*u; = 0, PAA* Av; = 0 to? Avs = o2
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et

(Ui, U,j) = (Ui_lAUi, Uj_lAUj) = 0510;10?(1}7;, ’Uj) = 51]

Ainsi, les u; sont des valeurs propres de AA* associés aux o? qui constituent une famille
orthonormale. On compléte les deux familles par des vecteurs pour constituer des familles

orthonormales :

uy, ..., u complétée par ugiq, ..., U, — U unitaire.

vy, ..., Uy complétée par vgiq, ..., v, — V unitaire.

On a enfin U*AV :
U AV = U*<O'1U1 o OLUE 0.. 0)

car Av; = o;u; par définition des u;. Ainsi,

o 0 0
0
Ok
UAV =
0
0
0 0 0

puisque U est unitaire.

Remarque 2.2.1 Dans le cas ol la matrice A n’est pas de rang maximale on construit
comme ci-dessus les ¢;, i = 1, ...,rang(A) puis on complete par m — rang(A) vecteurs
pour obtenir une base orthonormale.

Théoréme 2.2.3 Avec les notations du théoréme 2.2.1 on a :

1. rang(A) =r
2. ker (A) =Vect (Vy11, vy Un)
3. Im(A) =Vect (uq, ..., u,)
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4. A=Y o] =05V, ou U, = [u..u,], > =diag(oy,..., 0,.), V, =
[v1...0,].
5. [|Allr =321 07 et [[A2 =0y
Démonstration.
1. A et ) sont équivalentes, donc rang(A) = rang(X) =r.

2. D’apres ce qui précede :

-Sim < nona: Av, = opu, pour k = 1, ....m et Av, = 0 pour k =
m+1,..,n.
-Sim>nona: Av, =opup pour k=1, ..., n.
donc, dans tous les cas on peut écrire : Avy = 0 pour £k = r + 1, ... n. Soit alors,
ker (A) = Vect (vy41, ..., Up).
3. On a également dans tous les cas : Avy = opug pour k=1, ... r donc :

Im(A) = Vect (uq, ..., u,)

A = UXV=[u .. u Upg1 . Up| 2V

= |owuy ... oru, 0 .. 0

= Z ag ZUZ’UZT
i=1
Remarque 2.2.2 La décomposition SV D d’une matrice A de taille m x n nécessite
4m?*n 4 8mn? 4+ 9n?

opérations élémentaires.
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2.2.2 SVD par matrice augmentée

Soit A une matrice réelle de taille n x m (n > m) et rang (A) = r < m = min{n, m}.
Onn A

AT Opm
On a, rang(A) = dim (Vect{A}) ou

On pose A = . La matrice A est symétrique d’ordre (n + m).

X

Vect{A} = (A , tel que, x € R" et y e R™
Y
Ay
= , telque, x € R" et y e R™
ATy
Ay 0
= Y E R™ 5> @ y T € R”
0 ATy
dim:ra‘gg(A):r dim:ranvg(AT):r
Donc
rang(A)

=2r
) _ u _
Soit ¢ € R une valeur propre de A et w = un vecteur propre de A non nul, avec
v

P |

u€eER"etve R on a:

[ u u Av = ou (ATA) v=0cATuy
A =0 = =
v v ATy = ov (ATA) u = v

Alors 02 est une valeur propre de AT A.

On a aussi
A(—v) = —ou
ATy = —o(—v)
Alors
[ u u
A =—0
—v —v
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Par suite —o est aussi une valeur propre de A.

_ u u _
A est une matrice symétrique, et les deux vecteurs propres de A

v —v
associés & deux valeurs propres distinctes donc

u u
, = [[ull® = [lv]* = 0
(% —v

On a w est un vecteur unitaire,alors

lwl* = fJull® + [Jo]|* =1

Or
lull* = [[ol* = 0 = JJull* = ||v]*
Donc
lwl* = 2[lv]|* =1
Par suite

1
lull = llvll = —=

V2
Les vecteurs colonnes de la matrice v2U et de la matrice +/2V sont orthonormés. En
effet, soit i # j :

Donc, (u;, u;) + (v, v;) =0 et (w;, u;) — (v;, v;) =0 ainsi

(ui, uj) = (vi, vj) =0
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=

Comme rang(A) = 2r, on a r valeurs propres o; > 0. Soit € RO+mxT yne famille

<l

P a * 2 U
orthonormée de vecteurs propres de A associée aux r valeurs propres o; > 0. | €
-V
R(+m)X7 ot une famille orthonormée de vecteurs propres de A associée aux r valeurs

propres o; < 0.

On pose
W _ U U c R(n+m)><2r
vV -V
W vérifie :
o ooV Onn A U U
W AW = . ’ _
U -V AT Opmm vV -V
VIATU+ T AV VI ATT -T AV
VAT T AV V' AT T AV
i Or,r
0,p —%
Donc
VAT -T' AV =0=V ATU = -U AV = (V' AT0)"
Alors
U AV =%
Ou
op -+ 0
¥ = avec 0; >0 pouri=1,...,r
0 o,
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On note dans la suite U «— v2U et V «— +/2V on a donc :
T AV =%

— U U _ U. U.
On complete W = [ € ROFMIX2r _ par W,y = 2 c R(n+m)x(n+m—2r)

vV -V V. Ve
avec U, € R”X(”_”), Uy € Rm=1) ot V€ R™*(=7) V5 € R™* (M=) de sorte que :

=

U U, Us

Wc _ c R(n—i—m)x(n—i—m)
V -V V. Vg
est une matrice orthogonale.
i 07‘ m—r — — = =
On pose ¥ = ' ,U:[U Uc}etV:[V ch}

On—r,r On—r,m—r

Les matrices U € R™*" et V € R™*™ sont donc orthogonales et vérifient : A = UXV7T.

En effet :
s = — 1 [T O v
UsvT = [ i Uc} .
On—’r,r On—r,m—r VCQ
B sV
- [ T UC]
0
U = A

47



2.3 Algorithme SV D—Jordan

En se basant sur la forme de Jordan, nous donnons dans ce paragraphe, un algorithme

qui transforme une matrice hamiltonienne A € R?"*?" sous la forme

UAVY =
G4 0

G 0

avec U € R¥2n ot V' € R?™*2™ sont symplectiques.
Nous commencgons par présenter la forme canonique de Jordon pour des matrices

Hamiltoniennes dans R*"*?" donnée par Agoujil voir [3].
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2.3.1 Forme canonique de Jordan

Théoréme 2.3.1 Soit M une matrice Hamiltonienne complexe de taille 2n x 2n. Alors

il existe une matrice complexe symplectique S telle que

STMS =
0 ~-GH

0 —GH
0 el
B,

3

H
_G03

1. Les blocs avec indice r sont associés a des valeurs propres distinctes a partie réelle
non nulle Ay, ..., \,, —Ai, ..., —A, de M et nous avons G, = diag (G,.1, ..., G,,), ol
G, sont sous la forme canonique de Jordan associée a \;, ¢+ =1,..., .

2. Les blocs avec les indices ¢;, c3 et c3 sont associés a des valeurs propres imaginaires
pures iy, ..., i,. Ces blocs ont les structures suivantes :

* G, = diag (Gey 1, -y Geys), o Ge, j = iayly, sont associées a des valeurs propres
imaginaires ia; qui ont leur degré de nilpotence égale a 1 et la dimension des sous espaces

caractéristiques correspondant est strictement supérieur a 1.

* Gy =diag (Geyay ooy Geyr), OU

iOék 1 0 0 0
Gy = : .1+ . |, D,=diag(Dy, ..., De,.)
0 0 - dap 1 -+ 0

0 0 0 0 iakjnk
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avec
T, O

0 O

DCQ,k‘ -

ou T}, une matrice tridiagonale hermitienne. Ces blocs sont associés & des valeurs propres
imaginaires pures distinctes qui ont le degré de nilpotence strictement supérieur a 1.
* G.y, = diag (21, ..., 25), De = diag(z1, ..., ,) et By = diag (y1, ..., Yy) sont
telles que,
(ay, +ayy)

ZZZZT’ T ==+

(ah - alz)
2

et y =—ux
Ces blocs sont associés aux valeurs propres imaginaires pures distinctes i« tels que la
dimension des sous-espaces caractéristiques correspondants est impair ou simplement
égale a 1.

Démonstration. Voir [3] [O.

Théoréme 2.3.2 Etant donné une matrice M € R*"?" anti-Hamiltonienne, il existe

une matrice V' symplectique telle que

B, 0
B 0
0
VIMY = b ’ ()
0 BT
0 BT
0
0 BT
Le bloque B, est associ¢ aux valeurs propres réelles distinctes A, ..., A, de la matrice
M avec B, = diag(J,1, ..., J;,) ot J.; désigne le bloque canonique de Jordan associé a
la valeur propre \;, ¢ = 1,..., u. Le bloque B; pour i = 1, ..., s est associé aux valeurs
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propres complexes il est sous la forme,

E RT‘Z' Xr;

Démonstration. Voir [3, 4] [
Théoréme 2.3.3 Soit A € R?**?™ une matrice réelle alors, il existe deux matrices

réelles et symplectiques U € R*"*?" et V € R?>™*?*™ telle que :

0 -
0
0
0 —F;
UAVY =
G4 0
0
0
G 0
avec,
0 0 1 0 0 A
0 ' I
F, = : et G;= : ou A;= "
1 A; g
1 0 0 A I 0

o1



Lemme 2.3.1 Si B = A I est une matrice réelle de type 2s x 2s
: S
0O 0 --- A
avec A = @ b . Donc, B = F'G avec
b a
0 0 1 0 0 A
0 I,
F = et G=
1 A

1 0 0 AL 0

sont des matrices réelles et symétriques.

2.3.2 Algorithme de décomposition SV D

e Algorithme 2.3.1 : Décomposition SV D

1. Entrée : A € R?"?™(n > m)

2. On calcul la matrice anti-symétrique et Hamiltonienne : M = A7 A € R?mx2m

3. Par le théoréme 3.3.2 soit V' € R?™*2™ gsymplectique telle que V/ MV est sous la
forme (1)

4. Pour 1 = 1,2, ---, s faire

5. Par le lemme 3.3.1, on écrit B; = F;G; € R"*" avec F; et (; symétriques.

6. On extrait de la matrice V € R?mx2m

Vi = [Uh11, V42,0 Vtdris Umttib s Umlib2s o Ul

avec l;=r1+ro+..+r; (ls=r+r+..+1rs=m)
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B’i OT'Z‘XTZ'
7. Soit W; = AV;, W/W; = VMV, = V'V,
~——
Brio \ Opor, BT
OTZ' _F’Z
Gi Ori
U, = AV, Z@_I est symplectique (U/U; = I,,)

8. On pose Y, = on obtient 327 3. = W/W; et donc

— 2nx2r;
9‘ On prend UZ - yli-i-lv uli+27 LR ulr‘r’l"i? ym-‘rli-i-l? um+li+2a R3] um+li+1"£ € R T

N~ '
1 2

10. Fin pour.
11. On choisit T = [U}, U}, ..., UL, U2, U2, ..., U?] € R22™ qui vérifie U U = Ion,
12. On calcul U pour obtenir U € R?"*?" symplectique.

AV =U
G

G,

2.4 Algorithme SV D symplectique

2.4.1 Algorithme du réflecteur symplectique

Nous allons donner, dans ce paragraphe, un algorithme de la décomposition SR basé

sur le réflecteur symplectique, pour une matrice A = [a; ag -+ ag,] € C**?P.

Il permet de factoriser la matrice A sous la forme A = SR avec S € C?"*?" est
Ry1 Rip

symplectique et R = une matrice telle que Ry1, Ri2, R, Rgs sont

R21 RQQ
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triangulaires supérieures. La matrice R est sous la forme suivante,

e Algorithme 2.4.1 : Réflecteur symplectique (SRA)

Entrée : Une matrice complexe A = [a; as -+ agy] d’ordre 2n x 2p.

. . . 2 X2 . Rll R12
Sortie : Une matrice symplectique S € C***" et une matrice R = S

Ro1 Rap
R2%2P telle que Ryy, Ri2, Ro1, Rao sont triangulaires.
Posons A :=[ay ag -+ agy| et S = Iy,.
Pour £ =1,2, ---, p faire
Ak :n, k Alk:n, p+k

Posons X = [by by] := ( ) ( pHk) € Cln—k+1)x2,

An+k:2n, k) A(n+k:2n, p+k)

-1

Si X est non-isotropique ; alors calculons W = X¢(X)~' son normalis¢ de X et le

réflecteur symplectique

H H
I 1,1 1,2 _ (W 4 Ef"_kﬂ))M*l(W#— EYL—kH))J — I,
Hyy Hso

ot H;; € Co—ht)x(n=h+1) pour 4, j = 1,2.

Iy Ok—1)x(n—k+1)  Op—1 Ok—1)x (n—k+1)
O¢pe - H O(p— _n H

Posons P — (n—k+1)x(k—1) Hi1 (n—k+1)x(k—1) Hip
Or—1 Ok—yx(n—k+1)  Lr—1 Ok—1)x (n—k+1)
Otm—r+1)x(k—1) Ha21 On—kt1)x(k—1) Hap

et mettons a jour A := PA, S := SP/.
Fin si
Fin de la boucle

Posons R := A.
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2.4.2 Algorithme du réflecteur unitaire et symplectique

Si nous prenons, & chaque itérations k£ pour tout £k = 1, ---, p dans l'algorithme
ci-dessus (algorithme 2.4.1), la matrice X = [b; — Jb;]; alors la matrice symplectique S
obtenue par ’algorithme ci-dessus devient unitaire et symplectique et la matrice R est
semi-J-triangulaire.

e Algorithme 2.4.2 : Réflecteur unitaire et symplectique (USRA)

Entrée : Une matrice complexe A = [a; as --- ag,| d’ordre 2n X 2p..

Sortie : Une matrice unitaire symplectique S € C?*"*2" et une matrice R € C**?

semi-J-triangulaire.

Posons A :=[ay ag -+ agy| et S = Iy,.
Pour £ =1,2, ---, p faire
Ak :n, k
Posons b := ( ) € C2n—k+1),

An+k:2n, k)
Si X = [b — Jb] est non-isotropique alors calculons W = X¢(X )™ ! le normalisé de

X et le réflecteur unitaire symplectique

H H
H _ 1,1 1,2 _ (W + E](-n—k—‘,-l))Mfl(W_'_ E%n—k—i—l))‘] . I2n
H2,1 H2,2

ot H;; € Coht)x(n=h+1) pour 4, j = 1,2.

T Ok—1)x(n—k+1)  Or—1 Ok—1)x(n—k+1)
O¢pe -1 H O(p— _n H

Posons P — (n—k+1)x(k—1) Hi1 (n—k+1)x(k—1) Hip
Or—1 Ok—)x(n—k+1)  dr—1 Ok—1)x (n—k+1)
Om—rt+1)x(k—1) Ha21 On—rt1)x(k—1) Hap

et mettons a jour A := PA, S := SP’.
Fin si
Fin boucle

Posons R := A.
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2.4.3 Cas particulier : Réflecteur symplectique dans R?"*?

Nous présentons dans ce paragraphe le réflecteur symplectique dans R?**2. Son étude
présente quelques différences par rapport au cas complexe.
Si U € R?™*2, Nous remarquons que la matrice ¢(U) est diagonale avec V = Uq(U) ™!

le normalise de U. D’ou SU = F1q(U) est sous la forme suivante,

/S n+1

Cette forme différe de celle obtenue dans le cas complexe par les termes (1.2) et (n+1,1)
qui sont nuls.

Dans le cas ot la matrice C' = I, + E{W est singuliére, la remarque ci-dessous nous
montre comment procéder dans ce cas.

Remarque 2.4.1 Si la matrice C = I + E{W donné ci-dessus est singuliére alors
—1 est la valeur propre de C; = E{W. Nous distinguons deux cas :

1°" cas : Si 1 n’est pas valeur propre de C; = E{W ; alors le réflecteur symplectique
S=W —E\)(Iy — E{W)"Y(W — E,)’ — I, est bien défini et transforme W en —F;.

2°m¢ cas : Si 1 est valeur propre de C) = E{W ; alors il existe une matrice P € R?*?

1

non singuliére telle que C; = P P~! (C; matrice diagonalisable). Posons
0 —1
v 0 —
N =P X P~ ou v € R\{-1,0,+1} et W = WN. Nous obtenons alors,
0 ~~
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Y
0 —y

E{W =P PL

-1

1+~ 0

Or NN = det(N)I, = I et WwW = I, donc la matrice I+ E{W = X
0 1—7v~

est non singuliéreet le réflecteur symplectique
S=W+E)(L+EW) " (W+E) -,

est bien défini et transforme W en F; et donc W en EyN 1.

Remarque 2.4.2 Par des réflecteurs symplectiques, toute matrice A € R?"*?" peut

P 2 x2 : Rip R 2nx2
s'écrire A = SR avec S € R*™*" gsymplectique et R = e Remxem J-

R21 R22

triangulaire avec en plus Ri5 € R™*" est une matrice triangulaire supérieure stricte. La

matrice R est sous la forme

2.4.4 Decomposition de Schur d’une matrice anti-symétrique

Nous rappelons ci-dessous la décomposition de Schur d’une matrice réelle anti-symétrique.

Théoréme 2.4.1 Etant donné une matrice A € R?**™ ] existe une matrice ortho-

gonale () € R™*™ telle que

0, 2 0
ATJA=Q| -x2 0, O Q"
O O Onay

avec 3, = diag(cy, 02, ..., 0,), 0; >0, Vi et p=rank(ATJA).
Démonstration. Voir [38] OJ
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2.4.5 Algorithme SV D symplectique

Nous commencons par le lemme suivant :

Lemme 2.4.1 Si V est une matrice réelle appartenant & R*™*™ vérifiant

0, I, O
ViV =1\ -1, 0, O
O O Opnay

Alors on peut construire, par des réflecteurs symplectiques, une matrice S € R2*2m

symplectique et une matrice () x orthogonale telle que :

Iy Op Opxq Opx (m-2p—q)
Ogxp Ogxp 1 Ogx(m-2p—0)
SV@X = | On-p-axp Om—p-axp Otm-p-a)xqa Om—p-g)x(m-2p—q)
Op Iq Opxq Opx (m—2p—q
O(n—p)xp O(n—p)xp O(n—p)xq O (n—p) x (m—2p—q)
(g = rank(V') — 2p).
Démonstration. Posons V' = [V} V5 V3], avec Vi = [v1y, ..., v1,] € R¥™P TV, =
[Uo.1, -y Vgp) € RTVP Vo = [031, ..., U3 gy € RZWX(M=2P),

Etape 1:

Posons Uy = [v11, v21] € R*™2. on a UjU; = I, soit alors S; = (Uy + E1) (I +
E{U,)~Y (U, + Ey)’ — I, le réflecteur symplectique tel que S;U; = F.

la (n+1)-éme composante de (Sv1 ) vaut zéro pour k = 2,3, ...,p. En effet, d'une
part on a (Slvlvl)TJSwl,k = UEIJULk = 0 d’autre part (5’11)171)TJ517117;C = elTJ(Slek)
est la (n+1)-éme composante de (S1v1 ).

Méme chose pour la (n+1)-éme composante de (Syvay) pour k = 2,3, ...,p et la
(n+1)-éme composante de (Sjvsy) pour k = 2,3, ...,m — 2p.

Sachant que (5111271)T JS1v1, = 0 et Sivg1 = e,41, la premiére composante du vecteur
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(Sjv1x) vaut zéro pour k = 2,3, ...,p. Méme chose pour la premiére composante de
(Sive) pour k = 2,3, ...,p et la premiére composante de (S1v3y) qui vaut aussi zéro

pour k= 2,3, ...,m — 2p. On obtient finalement,

p p m—2p

10 0 00 0 0 O 0

0 =* * 0 = * * *
n

0 0 0 1 0 0 0 O 0

0 = * 0 = * * *
n

0 = * 0 = * * *

On initialise V on posant V := S;V.
Etape 2:

Soit U = [v1,2, V22| € R?*"*? satisfaisant Uy Uy = I,. Soit alors
~1
So = (U + By) (I + EJUs)~ (Uz + By) — I,
le réflecteur symplectique telle que

SQUQ = EQSQ

99



est sous la forme

10 0 0 0 0

0 % *x x ko ok %

S Dok % %

S, — 0 * *x % 0 * *
00 0 10 0

* ok % 0 *x % %

S Dok ok

0 = * =« 0 * x x

p p m—2p
10 0 00 - 0 00 0
01 O 0 0 0 0 00 0
ni 0 0 = * 0 0 = * x % ok k

00 0 10 0 0 0 0
00 0 01 0 0 0 0 0
n|i 0 0 =x * 0 0 = * x % ok k
* sk * *
0 0 =« * 0 0 =« * * k% ok
On construit alors, par récurence, p réflecteurs symplectiques Sy, Ss, ..., S, de sorte que
SpSa...51V est sous la forme
Sy = [ e Onr Ozl

On,p In,p Op,m72pV32
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v
Posons X = 3 e R2=p)x(m=2p) o o4 XTJX = 0. On construit la suite des

Vaa
réflecteurs 7y, k = 1,..., ¢ (rank(X) = q) associ¢ & X. On pose Z = Ip,—p). On

pose u; = X (:, 1). Si ||u|]| = 0 on multiplie par une suite de permutations orthogonales
définient comme suit

e Algoritme 2.4.3 :

QX = Im—?p
Pour j =2 .., m—2p
PX - Im—2p

Px(j—1, j)=Px(j,j—-1) =1
X =Xx Px, Qx =Qx* Px

Fin Pour
Sinon (c.a.d, |Ju1]| # 0).

On construit un réflecteur symplectique
-1
Zi= U+ E) (L+E{U) (Ui + E)’ - I,

associé a
Uy

—J U | tel que Z;Xe; = e;.

U, =
ludll™ [l

Jd=I1xZet X =71 xX.

0
. - , X(2:n—p, 2)
La deuxiéme étape est sémilaire & la premiére, on prend uy =
0
X(n-p+2:2(n—p), 2)
Si ||ug|| = 0, on utilise le méme algorithme de I’étapel : on décale les colonnes vers

la gauche. Sinon on construit un réflecteur symplectique et orthogonal
—1
Zo = (Us+ Ba) (I + EJUs) ™ (Us + Ez)” — I,
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associé a Uy = [ﬁ, . | tel que ZyX ey = es.
I 11

On continue jusqu’a ce que le vecteur X est sous la forme

P m—2p—q
1 = * * % *
0 1 =« * Xk *
gl 0 O * * ok *

*

X =242y 21 X = 00 0 0 1 k% *
00 - 0 0 0 0
0 0 - 0 0 0 0
n—-p—q( 00 0 - 0 00 O 0
00 O 0 00 O 0

Z = Z,...Zy 7, est ortho-symplectique.
On pose W = X (1:¢q, 1:m —2p) € RI*(™=2) avec, rang(W) = ¢. En utilisant la

decomposition QR & la matrice W7 € R(m=2)%4 on obtient

Ry € Ra*4
0

W = Qw

ol Qy € RIM=2P)x(m=2p) gt orthogonale et Ry triangulaire et inversible (rang(W7T) = q).

ona, W= ( Ry Ogm—2pq ) Q1. Posons Q = Qx * Qw et X := X x Qw qui est sous
la forme

T
Rll Oq,mf2pfq

0 0

X =
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On décompose Z par bloque sous la forme

7 Zin Zaz
Zo Zaa
I, 0 0 0
) 0 Z1n 0 Zp ) )
Soit Sp41 = qui est orthogonale et symplectique. On a Qx €
o 0 I, 0

0 Zon 0 Zyp

R™=2PXm=2pP et orthogonale. Soit alors Qy = diag(ly,, Qx) € R™™ qui reste orthogo-

Zp O O
nale et symplectique, en outre, elle commute avec I' = | O Zp O
O O I,
Soit Finalement S, = diag(L,, Ry}, In—p—q, Ips Bi1, Im—pq) qui est symplectique
et vérifie
Iy Op Opxq Opx (m—2p—q)
Ogxp Ogxp I Ogx (m—2p—q)
§P+2Sp+1§1’ 5255‘/@)( =A= Otm—p-ag)xp Otn-p-g)xp Otm—p-a)xa  On—p—q)x(m—20-0)
5 Op 1 Opxq Opx (m—2p—q)
Otn—p)xp On—p)xp O(n—p)xq O(n—p)x(m—2p—q)

d’ou la forme cherchée. [
Théoréme 2.4.2 (Décomposition SV D symplectique) : Soit A € R*"*™ une matrie

réelle rectangulaire. On peut construire, une matrice symplectique réelle S € R?"*%" et
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une matrice orthogonale ) € R™*™ tels que

>, 0 0 0
o o0 1,0
SAQ=|0 0 0 0
0o Y, 00
0O 0 00

Démonstration. Par le théoréme 3.4.2, il existe () orthogonale telle que

0, £ 0
ATJA=Q| -2 o0, O Q"

S, 0 0
Soit V= AQT tavecl'= | O >, O . Sachant que VT JV = T 1QTAT JAQT ! =
O O Ina
0, I, O
-1, O, O , Ol &
O O Onos
Iy Op Opxg Opx (m—2p—q)
Ogxp Ogsxp 1, Ogx (m—2p—q)
SVQx =8 =1 Owp-gxp Otwp-axp Owp-ixa Oln—p-ox(m—2-0
Op 1 Opxg Opx (m—2p—q)

O(nfp)xp O(nfp) Xp O(nfp)xq O(nfp) x(m—2p—q)
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Or I'! et Qy commutent, donc,

O

SAQQx = AT =

O O QO OoOYM

O M QO O O
O O O O O

S O O

e Algorithme 2.4.4 : Algorithme SVD-symplectique
1. Entrée : une matrice rectangulaire A € R?*"*™(n > m)
2. On forme la matrice anti-symétrique M = AT JA € R™*™

3. 1l existe une matrice orthogonale () telle que

0, 2 0
T —
QLMQ=1 -x2 0, 0

4. On forme le bloque diagonale I' = 0] X, O

O O I
5. On calcul la matrice rectangulaire V = AQI'~! € R?x?m

6. Il existe une matrice symplectique S telle que

Iy Op Opxq Opx (m-2p—0)

Ogxp Ogxp 1, Ogx(m—2p—q)
SV=A=1 Owp-gx» Ow-p-oxp Ow-p-axi Owmp-agx(m—2p—a)

Op 1, Opxq Opx(m-2p—0)

O(nfp)xp O(nfp) Xp O(nfp)xq O(nfp) x(m—2p—q)
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O

S & & O O

7. Sortie D = Al' =

O O QO QoM
OM QO O O
O O O

2.4.6 SVD d’une matrice symplectique

Dans ce paragraphe nous allons donner un algorithme de type SV D pour une matrice
symplectique. Nous commencons par rappeler le théoréme de la SV D classique d’une
matrice symplectique.

Théoréme 2.4.3 Soit S € R**?" une matrice symplectique. Il existe deux matrices

P, @ € 02,(R) des nombres réels positive wy, wy, ..., w, tels que :

Wn,

1 est aussi valeur sin-

Remarque 2.4.3 Si ¢ est une valeur singuliere de S alors o~
guliere de S.
Démonstration. A partir de la décomposition SV D classique, il existe P, @) € Os,(R)

des réels o1, ..., 09, strictement positifs tel que

Oon
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on a

ST=p o Q"

-1
U2n

Or S symplectique, donc S = S~/ = JT'S~TJ. Ceci prouve que S~7 et S ont méme
valeurs singuliéres, par suite {0y, ..., 02,} = {07, ..., o5'} O

Nous allons donner le lemme téchnique suivant qui nous sera utile pour la preuve de
la SV D ortho-symplectique.

Lemme 2.4.2 Avec les notations du théoréme précédant on a :

Sl g oo —Jan —Jg2 ... —Jqy)
D
= [pip2..on —JI01 —JIp2 ... — JIpy]
D—l
wn
ou D = , Qe; = q; et Pe; = p;, 1 = 1, ..., n sont les n premicres
wn

colonnes de () et P respectivement.
Démonstration. On a d’aprés la décomposition SV D donnée dans le théoréme ci-

dessus, Sq; = w;p; pour © =1, ...n Or S symplectique, donc

S(Jq) = JJITS(Jq) = JS g = wi ' Ip;
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Wy

w1

car ST =P " QT. O
w1
W,
Remarque 2.4.4 Sionpose Q = [q1 ¢z ... ¢ —Jqu — Jqo ... — Jgu] et P =
[p1 p2 oo P — JIp1 — JIpa ... —Jpy] alors

wh

_ _( D

SQ =P avec D =

D—l
Wn
Nous allons maintenant donner le théoréme de la décomposition SV D ortho-symplectique.
Théoréme 2.4.4 Soit S € R**2" une matrice symplectique, il existe deux matrices
U, V € R?"*?" orthogonales et symplectiques, des nombres réels positives wy, ws, ..., wy

tels qu’on a :

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n. prenons la décomposition SV D
classique donnée dans le théoréeme ci-dessus, Qe; = ¢; et Pe; = p;, 1 =1, ..., n sont les

n premiéres colonnes de () et P respectivement.

w
Pourn=1onaSQ =P ' .OnposeU =[p —JIp|etV =[qn — Jq].

Wy
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w
On a d’aprés le lemme 2.4.2, S (—Jq;) = w; *Jp, donc SV = U | avec
wy
U et V ortho-symplectiques.
Prenons maintenant n > 1, et reprenons les notations du théoréme et le lemme ci-

dessus. Soit U; le réflecteur qui envoie [p; — Jpy| vers Ey = [e; e,11] et V1 le réflecteur

w1y

qui envoie [¢; — Jq1] vers Ej. De l'égalité S|qg1 — Jg1] = [p1 — Jp1] L | on
wy
obtient
w
(U15V1T) El = El !
wl_l
donc S; = U SV est de la forme
w; X X 0 x X
0 *x % % * ok %
x % % x % %
0 * *x x 0 * % x
51:
0 x x o wt o X
* ok X 0 * ok ok
x % % x % %
0 * * x 0 * ok %

Or S; est symplectique comme produit de matrices symplectiques, donc les éléments x
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ci-dessus sont nuls. La matrice S; est donc sous la forme

w; 0 0 0 0 0

0 *x % x ST S S

Xk % S S

S — 0 * *x % 0 % % =
00 0 w' 0 0

* ok % 0 *x % =

SR S x k%

0 *x % = 0 *x % =

w _ _
La matrice S; s’écrit S; = E X El'+Sio0uS1=>,, > i EM;E].

wy
S est symplectique, en effet, S; = E; ET +S; donc

w —
S{=B| ' ET +35;.
wn

Or Iy, = >, E;El = 5/S, = E\Fl + gljgl, donc gfgl = I5(n—1) et par conséquent

S1 est symplectique. D’aprés 'hypothése de récurrence il existe Uy, V; € R2—1)x2(n—1)

otho-symplectiques, des nombres réels positifs w,, ..., w, tels que :
w2
_ Wn _
S, =T, Vi
Wo !
w1
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On pose

1 0
7 Op11 Ur(l:n—1,1:n-1) U(l:n—1,1:n-1)
0 1
0 U;(l:n—-1,1:n-1) U;(1:n—1,1:n—1)
et
1 0
7 Op11 Vi(l:in—1,1:n—1) Vi(l:n—1,1:n—1)
0 1

0 Vi(l:n—1,1:n-1) Vil:n—1,1:n—1)

Wn

On prenant U = UU; et V = V1] on obtient USVT =

e Algorithme 2.4.5 : SV D pour une matrice symplectique
1. Entrée : Une matrice symplectique S € R?"x?"

2. Sortie : Deux matrices orthogonales et symplectiques U, V € R?*2" telles que

S=U" ' Vv

-1
Wy

3. Initialisation U = I,; V =1,,; D=5

4. Il existe deux matrices orthogonales P, () des nombres réels positives wy, ws, ..., w,
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tels que S = P QT

On pose p; = Pe; et ¢; = Qe;

P=[pipspn —Jp1 —Jpa. —Jpn] 6 Q=[01 @2 .. @n —J1 —Jq2 ... —Jq)
5. Pour k=1, ..., n

u = Pey, et v = Qey,

Pour j=1, .., k—1a

u(j) — 0, u(n+7)«—0 etov(j)«—0, v(n+j)«—0

Fin (j)

Si [Jul] # 0 et ||v]| # 0 alors u « ﬁ et v ﬁ

Onpose X = [u —Ju], Y =[v —Jv| et By = [I2,(:, k), I2n(:, n+ k)] On construit

les réflecteurs symplectiques Ry, Ry :
Rx = (X + E1)(Is + E{ X) M (X + E1)” — Ly

Ry =Y + E)(L+EY) (Y + E) — L

Posons U := UURU, PT :=UU,PT, V :=VV,V et QT :=VV,QT
FinSi
FinPour

Fin.
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Remarque 2.4.5 L’algorithme se termine car si

Sl a2 oo o —Jq1 —Jgo ... — Jq)
D
= [Pl P2 o Pp—JIp1 — JIpy ... — Jpn}
D—l
alors
UlSVlTvl 1 @2 oo @ — Jq1 — Jqa... — Iy
D
= Uilpip2 .. on —JI01 — Ip2... — Iy
D—l
par conséquent
Silds ¢y - d —Jdy — Ty .. — Jq]
= [Py Py 0y — Iy — TPy o — JD})
D—l
On a en particulier
Sigy = waps
2[2:n 512:n
En prenant g, = %l | et py = Pal | on obtient alors
¢ [n+1:2n] Phy[n+1:2n]
g152 = WaPy

Le processus se termine en fin.
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2.5 Applications

On donne ici, un bref apercu de certaines applications qui donnent lieu au problémes
de valeurs propres d’une matrice. Ces applications peuvent étre classés dans trois ca-
tégories différentes. La premiére catégorie, de loin le plus grand du point de vue des
applications, se compose de problémes liés & I'analyse des vibrations. Ceux-ci générent
généralement des problémes de valeurs propres généralisées symétriques. La seconde est
la classe des problémes liés a ’analyse de stabilité, comme par exemple ’analyse de
la stabilité électrique d’un réseau. En général, cette deuxiéme catégorie de problémes
génere des matrices non symétriques. La troisiéme catégorie comprend les applications
physiques liés aux systémes de mécanique quantique, en particulier les problémes générés

par ’équation de Schrodinger.

2.5.1 Imagerie numérique

L’imagerie numérique a longtemps été un exemple d’application de la SV D. Mainte-
nant, il existe des moyens plus élaborés et plus efficaces. Ici 'utilisation de la SV D pour
le transfert d’image. Une photo en noir et blanc peut étre assimilée & une matrice A dont
les éléments correspondent & des niveaux de gris pour les différents pixels qui constituent
'image. Chaque A;; donne le niveau de gris du pixel (i, j) de I'image. A;; € [0, 1], avec
par exemple A;; = 0 pour un pixel (i, j) blanc et A;; = 1 pour un pixel (¢, j) noir.

Dans le livre de Allaire et Kaber, les auteurs présentent le cas d’un portrait noir et
blanc avec une image originale de taille 558 x 768 pixels dont la matrice A représentative
est générée par un logiciel de lecture de 'image (via un scanner ou un appareil photo
numérique). Le résultat renvoyé correspond a une matrice A de rang 555. La matrice
admet donc 555 valeurs singuliéres non nulles. Soit o, la valeur maximale de ces valeurs
singuliéres oy, -+, os55. On sait alors qu’il existe U € M355(C), V € Mys(C) tels que
A = Uldiag(o1, ..., 0555,0,0,0) Ocsssxz10]V.

En désignant par u; les vecteurs colonnes de U et par v} les vecteurs lignes de V, on
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. 555
obtient que A = "] ou,v}.

La connaissance de A elle-méme équivaut a la connaissance de 558 x 768 nombres (i.e.
428544 nombres). Si on regarde 'expression de droite, la connaissance de A est donnée
par la connaissance de 555 valeurs singuliéres, plus 555 vecteurs de taille 558, plus 555
vecteurs de taille 768. On n’y est pas gagnant.

Par contre, si on regarde de plus pres les valeurs singuliéres non nulles oy, ..., 0555, On

constate que nombreuses d’entre elles sont trés petites devant les autres. On peut alors

F)

décider que si < ¢ (ou € est un filtre choisi par I'utilisateur, exple € = 1073), alors o,

est considérée comr?;(me nulle. On réduit ainsi le nombre de o; & conserver dans I’expression
de A selon la décomposition SV D.

Notons o4, ---, o0 les valeurs singuliéres ainsi conservées. Dans ’exemple proposé
dans le livre de Allaire et Kaber, avec £ = 10, I'image est floue mais on constate aisé-
ment qu’il s’agit d’un portrait. Pour £ = 40, 'image est déja ressemblante et 'individu
reconnaissable. Pour k£ = 80, il est impossible de dire, de 1’'image obtenue ou de I'image
originale, laquelle est la plus vraie. Avec k = 80, on a alors A ~ Z?L o;u;vf. La connais-

sance de A est alors donnée par la connaissance de 80 valeurs singuliéres, plus 80 vecteurs

de taille 558, plus 80 vecteurs de taille 768, soit un total de 106160 nombres.

2.5.2 La corde vibrante

Déflection d’une corde tenue en ses deux extrémités (z = 0 et = 1). On note u(t, x)
sa déflection en son point x € [0, 1], au temps ¢. On se place dans le cas ou la corde n’est
pas soumise a des forces extérieures. Son évolution dépend donc de sa position au temps
initial u(0, z). Elle vérifie le probléme aux limites

2 2
m%(t, x) — k‘%(t, x) =10
u(t, 0)=0, wu(t, 1)=0
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ou k et m désignent respectivement la raideur et la masse linéique de la corde que 'on
suppose constantes le long de la corde.

On cherche des solutions périodiques en temps : u(t, x) = v(z)e™! ou w est appelée
fréquence de vibration de la corde et est une inconnue du probléme.

On obtient le systéme en v

Si k et m sont non constantes et variables selon x, il est en général impossible de trouver
une solution exacte du probléme. On “discrétise” alors I’équation différentielle. On va en
fait chercher une approximation de la solution en un nombre fini de points z, ..., z, €
[0, 1]. Prenons par exemple x; = % Soit v; la valeur approchée de v(x;).

Ensuite, on approche la dérivée seconde de v via la formule de Taylor

20(x;) —v(xim1) — v(xigq)

—U”(J}Z‘) ~

On obtient un systéme d’équations

20; — Vi1

LIy, Vie{l,n—1}
n

UOIO, UnIO

ce qui s’écrit A,v = v avec \ = Tw, v = (vy, , o)t et
2 -1 0 0
-1
A, = 0 0
—1
0 0o -1 2
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La détermination de la fréquence de vibration w se rameéne ainsi & un probléme aux

valeurs propres.

2.5.3 Exemples Numériques

Les exemples numériques sont programmeés sous Matlab 9 et exécutés dans un micro
processeur Core Duo Pentium. Nous donnons dans ce paragraphe des tests numériques
comparant les algorithmes (algorithme 2.4.4 et algorithme 2.4.5) avec la méthode de Xu
donnée dans [38].

Exemple 1 :

Soit B la matrice rectangulaire définie par

o o ~ o
o o o o
o M o o
o o o o
o o o o

avec () une matrice orthogonale arbitrairement choisie et U une matrice appartenant a

R4*14 orthogonale et symplectique. Nous donnons ci-dessous 'erreur en fonction de ¥

matrice des valeurs singuliéres.

Alg 2.44 méthode de Xu
Y =diag(4,3,2,1) 6.9263e — 015 | 6.6697e — 015
S = diag(10-4,102,1,10?) | 5.2122¢ — 009 | 141.6480

Y = diag(10%,2,1,1072%) 1.6946e — 010 | 141.7189
Exemple 2 :

Dans cet exemple nous traitons la matrice symplectique définie ainsi. Soit D = diag(v)
une matrice diagonale ot v est construit ainsi :

Pour i =1 a fixe (n/2)
v(2%x 1 —1) = 10%090) v(2% i) = 109 (®)
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v(n) =10""
ou fixe (n/2) désigne la partie entiere inférieure de n/2.

D 0
A partir de la matrice diagonale A = " , on construit une matrice sym-

0, D!
plectique A en subissant a A des transformations symplectiques et similaires arbitraires

en utilisant les réflecteurs symplectiques.

On obtient les résultats numérique en prenant n = 5 jusqu’a n = 10.
Notre Algorithme | Algorithme de Xu

n=2>5 | 1.2909e — 009 7.5570e — 004
n =10 | 9.4812e — 006 1.7747e + 005
Exemple 3 :

Dans cet exemple nous étudions la matrice symplectique définie par :

Soit D = diag[1,2, ..., n] une matrice diagonale. On construit une matrice symplec-
: : D 0y : : .
tique A en subissant a des transformations symplectiques et similaires
0, D!

arbitraires en utilisant les réflecteurs symplectiques. On obtient les résultats numérique

en prenant n = 1 jusqu’a n = 100.

78



SVD-like decomposition pour une matrice symplectique
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Chapitre 3

Transformation de Householder

symplectique

3.1 Introduction

La transformation de Householder jouer un réle important dans 1’algebre linéaire nu-
mérique. Leurs caractéristiques intéressantes sont largement utilisés pour la construction
des algorithmes efficaces et stables. Ainsi, par exemple, la factorisation QR bien connu,
est utilisé pour résoudre une grande variété de problemes que les systemes linéaires. Elle
décompose une matrice A de taille m x n sous la forme A = QQR. Celle-ci se réalise par la
construction de matrices de Householder P, ..., B, telles que P,P,_...P; A est triangu-
laire supérieure et () = P,P,_1...P; est orthogonale. La décomposition ()R ne conserve
pas la structure d’origine d’une matrice (Hamiltonienne, anti-Hamiltonienne et symplec-
tique). Elle la traite comme n’importe quelle matrice de taille 2n x 2n. Paige et Van

loan [25] utilisent la matrice de Householder orthogonale et symplectique de type H =

P 0 vol . .
ou P = I, — 2—— la matrice de Householder classique et la transforma-
0o P (V)
: . : ¢ s .
tion de Givens symplectique G = avec C' = diag [ 1,1,...,1,¢,1,...,1 | et
-S C ~——

k—1
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S =diag [ 0,0,...,0,5,0,...,0 | ott c®+5s% = 1. Ces transformations permettent de décom-
———

k—1
poser une matrice M € R?"*?" sous la forme M = SR avec S orthogonale et symplectique

et R semi-J-triangulaire. Salam, El-Farouk et Al-Aidarous [30] ont proposé une décom-
position SR, qui permet de factoriser une matrice A € R?"*?" sous la forme A = SR
avec S symplectique et R J-triangulaire; en utilisant les transvections symplectiques.
Pour transformer une matrice X € R?"*? en une matrice Y € R?"*2 ils ont appliqué
deux transvections successive avec la condition X/ X = Y’Y. Dans le cas ou Y = E;C
avec C' € R**2  ils ont utilisé la décomposition élémentaire SR, voir [28] pour construire
la matrice C'. Leur construction est liée & la décomposition SR élémentaire & parametres
libres.

Nous présentons, dans ce chapitre, la transformation de Householder symplectique,
voir [3] définie dans le module libre R?**2. Celle-ci présente une ressemblance formelle
avec la transformation de Householder classique dans l'espace euclidien R?". Un algo-
rithme, qui produit la décomposition SR par les transformations de Householder sym-
plectique ou orthogonal et symplectique, est obtenu par le méme schéma que la dé-
composition QR par la transformation de Householder classique. Ces transformations
décomposent une matrice A € R?"*% sous la forme A = SR ot S € R?"*? est symplec-
tique ou orthogonale et symplectique et R J-triangulaire ou semi-J-triangulaire. Notre
approche présente 1’avantage de transformer une matrice X € R?"*2 en une matrice £,C
avec C' € R?*? via une seule transformation de Householder symplectique. Des tests nu-
mériques sont présentés. Ils montrent 1’éfficacité de notre approche. Une comparaison est

donné avec les transformations de Paige et Van Loan ainsi que celles données dans [29].

3.2 Householder symplectique

En algebre linéaire, un K-module est une structure algébrique qui généralise celle

d’un espace vectoriel. Il possede des propriétés moins riches, par exemple 'existence
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d’une base n’est pas assurée. Dans un espace vectoriel, I’ensemble des scalaires forment
un corps tandis que dans un module, il est de maniére générale munis d’une structure
d’anneau (non nécessairement commutatif). Un K-module est dit libre s’il posséde une
base.

Dans I'espace euclidien R™, la matrice de Householder connue également sous le nom
de transformation de Householder ou réflecteur est un outil trés utilisé dans ’algebre
linéaire. Elle est utile dans la réduction orthogonale et fournit la factorisation Q) R efficace

et stable. Elle est définie par

vol

P=1,-2— ot v=x=%|zle; avec € R"
vl

La matrice de Householder P est symétrique, orthogonale (PT = P et PTP = P? = I,,)
et elle conserve la norme euclidien (|| Pz|| = ||z||). Du point de vue géométrique, la matrice
de Householder P est une symétrie orthogonale par rapport & I’hyperplan perpendiculaire
av.

Nous commencons & définir et donner les principales propriétés de la matrice de
Householder symplectique dans le K-module libre R?"*% avec K = R2*2,

Définition 3.2.1 Soit V = [u v] € R?*? une matrice non-isotropique (p(V, V) =

aly ot a = ul'Jv # 0,). Nous définissons la matrice de Householder symplectique par
H =1, —2Vp(V, V)V’

Proposition 3.2.1 La matrice de Householder symplectique H définie ci-dessus est
symplectique et anti-Hamiltonienne ( c’est a dire, H'H = I, et H/ = H ).

Démonstration. Le caractére anti-Hamiltonienne est claire. Nous montrons par ce
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simple calcul que H est symplectique,

H'H = (I, —2Vo(V, V) 'V (I, — 2Ve(V, V) 1V7)
= L —4Ve(V, V)TV 1 aVe(V, V)TV VeV, V)TV or oV, V) =VIV
= I,

Dans le cas classique; nous avons P((av) = P(v) pour tout (a # 0. Nous traitons
I’équivalent de ce résultat dans le K-module R?"*? (K = R?*2).

Proposition 3.2.2 Soient V' € R?"*2 une matrice non-isotropique et W = VG
avec G € R?*2 une matrice non singuliére. Alors la matrice de Householder symplectique
associée a W est la méme que celle associée a V.

Démonstration. Soit W = VG ou G € R*™*? une matrice non singuliére. Alors la

matrice de Householder symplectique associée & W est donnée par,
HW) = Iy, — 2WWW)'w’
nous avons,

HW) = I, —2WW W) 'w’
= L, - 2VG(G'VVa)'Gv

Comme V7V = al, et GG = GG' = det(G)I,. Donc
HW) = I, - 2VG(G'VVG)'GIV’

= Iy —2a7'VV’

— H(V).
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Proposition 3.2.3 La matrice de Householder symplectique H définit une symétrie
J-orthogonale par rapport & hyperplan {V 1} = {IWW € R?2/ o(V, W) = W'V = 0,};
autrement dit HU = U pour tout U € {V}H et HW = —W pour tout W = VM ou
M € R?*? une matrice non singuliére.

Démonstration. La matrice de Householder symplectique associée a V' est définie par,
H =1, —2Vp(V, V)1V,
Or pour toute U € {V}*) nous avons (U, V) = V/U = 0, donc,

HU =U —2Vy(V, V) 'V/U

=U.

Pour toute W = VM avec M € R?>*? nous avons,
HW =W —2Vp(V, V) 'V W

=W —2Ve(V, V) "WV M

Puisque ¢(V, V) = V'V donc p(V, V)"'V/V = [,. Finalement, nous obtenons,
HW =W —=2VM

— W

C’est ce que nous qualifions par une symétrie J-orthogonale par rapport a I’hyperplan
(v, O

Proposition 3.2.4 La matrice de Householder symplectique H est invariante par
rapport au J-produit scalaire .

Démonstration. Nous avons

_ J _

Iz,
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On a le lemme suivant

Lemme 3.2.1 Dans le cas réel, si U € R?*2 alors
U'U=UU =det(U) I, et U'4+U=tr(U)lL.

Démonstration. voir [3].

3.3 Détermination du vecteur de Householder sym-
plectique

Dans le cas classique, étant donné un vecteur = # 0,,, le vecteur de Householder qui lui
est associé est donné par v = r+||z||e;. La matrice de Householder P = I, n—Q% associée
av = x| x| e verifie Pz = ae; avec a € R. Pour toute matrice non-isotropique X dans
R2"*2 nous cherchons & construire la matrice V associée a la matrice de Householder
symplectique H = Iy, — 2V p(V, V)71V telle que HX = E,D avec D une matrice non
singuliére de taille 2 x 2. Nous referons a V' par vecteur de Householder symplectique.

Lemme 3.3.1 Soit X = Y_"' | E;M; € R**? une matrice non-isotropique. Supposons
que X admet au moins une composante réguliere M; € R?*2? avec i > 1. S’il existe
une matrice de Householder symplectique H associée & une matrice non-isotropique V' €
R2%*2 telle que HX = E,D ou D € R**? est une matrice non nulle. Alors D est non
singuliére et V est nécessairement sous la forme X + E;C ou C' € R?*? une matrice non
singuliére.

Démonstration. Soit V € R?"2 et H = I, — 2V p(V, V)71V la matrice de House-
holder symplectique associée a V.

Supposons que HX = E;D. D’une part DD = det(D)I, ( d’aprés le lemme 3.2.1),

et d’autre part D/D = X'H'HX = XX # 0,. Donc la matrice D est non singuliére.
I2n
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Posons N = VX nous avons N # 0,. Car sinon,

HX = L, —2Ve(V, V)'V/X
N=02

= ED.

Ceci est contradictoire d’aprés I’hypothése du lemme, X admet au moins une composante
réguliere M; € R?*2 avec i > 1. Dot N = V’/X # 0,.

Nous distinguons alors deux cas :

1" cas : Si N = V/X est non singuli¢re, alors V = %(XN‘1 — EyDN1). Ce qui
implique que V est sous la forme V = X, + E,C, ou C;, Cy € R**? deux matrices non
singuliéres. D’aprés la proposition 3.2.1, V' s’écrit sous la forme X + E,C ou C' = C,Cp!
est non singuliére.

2°m¢ cas : Si N = V/X est singuliere. Par le lemme 3.2.1. (NN’ = N/N =
det(N)I; = 03), nous avons :

HX = E\D équivalent & X — 2a7'VN = E\D ou aly, = ¢(V, V). Multiplions les

deux membres de 1’égalité par N”/. Alors nous obtenons
XN’ = E,DN’

Comme

E/E; = E'E; =0, pour tout i # j

Donc

E/XN’ = E/E,DN’ =0,

Ce qui implique que

M;N’7 =0, pour i# 1.

D’ou M; est singuliere qui est contradictoire par 'hypothése du lemme ( X admet au
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moins une composante réguliere M; € R**? avec i > 1). [

Théoréme 3.3.1 Soit X = [z 23] € R**? une matrice non-isotropique vérifiant les
conditions du lemme 3.3.1. Alors il existe C' € R?*? une matrice non singuliére telle que
la matrice de Householder symplectique H associée a V = X + F,C vérifie HX = E1 D
avec D € R**? une matrice non singuliére.

Démonstration. Soit (M;);—1.... » les composantes de X relativement & la base cano-
nique (E;)i=1.... » du K-module R*"*? (K = R?*2).

Posons V = [v1 v9] = X + E,C avec C' € R?**? une matrice non singuliére. Supposons
que HX = E1D ou H la matrice de Householder symplectique associée a V.

Puisque o(V, V) = VIV = aly ot a = (v, Juy) et B/ X = M;, X'E, = M donc,

oV, V) = (X + E,0)/ (X + E,0)
= X'X+X'EC+C'E/X +0/C

= X'X+M/C+C'M, +C7C.
et

VX = (X+EC)’X
= X'X+C0'E/X

= XX +C'M;.

Or X7X = BI, avec B = (x1, Jxs). Donc VX = B, + CI M, et VIV = B, + M{C +
C'M, + C’C.

Nous avons

HX = X -2v(V/V)"'Vv/X
= X —2a 'V (B + C7 M)
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Comme V = X + E;C alors

HX = X — 207 '[B(X + E,C) + XC/M, + E,CC’M,).
D’aprés le lemme 3.2.1. CCY = C7C = 61, donc

HX = X[I, — 2a (B, + CYMy)] — 20" By (6M; + BC)

= El[Ml(IQ - 204_1(512 + CJMl)) - 204_1((5M1 + 60)]
+ZE (I, — 207 Y (B, + C7My))).

En utilisant ’hypothése ci-dessus ( det(M;) # 0 pour au moins un ¢ > 1) alors,

HX = ED=1I,—2a B+ C/ M) =0,
= CJMl = (% — B)IQ
N———
Y

Nous distinguons deux cas :

a) Si M; est non singuliére, alors v = % — B # 0 ... (*) et par le lemme 3.2.1.,

Y
= M
det(Ml) !
Or C'M, = Mi]C =l et VIV = BI, + M1JC+ C'M, + C/C = al,; alors o =
2
1
B+2v+ detZMl)' Remplagons « dans (*), nous obtenons v = 5(6—1—27—1—72 det (A1) )— 0.
D’ou

det(M
v = ++/[det(M)etC =+ B det( 1>M1
det(Ml)
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Donc

V = X+ EC
= Ei(My+C)+ > EM,
=2

6 det(Ml) "
= 1+ +—F7F"—"E M E; M.
S ooy 2
det (M
Pour des raisons de stabilité numérique, prenons C' = signe(det(Ml))(f%]\/(Ul) 1-
€ 1

Comme HX = 20~ E(CCYM, + CX’X) et C/M, + X/ X = %12; alors CC7 M, +
CX7X = %C. Et

6det(M1)

HX = —ElC = —Szgne(det(Ml))W
1

Ey M,

d’ou
ﬂ det(Ml)

D = —C = —signe(det(M,)) det(M;)

M;.

Finalement, HX = E; D est sous la forme suivante

S n+ 1
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b) Si det(M,;) = 0; alors C/ M, = (% — B)I, = 0,. Or
VIV =aly, =L+ M]C+C'M, +C/C,
— ———
02

ce qui implique que o« = 9§ + f3.
Dot det(C) =6 =03 = %. Puisque C’C = X7 X alors prenons

C= veo si >0
0 VB

C= A si B<0
0 V=03

\

Donc HX = X — 2807V =X —V = —E,C ce qui donne D = —C et HX est sous la

forme suivante

/S n+1

3.4 Transformations de Householder symplectique

Soit A = [ajas...as,] une matrice réelle d’ordre 2n x 2n avec a; € R*, pour i =

1,2, ..., 2n. Nous notons par (E-(k)>1§i§n_k+1 la base canonique du K-module R2(»—k+1)x2

7

pour k = 1,2, ..., n (K =R**?). Nous traitons 'algorithme de la décomposition SR par
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la transformation de Householder symplectique. Il permet de décomposer une matrice A
Ri1 Rio
Ro1 R

sous la forme A = SR avec S € R*"*?" une matrice symplectique et R =

une matrice J-triangulaire.

e Algorithme 3.4.1 : Householder symplectique (SHA)

Entrée : Une matrice A = [aqas...a9,] € R2nx2n,

Sortie : Une matrice symplectique S € R?"*?" et une matrice J-triangulaire R €
R2%%2n telle que A = SR.

Posons : A := [ajas...az,], S = Is,.

Pour £ =1,2, ..., n Faire

A(k:n,k) A(k:n,n+k)
An+k:2nk) A(n+k:2nn+k)

Posons X = [by, bs] := € R2n—k+1)x2_

Et g = (by, Jbs).
Si X est non-isotropique ; alors
Si M; = [E" V)7 X est non singuliére ; alors
Si la composante M;(2,1) # 0; alors appliquons une transformation symplectique
de Givens G a la matrice A pour annuler la composante M;(2,1) = X(n — k + 2,1).
Mettons & jour S := SGT, A:=GA, X :=GX et M, := [E" V) x,

Fin de si
det(M

Calculons C' = Signe(det<Ml))i+]\§1)1)Ml'
Sinon

-1 0
Si 3 > 0, alors C' = /31, Sinon C = \/—f3 Fin de Si.

0 1
Fin de Si.

) ) Hiy Hip o
Calculons la matrice de Householder symplectique H = associée a
Hyy Hap

V =X+ E" M avec H;; € Rn=k+Dx(=k+1) pour 4 j =1, 2.
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Iy Ok—1)x (n—k+1) Ok—1 Ok—1)x (n—k+1)

O¢p— _ H Oppe _ H

Posons P (n—k+1)x (k—1) 1,1 (n—k+1)x (k—1) 1,2

Or—1 Ok—1)x(n—k+1) I Ok—1)x(n—k+1)
On—k+1)x (k1) Ha 1 On—k+1)x(k—1) Hj
et mettons a jour S := SP’/, A:= PA.

Fin de Si.

Fin de Pour

Posons R := A.

Nous illustrons cet algorithme pour n = 4 sous ce schéma :

la lere étape est

* ok ok %k ¥ x k %k i ¥ x k Xk * % ok X%
de mettre zéro
* % ok % * % ok Xk o 0 * *x = 0 % *x =
les positions
* ok % % * ok ok %k 0 * % =x* 0 * * =*
(2:8,1),(2:4,5)
* % % % * k% % % 0 * * * 0 * * x*
et (6:8,5)
—
¥ % k% ¥ % k% 0 * * = % % ok %
* k% % % * ok ok %k 0 * x =x* 0 * * *
* %k % % * % % % 0 * * x* 0 * * x*
* % % % * % % % 0 * % x 0 * * *
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donc

2eme étape est

%k ok % ¥k ok % * ok ok % ¥k ok %
de mettre zéro
0 % *x = 0 % *x =x .. 0 = *x x 0 % * «*
les positions
0 % x = 0 * * = (3 :4,2),(6 :8,2), 0 0 % =x 0 0 x =
0 0 00 0 0
* k% * k% (3:4.6) et (7:8.6) * % * ok
—
0 % x = * % % % 0 % *x = ¥ % ok %
0 * x = 0 * * = 0 0 * = 0 * * =
0 * x = 0 * *x = 0 0 * =* 0 0 * =
0 * * = 0 * *x = 0 0 *x = 0 0 *x =
donc

3eme étape est

¥ ok ok % % ok k% ¥ ok k% % ok k%
de mettre zéro
0 * * x 0 *x % x . 0 = * x 0 *x * =%
les positions
00 00 00 00
" U @,3),(7:8,3), o * o
00 00 0 0O 0 0O
* % * % (4.7) et (8.7) * *
—
0 * * x * k% % 0 * * x * ok ox %
0 0 « x 0 % % x 0 0 %« % 0 % % x
0 0 % = 0 0 % = 0 0 0 = 0 0 % =
0 0 * = 0 0 * = 0 0 0 = 0 0 0 =

En fin, la derniére étape est de mettre zéro la position (8,4) pour obtenir la forme J-
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triangulaire voulue,

X ok ok k% %k kX
0 « x x 0 * % x
00 «x x 00 % x
000« 000 x
0 % *x x x ok k%
0 0 « %« 0 % % x
000« 00 %
0000 O0O0O0 x

L’algorithme ci-dessus décrit la décomposition SR par les transformations de Householder

symplectiques ol R est J-triangulaire et S symplectique non-orthogonale.

3.5 Transformations de Householder orthogonales et
symplectiques

Paige et Van Loan [25] définissent la transformation de Householder orthogonale

. P 0 zat .
et symplectique par H = avec P = I, — 2—— la matrice de Householder
xlx

0 P
classique associé & x € R". Nous traitons dans ce paragraphe la transformation de Hou-

seholder orthogonale et symplectique dans la structure du K-module libre R?7*2

avec
K = R?*2, Elle est basée sur la forme J-sesquilinéaire.

Définition 3.5.1 Soit V = [v  — Jv] € R**? une matrice non-isotropique avec
v € R?" un vecteur non nul. Alors la matrice de Householder orthogonale et symplectique

associée a V' est définie par
H = I, —2Vp(V, V) V7.

H est orthogonale, symplectique et anti-Hamiltonienne c’est a dire, H'H = I, et H/ =
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HT = H.

Nous abordons la relation qui existe entre la transformation de Householder orthogo-
nale et symplectique que Paige et Van Loan, voir [25] définissent et celle que nous avons
donné ci-dessus, par la proposition suivante :

Proposition 3.5.1 La transformation de Householder orthogonale et symplectique

que nous avons défini devient celle de Paige et Van Loan [25] si v est sous la forme

T 0,

suivante v = ouv = avec x € R".
0, T
. . x
Démonstration. Soit z un vecteur non null dans R™. Posons v = et V =
0,
v — Jv] € R¥*2; alors la matrice de Householder associée a V' est définie par,

H =1, —2Vp(V, V)7V’

(8
Nous retrouvons le méme résultat si v = ) O

x
e Algorithme 3.5.1 : Householder orthogonal et symplectique (OSH)

Entrée : Une matrice A = [aqas...a9,] € R2nx2n
Sortie : S € R?"*2" est orthogonale et symplectique et R € R?"*?" semi-J- triangu-
laire telle que A = SR.

Posons A := [ajas...a9,), S := Iay.
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Pour £ =1.,2, ..., n Faire

Ak :n,k
Posons X = [by, —Jby]| ou by := ( ) c R2(n—k+1)
An+k:2nk)

Et 8 = (b1, Jb1) # 0 si b1 # Ogn—kt1),1-
Si M, = [Efn_kﬂ)]‘] X est non singuliere ; alors
Si la composante M;(2,1) # 0; alors appliquons une transformation symplectique
de Givens G a la matrice A pour annuler la composante M;(2,1) = X(n — k + 2,1).
Mettons & jour S := SGT, A:=GA, X :=GX et My := [E" D)/ X,

Fin de si

det(M
Calculons C' = signe(det(Ml))i%]\il)l) 1
Sinon
-1 0
Si 8> 0; alors C' = +/BI, Sinon C = /-3 Fin de Si.
0 1
Fin de Si.
) , Hyii Hip L
Calculons la matrice de Householder symplectique H = associée a
Hsy Hap
V=X+ Eg”ka)C avec H; ; € RFDX(n=k+D) pour 4, j =1, 2.
I Ok—1)x(n—k+1) Or—1 Ok—1)x (n—k+1)
O(n_ 1) H O 1) H
Posons P 1 (n—k+1)x(k—1) Hi1 (n—k+1)x(k—1) Hi2 ot mot.
Or—1 Ok—)x(n—k+1) Lr—1 Ok—1)x(n—k+1)
Om—rt+1)x(k—1) Ha1 Otn—k+1)x(k—1) Ha2

tons a jour S := SP’, A:= PA.
Fin de Si.
Fin de Pour
Posons R := A.

Remarque 3.5.1 La matrice semi-J-triangulaire R produite par 1’algorithme ci-
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dessus est sous la forme suivante

3.6 Householder symplectique par bloc

Nous pouvons généraliser la notion de J-produit scalaire & une structure du K-module
R2"%2P avec K = R?*?’_ Nous définissons, dans cette partie, la matrice de Householder
symplectique par bloc.

Définitions 3.6.1 Soit W une matrice réelle de dimension 2nx2p (p < n), avec det(p(W, W)) #

0. La matrice de Householder symplectique associée & W est définie par
H = Iy, — 2Wo(W, W)7'w/

La matrice H est symplectique et anti-Hamiltonienne, H'H = I», et H/ = H.

3.7 Relation entre Householder et réflecteur sym-
plectique

Dans un espace Euclidien, le réflecteur élémentaire r n’est que Householder classique

avec le signe négative. En effet,

. . u+v)(u+v)H .
Le réflecteur élémentaire est défini par r = ( ] j_( 7 ) —1I, ot u, v e C" vérifiant
vy
ufy = vy = 1. Posons w = u-+wv alors la matrice de Householder associée & w est définie
H
ww
par P =1, — 2——.
wHw
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Or wfw = 2(1 + uv) donc

(u+v)(u+v)H

Po= L-2 s
B (u+v)(u+v)H
T (I +ufy)
= —r

Contrairement au cas symplectique, nous avons en général, le réflecteur symplectique n’a
pas de relation avec Householder symplectique. En effet, d’aprés ce qui précede, House-
holder symplectique associée & W € C?*2 est définie par H = I, — 2W (W/W)~ 1w,

Posons W = U +V ou U, V € C?**2 vérifiant U'U = VIV = I; alors (W, W) =
WIW = 21, + VU + U’V. Puisque, en général, la forme J-sesquilinéaire ¢ n’est pas
symétrique, c’est a dire o(U, V) # o(V, U) (VU # U’V). Donc (W, W) # 2(I, +
VIU), cela implique que

H = I, —2WpW, W)"'w’
= Ly, —2U+V)2L+ VU + U V)" { (U + V)’
# S=U+V)CHU+V) — L, ou C=L+V'U

Proposition 3.7.1 Soient U = I | E;M; € C*? une matrice non-isotropique et
G € C¥2 verifiant G7G = U’U. Si C = U’U + G7M; est non singuliére, alors le
réflecteur symplectique S = (U + E,G)C (U + E)G)? — I, transforme U en E;G. Si en
plus G/ M, = MG, alors S = —H avec H = I, — 2W (W, W)~'W7 la transformation
de Householder symplectique associée a W = U + E,G.

Démonstration. Soit H = I, — 2W (W/W)~"'W la transformation de Householder
symplectique associée & W = U + E,G. Supposons que G'G = U’U et G’ M, = M]/G,
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alors

H = Iy, —2WW/W)'w’
= Ly, —2(U+ E.G)W/W) ™ (U + E,:G) or W/W =2(U’U + G’ M)
= Ly, — (U+EG)UU+G M) U+ EG)
= L, — (U+EGC YU+ EG)’
= -5

.
Nous constatons qu’il est difficile de trouver G € C?*? vérifiant G'G = U’U et
G’ M, = M{G. Cela reste une question ouverte a résoudre. Dans le cas réel, ce probléme

qui est relativement facile.

3.7.1 Relation dans le cas réel

Ici, nous décrivons la relation entre Householder symplectique et réflecteur symplec-
tique dans le cas réel. En fait, nous étudions et traitons, dans le cas réel, la condition de
la proposition 3.7.1. (G'G = U'U, G' M, = M{G).

Soit U = Y | E;M; € R**? une matrice non-isotropique et U'U = aly = [>, det(M;)] L.
Supposons que M; est non singuliére, alors nous distinguons deux cas :

e Siadet(M;) > 0;alors G = mML

e Si adet(M;) < 0; alors il existe au moins un indice iy tel que adet (M;,) > 0.
En permutant par la matrice orthogonale symplectique suivante P = E; ET + ElEg; +
> o E;E] nous obtenons V = PU = EyMi,+ Eig My +377 ;. 1 EiM;. Ceci nous permet
de revenir au premier cas.

Remarque 3.7.1 Soit 4y U'indice telle que det(M;,) # 0 (U = Y., E;M; est non-
isotropique i.e., > det(M;) # 0). Si My = E]U est singuliére; alors en permutant
par la matrice orthogonale et symplectique P = E; Ef + E\El + Z? Lio EjEjT nous

obtenons PU = E1M;, + E; M, + Z:.;io’l E; M.

99



3.8 Exemples numériques

Nous donnons, dans cette section, des exemples numériques des algorithmes donnés
ci-dessus; en comparant avec ce qui est donné par Paige et Van Loan [25] que nous
avons noté par PVLA. Nous calculons les normes de Frobenius suivantes, ||[A — SR|/r et
|JTSTIS — Loyl p-

Exemple 1

Soit A la matrice dépendante du parameétre p, donnée par,

1 1 1.0 10
w0 0 0 0 0
0O 0 o OO0 O
0 0 0 O 0
A= :
01 01 01
O 0o 0 0 0 O
00 0 w OO0
00 0 0 0 p
Nous obtenons les résultats suivants,
1= 2.2204e — 008
Alg 3.4.1 Alg 3.5.1 PVLA

120 — S7S]|, | 1.0850e — 015 | 1.0474e — 015 | 1.5503¢ — 015
|A—SR||, | 1.1749¢ — 015 | 1.1749¢ — 015 | 1.1749¢ — 015

1 = 0.00022204
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Alg 3.4.1 Alg 3.5.1 PVLA
| 120 — S7S]|,» | 5.8059¢ — 016 | 1.3759¢ — 015 | 1.2983¢ — 015
|A—SR|| |9.9491e — 016 | 3.4513e — 015 | 1.6984e — 015
Exemple 2

On considére la matrice Hamiltonienne M donnée en employant des transformations
similaires symplectiques, aléatoirement produites par cing rotations symplectiques de

Givens et cinq matrices de Householder orthogonales et symplectiques [25], & une matrice

quasi-diagonale Dol
05 —DT
1 0 0 0 0
0 1072 0 0 0
SiD=| 0 0 10% 0 0 ; alors nous obtenons les résultats suivantes,
0 0 0 1075 0
0 0 0 0 1078
Alg 3.4.1 Alg 3.5.1 PVLA
|20 — S7S||, | 1.3864e — 015 | 1.5349¢ — 015 | 2.2914e — 015
|A— SR 3.3194e — 016 | 3.6351e — 016 | 4.2366e — 016
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3.9 Conclusion

Nous avons défini dans ce chapitre la décomposition SR par les transformations de
Householder symplectique. Ces derniéres sont définies dans la structure du K-module libre
R2%%2 avec K = R?*2, Comme dans le cas classique, la factorisation SR par Householder
symplectique pour une matrice A € R**2" se fait par la construction de matrices de
Householder symplectiques Hi, Ho, ..., H, telles que la matrice H,H, _i...H1 A soit J-
triangulaire ou semi-J-triangulaire. De points de vue numériques, les résultats obtenus
par nos algorithmes sont comparables a ceux obtenus par les transformations de Paige

Van Loan.

102



Chapitre 4

Forme de Schur pour une matrice

symplectique

4.1 Introduction

Le calcul des valeurs propres et vecteurs propres de matrices jouent des roles im-
portants dans de nombreuses applications dans les sciences physiques. Par exemple, ils
jouent un role important dans les applications de traitement d’images. La mesure de la
netteté de I'image peut étre fait en utilisant le concept de valeurs propres [19]. Dans ce
chapitre, nous nous intéressons & un probléme de valeurs propres structuré. Nous pro-
posons une méthode pratique pour calculer les valeurs propres et sous-espaces invariants
pour les matrices symplectiques qui sont d’une importance particuliere dans les applica-
tions telles que le controle optimal [20, 22]. Les Matrices symplectiques sont largement
utilisés dans la factorisation SR qui est une étape principale dans le mode d’organisation
de préservation.

Il est un probléme ouvert de longue date pour calculer les valeurs propres et la forme
de Schur en particulier celle comment a conservé la structure [6, 7]. Dans le cas d'un
probléme de valeurs propres de matrices structurées, la préservation de cette structure

peut aider & exploiter la symétrie du probléme et d’améliorer la précision et D'efficacité
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des calculs de sous-espaces invariants et les valeurs propres [16]. Notre méthode proposée
ici, est basée sur une factorisation SR orthogonale et symplectique, qui est basée sur des
réflecteurs orthogonaux et symplectiques.

L’orthogonalité est utilisé pour préserver la stabilité, et la symplecticité pour pré-
server la structure. Nous donnons et prouvons un théoréme sur la forme orthogonale et
symplectique de Schur pour une matrice symplectique réelle. Un algorithme qui calcule
la forme de Schur structurée est donnée et les résultats expérimentaux numériques sont

présentés pour illustrer 'efficacité de notre approche.

4.2 Notations et quelques définitions

Dans ce chapitre, nous recueillons plusieurs propriétés bien connues de matrices struc-

turées.

O, I,
-1, O,

ot I, et O, sont le n x n identité et la matrice zéro, respectivement. Notez que J,,' =

Une matrice omniprésent dans ce travail est la matrice anti-symétrique Js,, =

JI = —Js,. Dans ce qui suit, nous allons tomber I'indice n et 2n chaque fois la dimen-
sion de la matrice correspondant est clair de son contexte. Le J-transposition de toute
matrice M, 2n x 2p est définie par M7 = J M"J,, € R***". Toute matrice S € R*"*P
satisfaisant la propriété ST.Jp,S = Jo, (S7S = I,) est appelée matrice symplectique.
Cette propriété est également appelé J-orthogonalité. Les transformations de similarité
symplectiques préserver une matrice structurée.

Théoréme 4.2.1 (Gershgorine)

Soit A une matrice dans M,,», (K), K = R ou C. Si A\ est une veleur propre de

A, alors il existe un indice 7 tel que :
n

N—au < D ayl

i=1, i
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c-a-d, que toutes les valeurs propres de A se trouvent dans 'union des disques

Dz‘—{)\, A —a;| < Z |aij|}-

J=1, j#i

Théoréme 4.2.2 (Forme de Schur complexe)
Dans C, toute matrice A est unitairement semblable & une matrice triangulaire su-
périeure; il existe une matrice U € N™*" telle que UXU = I,, (donc U# = U™1) et la

matrice T' = U AU est triangulaire supérieure.

) Py Pro , ) .
Lemme 4.2.1 Soit P = une matrice symplectique ot (P ;)i j=12 €
Py Py

Cr—Fn=k avec 1 < k < n. Alors

I, 0 0 O
o 0 Pu 0 P
0 0 Iy O

0 Py 0 Py

est une matrice symplectique d’ordre 2n x 2n.

Démonstration. Nous avons,

pip— Py —Pj Py Pro
—Pil pH Py Py
= Iyin—n)
Donc
I, 0O 0 0 I 0O 0 0
Gig_ o P 0 -PH 0 Pu 0 Prp
0 0 I 0O 0 0 I 0O
0 —PH 0 PH 0 Py 0 Py
Par un simple calcul par bloc, nous obtenons S7S = I,. U
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4.3 Reéflecteurs Symplectiques dans R?"*?

Nous avons besoin du réflecteur symplectique. On définie le réflecteur symplectique

dans le module libre R?**2, 1l permet de décomposer une matrice A € R?*"*2" sous la

Ri1 Ry
forme A = SR ou S € R?"*?" est symplectique et R = est telle que

R21 R22

Ry, Ri2, Ro1, Roo sont triangulaires supérieures. Dans le cas réel, R est .J-triangulaire
si Ryo est strictement triangulaire supérieure.
Soit la famille (E;),.,., définie par E; = [e; €,4:] € R* 2 pour i =1, ..., n ol ¢; est

’¢élément de rang i de la base canonique de R*". On obtient alors

1, si i=j,

0, si i#j

E;] = EZT et EZJEJ = 52']‘12 ou 5ij =

Remarque 4.3.1 On dit que E; = [e; ¢,.;] € R**? forme une base du k-module libre
R?7%2 avec k = R?*2. voir Kanber [21].

Nous rappelons le réflecteur symplectique sur R***2 voir [1, 2], qui est défini en
paralléle avec réflecteurs élémentaires.

Proposition 4.3.1. Soient U, V deux matrices dans R?**2 vérifiant U/U = VIV =
I,. Si la matrice C = I, + V/U € R?*2 est non singuliére (inversible), alors, la trans-
formation S = (U + V)C~Y(U + V)’ — I, est symplectique et transforme U en V. La
transformation S est appelée le réflecteur symplectique dans R?"*2. En outre, si U’ = U7
et V/ = VT, alors, S est orthogonale et symplectique.

Démonstration. Supposons que la matrice C = I, + VU est non singuliére; alors
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nous obtenons

S7S = [(U+WCHHU+V) = L,)[(U+V)CHU+ V) — L]
= (U+W(CHHU+VY (U +WV)OHU + V)
~(U+VYCHTHU+V) = (U+V)CTHU + V) + L,
= (U+V)(CH N (C+chHo U+ V)’
—[(U+V)(CHTT+C YU+ V)| + Lz,
= Iy,

et

SU = (U+V) O ' (U'U+VIU)-U
= (U+WV)CHL+VIU)-U
=V

Proposition 4.3.2 Soit u € R*" un vecteur 2n-composant réel non nul . Le réflecteur

S = (U +vaE) (ol + VabB{U) ™ U + VaE)’ — I,

ou U = [u — Ju] est orthogonale et symplectique et vérifier Su = /ae; ot a = ulu =
lll3-
Démonstration.

T

Depuis U’U = aly avec a = ul'u = ||ul|3 > 0, par un simple calcul donne le résultat.

O

4.3.1 Matrices symplectiques

Notation : L’ensemble des matrices réelles et symplectiques est noté : SP,,.

Propriétés 4.3.1
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1°. Toute matrice symplectique S est inversible et son inverse est donné par : S~ =
—JMT]J.

2°. Le déterminant de toute matrice symplectique est +1. En effet,

Soit S € SP,, donc S7JS = J par suite det ST x det S x det J = det .J. Sachant que
det J =1 et det ST = det S, on obtient (det S)* = 1, donc det S = +1.

3°. Le produit de deux matrices symplectiques est, & nouveau, une matrice symplec-
tique.

4°. (8P,, x) est un groupe. En effet,

L’ensemble SP,, est un sous-ensemble non vide, car I, € SP,. IL est stable par

x d’apreés ce qui suit
VM, N € SP,, (MN)" J(MN)=N"(M"JM)N = M"JM = J.
M étant inversible, on a les implications
MYIM =J = (MY (MTIM)M ' = (M) JMT = J= (MY TM?

L’inverse d’une matrice sypmlectique est donc symplectique, Il en résulte que (SP,,, X) est
un groupe.

Théoréme 4.3.1 Une matrice S est dite symplectique si et seulement si
S7S =1

Démonstration.

Supposons que S est symplectique. Alors, on a S7S = JTSHJS et puisque S est
symplectique on a S¥JS = J et donc, S’S = J'J = I car J est orthogonale. Récipro-
quement, si 7S = I alors on a J'SH JS = I et puisque J est inversible d’inverse J on
en déduit que S7.JS = J et donc S est symplectique.

Proposition 4.3.3 Si M € R?"*?" est symplectique, alors, M7 est symplectique.
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Démonstration. M étant inversible, les égalités J ! = —J et M7 .JM = J permettent

d’écrire
MJIM" = MJ(MTIM)YM 7!
=MJJM'J!
= —I,J°!
= J
et

MY'JM = J= MJM" = MJ(MTJM)YM ]! =
= MJIM'J'=-LJ "=

On en déduit que la transposé d’'une matrice symplectique est symplectique. [
Proposition 4.3.4 Si U est une matrice ortho-symplectique, alors U commute avec

J. En effet,

_1_

UJ=JJUuJ=J W) =W =JU)" =Ju.

A C
Proposition 4.3.5 Si M = € R on A, B, C, D € R™", alors, M est

B D
symplectique si et seulement si les matrices A, B, C, D vérifiant les conditions suivantes

ATB et CTD sont symétriques,
ATD - BTC =1,.
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Démonstration. Un calcul par blocs donne

AT BT 0 -1, A C
ct DT I, O B D

MTIM =

BTA—-ATB BTC - ATD
DTA-CTB DTC-CTD

Ainsi, la matrice M est symplectique si et seulement si,

MTIM =J

Il en résulte que
BTA=ATB et DTC=C"D
ATD - BTC=DTA-C'B=1,

ATB et CTD sont symétriques,
ATD - BTC =1,.

<~

A C
Lemme 4.3.1 Si M = € 8P, avec A, B, C, D € M,(R). Si D est
B D

inversible alors det M = 1.

Démonstration. Un calcul par blocs donne

P e, A-QB 0\ (4 QD

0 I, B D B D

La matrice M peut donc s’écrire sous la forme voulue si 'on peut trouver @) € M, (R)

telle que QD = C. Lorsque D est inversible, il suffit de poser Q = C' D! pour avoir :

I, CD™! A—CD'B 0
0 I, B D
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I, CD7!
Comme, =1, et det (D) = det (D), alors
0 I,
det(M) = det (A—CD 'B)det (D)
= det(A"D — BTQD)
= det(A"D - BTC)

11 résulte que, si M est symplectique avec D inversible alors det(M) =1. O
Théoréme 4.3.2 Si M € SP, alors det (M) = 1.
Démonstration.

Soit s # 0 tel que D — sB soit inversible. Un calcul par blocs donne

I, 0 A C A C
—sly Iy B D B—-sA D—sC
I, 0
On vérifie aisément que est une matrice symplectique.
—sl,, I,
A C
Ainsi est symplectique avec D — sC' inversible. D’apres le

B—sA D —sC

lemme 4.3.1., son déterminant vaut 1.
Théoréme 4.3.3 une matrice M € R?"*?" est ortho-symplectique, si et seulement

si, M elle s’écrit par blocs sous la forme

A -B
B A

M=

avec A, B € R™*" vérifient les conditions suivantes

AT B est symétrique,
ATA+ BB =1,
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A C
Démonstration. Si M = est ortho-symplectique, ou A, B, C, D € R"*",
B D

alors

J=MJIJM" = MJM™'.

Cela prouve JM = MJ. Alors, C = —B et D = A. D’aprés la proposition 4.3.5.,
A, B € R™" vérifient

AT B est symétrique,

ATA+B"B =1,

4.4 Décomposition SR orthogonale

En utilisant les réflecteurs ortho-symplectiques définies ci-dessus, nous décomposons
une matrice réelle symplectique A € R?"*?" sous la forme A = SR o S € R?"*?" est

ortho-symplectique et R est symplectique, et est sous la forme suivante

* * * * * *
0 * * *
n
R: 0 0 = * * ok (1)
0 0 0 * 0 0
0 * %k
n
0 0
0 00 * * %

e Algorithme 4.4.1 : Décomposition SR ortho-symplectique

Hereafter, Matlab notations are used

Input : A € R**2" une matrice symplectique

Output : S € R??" une matrice ortho-symplectique et R une matrice symplectique

sous la forme (1) de telle sorte que A = SR
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For £k =1 ton do

u:=A(:, k); Ep = lex, —Jex]; I = eye(2n);

I, = blkdiag(—eye(k), eye(n — k), —eye(k), eye(n — k))
For j=1tok—1do

u(j) =0; u(n+j) =0

end For

If (Jlul| # 0) then

u:ﬁ, U=(u, —Ju), C=1I-2E/U

If (de%cLC # 0) then

T=(U+E)C YU + E)’ — I

else

C=I1+2E'U, T=U+E)CHU+E) +1
end If

S:=8T, A:=TA

end If

end For

4.5 Forme de Schur ortho-symplectique

le théoréeme ci-dessous traite des matrices symplectiques. On y montre, en utilisant
la structure de groupe de leur ensemble, que leur déterminant est toujours égal & 1. On
s'intéresse ensuite aux valeurs propres de ces matrices et a leur multiplicité d.

Théoréme 4.5.1 Soit M une matrice symplectique et P son polyndéme caractéristique

alors :
1 1
1) P(=)=——P(\
) P(3) = PO o
2) Si Ag est une racine de P de multiplicité d alors, o o, = sont aussi valeurs
0 0

propres de M avec la méme multiplicité d.

Démonstration.
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1) De l'¢galiteé MTJM = J, on tire (J'MTJ)M = I,,,. Ainsi M—! = J-1M7TJ est

semblable & MT. Il en résulte que M et M~! ont le méme polynéme caractéristique.
P(X) =det(M — XIy,) = det(M ™" — X1Ip,,).

Pour A € C, non nul, on a

1 1
P<X) = det(M_l — X[Qm)
1
= det(M)det(M* — Xlgm), car det(M) =1
1

1

1

= )\Q—mP()\), car P est de degré pair.

2) P étant un polynome a coefficients réels, il en résulte que si \g est une valeur propre
de M de multiplicité d, alors Ay est aussi valeur propre de M avec la méme multiplicité.
On note P(X) = [TX,(X — A;)% ou les \; sont toutes distinctes.
On a PN = [T, (A= A% et X¥mP(5) = A T, (5 — A)% =TT, (1 — A

En mettant en facteur les \;, en utilisant (1) du théoréme, et le fait que Hle A —

det(M) = 1, on obtient
i 1
S WY/ —_ )%
VA e C\{0}, i”l(/\ Ai) | |()\ A%,

1
Il en résulte que si \g est une valeur propre de M de multiplicité d, alors — est aussi
0

valeur propre de M de multiplicité d. Il en est donc de méme pour —. [
0
Nous rappelons briévement, sous forme d’un théoréme, des propriétés sur le spectre
d’une matrice J-symplectique.

Théoréme 4.5.2 (matrice J-symplectique)
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Soit W € R?*"*?" une matrice J-symplectique. Alors, le spectre de W peuvent étre

divisés en trois groupes :

e [ wvaleurs propres en dehors du cercle d'unité : [A;| > 1, |[Aa] > 1, .., [Ag| > 1;

e [ valeurs propres a l'intérieur du cercle d'unité : [Agi1| < 1, [Appa] <1, .y [Aak| <
1, et

e 2n—2k valeurs propres sur le cercle d'unité : [Agxi1| = 1, [Aogre| =1, ..., |Aon| = 1.

Lemme 4.5.1 Si A une matrice symplectique et u € C** un vecteur propre corres-
pondant & une valeur propre A de A. Supposons que A est & I'extérieur du cercle unité,
alors il existe un réflecteur unitaire et symplectique S tels que Su = ae;.

Démonstration. Soit © € C?* un vecteur propre correspondant & une valeur propre \
de A, tel que |\ # 1 et |[u]| = 1. U = [u, —Ju] € C**? est unitaire et symplectique
(UHU =U'U = I,). En effet,

-1 u? Ju  ufu |l wfJu

0
U =Ju gu = =

10 —uflu uf Ju —u Ju  ||ul?

La matrice A est symplectique, alors AZJA = J et,

utJu = (Au)?J (Au)
= uff (AHJA) u
= M Ju

= NP ufJu

Pour |\ # 1, alors u Ju = 0. En prend N = E/U. Si —1 n’est pas une valeur propre
pour la matrice N € C?*2, alors le réflecteur S = (U + E,)(I, + E{U) "YU + E,)’ — I,

est unitaire et symplectique et vérifier SU = aFE;. Alors Su = ae; (Ici o =1). Si —1 est
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une valeur propre de N, alors 1 n’est pas une valeur propre de E/U. En effet, on a

T T 7 —
Bl — e;u —e; Ju Uy —Upi1
U =

T T 7
Cpp . —€n 1 JU Upy1  Up

alors det(E{U) = |u1|*+|uns1]? > 0. leréflecteur S = (U—Ey)(L,—E{U)"Y(U—-E,)’ -1,
est unitaire et symplectique et vérifier SU = aF; alors Su = ae;(Ici a = —1). O
Remarque 4.5.1 Si le vecteur propre u est réel (u € R?"), alors, il est toujours vrai

que v Ju = 0.

Exemple : Soit J = de valeurs propres i, —i, v = est une
~-1 0 l

vecteur propre de J associée a 7, donc
H 1 .
vJv:<1 —i) =21 #0

alors, si A dans le cercle, v Jv # 0.
Théoréme 4.5.3 Soit A € R**2" yune matrice symplectique telles que tous les valeurs
propres de A sont a l'extérieur du cercle unité, alors il existe une matrice unitaire et

symplectique @ telle que A = QRQT ou R est symplectique et prendre la forme

* * * * * *
0 * * *
n
* *
R = 0 0 = * %
0 0 0 * 0 0
0 * %
n
0 0
0 00 * * %
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Démonstration. La preuve peut étre vu en utilisant le principe de I'induction sur n.
Soit A une valeur propre de A et uw un vecteur propre normalisée correspondant.
U = [u, —Ju] € R**2 est, unitaire symplectique (U#U = U’U = I). De Lemme 4.5.1.,

il existe un réflecteur unitaire et symplectique S; de telle sorte que Sju = ae; et alors
SlASf €1 = )\61

La matrice R, = S; ASH est symplectique et il est sous la forme ci-dessous

A % * * % *
0 * k% n n
n
* * Aol Wt
SLASH = R, = R « = |_|] 0 A X B
1
0o 0 - 0 i 0 0 0 0 y 0
0 = * ok * 0 C Y D
n
* *
0 = * * %
A
La matrice Ry = est également symplectique. En effet,
C D
A B
Ry = - A B, C', D e R
c' D
On a
C/TA/_A/TC/ C/TB/_A/TD/
RTJR, =

D/TA/ _ B/TC/ D/TB/ _ B/TD/
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CTA—-ATC C"B—-A"D

RIJR, = .
DTA—-BTC D'B-B"D

Par la multiplication par bloc, nous avons

OTA — ATC! — 0 0 ot _ ATD — —1 0

0 CTA—- ATC X C'B—-ATD
D/TB/ o B/TD/ — £ X ’ D/TA/ - B/TC/ — 1 X

X D'B—-ATD X DTA-BTC

Ry est symplectique, alors RT JR; = J et

CITA/ o AITC/ —_ O, C/TB/ - A/TD/ — 7

D/TA/ o B/TC/ — [’ et D/TB/ o B/TD/ =0

En conséquence

CTA-—ATC =0, C'"B-A"D=-1I
DTA—BTC = I, e¢ D'B-ATD=0

Cela prouve que Ry est symplectique (Proposition 4.3.5).

Par hypothése d’induction il existe un réflecteur unitaire et symplectique, Ss, tel que :
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§R25_2T — R2 )

n—1 n—1
* % * * % *
0 = * ok
n—1
* *
Ry = 00 - 0 * *
00 - 0 * 0 0
0 0 * %k 0
n—1
0 0
0 0 - 0 * *
Soit ) )
1 1 1 1
s st s s
1 1 1 1
551 S sh 591
n—1 '
1 1 1 1
— 55121,1 e 327)1,7%1 851217n 37(17)1,21171
52 = n—1
st S S 51
1 1 1 1
37(@421,1 51(1421,71—1 Sw(w)rl,n S£H)-1,2n—1
n—1
1 1 1 1
Sén)fl,l Sgn)fl,nfl Sgn)fl,n 5571)71,21171
En prend
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0 0 0 0 0
1 1 1 1
st st || 0 st V91
1 1 1 1
s sl 0 st S
1 1 1 1
0 Sé—)l,l e Sngm—l 0 Sngm cee 5&—)1,2n—1
SQ = n—1
0 0 .. 0 1 0 . 0
0 snl)l e sﬁ}}hl 0 37(11% e sﬁlf;n,l
1 1 1 1
ni 0 Ssh)q,l cee 551121,71—1 0 S;H)—l,n S 52421,271—1
1 1 1 1
0 Sgn)fl,l e Sgn)fl,nfl 0 Sgn)fl,n e 5571)71,27171

Alors Sy est unitaire et symplectique et vérifier S55; ASESH = R ot R est symplectique

sous la forme

x % * x % *
0 = x %
n
* *
R = 0 0 = * x %
0 0 0 x 0 0
0 x %
n
0 0
0 0 0 * x %
0J
e Algorithme 4.5.1 : Iterative method to compute Schur form of symplectic
matrix

Input : A € R**2" Symplectic, X, € R?"*"
Output : Ortho-symplectic Schur form of A
V - XO
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Repeat

W =AV

W = SR ortho-symplectic SR decomposition
V=25 1:n]

RR=R[l:n, 1:n]

until (Convergence)

4.6 Exemples Numeériques

Nous avons comparé et testé les résultats numériques obtenus par ’algorithme 4.5.1.
avec Matlab. Nos expériences numériques ont été effectuées avec Matlab 9 et I'exécuter
sur un processeur Pentium Core Duo. La matrice symplectique A est obtenue de la

matrice

M M
o M = diag (v)
0 M-t

et, a 'aide de transformations symplectiques générés de maniére aléatoire par des réflec-

teurs symplectiques que

M M
A=S S’

0 M-T
Exemple 1. Dans cet exemple, n = 20 et v est construit comme suit. Pour £ = 1 pour
fixer (n/2) (Voici la notation Matlab est utilisé), v(k) =k + 1 et v(g + k) = k=1 (voir
la page 122)

Exemple 2. Dans cet exemple, n = 10 et v est construit comme suit. Pour k£ = 1

1
pour fixer (n/2) (Voici la notation Matlab est utilis¢), v(k) = ] and v(g +k) =
ko
— ). ir 1 122
( 1000) (voir la page 122)
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erreur relative des valeurs propres calculées

erreur relative des valeurs propres calculées

-14

-14.2

-14.41

-14.6

-14.8

151

=152

-15.4 1

-156

-158

-16

—s—Algorithme 4.5.1
—O&— Matlab

-14.5

-15

-15.5

-16

16 18 20

Valeurs propres dans I'ordre croissant

——k—Algorithme 4.5.1)
—=S— Matlab

Valeurs propres dans I'ordre croissant
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4.7 Conclusion Générale

Le calcul des valeurs propres et vecteurs propres de matrices jouent des roles impor-
tants dans de nombreuses applications. Par exemple, ils jouent un réle important dans
les applications de traitement d’images. Dans cette thése, I’étude concerne un probléme
de valeurs propres structuré, pour cela, nous avons proposer une méthode pratique pour
calculer les valeurs propres et sous-espaces invariants pour les matrices symplectiques qui
sont d’'une importance particuliere dans les applications telles que le controle optimal.
Les Matrices symplectiques sont largement utilisés dans la factorisation SR qui est une
étape principale dans le mode d’organisation de préservation.

Dans le cas d’un probléme de valeurs propres de matrices structurées, la préservation
de cette structure peut aider & exploiter la symétrie du probléme et d’améliorer la pré-
cision et 'efficacité des calculs de sous-espaces invariants et les valeurs propres. Notre
méthode proposée, est basée sur une factorisation SR orthogonale et symplectique, qui
est basée sur des réflecteurs orthogonaux et symplectiques. L’orthogonalité est utilisé
pour préserver la stabilité, et la symplecticité pour préserver la structure.

PERSPECTIVES

La perspective immédiate de notre travail est de développer des applications de la

décomposition SVD-Symplectique en traitement d’image et du signal.
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