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Résumé

Nous nous intéressons dans cette these aux différents modeles de 1’interaction atmo-
sphere et radiation. En effet, nous étudions le systeme couplant les équations de la ra-
diation et celles de mouvement de 1’air, les conservations de la densité, du quantité de
mouvement et du bilan de 1’énergie. Si une radiation significative est présente, on doit
inclure I’énergie radiative dans 1’équation de bilan de 1’énergie. Cela étant on substitue
a la source de la chaleur I’effet du rayonnement. Dans la premiere partie, nous considé-
rons le systeme d’équations décrivant le mouvement d’un gaz visqueux et calorifere avec
Ieffet thermique de la radiation dans un domaine borné de R3. En supposant que les coef-
ficients d’absorption et la force extérieure sont petits et que les radiations qui entrent sont
suffisamment homogenes, nous démontrons I’existence d’une solution stationnaire de ce
systeme. Dans la deuxieéme partie, nous considérons le systeme d’équation décrivant I’in-
tensité de la radiation et du mouvement de I’air avec la transition de phase de 1’eau dans
un domaine borné de R3. Sous des hypothéses convenables nous démontrons 1’existence

et I’unicité de la solution locale de ce systeme.

Mots clés : Transfert radiatif, mouvement de 1’air, transition de phase, solution station-

naire, existence locale.
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Abstract

We are interested in this thesis to different models of interaction the atmosphere-
radiation. Indeed, we study the system coupling equations of radiation and those of air
movement, conservations density, momentum and energy balance. If a serious radiation
is present, it must include the radiative energy in the energy balance equation. However
we replace the source of the heat the effect of radiation. In the first part, we consider
the system of equations describing the motion of a viscous gas with the heating effect
of the radiation in a bounded domain R3. Assuming that the absorption coefficients and
the external force are small and the radiation entering are sufficiently homogeneous, we
demonstrate the existence a stationary solution of this system. In the second part, we
consider the system of equations describing the intensity of the radiation and air move-
ment with the phase transition of water in a bounded domain R3. We prove the existence

and uniqueness of the local solution of this system under suitable assumptions.

Key words : Radiative transfer, motion of the air, phase transition, stationary solution,

local existence.
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INTRODUCTION

Méme si les phénomenes qui ont lieu dans 1’atmosphere comme le vent, la pluie, le
réchauffement par la radition et son effet thermique dans 1’atmosphere sont bien observés
et bien documentés, la complexité de ces phénomenes dans leur ensemble ne nous permet
pas facilement de les décrire par un systeme d’équations mathématiquement cohérent.
Nous désirons alors apporter notre contribution a I’étude mathématique des équations qui
décrivent ces phénomenes.

Tous les échanges d’énergie entre la Terre et le reste de I'univers se produisent par
transfert radiatif. L’énergie radiative du Soleil est pratiquement la seule source d’énergie
qui influence les mouvements atmosphériques et les divers processus qui ont lieu dans
les couches atmosphériques et a la surface de la Terre. Le procédé le plus important qui
est responsable pour le transfert d’énergie dans I’atmosphere est le rayonnement éléc-
tromagnétique et ce rayonnement se déplace a la vitesse de la lumiere sous forme d’onde
éléctromagnétique. Le rayonnement électromagnétique subit des interactions avec les mo-
lécules gazeuses et les particules (aérosols, gouttelettes d’eau, poussieres, - - - ) présentes
dans I’atmosphere ; ces particules et molécules vont provoquer un blocage et/ou une dé-
viation du rayonnement, diminuant ainsi 1’énergie transportée par le rayonnement élec-
tromagnétique. Ces effets sont causés par les mécanismes de diffusion et d’absorption ;
en particulier 1’absorption du rayonnement par 1’air provoque 1’augmentation de la tem-

pérature. Cependant 1’air réchauffé, a son tour, émet le rayonnement, ce qui entraine la
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diminution de la température.

Le mécanisme de diffusion se produit lors de I’interaction entre le rayonnement inci-
dent et les particules ou les grosses molécules de gaz présentes dans 1’atmosphere, ces
derniers dévient le rayonnement de sa trajectoire initiale. Le niveau de diffusion dépend
de plusieurs facteurs comme la longueur d’onde, la densité des particules et des molé-
cules et I’épaisseur de 1’atmosphere que le rayonnement doit franchir. Il existe trois types
de diffusion : diffusion de Rayleigh, la diffusion de Mie et la diffusion non-sélective.

La diffusion de Rayleigh, se produit lorsque la taille des particules est inférieure a la
longueur d’onde du rayonnement. Celles-ci peuvent étre soit des particules de poussiere
ou des molécules d’azote ou d’oxygene. La diffusion de Rayleigh disperse et dévie de
facon plus importante les courtes longueurs d’onde que les grandes longueurs d’onde.
Cette forme de diffusion est prédominante dans les couches supérieures de 1’atmosphere,
ce qui explique pourquoi nous percevons un ciel bleu durant la journée. Comme la lumiere
du Soleil traverse I’atmosphere, les courtes longueurs d’onde (correspondant au bleu)
du spectre visible sont dispersées et déviées de facon plus importante que les grandes
longueurs d’onde. Au coucher et au lever du Soleil, lorsque le rayonnement parcourt
une plus grande distance a travers 1’atmosphere, il y aura apparition de couleur rouge.
La diffusion des courtes longueurs d’onde est plus importante, ce qui permet a une plus
grande proportion de grandes longueurs d’onde de pénétrer 1’atmosphere.

On parle de diffusion de Mie lorsque les particules sont presque aussi grandes que
la longueur d’onde du rayonnement. Ce type de diffusion est souvent produite par la
poussiere, le pollen, la fumée et ’eau. Ce genre de diffusion affecte les plus grandes
longueurs d’onde et se produit surtout dans les couches inférieures de I’atmosphere ou
les grosses particules sont plus abondantes, par conséquent ce processus domine quand le
ciel est ennuagé.

Le troisieme type de diffusion est celui de la diffusion non-sélective. Ce genre de
diffusion se produit lorsque les particules (les gouttelettes d’eau et les grosses particules

de poussiere) sont beaucoup plus grosses que la longueur d’onde du rayonnement. Nous
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appelons ce genre de diffusion "non-sélective", car toutes les longueurs d’onde sont dis-
persées. Les gouttelettes d’eau de I’atmosphere dispersent le bleu, le vert et le rouge de
facon presque égale, ce qui produit un rayonnement blanc, qui apparait au niveau du
brouillard et les nuages nous paraissent blancs.

Un autre phénomene entre en jeu lorsque le rayonnement électromagnétique interagit
avec I’atmosphere, c’est Le mécanisme d’absorption, qui survient lorsque certains molé-
cules de I’atmosphere (ozone, bioxyde de carbone et vapeur d’eau) absorbent 1’énergie de
diverses longueurs d’onde.

L’ ozone absorbe les rayons ultraviolets qui sont néfastes aux étres vivants, tandis que
le bioxyde de carbone absorbe beaucoup de rayonnement dans la portion infrarouge ther-
mique du spectre et emprisonne la chaleur dans 1’atmospheére ; enfin la vapeur d’eau dans
I’atmosphere absorbe une bonne partie du rayonnement infrarouge de grandes longueurs
d’onde et des hyperfréquences de petites longueurs d’onde qui entrent dans I’atmosphere
(entre 1pm et 22pum). La présence d’eau dans la partie inférieure de 1’atmosphere varie
grandement d’un endroit a ’autre et d’un moment a 1’autre méme dans la journé.

Nous rappelons que 1’émission est le processus opposé de I’absorption ; il s’agit du
processus par lequel un objet émet des radiations. Les objets ayant une certaine tempé-
rature tendent a émettre certaines quantités de radiation de longueurs d’ondes suivant les
courbes d’émission du "corps noir" (capable d’absorber complétement toutes les radia-
tions électromagnétiques).

L’ équation qui décrit ces phénomenes s’ appelle équation de transfert radiatif (ou I’équa-
tion de la radiation), c’est une équation du bilan de type équation de Boltzmann, elle est
cependant beaucoup plus simple que cette derniere (les particules n’interagissent pas entre
elles, mais avec des diffuseurs-absorbeurs fixes). En outre le champ radiatif est décrit par
son intensité spécifique I, (¢, z, q) (voir [22]), qui est une fonction dépendant du temps
t € R, de la position x € R3, de la direction de la propagation du rayonnement ¢ € S>

et de leur longueur d’onde A € R ; elle est définie par 1’équation

10

Ea[)\(tvx7Q)+(qV)]k(tw’taq) :Sa,e_'_sra (1)
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ou c est la vitesse de la lumiere.

Le terme a gauche dans (.1) caractérise le transport du rayonnement et le terme source
du second membre de (.1) représente les interactions avec le milieu, ou S, . décrit les
phénomemes d’absorption et d’émission de la radiation et .S, décrit les phénomemes de
diffusion, qui se traduisent par des changements de la direction des trajectoires des rayon-
nements. Or, si nous voulons décrire d’une maniere plus réelle les effets de la radiation
dans I’atmosphere, nous avons besoin de coupler les équations de la radiation avec celles
du mouvement de 1’ air.

Le mouvement de I’air de I’atmosphere terrestre (I’air sans vapeur d’eau) peut étre
décrit par un systeme d’équations aux dérivées partielles non linéaires d’un gaz visqueux
et calorifere (voir par exemple [21]). En effet, si on désigne par ¢ la densité de I’air
sec, par u = (uy,us, u3) sa vitesse, par p sa pression et par 1" sa température, la loi de
conservation de la masse et celle de la quantité de mouvement recpectivement s’expriment
par les équations

Do+ V - (ou) =0, (2)

1
00wu + o(u - V)u+ RV (0T) = nAu + <§77 +OV(V-u) + of, (.3)

tandis que le bilan de I’énergie, exprimé en fonction de la température, sera décrit par

I’équation

(0T +u-VT)+ RoTV - u = (4)
= gAT J j 2 | )
' +nj§1(axk i Ox;’ Oxy, T 377)(V u)”* + g,

ou 7 et ¢ sont les coefficients de viscosité d’écoulement et volumique de I’air, f est la
force extérieure, g est la source de la chaleur (principalement due a la radiation), x est
la conductibilité thermique, c, est la chaleur spécifique a volume constant et R est la
constante universelle des gaz.

D’autre part pour formuler les équations du mouvement de ’air de maniere suffi-

samment complete, il faut distinguer les densités de I’air sec et de la vapeur d’eau, ainsi
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que H,O liquide et solidifiée, plus précisément on ajoute les éléments qui résultent des
processus de transition de phase de I’eau dans 1’atmosphere.

La transition de phase de 1’eau réalisée dans 1’atmosphere, donnant naissance a des
nuages et provoquant la pluie et la neige, concerne donc les trois états et les six types
de transition de phase de 1’eau, a savoir condensation-évaporation, solidification-fusion et
sublimation et son inverse (pour plus de détails voir par example [18,24,29,30,33,34]).

La transition de phase de I’eau est basée essentiellement sur deux quantités appelées
pression de la vapeur saturée P, (T) et la chaleur latente L ;. La condensation de la
vapeur d’eau se réalise lorsque, a une température supérieure a celle de la fusion de H,O
la pression de la vapeur dépasse une valeur critique au-de-la de laquelle les molécules de
H,O en état gazeux tendent a s’établir en état liquide et elle est notée P, (1) ; dans le
cas contraire on aura le phénomene d’évaporation. Aux températures inférieures a celle
de la fusion, au lieu de la condensation (resp. de 1I’évaporation) il y aura la sublimation
inverse (resp. la sublimation), ol la pression de la vapeur saturée doit étre considérée sur
la surface de la glace et elle est notée p, ;) (7).

D’autre part, les processus de transition de phase contribue de maniere appréciable a la
variation de la température. Grace 4 une absorption ou emission d’énergie ce phénomene
est connu sous le nom de chaleur latente. Ainsi on désigne par Ly, L et L, respecti-
vement la chaleur latente relative a la transition gaz-liquide, liquide-solide et gaz-solide ;
ces valeurs vérifient la relation

Lgs = Lo + Lys.

Pour les valeurs experémentales de D) (1), Pys(s)(T) Lgi» Lis €t Ly voir par exemple
[23].

Pour I’étude mathématique d’un systeme d’équations décrivant le mouvement de 1’ air
avec les transitions de phase, nous rappelons d’abord le travail de Fujita Yashima, Cam-
pana, Aissaoui [18], qui propose un modele mathématique assez général modélisant le
mouvement de 1’air y compris la condensation et 1’évaporation et le mouvement des gout-

telettes d’eau. D’autre part, Selvaduray, Fujita Yashima [33], ont fourni une description
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mathématique assez complete, qui prend en charge toutes les transitions de phases et qui
représente une généralisation du modele proposé dans [ 18] ; les auteurs ont tenté de mon-
trer qu’un systeme d’équations décrivant le mouvement de 1’air contenant les transitions
de phase de I’eau et la variation de la quantité des gouttelettes d’eau et des morceaux de
cristaux est bien posé, en démontrant 1’existence et 1’unicité de la solution locale de ce
systeme d’équations. Mais dans [33], devant la difficulté technique, les auteurs ont modi-
fié le systeme d’équations, en remplacgant la fonction représentant la densité de la vapeur
7(t, x) par son approximation my(t, z) définie par la convolution avec une fonction régu-
larisante. D’autre part, 1’étude d’un systeme d’équations décrivant le mouvement de I’ air
sans transition de phase de I’eau et I’effet de la radiation a été proposé par Amosov [1],
qui a démontré I’existence et I'unicité de la solution globale du systeme d’équations en
une dimension, ainsi Ducomet et ses co-auteurs dans ces travaux (voir [11-15]) ont étudié
la solution faible de 1’équation d’évolution dans un domaine de dimension 1 ou 3.

Dans cette these, nous nous intéressons a étudier les équations qui décrivent le cou-
plage entre les équations de mouvement de I’air (sans transition de phase et avec les
transitions de phase) et I’équation de la radiation dans un domaine borné € C R3. L’in-
tensité de la radiation a une structure assez différente des équations du mouvement de
I’air, mais le comportement de 1’effet thermique de la radiation par rapport a la tempéra-
ture, a une bonne propriété de telle sorte que I’effet de la radiation, puisse étre inséré dans
I’équation du bilan de I’énergie du mouvement de 1’air, sans altérer la structure essentielle
de cette dernicre équation. Dans le cas d’absence des transitions de phases, nous démon-
trons 1’existence d’une solution stationnaire du systeme d’équations de la radiation et du
mouvement de 1’air. Au cas de la présence des transitions de phase, nous considérons un
systeme d’équations analogue a celui qui a été considéré dans [33] (resp. dans [18]), mais
nous y insérons une équation décrivant I’effet thermique de la radiation et nous démon-
trons I’existence et I’unicité de la solution locale sans modifier le systtme d’équations,
c’est-a-dire sans utiliser I’approximation par une régularisation de la densité de la vapeur

7(t, z). Toutefois, pour ne pas alourdir la présentation du travail, nous nous limitons au
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cas ou seulement les deux états — gazeux et liquide — sont présents. En effet, il nous semble
que le comportement mathématique de la fonction de la densité de I’eau solidifiée dans
I’air est plutdt similaire a celui de la fonction de la densité de 1’eau liquide dans 1’ air.

Contenu de la these. Notre these est constituée par une introduction, deux chapiter et
une conclusion.

Dans I’introduction, on va décrire le cadre physique et mathématiques nécessaires a
cette these.

Dans le premier chapitre nous allons étudier 1’existence d’une solution stationnaire
du systeme d’équations de la radiation et du mouvement d’un gaz visqueux et calorifere
dans un domaine borné de R?. Nous rappelons que les équations décrivant le mouve-
ment stationnaire d’un gaz visqueux et calorifere ont été étudiées par plusieurs auteurs
(voir [5, 16,32], etc...), qui ont démontré 1’existence d’une solution stationnaire pour ces
équations, en utilisant différentes approximations de la pression et différentes données
de la température sur la frontiere. D’autre part, les équations décrivant I’intensité de la
radiation et de la température de 1’air sans mouvement ont été étudiée dans [27].

Dans notre travail, le mouvement de 1’air est supposé stationnaire, de sorte que le
systeme d’équations devient un systeme d’équations du type elliptique, accouplé avec
I’équation de continuité et I’équation intégrale qui résulte de la description de I’intensité
de la radiation. Le fait que nous avons démontré seulement I’existence et pas 1’unicité de
la solution est bien acceptable dans ce chapiter car pour les équations de ce type et dans le
cadre fonctionnel qui nous allons choisir, la démonstration de I’unicité de la solution est
difficilement réalisable. Nous allons démontrer 1’existence de la solution sous des hypo-
théses convenables, en particulier, nous supposons que les coefficients d’absorption et de
diffusion du rayonnement sont petits et indépendants de la variable spatiale z. Du point
de vue technique, il s’agit d’un systéme d’équations pour les inconnues (u, T, 0, {1 } x>0)
qui représentent respectivement la vitesse, la température, la densité de I’air et I’intensité
de la radiation de langueur d’onde \. L’existence de la solution sera obtenue a I’aide du

théoreme de Schauder, comme point fixe d’un opérateur non-linéaire qui sera défini par
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la résolution de notre systeme d’équations convenablement linéarisé. Dans nos raisonne-
ments nous allons utiliser des idées des articles [5, 16,27, 32].

Dans le deuxieme chapitre nous considérons le systeme d’équation décrivant le mou-
vement de ’air et la variation de I’intensité du rayonnement et la quantité de gouttelettes
d’eau dans I’air, y compris le processus de transition de phase de I’eau. Sous des hy-
potheéses convenable, nous démontrons 1’existence et I’unicité de la solution locale. En
éliminant 1’approximation par la régularisation de la densité de la vapeur d’eau et en
incluant I’équation de la radiation ; ce résultat améliore ceux obtenus dans le chapitre pré-
cédent Du point de vue technique, il s’agit d’un systeéme d’équations pour les inconnues
(v,u, T, 0,m,0,{I)}>0) qui représentent respectivement la vitesse de I’air, la vitesse des
gouttelettes de masse m, la température, la densité de 1’air, la densité de la vapeur d’eau,
la densité de I’eau liquide et I’intensité de la radiation de longueur d’onde .

pour les équations de la vitesse et de la température, nous suivons le schéma de [33],
qui se base sur les techniques classiques de Solonnikov ( [35] et d’autres). Pour les équa-
tions concernant les densités de 1’air, de vapeur d’eau et de gouttelettes d’eau, nous uti-
lisons les techniques développées dans [33] et [2], sans utiliser I’approximation par une
régularisation de la densité de la vapeur. Cette amélioration est due essentiellement au
coauteur du travail, Selvaduray [8]. Pour I’équation de I’intensité de la radiation, nous uti-
lisons les techniques développsSes dans [7], tout en introduisant également des nouvelles

techniques pour 1’estimation de la solution dans les normes L et L2



CHAPITRE 1

Solution stationnaire du systéme d’équations de la

radiation et du mouvement d’un gaz visqueux et

calorifere
Sommaire
1.1 Imtroduction. . . .. ... ... ittt it ittt 9
1.2 Préliminaires et résultat principal. . . . ... ... ... ....... 12
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1.6 Application du théoreme du point fixe de Schauder. ... ... ... 30

1.1 Introduction.

Pour analyser mathématiquement le couplage atmosphere-radiation, nous avons consi-

déré le cas du mouvement sationnaire d’un gaz visqueux et calorifere, avec I’effet ther-
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mique de la radiation dans un domaine borné de R3. Nous désignons par o la densité de
Iair, par T' la température de Iair, par u = (u;, ug, u3) la vitesse de I’air et par [, ’inten-
sité de la radiation de longueur d’onde . Nous admettons que la pression p est donnée
par

p = RoT,

ou R est la constante universelle des gaz (divisée par la masse molaire moyenne de 1’air).

Si le mouvement de I’air est stationnaire, on aura le systeme d’équations (voir [21,22])

V- (ou) =0, (1.1.1)
1

o(u-V)u+ RV (oT) :nAu+(§77+C)V(V-u)+Qf, (1.1.2)
cyou - V1T + RoTV -u = (1.1.3)

B 8u3 Ouy, . Ou;j 2 >

= RAT 4 Z (Gt G S (€= ST - = V- E(L),
- (CIV)I)\(ZE,Q) :]A('rv(Z)_J)\(:B?an)\aT) (qe 52)7 (114)
ay + Ty

ou Jy(x,q, I\, T) et E(I)) = (F1, Ey, E3) sont donnés par

I, q. 1, T) = 4MA+U/IA v.d)P(¢ . q)dq'+ (1.1.5)
Q)
+ BIAT
—O B\, (2,
@://A@@m@w, =123, (1.1.6)
0 S2

tandis que 7 et ¢ sont les coefficients de viscosité, x la conductibilité thermique et c,
la chaleur spécifique a volume constant ; en outre a) est le coefficient d’absorption de la
radiation, r le coefficient de diffusion de la radiation, P, (¢, ¢) la diffusion de la radiation
de la direction ¢’ dans la direction ¢ et ay B[\, T'] désigne I’émission de la radiation, ou la

fonction B[\, T, dite fonction de Planck, est donnée par

2 2h C.
TR e — 1) (1.1.7)

BINT] =
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(ici c est 1a vitesse de la lumiére, A la constante de Planck et & 1a constante de Boltzmann).
Dans (1.1.2)-(1.1.3) nous avons supposé que 1, C, k, ¢, sont constants.
Donc nous considérons le systeme d’équations (1.1.1)-(1.1.4) dans un domaine borné

Q) C R? avec la condition de la masse totale prédéterminée

/Q(x)dx =K,>0 (K, : constante) (1.1.8)
Q

et avec les conditions aux limites

qmzo, (1.1.9)

VT-ﬂmf:Q (1.1.10)

ou n est le vecteur normal extérieur a 0f).
Le probleme (1.1.1)-(1.1.10) doit étre complété par les conditions aux limites (condi-
tions d’entrée) pour {7, },~0, pour cela il est commode de transformer 1’équation (1.1.4)

en une équation intégrale. En effet, en posant
by = ax + 1y, (1.1.11)
on peut réécrire 1’équation (1.1.4) dans la forme
d
@I)\(x +aq,q) = —=byI\(x + aq,q) + byJx(x + aq,q, I\, T). (1.1.12)
Pour (z,q) € 2 x 5% on pose
a,p =inf{a eR|z+d'qgeQVa €la,0]}. (1.1.13)
L’équation (1.1.12) avec la condition
]A(x+a?$7q)q,q) = If\)(x—ka?xvq)q, q) (1.1.14)

peut étre résolue formellement par la fonction

I(z,q) = IN(x + a(()$7q)q7 q) exp (Oé(()%q)bA)—F (1.1.15)
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0
+% / / Pr(q', ) In(z + a'q, q') exp (a'by)dq'do’ +
S2
(z,q)

0
+ay / B\, T(z + o'q)] exp (a/by)dc’.

0

A(z,q)

Pour 2° € 9) on pose
S22 ={qe S*|Fe>0, 2" +ageQ, Va €]0,¢e[}, (1.1.16)

on définit I’ensemble

== U ({2 x $2@), (1.1.17)

z0€dQ

et on admet que 19 (2", ¢) est donnée pour tout (z°, ¢) € =.
Dans toute la suite de ce chapitre, nous précisons nos hypotheses sur les coefficients,

nous supposons que

ay>0, ry>0, ay,r\ sontconstants, (1.1.18)
1
P20 Vg€ s, [P(adi=1 Yd €St (1119
7T'S2
sup Iy(2°,q) < . (1.1.20)
(z0,q)€E

La partie principale de ce chapitre est d’étudier un théoreme d’existence d’une so-
lution (o, u, T, {I)} >0) pour le systtme d’équations (1.1.1)-(1.1.4) avec les conditions

(1.1.8)-(1.1.10), (1.1.14).

1.2 Préliminaires et résultat principal.

Nous considérons d’abord la famille d’équations (1.1.15), en supposant que la fonc-
tion 7'(x) est donnée. Or, comme on le constate immédiatement, si 7'(x) est donnée, on
peut envisager la famille d’équations (1.1.15) séparément pour chaque \. Donc ici nous

raisonnons en fixant un A > 0, on a alors
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Lemme 1.2.1. Soient ay, r) des constantes et P\(q',q) une fonction mesurable définie
sur S% x S?, satisfaisant aux conditions (1.1.18) et (1.1.19). Soit en outre I3(z°, q) une
fonction mesurable, non-négative, définie sur = et satisfaisant a la condition (1.1.20). Si

une fonction T'(x) € L>(X2), est donnée avec T'(x) > 0, et si on a
radiam () || P|| Lo (s2x52) < 1, (1.2.21)
alors I’équation (1.1.15) admet une solution I et une seule dans la classe L°°(§) x S?).

Démonstration. On désigne par G([)) le second membre de (1.1.15), on a alors

G (2, q) — G (2, q)| < (1.2.22)

— A4

*(z,q)

<2 [ [P0l @+ dad) - [P @+ g q)lddda’ <
S2

< radiam (Q)]| P pegszrs) 11 = 1| e sy

presque partout dans € x S2.
Par conséquent de I’hypothese (1.2.21), on déduit que I’opérateur G(-) est une contrac-
tion dans I’espace L>°(£2 x S?), ce qui nous permet de trouver une solution I, et une seule

dans la classe L=(Q2 x S?). O

Le lemme 1.2.1 nous permet de considérer ' définie dans (1.1.6) comme fonction
déterminée par T'(x). Plus précisément on définit F/(T") par

[e.o]

E,(T)(x) = / / L(z,q)qydady,  j=1,2,3, (1.2.23)
0 s2

ou I (x, q) est la solution de (1.1.15) avec une fonction donnée 7°(-).
Pour trouver une solution (o, u, T, {Iy},>0) du systeme d’équations (1.1.1)-(1.1.4)
avec les conditions (1.1.8)-(1.1.10), (1.1.14), on commence par définir deux constantes

strictement positives g et 7. On pose d’abord

K
7= ﬁ (1.2.24)
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ol || est la mesure de I’ensemble €2 (K, est la constante introduite dans (1.1.8)).
D’autre part, pour définir la constante 7' > 0, on rappelle la propriété suivante de

E(T).

Lemme 1.2.2. Sous les mémes conditions du lemme 1.2.1 il existe une constante stricte-

ment positive T et une seule telle que I’égalité
/ V- E(T)da =0 (1.2.25)
Q
soit vérifiée.
Pour la démonstration, voir [27], Lemme 4.3.

D’apres le lemme 1.2.2 nous définissons la constante 7" par la relation (1.2.25).

Pour étudier le systeme d’équations (1.1.1)-(1.1.4), nous introduisons les espaces
H3(Q) ={ue H*(Q)|u=0sur N},

HZ(Q) = {9 € H*(Q)| VI -n =0 sur 90},

H(Q) = {0 € HX(Q)] /a(x)dx ~0}.

Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme suivant.

Théoréme 1.2.1. Soit Q un ouvert borné de R® muni de la frontiére 02 de classe C*. On
suppose que les fonctions mesurables non-négatives Py(q', q), I9(z°, q) et les constantes
ay, . satisfont aux conditions (1.1.18)-(1.2.21). Si || f|| mr1(q) est assez petite et I} (z°, )
est telle que ||V - E(T)||12q) (ou T défini par le lemme 1.2.2, avec les autres don-
nées) soit suffisamment petite, alors il existe une solution (u, T, p, {1 }x>0) € H3(2) x
HZ(Q2) x H?(Q) x H*(Q) du systeme d’équations (1.1.1)-(1.1.4) avec les conditions
(1.1.8)-(1.1.10), (1.1.14).
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1.3 Préliminaires a la démonstration.

On cherchera une solution (g, 7", u) du probleme (1.1.1)-(1.1.3) avec les conditions
(1.1.8)~(1.1.10) dans un voisinage de (g, T, 0) ou g est défini par la relation (1.2.24) et T
défini par le lemme 1.2.2.

Etant définies les constantes o et T, nous posons
o=0—0, 9=T-T. (1.3.26)
Nous rappelons alors une autre propriété de E (7).

Lemme 1.3.1. Ona

o)

V-EW+T) -V ET) = 47r/aA[B(/\, 9 +T) — BTN (13.27)

Démonstration. L’égalité (1.3.27) est obtenu a partir de la définition de E(-) (voir

aussi (1.1.4), (1.1.6)) par des calculs élémentaires. []

On pose
 dy, T _ B
Bo = g5l4m / w[BOL 0 +T) = BAD|, . (1328)
B1(9) = 4r [ ax[BOLY+T) = BOT)JdA — G (1.3.29)

0
De I’expression (1.1.7) de la fonction B(\,T), on voit que (3;(¥) est au moins deux fois

continiiment dérivable. Comme

2 3h2 C. C.
éB(A,T} = )\ZICCTQ ovs (eth — 1)*2 >0,
on a
By > 0. (1.3.30)

Pour le comportemet de B/o et 51(1), il est utile de rappeler que, si a, est constante alors

on a
00

/a,\B()\, T)d\ = ayooT*

0
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ou 0 > 0 est une constante, ce qui correspond a la loi de Stefan-Boltzmann.
Ainsi, on peut transformer le systeme d’équations (1.1.1)-(1.1.3) dont les inconnues

sont (o, T, u) en un systéme d’équations d’inconnues (o, 9, u)

V- (ou) = =0V - u, (1.3.31)
1 _
— nAu — (377 + )V(V - u) + RoVY + RTVo = F(o,9,u), (1.3.32)
— kAY + By = G(u,¥,0) — RoTV - u, (1.3.33)
ol
F(o,9,u) = (0 +0)f — (¢ +0)(u-V)u— RoVi — RyVo, (1.3.34)
G(o,9,u) = —(0 +0)cyu- VI — R(09 + 0T + 09)V - u+ (1.3.35)
3 8uj 8uk 8uj 2 2 —
- = u)? =V -EB(T) - :
13 (Gar ¥ 92, iy (€ 3V =V D) =0

Avec la formulation des équations (1.3.31)-(1.3.33), le probleme (1.1.1)-(1.1.4), (1.1.8)-
(1.1.10) et (1.1.14) se réduit a celui des équations (1.3.31)-(1.3.33) avec les conditions
(1.1.9) et (1.3.36), (1.3.37) suivantes

/a(a:)da: —0, (13.36)
Q
Vo - n‘m —0. (1.3.37)

Dans cette nouvelle formulation, 1’équation (1.1.4) n’est pas inscrite explicitement ; en
effet, comme elle fait partie de la définition de F/(7T') dans (1.2.23), elle est alors vérifiée.

Pour démontrer I’existence d’une solution du probleme (1.3.31)-(1.3.33) avec les
conditions (1.1.9), (1.3.36), (1.3.37), en suivant la méthode généralement utilisée pour
les équations stationnaires d’un gaz visqueux (voir [5, 16, 32], etc...), on résoud d’abord
le systeme linéarisé des équations (1.3.31)-(1.3.33), et ensuite, on définira un opérateur
non-linéaire ¢ qui, a (¢’, 9, ), associe la solution (o, 9, u) du systéme linéarisé et on

cherchera un point fixe de cet opérateur.
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1.4 Equations linéarisées.

Pour formuler le systeme d’équations linéarisées, on prolonge formellement la fonc-

tion 3;(¢) pour ¥ < —T par
Bi(9) = —4m / B T)d\—Byd  pour 0 < —T. (1.4.38)
0

Il est clair que le prolongement (1.4.38), qui correspond au prolongement de B(\, 1) par
B(A\,T) = 0 pour T < 0, ne modifie pas la régularité nécessaire de (3 (v) (voir (1.1.7))
ni le résultat la solution vérifira la relation 7' > 0 et donc ¥ > —T.

Nous considérons le systeme d’équations linéarisées

o—o

. + V- (ou) =—20V - u, (1.4.39)
— pAu— (g +OV(V -u) + RoVY = F(o', 0/, u') — RTV o, (1.4.40)
— KAV +B:)19 =G(o',9,u") — RoTV - u, (1.4.41)

ou o/, ¥, u' sont des fonctions données, tandis que h est une constante strictement posi-
tive ; dans (1.4.41) la fonction G(-, -, -) est considérée avec le prolongement (1.4.38). Le
systeme d’équations (1.4.39)-(1.4.41) est considéré avec les conditions (1.1.9), (1.3.36)
et (1.3.37); ot dans (1.4.39) la constante ~ > ( est suffisamment petite.

Dans cette section nous allons montrer des résultats que nous pouvons obtenir comme
variantes de résultas classiques, tandis que dans la section suivante nous allons présenter
les estimations spécifiques qui nous conduiront a I’existence d’un point fixe de 1’opérateur

qui, a (0,7, ') associe (0,1, u). Pour simplifier la notation, on notera dans toute la suite

| - [[zz et - [|gm (m =1,2,3) aulieude || - || 2 et || - || zm(q)-

Considérons d’abord les équations (1.4.40), (1.4.41), alors on a le lemme d’existence

et I’unicité de la solution suivant.
Lemme 1.4.1. Soit (u',9',0') € H3(Q) x HE(Q) x H2(2). On pose

F'=F(o' 9 u), G =G(d, V). (1.4.42)
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Alors les affirmations suivantes sont valables :
i) les équations (1.4.40), (1.4.41) avec les conditions (1.1.9), (1.3.37) admettent une so-
lution (u, 1) et une seule dans H}()) x H'(Q), de plus il existe une constante ¢ > 0 telle

que la solution (u, ) vérifie I’inégalité
[ullz + [0l < (1 -2 + (Gl ny + N0’ 2); (1.4.43)
i1) il existe une constante ¢ > 0 telle que la solution ¥ vérifie I’inégalité
191l < e(IG |2 + IV - ull2); (1.4.44)

ii1) la solution (u, ) appartient & H3()) x HZ(NQ) et il existe une constante c > 0 telle

que la solution (u, ) vérifie I’inégalité
Vs + 1902 < (1E s + 1G22 + 9 ). (1.4.45)
Démonstration. Si 9’ € HZ(Q), il existe une constante C' (dépendante de ¢') telle que
[0 (x)|<C  Vze,
ce qui implique, d’apres la définition de 5;(+), que
Bi(¥) € L(Q) C (H'Y.

Cela étant, en examinant les autres termes de G (o, ¢, u) et ’expression de F'(+, -, -) (voir
(1.3.34), (1.3.35)), on constate d’apres la relation (u’, 9, 0’) € H3(Q2) x HZ(Q2) x H*(Q)
que F(o/, 9 v') € H ', G(o', 9 ,u) € (H).

Or, en multipliant (1.4.40) par u et (1.4.41) par %19, et en intégrant sur € on obtient
K B
n/ Vul2d + (g +0) / V- ufde + £ / V9 + 22 / 102 =
Q Q Q Q

1 _
:/F’-udqu?/G'Q?dx—l—RT/J'V-udx.
Q Q Q
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Compte tenu de la condition (1.3.30), on en déduit la coersivité de la forme bilinéaire
associée, ce qui nous permet de démontrer I’ affirmation 7) par la méthode usuelle pour les
équations de type elliptique.

L’ affirmation i7) résulte de la théorie classique des équations de type elliptique.

Quant a I’affirmation #ii), en utilisant les inégalités (1.4.43)-(1.4.44), on peut démon-
trer (1.4.45) ; en effet en appliquant a 1’équation (1.4.40) la méthode usuelle pour la régu-
larité de la solution faible d’une équation de type elliptique, avec la condition de Dirichlet
homogene, ainsi que la décomposition du domaine {2 en une partie intérieure et une fa-
mille finie de sous-domaines couvrant le voisinage de la frontiere 0f2. (voir par exemple
la démonstration des Théoremes 3 et 4 de la § 2 du Chap. IV de [28] ; la forme spécifique
de cette technique a 1’équation (1.4.40) est analogue aux lemmes 5.1 - 5.8 de la section

suivante). []

Pour démontrer 1’existence et I’unicité de I’équation (1.4.39) on a le lemme suivant.

Lemme 1.4.2. Soient ' € H2(Q2) et u € H3(Q). On suppose que |u||gs < 1, alors il
existe ho > 0 tel que pour tout h €0, hy|, I’équation (1.4.39) admet une unique solution

o dans H?*(Q) et il existe une constante ¢ > 0 telle que la solution o vérifie 'inégalité
ol < c(llo’ll a2 + llullas)- (1.4.46)

Pour la démonstration du lemme 1.4.2, voir [6, 16].

Les fonctions F'(-,-,-) et G(-, -, -) jouissent de la propriété suivante (nous utilisons la

notation introduite dans (1.4.42)).

Lemme 1.4.3. Soit (u',9',0') € H3(Q) x HZ(Q) x H2(Q), alors on a
F' e H'(Q), G' € L*(Q)

et il existe une constante c telle que

1F N < (U 110l Fllis + 11922 07 | a2+ (1.4.47)
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+(+ o)l e ls).

En outre, si on suppose que ||¥'|| () < %, alors on peut déterminer une constante c

telle que
1GN122 < (1 + 10 ) [l = 19 [ ar + o+ (1.4.48)
HU a2 + o = 191 m2) 16 e+ ([ s || 0+
HIV - BTl + [0']132)

Démonstration. Il n’est pas difficile de déduire la premiere partie de 1’énoncé du
lemme a partir de ’expression de F'(-, -, -) et de celle de G(-, -, -) données dans (1.3.34) et
(1.3.35) (voir aussi la définition (1.3.29) de (31(19)).

En outre, de I’expression de la fonction B(\, T') donnée dans (1.1.7) et de la définition

de 31 (V), il résulte que, si ||| o) < %, alors il existe une constante ¢; > 0 qui vérifie

I’inégalité

/ / ’ T
1B1(9)| < er|?)* pour || < 5

donc, en rappelant encore I’expression de G (-, -, -) donnée dans (1.3.35), on obtient I’in-

égalité (1.4.48). [J
Grace aux lemmes 4.1-4.3, si on note par
Da = { (u,0,0) € HY(Q) x HA(Q) x HXQ)| ullg= < 1},

tel que
®: Dy — H>(Q) x HZ(Q) x H?(),

défini par la relation

o', 9, 0') = (u,9,0), (1.4.49)

ou (u, v, o) est la solution du systeme d’équations (1.4.39)-(1.4.41).
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1.5 Estimations de la solution des équations linéarisées

Dans cette section nous allons établir des estimations spécifiques des solutions u, ¥, o
des équations (1.4.39)-(1.4.41), qui nous permettront de démontrer I’existence d’un point
fixe de I’opérateur ®. Ces estimations se démontrent d’une maniere analogue aux lemmes
établis dans [16,32], méme s’il y a des différences non négligeables dues a la présence du

terme 3y dans (1.4.41).

Les lemmes suivants nous permetent d’établir les estimations exiges pour démontrer

I’existence.

Lemme 1.5.1. Soient (u',v',0') € H3(Q) x HZ(Q) x H*(Q) et (o,u, V) la solution du
systeme d’équations (1.4.39)-(1.4.41). Alors il existe une constante c telle que, quel que

soitd >0, ona
Q 1
a([Vullzz + [|9]17:) + E(HUH%Q — [lo"]|Z + §H0 —d'||72) < (1.5.50)

1
< (1 F -2 + I Gy) + (& [lullzes + S5 llollze)-
. .. . — ol
ol v est une constante strictement positive déterminée par n, C, k, 0, 1" et [3,.

Démonstration. Si on multiplie les équations (1.4.39)-(1.4.41) respectivement par

RT

o, u et %19, et on les integre sur {2, on obtient

K B RT ,
UHVUH%QHU+C)HV'UH2Lz+HV??HQLﬂLBOIWHQLmL/(U—U)waz (1.5.51)
3 T T ho J

: 1 — T
:/F’-udx+T/G'ﬁdx—RT/(u-Va’+0V-u)da:—RQ (V- (ou))odx.
o) 0 Q

En tenant compte des relations

1 1
(- 0")o = 5(0* —0™) +5(0' — )",

RT
_T/v (ow)odr < c|jul|ms||o] 2,

¢
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—RT/(UV cutu-Vo')dr < o[Vl z]|o — o 2
Q
(en rappelant que h est suffisamment petit), on déduit de (1.5.51) I’inégalité (1.5.50). [

Pour obtenir les estimations des dérivées d’ordre supérieur de u, v et o, on considere
deux familles {w!” 1V, {w{"}Y_, de sous-ensebles ouverts de €2 et une famille {y;},
de fonctions de classe C*(£2) ; on choisit ces familles de sous-ensembles et de fonctions
de telle sorte que

N
U w,(go) =Q, w(()l) C Q,

W2 N cw?, xuz) >0 VreQ, xuz)=1 Vrew?,
suppxx C w,g,l) U o, pour k=0,1,---,N,

et que w,(;), k=1,---, N, soient convenablement petits.

Pour simplifier la notation, nous utilisons « pour désigner une constante strictement
positive déterminée par 7, (, K, 0, T et Bg (comme le lemme 1.5.1) et nous écrivons
respectivement D, D2 et D? au lieu de 0,,, 05,0y, €t 0,05, 05, (j, k,1 = 1,2,3); et nous
notons par | D, - |2, |D2 - |2, | D2 - |* 1a somme obtenue quand j, k, [ parcourent I’ensemble
{1,2,3}.

Nous commengons par I’estimation sur la partie intérieure de €.

Lemme 1.5.2. Soient v/, ¥, o', u, 9 et 0 comme dans le lemme 1.5.1. Alors il existe une

constante c telle que, quel que soit § €)0,1], on a
o [ (D2 + | D2 + | D, ) do+ (1.5.52)
o)

1
+5 [X3(Dao = |Dao' + 5Dl = o)) <
Q
C

06
+0*(|V (29 + Ta) |12 + llull3s),

< (N2 + NG + 11913) + <5 (lullz + o)+
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1
o [ \EIDiufde+ 3 [XE(D2of — D20/ 4 5|D2o — o) Bdz < (1553)
Q Q

/ c — T !
< c([[F i + 191172) + 5l + llollizz) + 01V (@0 + To") 7 + llullza).

Démonstration. On applique 1’opérateur différentiel D, aux équations (1.4.39)-(1.4.41)
et on les multiplie respectivement par RTngDxa, XoDau et 2x3 D). Si on les integre sur

(), en utilisant les relations

1 1
D,(c —0d')D,o = §(|D$O"2 — | Do) + §\Dz(0’ —0))?,

RT
~= [ DV - (ou)EDsode < clullsllo |,
alors on déduit I’inégalité

1 1
[ GUD22 +1D20P 4+ [D.0P ) + 5 [ 33(IDsol? = Do’ 4 5| Dafo = o)) <
Q Q

< o [(VDullDou] + |V - Dyl Dya| + [VD9] | D0 | V-t
Q

+ [ IFID.0@Dsw) e + [ 1GNDGD.0) dx + [ EID.Y - ul[pDyo]de
Q Q Q

+ [ 19(20 + To) 1D, OEDw)lde) + clullsllo 3,
Q

d’ou, par des calcules usuels, y compris I’application du théoreme d’interpolation, on
obtiendra I’'inégalité (1.5.52).

Pour obtenir (1.5.53), on la procede d’une maniere analogue au cas précédent ; plus
précisément, on applique I’opérateur différentiel D? aux équations (1.4.39) et (1.4.40),
en les multipliant respectivement par ng X2D2%o et x3D?u, et apres intégration sur 2, on
obtiendra I’'inégalité (1.5.53). [

Maintenant, pour obtenir les estimations sur la frontiere de €2, il nous suffit d’examiner
le cas d’un des sous-domaines w,(gl), (pour ne pas alourdir I’écriture, on écrit simplement

x> W@, w® au lieu de yy, W/E;O), Wl(cl))'
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Donc, nous introduisons un changement de variables comme dans [31, 32]. Choi-
sissons un point T € w© N 90 et considérons un systeme orthogonal de coordonnées
(1, v, x3) tel que son origine coincide avec T et le plan (1), ) avec le plan tangent a 052
au point 7.

Alors on peut choisir d’une maniére convenable une fonction 1 € C*(R?; R?) de telle
sorte que pour chaque point z € w®NQ puisse étre écrit d’une maniere univoque dans

la forme
=AY, 0, r) = p(, ) +rn(u(e, @)

(n(p(1), p)) est le vecteur normal unitaire extérieur au point (v, ) et r < 0).

On pose y = (y1,y2,y3) = (¥, 0, 7), W = A= (wD). et on introduit en outre

en transformant les équations (1.4.39)-(1.4.41), en utilisant le changement de variable, on

obtient
=
h

3 3

k,i=1 k,i=1
3

3 3
- Z akiayk(asiaysUj>_<g+C) Z akjayk(asigysUi)"_R@Zakjayk@: (1.5.55)

k,,s=1 k,i,s=1 k=1

3
:FJ{_RTZakjaykzla Jj=12,3,

k=1
> 3
— 5 Y a0y, (05:0,,0) + By© = G' — RoT Y. a0y, Ui, (1.5.56)
k,i,s=1 it
ol
Oy (A - .
W= = ap, 0 =AW G =GAy)

Pour la commodité de la présentation nous utiliserons les notations D,, D;, D., D,

données par
Dy - <ayi)i:1’2’3’ Di - <ayiayj)i»j:172v37 DT = (aylvayz)a Dn = ay37

et désignerons par J le déterminant jacobien de A, alors on a



CHAPITRE 1. SOLUTION STATIONNAIRE ... CALORIFERE 25

Lemme 1.5.3. Soient v/, ¥, o/, u, ¥ et 0 comme dans le lemme 1.5.1. Alors il existe une

constante c telle que, quel que soit 6 €]0, 1], on ait

a/JX2(|DTDyU\2 +|D,D,I)? + | D0 dy+ (1.5.57)
w

1
+5 [ DD = DX + 5D, (S - X))y <
w
C
5
+e*(|V (@0 + To) 32 + Jullfa),

< c(IF'I22 + I1G'1IZ2) + 55 (lullzn + llollz)+

a / JX2|D2D, U dy+ (1.5.58)
w

1
+o [ DCNDIEP = DX + 5| DI(E = 2)[F)dy <

@
h

IN S~

C
IF Nz + 19172) + Sl + llolle)+

+ed(|V (@0 + To") I3 + llullfs)-

Démonstration. Pour démontrer le lemme, on procéde de maniére analogue a la dé-
monstration du lemme 2.8 dans [16] et du lemme 2.4 dans [32]. En effet, si on applique
I’opérateur D, aux équations (1.5.54)-(1.5.56) et en les multipliant respectivement par
Jx2D;X, Jx?*D.U et Jx*D,©, apres intégration sur W, et a I’aide de calcul usuel, on
obtient (1.5.57).

En outre, si on applique D? aux équations (1.5.54) et (1.5.55), alors en les multipliant
respectivement par Jy2D?Y et Jx?D2U, et apres integration sur 1, on obtient (1.5.58).
U

Maintenant, nous allons estimer les dérivées par rapport a ys.

Lemme 1.5.4. Soient v/, ¥, o', u, 9 et 0 comme dans le lemme 1.5.1. Alors il existe une

constante c telle que, pour tout § €)0,1[, on a
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3
a/Jx2|Dn( > ar;0,,U;) Pdy+ (1.5.59)
w

k,j=1

1
+2 [ DA(DLSI = |DuT? + 51Da(E — Ty <
w
< of [ IPID, DUy + |[ulli + 93 + |1 F'15)+
w

C
+5z ol + colullza.

Démonstration. Soit x € w(!), on pose

Le produit scalaire de (1.4.40) avec n nous donne

n 8 o 87 TaP} /
—(g*%CE%{V-U)—WKAH——VTV'UD'”“RgﬁQW‘FTU)+}7‘n'(L56m

On remarque que le terme (Au — V(V - u)) - n ne contient pas la dérivée seconde %uj,
j=1,2,3,enplusona

3
Ve u= Z akjakaj'

Ej=1
Pour déduire (1.5.59), nous avons besoin d’éliminer 0,,0’ du second membre. Pour cela on
considere la dérivée directionnelle % de I’équation (1.4.39) (voir [32]) ; en la multipliant

par %(C + 43—”) et en faisant la produit scalaire de I’équation (1.4.40) avec n, on obtient

41
L 4+¢ 0 _ 9 P
3 _ ! s /: . ) ) _ _ g
ho 5,0 = 0) + BT 5 0" =n(Au—V(V ) n— Rog-v+ (1.5.61)
4n
—l—F"n_B;_Cv(v'(OU))-n.

En plus, en faisant un changement de variables pour les équations (1.5.60) et (1.5.61),

et en multipliant le résultat obtenus respectivement par Jx?D,, Zi, =1 G0y, Uj et Jx* Dy X,
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on obtient (1.5.59) apres intégration et a ’aide de la relation

(2= (o — )z =)+ 2(22 + 2%

a / n, %
(ﬁ(z—z)—l—bz)zth

avec 2,2 € R,a>0etb>0. O

Lemme 1.5.5. Soient v/, ¥, o/, u, ¥ et 0 comme dans le lemme 1.5.1. Alors il existe une

constante c telle que, quel que soit § €]0, 1], on a

3
o [ 11D DA a0, Up)Pdyt (15.62)
w

Jk=1

1
+2 [ (DDA = D, DX/ + D Da(S — X))y <
w

< 0(/ IX*| D7Dy DU Pdy + [full + 19117 + [ F'[5)+
W

C
+5llollz2 + cdlullz.

3
o [ 1CID.DA( Y axjyU)Pdy+ (1.5.63)
w

Jk=1

1
+% / IE(DuDaEl = [DaDuS' 4 51DuDa(E = X))y <
w
< C(/ IX*| DDy D Udy + ||ul| 32 + |93 + | F'||70)+
w

C
+5llollz2 + cdlullz.

Démonstration. Le lemme se démontre de maniere analogue a la démonstration du
lemme 1.5.4. En effet si on applique ’opérateur D, aux équations (1.5.60) et (1.5.61),
(apres un changement de variables) ; en les multipliant par Jx2D,D,, Z,‘i =1 Qi 0, Uj et
Jx?D.D,Y. respectivement, apres intégration sur 1/, on obtient par des calculs simple
(1.5.62). En outre, si on applique 1’opérateur D,, aux équations (1.5.60) et (1.5.61), (apres

un changement de variables), en les multipliant par Jx?D,D, 22021 a0y, U;
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et Jx2D,,D, Y respectivement, apres intégration sur W, on obtient par des calculs simple
X p p g p p

(1.5.63). O

Maintenant nous avons besoin d’une estimation de [ x*|D,D,D,U|*dy.

Lemme 1.5.6. Soient v/, ¥, o/, u, ¥ et 0 comme dans le lemme 1.5.1. Alors il existe une

constante c telle que, pour tout § €0, 1], on ait

/ INA|D2D,U dy + / JX2| Dy D, (09 + To')2dy < (1.5.64)
/JX |D-Dy( Z a0y, Uy) 2 dy + [Jull7z + 10”5 + 9170 + [ F1I70)-
7,k=1

Démonstration. On applique a (1.5.55) I’opérateur différentiel Jx D, et on écrit le

systeme obtenu sous la forme

—n Z iy, (a5i0y, J XD U; +RZakJ(9ykaD (00 +TY') =

k,i,s=1 =

= JXDTF}/ ( +< Z akg Yk aszangXD U)

k,i,s=1

3
Z akjaykJXDTUj = Z akjaykJXDTUj
k,j=1 k,j=1

JxD:U;j =0 dans OW 1=123,.,7=1,2.

Alors on considere ce systeme comme probleme de Stokes de telle sort qu’on obtient

I'inégalité (1.5.64). U

En joinant les inégalités obtenues ci-dessus, on a les lemmes suivants.

Lemme 1.5.7. Soient ', ¥, o/, u, ¥ et 0 comme dans le lemme 1.5.1. Alors il existe une

constante c telle que, quel que soit § €)0,1], on a

Oé/<f><2(|l?TDyU\2 +|D:DyI* + | D9 dy+ (1.5.65)
w
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3
o [ ICID Y i, Uy)dy+
w

k,j=1

1
+2 [ (DS = DX + S|DA(S = B)P)dy+
w
1
+2 [ DA(DLS = |DuT? + 51Du(E — Ty <
w
C
< 1P 13 + 1G5z + 1013 + < (lulld + ol )+
+c8*(||V (29 + To') |32 + ||ull3s)-

Démonstration. En multipliant I’inégalité (1.5.59) par un nombre convenable et en la

djoignant a (1.5.57), on obtient (1.5.65). [

Lemme 1.5.8. Soient v/, ¥, o/, u, 9 et 0 comme dans le lemme 1.5.1. Alors il existe une

constante c telle que, quel que soit § €)0,1], on a

/JX (ID2D,UJ? + |D2D,UP + |D, Dy Z a0y, Uy) 2 ) dy+ (1.5.66)

7,k=1

+CY/JX | D Dn( Z ak;j0,,U;) | *dy+

7,k=1

@’
E/ (ID2p — D22 + |D2(E 5)[2) dy+
w

\ o

h/ (1D, DS — DD, + f\D D, (S~ £)?)dy+
w

%/ (1D, DS — DD, + 7|DD(E $)[2)dy <
w
< c(|1F 13 A 1913 + 1o i) + 5(“““?{2 +lol5) + ed(lullfs + 1V (@0 + To')|[7n)-

Démonstration. En multipliant chacune des inégalités (1.5.58), (1.5.62), (1.5.63) et

(1.5.64) par un nombre convenable et en faisant leur somme, on obtient (1.5.66). [
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1.6 Application du théoréme du point fixe de Schauder.

L’existence d’une solution dans H> x H? x H? du systeme (1.3.31)-(1.3.33) avec
les conditions (1.3.36), (1.1.9) et (1.3.37) sera obtenue a 1’aide du théoréme de Schau-
der comme point fixe de 1’opérateur ¢ défini dans le paragraph 4 (voir (1.4.49)). On va

d’abord démontrer le lemme suivant.

Lemme 1.6.1. On suppose que |||z et |V - E(T)||12 sont assez petits. Alors il existe

une constante d, 0 < d < 1, et une norme || - || 72 ¢quivalente a la norme |- || 2 telles que
®(B) C B, (1.6.67)

ou ®(-) est 'opérateur défini par (1.4.49) et
B ={(u,v,0) € Hy(Q) x H;(Q) x H;(Q)|l[ullzs + 19172 + llo]F, < d*}. (1.6.68)

Démonstration. 11 est clair qu’il existe une constante d > 0 telle que, si |||/ ;> < d
alors on a |||z~ < % ; donc en vertu des lemmes 1.4.1-1.4.3 on peut définir (u,?,0) =
d(u/, 9, ") pour (v/,V',0") € B, pour un d tel que 0 < d < d. Cela étant, pour démon-
trer le lemme, nous allons suivre I’idée de Farwig [16]. En effet, le choix des familles
{w,(co)}ff:o et {w,il)}{f:o de sous-ensembles de €2 (on rappelle entre autres que (U5, w,§°> =
Q) et en plus des propriétés du changement de variables © — y = (¢, p,7) = A7 ()
et des fonctions inconnues (u, 9, 0) — (U, 0, Y), associes a (1.5.65), (1.5.66) nous per-
mettent de déduire les inégalités qui nous conduisent a la démonstration du lemme 1.6.1.
En effet, en rappelant que Zi w1 0Oy, Uj = V - w ainsi que les propriétés des fonctions
Yk et en faisant la somme des inégalités (1.5.65) pour w(!) = w,(cl), k=1,---,N,de

I’'inégalité (1.5.52) et de I'inégalité (1.5.50) multipliée par un nombre convenable d’ordre

cd~%, on voit qu’il existe une autre constante noté encore c telle que

(6%

(6] [0
+2(IDa B = D20’ 32) + 22 (o = [l]3) <
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C /
< U Nz + G 22) + llol + o (ullfs + V(@0 + To')[[32).

514
De maniére analogue, en faisant la somme des inégalités (1.5.66) pour w(?) = w,(gl), k =
1,---, N et de I'inégalité (1.5.53), on voit qu’il existe une constante toujours noté c telle

que

ol DIV - ullfz + - (HD2U“L2_HD2 z2) < (1.6.70)
c(1E 5 + llo" [ + 191172) + g(HUIIHz + [lullE2)+
+ed([[ullzs + 1V (@0 +To')|[7n)-
Rappelons les inégalités établies dans [16]

Hu||Hk+2 + ||V(@19 +TUI)||H1€ < C(HF,HHk + ||V . u||Hk+1), (1.6.71)

Vo' I3x < ||V (29 + To') |5 + || VI3, pour &k =0,1, (1.6.72)

qui nous permettent d’écrire les inégalités dans une forme plus convenable. En effet, en
faisant la somme de 1’inégalité (1.6.69) et de I’inégalité (1.6.71) multipliée par cd2, on

aura
|| DoV - ulze + 5 (||VU||L2 + 191 + (||Dx0||%2 —ID20’|I72) 4+ (1.6.73)

+ 2 (lol3: — 132) <

C
< UF N + G ze) + Clloltn + 0?9 - ulf3e.

514
En outre, a I’aide des inégalités (1.4.44), (1.6.71), (1.6.72) (ainsi que I’inégalité de

Poincaré), on peut déduire de (1.6.70) I’inégalité
al| DIV - ullfe + (||D20||Lz —ID3o'[172) < (1.6.74)

UE e + etz + 1V - ullfn) + (G172 + 1V - ullzz) + o]V - ullfe.

0*1\(3

D’autre part, en multipliant chacune des inégalités (1.6.73), (1.5.50) et (1.4.44) par
un nombre convenable et en faisant leur somme avec (1.6.74) de telle sorte que le terme

|V - u||3;: soit éliminé du second membre, on obtient
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a|| D2V - |2 + a|9)|F2 + — (HD%HLQ —||D20’||32)+ (1.6.75)

«
(Dol — D0 22) + 75 (ol — 10'12) <

C
< S i + 16 12) + Slole + IV - ulde + edllulfs.

615

En multipliant chacune des inégalité (1.6.75), (1.6.73) et (1.5.50) par un nombre
convenable, en faisant leur somme et en utilisant 1’inégalité (1.4.46) (ainsi que I’inégalité
de Poincaré). En choisissant 6 > 0 suffisamment petit, on voit qu’il existe une norme

| - |7, équivalente a la norme de H? et une constante ¢ telles que
o

allullfs +alldlfe + (HUII —llo'll%,) <

c / !
< S i + 16 122) + 515(||0 72+ lullz)-

En outre, des inégalités (1.6.71) et (1.6.72) on déduit que
lo"I, < c(IF IEn + IVOIE + 1V - ulle)-

En joignant ces deux inégalités (multipliées chacune par un nombre convenable), on dé-

duit qu’il existe deux nombres strictement positifs d et £ tels que I’on a
allullfs +alldlz: + - (HUH = llo'lI%) + e1llo’lI, < (1.6.76)

C
< AP 3 + 1612 + sl e

pourvu que ||u|zs < do. Donc, en vertu de (1.4.47) et (1.4.48) il existe une constante ¢
telle que

(0%
(5 — en)llo’|I,+ (1.6.77)

+e([l 7 + 1V - BT + (1 s + 191172 + lo7]15,)%)

(0]
allulzs + all?lz: + +llollg, <

pourvu que ||ul| gz < dp.
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De (1.6.77), il résulte que, si ||f||g: et |V - E(T)|| L2 sont suffisamment petites, il
existe un nombre d, (0 < d < dp), tel que, si [|u/||%s + [|¥'[|32 + %HO”H%E < d?, alors on
a lJull3s + [|9])52 + %HUH%@ < d?. Ainsi, si on pose loll g2 = ﬁ”aﬂﬁg, et en rappelant
(1.6.68),0on a ®(B) C B, ce qui acheve la démonstration du lemme 1.6.1. [

Maintenant, on va démontrer la continuité de 1’opérateur ® dans I’ensemble B par

rapport a la topologie de H*(Q2) x H*(Q2) x L*(Q).

Lemme 1.6.2. [] existe une constante c telle que, pour tout (uy, 9, 07), (uh, %, 0%) € B,
ona
|ur — ug|lm + |91 — 2|l + |l — 02| 2 < (1.6.78)
< ey = wlan + 195 = Syl + 1ot = otll2 + 7k = l52)
ou (u;, V;,0;) = ®(us, ¥, 00),i=1,2.

A R

Démonstration. Posons
U=uy—u,, O =49,-9, 8 =0—0,
U:U1—U2, @:191—192, 520'1—0'2.

Comme u;,¥; et o; (i = 1,2) doivent vérifier les équations (1.4.39)-(1.4.41), alors pour
©O,U,Sona
S =5 —hoV-U—h(V-(Su)+V-(50)), (1.6.79)

1
—nAU — (gn +&V(V-U)+ RoVO = (1.6.80)
— F(u,, 0,0 — F(u, 9}, 0}) — RTVS,
— kAB + 3,0 = G(u, 0y, o)) — G(ul, ¥, o) — RTV - U, (1.6.81)
ot F(-,-,-) et G(-,-,-) sont les fonctions difinies dans (1.3.34) et (1.3.35).
Pour obtenir une estimation de ||.S|| 72, on va multiplier les deux membres de (1.6.79)
par S et les intégrer sur {2. Comme d’une part

/SV - (Suy)dr = —;/SQV - updx
0 Q
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et

HV . U1||Loo S C/HUIHHS S Cld

avec une constante ¢ est la constante introduite dans (1.6. , et d autre part, on a
' (destl i duite dans (1.6.68)), et d’ p
IV - (o2U)r2 < ool 21U < ¢"d|| U]

avec une constante ¢’ ; en tenant compte de ces relations et du produit scalaire des deux

memebres de (1.6.79) on obtient
2 ! — C,d 2 !
1S1z2 < 15122115122 + Rl Slle2 Ul + R [Slz2 + he"dl|S| 21U -

Le choix d’un A suffisament petit nous permet de supposer que hc'd < % On déduit alors

de I'inégalité précédente, qu’il existe une constante cy, telle que
15122 < 218" z2 + e|lU]| - (1.6.82)
D’autre part, d’apres le lemme 1.4.1, appliqué aux équations (1.6.80) et (1.6.81), on a
Ul + 1Ol < e(lF] = Folla-+ + |Gy = Gollay + 197]122)- (1.6.83)

Or, de la définition de 3;(-) (voir (1.3.29), ainsi que (1.1.7) et (1.3.28)), on déduit qu’il

existe une constante ¢’ telle que

181(07) = BL() | rry < N 22

pour ¥}, ¥4 vérifiant ||} g2 < d, i = 1,2. L’examen des expressions de F'(-,-,-) et de

G(, -, ) données dans (1.3.34) et (1.3.35) nous donne
1
IFY = Follg—1 < c(IU | + 191 + 15|z + [197]]7:2) % (1.6.84)

XA + lluallms llugller + ot |2 lubl a2 + lud e o[22+
Hlusll gz + [l + 1950 a + lonlla + lloolla+

1 1
ol ar + lloall il



CHAPITRE 1. SOLUTION STATIONNAIRE ... CALORIFERE 35

1GY = Gollry < e(lU | + 116 + 1157 22) % (1.6.85)
X(1+llurll =104 e + 195 llos a2 + lui s lloo ]z + 11950+
g [l + lJugllm + 191 + 1ot L+ 105] o llwe ]l e+
Hllugllzzlloy |z + 19y 1oy |2 + lluyllms + Nugllms + lluyl]z2).

En subtituant (1.6.84) et (1.6.85) dans (1.6.83) et en y utilisant (1.6.82) on obtient
1
[Ull 4+ [[©1 + 1S1lze < e(lU" [l + 1€l + (15 [|22 + [[1S]172),

d’ot (1.6.78). Ce qui acheve la démonstration du lemme 1.6.2 O

Les lemmes 1.6.1 et 1.6.2 étant établis, on peut démontrer le théoreme 1.2.1, repré-
sentant résultat principal de ce chapitre.

Démonstration. On rappelle que I’ensemble B défini dans (1.6.68) est convexe et
compact dans ’espace H'(Q2) x H*(Q2) x L*(9).

En outre en vertu du lemme 1.6.2, I’opérateur ® est continu dans B par la topologie
de H'(Q) x H'(Q) x L*(Q2). Donc, on déduit de (1.6.67) et du théoreme de point fixe
de Schauder qu’il existe un élément (u,d,0) de B tel que ®(u,d,0) = (u,?,0). Si
onpose 9 = 0+ oetT = T + 1 et si pour I, définit dans le lemme 1.2.1, on voit
que (u, T, 0,{Ix}x>0) est une solution du systeme d’équations (1.1.1)-(1.1.4) avec les
conditions (1.1.8)-(1.1.10), (1.1.14), ce qui acheve la démonstration du théoréeme 1.2.1.

O

Remarque. Si on examine 1’équation (1.1.15) et la démonstration des lemmes 1.2.1
et 1.2.2, on peut constater que I’hypothese “I% (2, q) est telle que ||V - E(T)]|12(q) soit
suffisamment petite” peut étre vérifiée par exemple dans le cas ou ay, ) et le diametre de

Q) sont petits et I3 (2, ¢) ne dépend pas de 2° € 9.



CHAPITRE 2

Le systeme d’équations décrivant I’intensité de la

radiation et de mouvement de I’air avec les transitions de

phase de I’eau

Sommaire
21 Introduction. . . . . ... ..ttt ittt 37
2.2 Hypotheses et résultat principal . ................... 41
2.3 Equation de I’'intensité de la radiation . . . ... ........... 44
2.4 Equations linéaires pour les densités. . ................ 52

2.5 Equation pour les densités de I’eau avec la température et la vitesse

données. . . . . . . it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 59
2.6 Equations linéaire pour la vitesse et la température. . ... ... .. 64
2.7 Existence et unicité de la solutionlocale. . .............. 66

36



CHAPITRE 2. LE SYSTEME ... PHASE DE L’EAU 37

2.1 Introduction.

Le but de notre recherche est de donner une description mathématique suffisamment
détaillée des phénomenes qui se produisent dans 1’atmosphere et de démontrer sa co-
hérence du point de vue mathématique. Dans ce chapitre, nous considérons le systeme
d’équations décrivant le mouvement de I’air, la variation de I’intensité de la radiation et le
processus de la transition de phase de 1’eau. Sous des hypotheses convenables, nous dé-
montrons I’existence et I’unicité de la solution locale, ou en éliminant I’approximation par
une régularisation de la densité de la vapeur 7 (¢, x). Ce résultat améliore bien le résultat
du travail [7].

Nous étudions notre systéme d’équations dans un domaine borné 2 C R? muni de
la frontiere suffisamment réguliere. Nous désignons la densité de 1’air sec par o(¢,x)
(t >0,z € Q), la densité de la vapeur d’eau par 7(t, x), la densité de 1’eau liquide par
o(t,m,z) (m > 0 est la masse d’une gouttelette), la température de 1’air par 7'(¢, z), la
vitesse de I’air par v(t, x) = (vq, 2, v3), la vitesse des gouttelettes d’eau par u(t, m,x) =
(w1, ug,ug) et 'intensité de la radiation de longueur d’onde A par I)(z, ¢;). De plus nous
désignons par 7 et  les coefficients de la viscosité, par « la conductibilité thermique, par
¢y la chaleur spécifique a volume constant, par L, la chaleur latente relative a la transition
gaz-liquide.

Nous admettons que la pression p est donnée par

p=Ro(>-+-)T.
Ha  Hn
ou Ry, u, et py sont respectivement la constante universelle des gaz, la masse molaire
moyenne de I’air sec et la masse molaire de H>O. On suppose que la force externe est
donnée par le gradient du potentiel P.

Si le mouvement de 1’air avec la transition de phase de 1’eau est couplé avec la radia-
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tion, on aura le systeéme d’équations (voir [7,21,22,33])

do B
229 (o) =0, 2.1.1)
on
N + V.- (mv) =—Hyu(T,m o(m)), (2.1.2)
88(;- + V (m,z) (0[74l<u7 T7 7T)) = (213)

= [hg(T,m;m) + By(o;m) — gi(m)[m — Ty (T)] " Jo+

+g0(m)[N* = N(0)] [ = Fosy(T)]* + Ba(o;m),

ov n
(o+ W)(at (v- V)U) =nAv + (C + g)V(V - v)+ (2.1.4)
“RV((Z 4 /a ydm + o+ 7|V,
Ha ;uh 0
orT S oT 0 T
(0+m)ey (875 —l—ZvJa ) —KAT—RO(E—FE)TVWH- (2.1.5)
ov; 8vj 2 ov; 9
5.7 . )2 V. L. H
+n”21 ( + 52— 26,9 ) G HOT =V e Ly
— (@1 - V)N (%, 1) = ba(z, ) In(z, 1) — Ia(t, 2, qu, In, T), (2.1.6)
ol
v(m,ac) = (amy azl) aﬂ:ga azg) (741 (U T 7T) = (mhgla Uy, U2, Ug), (217)

£=(6,6,8), &t //1A (t,o,q)qudady,  j=1,2,3, (2.1.8)
0 S2

et Hy, hyi, Bi(o;m), Bo(o;m), Ja(t, x, q1, In, T), ba(t, ), go(m), g1 (m), N*, N(c) sont
des fonctions (ou constantes) que nous allons définir dans la suite ; nous envisageons ce
systéme d’équations pourt > 0,2 € Q C R, m > 0etq € S? = {g e R3: |¢| = 1}.
La fonction I, (¢, x, q;) apparaissant dans (2.1.6) et (2.1.8) dépend de ¢, mais le role de ¢
est seulement celle du parametre. Donc, dans la suite nous écrivons simplement ) (x, q1).

En ce qui concerne Hy et hy, ce qui représentent respectivement la quantité de

condensation (ou évaporation) sur toutes les gouttelettes et celle sur les gouttelettes de
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masse m, nous considérons H; et hy ayant la forme proposée dans la modélisation [33],
plus précisément

e}

Hy(T,m,0(-) = Kl/Sz(m)

m

o(m)dm(m — o) (T)), (2.1.9)

Sl(m)

hgl = hgl(T, T, m) =K (7‘(’ — ﬁvs(l)(T»? (2.1.10)

m

ol K; est une constante positive, T, (T) est la densité de la vapeur saturée par rapport a

I’état liquide et S;(m) représente la surface des gouttelettes de masse m ; on suppose que

Si() € C*(Ry),  Si(-) >0, (2.1.11)
Mg _
Si(m) =0 pour 0 <m < o (0 <), (2.1.12)
Si(m) = em?3, pour m >y (e < M4 < 00); (2.1.13)

avec m, et m 4 representant les bornes inférieure et supérieure de la masse d’aérosols.

Les termes B;(o;m) et By(o; m) sont donnés par

Bi(oim) = =mo(m) [ Gim, m')o(m')dni,

By(o;m) = % /ﬁ’l(m —m’,m")o(m"a(m —m')dm/,
0

Bi(my,ma) = Bi(ma,my) >0 VYmy,me € Ry,

ou [;(m,m’) désigne le taux de rencontre entre une gouttelette de masse m et une de
masse m’.

On suppose que pour certains M > m,,
Bi(m',m") =0 lorsque m' +m” > M. (2.1.14)

L’apparition de gouttelettes de masse m est représentée par go(m)[N* — N(o)]*
[ — Tosy(T)] T, ot N* et N (o) représentent respectivement le nombre total de goutte-

lettes qui peuvent étre formés dans 1’unité de volume et le nombre dans I’unité de volume
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des aérosols qui se trouvent déja dans les gouttelettes. La disparition des gouttelettes de
masse m est représentée par gi(m)[m — Tys)(1")] 0. Pour les fonctions de coefficients

go(m) et g1(m), nous supposons que sont suffisamment réguliere et

supp go(-) C [Ma, M), supp g1(-) C [0,7.4]. (2.1.15)

D’autre part by (¢, x) et J\(t, z, g1, I, T) sont définies par les relations

ba(t,2) = (@ + r{Mo(t, z) + (@ + rP)r(t, 2)+ (2.1.16)
(3)
+ / O (m))o(t.m, )dm.
1
It g D T) = et x) / Lz, )PV (g} - q1)dg)+ (2.1.17)
2

1
+47T () t ) /I,\ xZ, %)Pf)(% QI)dQH“

1 o0
1 [t m,a dm/zrA 2, d) PO () - ) ddi+
0

(ool @) + aP'n(t,2) + [ @ (m)o(t,m,w)dm) BN, T(@))

ou ag\l), rf\l) et PA(I)(qi - 1) sont respectivement le coefficient d’absorption et celui de

diffusion du rayonnement et la diffusion de la radiation de la direction ¢} dans la direction

2 .2 (2)

¢ par Dair sec, tandis que ay’, r,~ et py’(¢] - ¢1) sont respectivement le coefficient

d’absorption et celui de diffusion du rayonnement et la diffusion de la radiation de la
direction ¢} dans la direction ¢; par la vapeur d’eau, et a( )( ), rg\?’) (m) et p(;’)(q’1 “q1)
sont respectivement le coefficient d’absorption et celui de diffusion du rayonnement et la
diffusion de la radiation de la direction ¢} dans la direction ¢, par I’eau liquide (ou solide) ;

(a&l)g(t, z)+ a(f)w(t, x)+ fp° a&g)(m)a(t, m, x)dm)B[)\, T(x)] désigne I’émission de la

radiation, ou la fonction B[\, T, dite fonction de Planck, est donnée par

(ekAT — 1)_1 (2.1.18)
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(ici c est 1a vitesse de la lumiére, A la constante de Planck et & 1a constante de Boltzmann).

Pour la vitesse u(t, m, x) des gouttelettes d’eau, nous admettons 1’approximation

1

ay(m)

u(t,m,x) =v(t,z) —

Vo, (2.1.19)

ol oy (m) est le coefficient de friction d’une gouttelette de masse m avec 1air.

2.2 Hypotheses et résultat principal

Dans le présent travail nous considérons le systeme d’équations (2.1.1)-(2.1.6) dans

un domaine borné €2 C R? avec les conditions suivantes

0(0,-) = oo(*) € W, (), inf eo(w) >0, (2.2.20)

m(0,-) = mo(-) € W, (9), inf o(z) > 0, (2.2.21)

a(0,-,-) = oo(, "), (2.2.22)

oo(-,) €Wy (R X Q) 0o(-,+) 20, 0noo € LRy x Q) (2.2.23)

IM' > my tel que oo(m,-) =0 si mel0,m, UM, ool (2.2.24)
22

U|8Q = 0, U(O, ) = Uo(') € Wp p, U()|aQ = O, (2225)

2
q

VTon| =0, T(0,)=T)e W, (2.2.26)

Pour préciser les conditions aux limites (conditions d’entrée) pour { I} x>0, il est com-
mode de transformer I’équation (2.1.6) en une équation intégrale. Alors on peut réécrire

I’équation (2.1.6) dans la forme

d
daIA(-T+QQl>Q1) = —b\(t,x)[Z(x+aq, q)+ It e +aq, ¢, 0,7, 0,15, T). (22.27)

Pour (z,q;) € Q x S? on pose

Ay gy =inf{a € R|z+a'qr € QVa' €]a,0] }. (2.2.28)
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[’équation (2.2.27) avec la condition

Iz + &?Iqu)ql, q) = Iy (z + a?ml)ql, ¢) (2.2.29)
peut étre résolue formellement par la fonction

—Iy(x,

Lz, q1) = (@ + ol gy q)e " a1 (2.2.30)

(1)
r

T a9 g2

(z,971)
2 0
2 (z,0
o / 7T(t’:'“LO‘/q“)/PA() cq) Iz + /g1, gf)e MW dg) dal+
2

a0
*z,a1)

1 o0
+E/T§3)(m) / “<t’m7f€+0/ql)/IA(I+a’ql,qi)PA(3)(QE-ql)x
0

a(()%ﬂ) 5
xe‘lb(w’a/’q”dq/ do/dm+
0
+ / (a&)g(taz—l—aql)—l—a&) (t,x+dq1) —|—/aA (tmx+aq1)dm)

0
@
(z,q1)

x BN, T(t,x + o/ qp)]e” 1) da,

0
Iz, 0, q1) = /bA(t, z+o'qr)da. 2.231)

On remarque que, dans (2.2.30) (z + oz?% a1 ¢1) doit appartenir a 1’ensemble

== U ({2 x $2(a)), (2.2.32)
z0€9Q
ou
S22 ={q € 5*|3e>0,2°+aq € Q, Va €]0,¢[} (2.2.33)

(z¥ € 00).



CHAPITRE 2. LE SYSTEME ... PHASE DE L’EAU 43

Pour les taux de diffusion P/@(qi - q1) et les coeffcients de diffusion r&i) (i=1,2,3)

nous SuUpposons
i 1 i
P>(\ )(91 q1) >0 Vg, q € 57, E/P§ )(91 ~q)dg =1 Vg €S> (2.2.34)
S2

[e.e] [e.e]

sup r&g)(m)ao(a:,m)dm <4, /(af\?’)(m) + TE\?’)(m))dm < o0, (2.2.35)

Q
zGO 0

en outre, nous supposons qu’il existe une constante strictement positive £, telle que

sup (rf\l)P/\(l)(c)go(x) + T‘E\Q)P>(\2)(C)7TO(ZE)> < ﬂ, (2.2.36)
z€Q,—1<c<1 2
sup (Ky sup PP ()2 + L <1, (2.2.37)
AER, —1<e<1 2
ou K est défini par la relation
Ky= sup (1—e 20@%qyn)y (2.2.38)

z€,q1 €52

avec [jo(z, a?:]c,ql), ¢1) définie d’une maniére analogue a (2.2.31), mais avec

(o]
bg(x) = 2(a&1) + rf\l))go(x) + 2(a&2) + TE\Q))WO(:L") + 2 /(a&g) + rf\3))ao(m, x)dm + &9
0

au lieu de by,

oll €5 est une constante strictement positive et suffisamment petit.

Sur le domaine €2, pour la commodité du calcul, nous supposons que le diametre de
Q2 est égal a 1. Cette hypothese ne restreint pas en principe la généralité de la condition
du domaine car on peut transformer un domaine par un changement de variables en un
domaine de diametre 1.

Pour la fonction ® nous supposons
€ C3(Q), Vd-n=0 sur 09 (2.2.39)
(n est le vecteur normal extérieur a 0f2).

Alors le résultat principal de ce chapitre est le théoreme suivant.
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Théoreme 2.2.1. Soient p > 4, 2q > p > q > 3. Nous supposons les conditions (2.2.20)-
(2.2.26), (2.2.29) et (2.2.34)-(2.2.37). Alors il existe un certain nombre t > 0, tel que le
probléme (2.1.1)-(2.1.6) admet, dans [0,t] x Ry x Q, une solution (o, 7,0,v,T,I,) et

une seule avec les propriétés
0 € C°([0,1); W, (92)), onf olt, @) >0, (2.2.40)

L S T

m e C[0,8; W, (), >0, (2.2.41)
o€ C%0,7; W, (Ry xQ)), >0, 9p,0cC[0,7;L°(R; xQ)), (22.42)
v e W2H[0,7] x Q), T e W2 (0,7 xQ), T >0, (2.2.43)
I, € L®(Q2 x S?). (2.2.44)

avec

lellwzrogxa) = llellLroswa@) + 10l L (o.x0)-

L’idée générale pour démontrer le théoreme (2.2.1) est celle d’examiner d’abord les
équations linéairisées c’est-a-dire rendre les équations non-lin€aires aux équations li-
néaires en fixant des données et puis de chercher un point fixe d’un opérateur défini par la

solution des équations linéairisées.

2.3 Equation de ’intensité de la radiation

Dans cette section, nous allons démontrer 1’existence et 1’unicité de la solution de
I’équation (2.2.30) avec A et t fixe et avec g, 7, o et T sont données. De plus, nous allons
établir certaines estimations pour la différence entre deux solutions de 1’équation (2.2.30)

avec le méme \ et ¢ fixe et mais différent o, 7, o et T'.

Lemme 2.3.1. Soit I\(2°, q,) une fonction mesurable, non-négative, définie sur =. On
suppose que

sup 13 (2%, q1) < oo. (2.3.45)

($07Q1)€E
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Si les fonctions o(t,-), w(t,-) et T'(t,-) sont données dans L>°(2) et o(t,-,-) est donnée
dans L*>°(R, x ), alors I’équation (2.2.30) admet une solution I, et une seule dans la

classe L>*(§) x S?), et on a

1
sup  I(z,q1) < —| sup [f\o)(xo,ql)—l— sup B[)\,T]] (2.3.46)
(,q1) € X S? €b " (2%,q1)€E () 37+
g —<r<>g
ou
Ep = Eb(t) = inf e_lb(x’agﬂll ’ql)’

(a?,ql)GQXSQ

T((;) = ing’2 To(x), T[()Jr) = sup Tp(x).
Te

e

Démonstration. Etablissons d’abord I’estimation a priori (2.3.46). Pour ce faire, sup-

posons qu’il existe une solution 7, (z, ¢;) bornée sur 2 x S? et posons

Z: sup ]A(x7QI)7 EZ sup BPUTL
(z,q1)EQ % S? (=) 37 ()

0] [0]
<7<

T= sup IV q).

(a:o,ql)EE
En rappelant la définition (2.1.16) de b, (t, =), de (2.2.30) on déduit que

0
Dz, q) < T+ A / bA(t, @ + o/ qr)e” M da/+

0
a
(z,q1)

0
+B / ba(t, x + o' qp)e @ a) gy

aO
(z,91)
d’ ol
ZST—F(l —sb)Z—l—F,
ou
_ 1 —
A< —(I+B),
€p

c’est-a-dire (2.3.46) est établie. Pour démontrer I’existence et I’unicité de la solution I,

on désigne par G(I,) le second membre de (2.2.30), alors on a

IG(IN (@, q1) — GUD) (@, q1)] < (2.3.47)
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< sup |I[1] 2]| / / 7’,\ Q (t,z+ Q1)P>\ (@1, 1)+
(r,ql)GQXSQ
(w q1)

—i—r&) (¢, J;+0zq1)P§) (qy, q1) +/r o(t,m x—i—oqu)P/\ (m,qi,qﬁdm)x
0

xe (@ ’ql)dqlda'.

Par conséquent, en utilisant les propriétés de Pf) (voir (2.2.34)), on obtient

G (@, q1) — G (,q1)] < (2.3.48)

0

< [ b+ dg)e e mde sup (- 0 <
o (z,q1)EQXS2

Y(z,q1)

< (1 _ e_Ib( Q.4 Q1)) sup |I>[\1] i [)[\2}‘,
(z,q1)EQXS2

ou Iy(z,a/, qy) est défini par la relation (2.2.31).

Donc on déduit que I’opérateur G(-) est un opérateur de contraction dans 1’espace
L>(Q x 5§?%), ce qui nous permet de trouver une solution I (x, q;) et une seule appartenant
aL®(QxS?). O

Maintenant, nous allons donnée une estimation de la divergence de £.

Lemme 2.3.2. Soient o(t,-), n(t,-) € LP(Q), o(t,-,-) € LP(L®(Ry);Q), I, € L>®(Q x

S%), B[\, T(-)] € L>=(R2) alors il existe une constante c strictement positif telle que on a

Lo (2xS2)

IV - E]lpe < C(H/IA(:B,q)d)\H + H/B[A,T(m)}d)\HLOO(Q))x (2.3.49)
0 0

x(llellzo + Il + ol r@a=)-

Démonstration. L’ inégalité (2.3.49) résulte de la définition de £(+) (voir (2.1.6),(2.1.8))
par des calculs élémentaires (voir aussi les conditions (2.2.34), (2.2.35)). [
Nous montrons aussi quelques estimations pour la différence entre deux possibles

fonctions représentant 1’intensité de la radiation /).
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Soient [ /[\i] (r,q1), 1 = 1,2, deux fonctions de classe L>°(2 x S?) vérifiant I’équation

(2.2.30) avec p = g;, m =T, 0 =0, et T =T, pouri = 1,2. On a donc

I, q1) — I (@, q1) = Doly + ALy + Aoy, (2.3.50)

Boly = 1 (1 + fy g, 1) (e 00 — el (metin)) (2.3.51)

0
1
+E / /<TE\1)PA(1)<Q£'Q1)(91_92)(5U+04,91)+7’§2)PA(2)(QI1‘C]1)(771—7T2)($—|-CMIQ1)+
0 5'2
¥(z,q1)

+ [P ;) o — o2) .z + o)) x
0
xe e L (e 4 gy, q;)dgyda’+

0
1
+E / /(rf\l)P(l)(q Q1)Ql($+a€I1)+TE\)P(2)(q’1-ql)ﬁl(m—i—a'ql)—i—
0 2

Y(2,q1)
(3) B3 ’
"’/TA (m)P\"(q; - qi)or(m, z + Q1)dm) X
0

X (eilbl (x’alvql) — 671172 (x,o/#]l))[)[\z} (l‘ + O/QM qi)dqido/—i-

0
+ / (af\l)gl(x +dq) + a(f)m(x +dq) + /af\g)(m)ol(m, T+ o/ql)) X
a? 0
(z,q1)

x[(BIA, T1] = BIX, Ta)) + (e” (@0 m) — e=ha(me" 00y B[\ T)|da/+

0
+ / Ql —0)(x+d'q) + @(AQ) (m — m2)(z + ')+

(Z q1)

+ [P m)(or = o) + ogy)dm)e ) B, ool
0

0

1
M= [ [P e+ )+ (23.52)
Oto S2
(z,q1)

+rP PA(d; - q)m(x + 0/611)) X
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xe e e = I + o'as, ) )dddo

Aol = / / / CLg)o(m, z + o/qy)dmx (2.3.53)

a0 52 0
*a,q1)

xem Mm@ ad (R — 1) (@ + o'y, q1)dd; o
dans ces expressions I, (z,a/,q1), i = 1,2, est la fonction I(x,a,q1) = [Oba(t,z +

o'qp)da’ avec ¢ = g;, m = m;, 0 = 0y, 1 = 1,2, dans I’expression de by (t, z + o/qq).

Lemme 2.3.3. Si on suppose les conditions (2.2.35) et (2.2.36), alors on a

ANEN < — / /|I)[\1] I/[\Q}|(x+aq1,q1)dq1doz (2.3.54)
a0 52
(Isql>
0
AL < K1/2 P I[l] _[[2} 2 / / I, 1/2
AL | < K, (13 N )+ dlqr,qp)da'dgy , (2.3.55)
(w q1)
ou
Ky= sup (1—e n@ayn)y, (2.3.56)
z€N,q1 €52

Démonstration. L’inégalité (2.3.54) résulte immédiatement de (2.2.36).

D’autre part, a I’aide de I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|Aqly| <
1 7 2 ) 1/2
< E/Pi?))(% “q1 ( / /r 3 m)oi(m x+04(h)dm> —21, (w0 ,ql)da/) o
52 0

a0
*z,q1)

r [1] [2]\2 / / / 1/2 /
X( / (I — 1)) (x+04€h,6h)d04) dq; -
O‘(()z,ql)

Or, en vertu de la condition (2.2.35) et de la définition de [, (z, o/, q1) (et de by(t, x)), on

a

oo 2 ,
/ /7" 3 m)oy(m,z + « ql)dm) e 2o (@) g/ <
0

0
Y(w,q1)
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< / (2/7"5\3) (m)oy(m, x4 o/ q)dm)e 2o @0 o/ <

S 1 _ 6721171(33»0‘((:;7(11)’(11)'

On a donc

0

K;/Q 3 1 1] [2]y2 / / N2

[Bolh] < =P [ BV (@ - ¢1) (I = L) (x + 'qu, ¢)da’ ) dg.
SQ

0
o
(z,q1)

Comme ﬁ Js2 P)E?’) (¢} - ¢1)dqy = 1, en appliquant de nouveau I’inégalité de Cauchy-
Schwarz au second membre de la derniere inégalité, on obtient (2.3.55). Le lemme 2.3.3

est démontré. [l

Lemme 2.3.4. Soit ¢(x) > 0 pour tout x € . On a alors

o // / (z+d'q doquldx</gp (2.3.57)
T

(9] 2
o (1c a1)

Démonstration. En effet, comme

0

1
/ / o(z + o'q)do’dg S!g@(x')wdxl

2 .0
S Ay a1)

(cette inégalité devient une égalité si { 2’ € R*[3q; € S?, o' =z +af, .\ } = 9Q),

on a

0
1 1
E// / o(x + d'q)dd dgrdz < 4/(/ |x—:1:’|2d ')dx:

@5 el
1 1 1 dist(z’,00) 1
Q Q Q 0

ol yi5(+) est la mesure de Hausdorf de dimension 2 et

Y ={zeQ|lz—2a|=r}.
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Comme

[12(2%) < dmr?, dist(2’,00) < 1

on en déduit (2.3.57). O

Lemme 2.3.5. Si on suppose la condition (2.2.37), alors il existe une constante C' stric-

tement positive telle que on a

S = BB sy dd < Cllles = o1l + I = millft 2358)
0

Hloa = ailltang,) + 172 = Tilliz).

Démonstration. A 1’aide de (2.3.54) et de I’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

1] 1] 2 1/2

//A NG )dqldx<<//|1; ]A]|dqu) x
" 2\ 1/2

(/dx/dql( / /|I/\ —I x—i—o/ql,qi)dq’ldo/) ) .

(vL q1)
Or, compte tenu de la condition |af, , 1| < 1,0na
. 0
o= [ [ = 1@+ o', o’ <

V4 a0 52

(z,91)

V- dd. do! v
|,\ |(x+aq1,q1) q;a .

(z 41)5

3

Donc, en échangeant 1’ordre de 1’intégration par rapport a ¢; et par rapport a ¢; et en
appliquant le lemme 2.3.4 2 o(z + o/q) = |1 — I (x + o/q1, ¢}) pour chaque ¢} fixé,

on trouve

Q

2
/dq1< / /|I [2]] x—i—oc'ql,qi)dqidoz’) <
SQ

a“11)
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0

1
= E/dqll/dx/ / |I/[\1} - ],[\2]|2(!E+a/91,q1)da'dq1 <
S2

Q 2 .0
S Al a)

1 2 1 2
< [dq, [anln! = 1P ) = 11 = 13 iy
52 Q

Ainsi on parvient a

[ [ A = 1dade < @l - 1 s, (23.59)
Q §2

D’autre part, d’apres (2.3.55), on a, a ’aide de I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

[ [l = 1¥)dade < 15211 = 10 2gasn x
Q §2

0
! 1/2
<z [ e [ [ PO a) [ O =12V ol i)
Q S2 S2 Oé(()x,ql)

Or, d’apres le lemme 2.3.4 on obtient

0

1
E/dx/dql/Px(s)(q}ql) / (I = 1P (2 + /g1, g})do dg; <
5’2

Q 2 0
5 a(ﬂf,ql)

< s PO [ [l = 122 d)dgide = sup PO = 1 sy

—1<c<1 —1<c<1
Q 52

Par conséquent, on a

/ / Aoy (1) = 1) dgide < (K, sup PO ()21 = 1822050y (23.60)

—1<e<1
Q 52

Pour le terme Ay, a I’aide du théoréme de la valeur intermédiaire et du lemme 2.3.4,

on peut obtenir sans grande difficulté ’inégalité suivante

//AOI/\<[>[\1} _ [)[\2])dq1dl' < C)\(HQQ — QlHLQ(Q) + H7T2 — 7T1HL2(Q)+
Q S2

+llos = o1llzey, ) + T2 = Till 2o 13 = I |z2(cs),

ot Cy est une constante qui dépend de I\”, B [\, T3] et -2 B[X, T]. Ce qui achéve la

démonstration du lemme 2.3.5. [
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2.4 Equations linéaires pour les densités.

Dans cette section, nous étudions les équations (2.1.1)-(2.1.3) de o, 7, o avec (v, 1) =
(v,T), ouw, T sont données.

Pour commencer, introduisons les classes.

Qtl :]O,tl[XQ
o) = {v e W2Y(Qy)| v vérifie (2.2.25)}, (2.4.61)
o) = {T e W (Q,,)| T véifie (2.2.26)}. (2.4.62)

Si (v,T)= v,T) € @,ﬁf) X @ng) sont données, alors on considere les équations

Oo+ V- (gv) =0, (2.4.63)
or+V - (mv) = —Hy(T,r,0), (2.4.64)
) o
a—(; + Vi - (0Un(@, T, 7)) = (2.4.65)

= [ha(T, wym) + Bi(o;m) — gu(m)[7 — Fuuy (D]~ o+

+go(m)[N" = N(0)]"[m = Ty (T)]" + Ba(o3m),

avec
1

a; (m)

U=7— Vo. (2.4.66)
Les équations sont obtenues, en substituant v = ©, T = T dans (2.1.1)-(2.1.3). On re-
marque que si U est données, 1’équation (2.4.63) est linéaire, tandis que, méme si v, T’ sont
données, les équations (2.4.64), (2.4.65) ne sont pas linéaire, dans le présent paragraphe

nous étudions 1’équation (2.4.63) et les équations linéairisées (2.4.64), (2.4.65). En ce qui

concerne 1’équation (2.4.63) on a le lemme suivant

Lemme 2.4.1. Soitv € @gf). Alors I’équation (2.4.63) avec la condition (2.2.20) admet

une solution o et une seule dans la classe :

0 € CO([O,tl];Wpl(Q)).
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Enoutreona :

0 < app < o(t,z) < Bot) < 00 dans Q). (2.4.67)
lo(t, )iy < (), (2.4.68)

ou :
a,(t) = Hel§f2 00() exp(—cR@,t)tijl). (2.4.69)

p—1
B,(t) = sug oo(x) exp(cRmpnt 7 ).
xe

p=1 _
Qo(t) = HQOH@@(@) exp(cRant 7 ), Ry = Hv”Wl?’l(Qt)'

Démonstration. La démonstration se faite de méme maniére analogue a [9, 18]. Plus

précisément, on considere le probleme de Cauchy suivant

dy(t)
5 u(y(t), 1),
y(0) = o, avec xqy € €,

avec la solution de cette famille est défini les trajectoires, que nous notons y(t). Sur ces
trajectoires 1’équation se réduit a

d

%@(y(t), t) = —o(y(t),t)V - o(y(t),1). (2.4.70)

Alors la solution de (2.4.70) est donnée par

olw,) = oolzo) exp(— [ V- o(y(t), ¢)d),

t/
y() =m0+ [ a',  w=y(t),  0<t<t,
0

donc I’équation (2.4.70) admet une solution et une seule.
Maintenant, en multipliant I’équation (2.4.63) par ¢”~ !, en I'intégrant sur {2, et a I’aide

des inégalités de Sobolev, on obtient

d _
%HQHE(Q) < C||U”W3(Q)||Q||€VI}(Q)- (2.4.71)
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D’autre part, on applique I’opérateur V a1’équation (2.4.63), on la multiplie par |V o|P =2V o,

on I'integre sur €2, et d’apres les inégalités de Holder et de Sobolev on aura
d » B
Vel < el el q- (2.4.72)

En joignant les inégalités (2.4.71)-(2.4.72), on trouve

d _
aHQH’@(Q) < Clollyz o llelliv @)

Par conséquent, avec la condition gy € T, (£2), on obtient

t
lo(t: Mz ) < Noolls ) D(C [ 17z ): 2473)
0

D’apres I’inégalité de Holder et par des calculs usuels, on trouve (2.4.68). [J

Pour I’équation de continuité de la vapeur d’eau (2.4.64), on a le lemme suivant.
Lemme 2.4.2. Soientw € O\, T € 0!, 7 € C°([0, t,); Wy (Q)), 7 € CO0,t1]; W, (R4 x
Q). Supposons qu’il existe une constante M > 0 telle que : supp(c(t,-,-)) C Ds, pour

toutt € [0,t] avec
Dy =0, M| x Q.

Alors I’équation

o+ V- (rv) =—Hyu(T,7,7), (2.4.74)
avec la condition initiale (2.2.21) admet une solution © et une seule dans la classe :
7€ C([0,ty]; W(€)).
En outre on a :

7 (t, )y ) < ¢ (1), (2.4.75)

ou

g—-1

I (t) = [||7T0||€v;(9) + CR(E»t)(R(T,t) ! + Rizpt)]x (2.4.76)

p=1 a=1
X exp (C(R@t)t 7+ Ry (Rt +R<f,t>t))),
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R(T,t) = HTHWQQ’I(Qt)’ Ry = H@HWIE’l(Qt)?
Ry = [Tllooawr@),  Ren = ollcoqonwips)-

Démonstration. En procédant de maniere analogue a la démonstration du lemme pré-
cédent, on démontre 1’existence et 1’unicité de la solution 7.
En outre, si on multiplie I’équation (2.4.74) par 7?~! et par |V7|P~>V7 - V, et si on

les integre sur €, en utilisant les relations

/(vw T /(v . T)nPdz,

Q pﬂ

3
[ 1971772 3 (0 7) (8,82, m)idr = 1 (v )| Valar,
b
Q

alors on aura

d _ = =
™) < cllPllwze + 1 Ha (T 7, 0) lwy@) 7wy @) + 1 Ha (T, 7, 9) lwy ).

D’autre part, d’apres (2.1.9), (2.1.11)-(2.1.13), on obtient

[ Ho(T, 7, )l < T lwz) + I7llwi@) [T w @, <a)-

D’ou I'inégalité (2.4.75). U

Passons maintenant a la résolution de 1’équation (2.4.65). On a le lemme suivant.

Lemme 2.4.3. Soientv € )", T € (", 7 € C°([0,4,; W}(Q)), 7 € CO[0, t,]; W (R x
Q)). Soit en outre 9,5 € C°([0,t1]; L= (R, x Q)). Alors il existe une constante M, < 0o
telle que, pourvu que 5 (t,m,x) = 0 pour m ¢ } Ta M, { I’équation

do

5+ Vima) - (0Uy(@, T, 7)) = (2.4.77)

= [ha(T.7:m) + Bu(@:m) — g1 (m) 7 — Tuugy (D] ot

+90(m)[N* = N@)]*[ = Tusy(T)] " + Ba(o:m),
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avec la condition initiale (2.2.22)-(2.2.24) admet une solution et une seule

o € C([0,t1], W, (R4 x Q)), et avec les propositions

Omo € C°([0,t1]; L (R4 x Q)), (2.4.78)

My —
o(t,m,z) =0 pour m ¢ ]7’M1 {, (2.4.79)
||0-(t7 ) '>||II/?VI}(R+><Q) = ||0(t7 ) )HI%JVI}(DZ) S QU(t)v (2480)
10ma (&, )| oo x02) < (2.4.81)

t
— 2 — 2
< [||am0_0||L°°(R+><Q) + C/ (1 + 17 (s, Mooy + 158, oo my <y
0

X

2 — 2
105, ey + 1005 e )
t
xexp O [ (1419 5o, Moy + 17 iy + 1705, ) oe ey ) 45
0
on
p=1 g=2
(1) = {HJOH%(DQ) +c|(14+ REy + Ry + Rant 7 + Rz ts | }x  (24.82)
—1 —2
xexp {c[(1+ REy + Ry + Rant 7 + Rzt | }.

Démonstration. Pour démontrer le lemme, on procéde de mani¢re analogue a la dé-

monstration du lemme (2.4.2). En effet, I’equation (2.4.77) peut étre écrite sous la forme

(1, mhg(T,7;m), ) - (;7 V(m,x))a = ay(t,m,x)o + by (t,m, x), (2.4.83)
ou
a1 (ta m, ZE) = hgl (Ta T m) + Bl (Eﬂ m) — 0 (m) [ﬁ - ﬁvs(l) (T)]_+ (2484)
_ 0 —_
-V -u— %[mhgl(Tﬂn m)l,

bi(t,m, ) = go(m)[N* = N(@)]*[F — 7o (T)]* + Ba(a;m), (2.4.85)
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Maintenant, nous pouvons accoupler a I’équation (2.4.83) le systeme caractéristique

suivant

dm/dt = mhy(T,7T;m)
dz/dt =71
do/dt = a,(t,m,x)o + by (t,m,x)

(2.4.86)

m (0) = mo, = (0) = zo, (0, mo, z0) = 00(mo, o)
Etant donnée, la trajectoire (m(t), z(t)) est déterminée seulement par les deux premiéres

équations du systeme (2.4.86) et sous I’hypothese de la régularité des données, la solution

obtenue a la forme suivante

a(t,m(t), z(t)) = oo(mqg, o) exp </t al(t/)dt’) / ) exp (/t ar(t") dt”) dt’,
’ ' (2.4.87)

al(t/) = al(t/7 m(t/)v I(t,))7 ai (t,/) = a1 (t”’ m<t,/)7 [E(t”))

A T’aide de la définition de mh,,(T,7;m) et by (¢, m,z) (voir (2.4.85)) et les hypotheses
sur les fonctions qui apparaissent dedans (voir en particulier (2.1.12), (2.1.10), (2.1.15),
(2.1.14)), résultent qu’il existe M, de telle sorte que, sous I’hypothese & (¢, m,z) = 0
pourm ¢ | T, M |, (2.4.79) soit vérifiée.

Maintenant, pour montrer le lemme, il suffit de prouver les inégalités (2.4.80) et
(2.4.81).

En multipliant I’équation (2.4.77) par o”~! et en I’intégrant sur D5, en outre, a ’aide

des définitions (2.2.39), (2.4.66) et (2.4.79), en utilisant la relation

/ 0" (0 - U (@, T, ) dmde = ~ / 0"V (- Un(@, T, )dmdz,  (2.4.88)

Do
on trouve 1’égalité

d ~
oy = (1= 1) / 0"V () - Ut (0, T, 7)dmda-+ (2.4.89)

Do



CHAPITRE 2. LE SYSTEME ... PHASE DE L’EAU 58

+p/apa”{(t,m,:17)dmdx+p/ap_1b1(t,m,a:)dmdx

Do Do

a;(t,m,x) = hg(T,T;m) + Bi(7;m) — g1(m) [T — Tus@y(T)] ™
D’autre part, On applique I’opérateur différentiel |V, »)0 P2V (11, 2)0 © V(i) & 'équa-
tion (2.4.77) et on I’integre sur Ds. Si on utilise la relation

/ ‘V(m,x)()'
Do

‘ p

" Vo (Ou@ T 7) - Vi) Vimayodmda = (2.4.90)

1 i —_
= _Z; / ‘V(m,x)a‘p V(m,az) . U4l(ﬂ, T,ﬁ)dmdfﬁ,
Do

on obtient

d

= —p/ |V(m7x)0|p_2V(m7x)0 . V(m@) [V(m@) . (0(741(@ 7, f))}dmd:t—{—
Do
+p/ |V(m7x)0|p_2v(m,x)a - Vima|ai(t,m, x)o + by (t, m, z)]dmdzx.

Do

Maintenant, on estime les seconds membres des (2.4.89) et (2.4.91). D’apres les défini-
tions de aj(t,m, z) et by(t,m, x), (en utilisant plusieurs fois les inégalités de Sobolev et

de Holder), on obtient les inégalités suivantes

’ /apv(m) - Uy(w, T, W)dmda:’ + ’ / aPaj(t,m, x)dmdx’ < (2.4.92)
D2 D2

< c(1+ 17 lwaie) + ITIwae + Ellwz o) + 171w 02)) 0 100y

’/aplbl(t,m,x)dmdx < ||0||Iz;(1D2)Hb1HLp(D2) < (2.4.93)
Do

< 0(1 + HfH%p(Q) + HTH%A/;(Q) + ||E||12/V1}(D2))(H0“1£P(D2) +1),

< (2.4.94)

‘ / |V(m,x)0|p_2V(m,x)O' . V(m7x) [V(m,x) . (Uﬁ4l(ﬂ, T, f))}dmd:(]
Do

< c(l + [T llwa) + ITwz@ + ||ﬂ||W3(D2)) H0||€VZ}(D2)’
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‘/|V(m7$)a|p_2v(m7x)a . V(m,z)(a’{(t,m,x)a)dmdx’ < (2.4.95)

< c(1+ [[Fllwr) + 1T lwz@) + \|5HW,}(D2))HUH€V,}(D2)7

‘ / IV )0 PV (02)0 + V() b1 (£, m, ) dmdz| < (2.4.96)

<c(l+ WH%VZ}(Q) + HTHIQ/V;(Q) + HEH%V,}(DQ))(HU”%/;(DQ) +1).
En tenant compte (2.4.66), et d’apres (2.4.89)—(2.4.96) on aura

d _ _ = _
ol o,y < e +IFllwze + 7w + ITIRvz@) + 171 02) (o, + 1),
d’ou il résulte (2.4.80) avec ¢, (t) définie comme dans (2.4.82).

Pour conclure la démonstration, on démontre 1’estimation (2.4.81). Premierement, on
suppose que r > p, si on applique I’opérateur différentiel |0, 2 000 AT équation

(2.4.77) et si on I’inteégre sur D5, on obtient

d
at HamU”LT(DQ) < (2.4.97)

< | (1192 05, Mo + Iy + 191 ) 1m0y +

1oy (19110 + 100 oy ) + (1417 iy + 1w ) ) Nl |-

Finalement, en appliquant le lemme de Gronwall et en prenant la limite pour » — oo on

trouvra (2.4.81). [

2.5 Equation pour les densités de I’eau avec la tempéra-
ture et la vitesse données.

Retournons maintenant au systeme d’équations non-linéaires (2.4.64) et (2.4.65). Pour
démontrer 1’existence et I’unicité de la solution et établir son estimation, avec la tempéra-

ture T = T et la vitesse v = 7 données on a les lemmes suivants.
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Lemme 2.5.1. Soient v € @if), T ¢ @ng) et Ry > 0. On suppose que
H@HWEJ(Qtl) < Ry, ”THWf’l(Qtl) < Ry. (2.5.98)

Alors il existe unty = t2(Ry), 0 < ty < ty, tel que, quelques soient ™ € C°([0, t2]; W, (),
7€ CO[0,t2]; W) (Ry x Q)) et 0o € CO([0,t1]; L=(Ry x Q)) avec les conditions

17l oo @) < lImollwi) + 1, 1T]lcoqo.cawi®y x2) < lloollwi@, <) + 1,
(2.5.99)

10m T co(j0,ta]:% (R4 x)) < |Om00]| oo (4 x0) + 1,
a(t,m,z) =0 pour m ¢ }%,Ml [,
alors la solution (m, o) des équations (2.4.74), (2.4.77) avec les conditions initiales (2.2.21)

et (2.2.22) vérifie les conditions suivantes

[7llcoqo.eapwrc@) < lImollwi) + 1, lollcoqo.pmim, <) < lloollwi®, xa) + 1,
(2.5.100)

Hamo'||CO([0,t2};L°°(R+><Q)) < ||am00||L°C(R+XQ) + 1,

o(t,m,z) =0 pour m ¢ }%,Ml[.

Démonstration. D’apres les estimations (2.4.75), (2.4.80), (2.4.81) et les relations
(2.4.76), (2.4.82), (2.4.79) on déduit le lemme. []

Lemme 2.5.2. Soient v, T, My, Ry et ty = t3(Ry) comme dans le lemme 2.5.1. Alors
il existe un t3 €]0,ts] tel que les équations (2.4.64)-(2.4.65) avec la condition initiale

(2.2.21), (2.2.22) admet une solution (m,0) et une seule dans la classe :
m e CO0, 1], Wy (), o € CO[0,t3]; W, (Ry. x Q)
etona:

7 llcoqossiwi) < Imollwie) + 1, lollcoqo.isiwim, <o) < lloollwi®, xa) + 1,
(2.5.101)
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10ma|| oot Ry x)) < |Om00l|Loe Ry x0) + 1,

o(t,m,z) =0 pour m ¢ }T;L‘I,Ml[.

Démonstration. Pour 0 < ¢ < t,, nous définissons I’ensemble

Ay = {(m, o) satisfait aux conditions (C.1)-(C.4)}, (2.5.102)

avec
(C.1) me CO[0,t]; W (), o C0,1; W, (R x Q)),
(C.2) m(0,) = mo(-), 0(0,) = ool ),

7 llcoqo.nmr @) < lImollwi@) + 1,
(C.3) lollcoqogmwi®,xa) < lloollwim, xo) + 1,

|0ma || co(o,ta)szoe Ry x2)) < N10m0ollLoe®y x0) + 1,

(C.4) o(t',m,z) =0 pour m ¢ }?,Ml[,xeﬁ,ogt’gt.

Soit Gy, I'application qui a (7,5) € C°([0,¢]; LP(2)) x C°([0, t]; LP(D3)) associe la
solution (7, o) des équations (2.4.74), (2.4.77), avec T et & indiquées ci-dessus.

En vertu du lemme 2.5.1 on a
G17t<A[t]) C A[t] Vt 6]0, tg]

Donc, pour démontrer le lemme 2.5.2, il suffit de démontrer qu’il existe un ¢3, 0 <
t3 < to, tel que I'opérateur G 4, restreint a Ay, soit une contraction dans la topologie
CO([0,t3]; LP(£2)) x C°([0, t3]; LP(Dy)).

Soient (7;,7;) € Ay et (m;,0;) = G14(7;,7;), pour i = 1,2. Nous mettons

=7y — T, X=0y—0, (2.5.103)
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H:’/TQ—’/Tl, 2202—0'1.

La différence entre les équations (2.4.74), (2.4.77) avec (72, 72) et (71, 1), nous donne

Bl _ — —_

& TV () = Hy (T, 71, 71) — Hy (T, 72, 72), (2.5.104)
) o 7
= T3 [yt (T, 700;m)S] + V - (Su) = (2.5.105)

= [hgl(i T2;m) + B1(Ga;m) — g1(m)[m2 — fvs(l)(T)]_}EJr
+%{m[h95(7, m1;m) — ho(T, T2;m)|or } + [hot(T, 72;m) — hg(T, 713 m)]oy +
+[B1(T9;m) — By(T1;m)]o1+

+91(m) ([F1 = Fosy(T)]™ = [F2 = Fusy(T)] ™) 01+

+90(m) ([N* = N (@) [F2 — Tos(y (D] = [N* = N(@)] " [71 — Fosy(T)] ") +

+Bg(52; m) — 32(51; m)

En multipliant les équations (2.5.104)—(2.5.105) par |TI|P~! et |X|P~! et en intégrant la
premiere équation sur €2 et la deuxieme par D, respectivement, en prenant compte des

conditions (2.5.99) et les estimations déja obtenu on aura
d p b p
%HHHLP(Q) < C||UHW,?(Q)||HHLP(Q)+ (2.5.106)
+e(1+ [ Tllwp ) ([T zo@ + [T w00 1T )
|| 2oy < (L + 1T 1wy o) + I0lwz @) 12170y + (2.5.107)

+e(1+ T wpe) (T o) + 1l 2o on) ) 1212,

D’apres la condition || 0, 00| o (r ., x0) < 00, on peut obtenir une estimation de (2.5.107)

sans introduire une régularisation de 7. En effet, on peut la traiter comme suit

‘ / ! am{m{hgl(T,m;m) —hgl(T,wz;m)}al}dmdx <
Do

< c/ Dol ’ﬁ‘ (lo1] + [Omor|)dmdz <

Do



CHAPITRE 2. LE SYSTEME ... PHASE DE L’EAU 63

T2, )

-1
< (st Moy + 10m1 8, ey ) 12

Multipliant les deux membres de (2.5.106)—(2.5.107) par ||HH;£?§)1) et HEHZ]S%)I) respec-

Lr(Q)

tivement, en prenant compte la condition (2.5.98), on obtient I’inégalité

ITL(E, ) Loy + (120 ) [ zeps) < (2.5.108)

q—1 p—1

— E P .
S CeC(t+t a +t P )(t—i—t q )(HH|’CO([0¢];L;;(Q)) -+ |’EHCO([O¢];LP(D2))).

Il est claire que, si on choisit ¢35 €]0, t5] de telle sorte que
g e
Cec(ta-i-tg +ts )(t3 + t3q ) < 5
Par conséquent, rappelant la définition de G 4, et (2.5.103), on en déduit que I’opéra-
teur G 4, restreint & Ap,j sera une contraction dans C°([0, ¢3]; LP(2)) xC°([0, t3]; LP(Ds)),

ce qui acheve la démonstration du lemme 2.5.2. []

Lemme 2.5.3. Soient o, 7 et o les solutions des équations (2.4.63)-(2.4.65) avec les condi-
tions initiales (2.2.20)-(2.2.22). Dans les mémes conditions du lemme 2.4.1 et du lemme

2.5.2, il existe un ty €0, t3] tel que, pour toutt € [0,t4] et x € Qona

1.
Lo )y < 2lleo() Iy 5 nf o0(z') < o(w,t) < 281113 o),  (2.5.109)
xT leIE
0 < m(t,x) < sup mo(z') + 1. (2.5.110)
z'eq)
Démonstration.

La relation (2.5.109) résulte immédiatement de (2.4.68)—(2.4.69). D’autre part, si on

intégre (2.4.64) le long des caractéristiques x(¢) on obtient
t
m(t,z(t)) = mo(wo)e” Jo vt _ /Hgl(T, m,0)e Ju VI gyl (2.5.111)
0

D’apres la définition de H; (voir (2.1.9)) et du lemme 2.5.2, on trouve

t
/|V-U|dt’ <Rt ,  |Hy(T,m0) <ec.
0

Par conséquent, a partir de (2.5.111) il s’ensuit qu’il existe un ¢4 € ]0,¢3] qui s’applique

également a (2.5.110) UJ
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2.6 Equations linéaire pour la vitesse et la température.

Dans cette section nous allons étudier les équations linéarisées de (2.1.4) et (2.1.5).
Plus précisement, nous supposons que v € th ,T ¢ @g) et nous considérons les équa-

tions linéaires de v et T" suivantes

v n
(o+m) 5y —nlv - (C+§)V(V-v) = (2.6.112)
—(Q—I—7T)(U-V)U—R0V((5 [/aﬂdmwﬂv@
“ 0
orT 5. 0T —
(Q+7r)cva — RAT = —(0+ m)c, z::vja—% _RO(Ma Mh)TV-v—i— (2.6.113)
ov; 8@ ov;

+n2(

2 \as, axi —gé,jv-v%% + (V0?2 =V -E+ LyHy(T, w,0),

ou g, 7 et o sont les solutions des équations (2.4.63)-(2.4.65) avec les conditions initiales
(2.2.20)-(2.2.22) ; nous nous rappelons que I’existence et I’unicité de ces solutions ont été
présentés dans les lemmes 2.4.1 et 2.5.2.

Comme dans [37], nous introduisons les fonctions auxiliaires suivantes

_ P I N\||P
Vi () = vl g, + sup oI .

2
P

. (2.6.114)
Q)

bS]
—~

Viery®) =TI, 20, o, + sup [[TE )", 2 (2.6.115)
a 0<t/'<t ()

q

(Qr)

(pour la théorie générale concernant les espaces fonctionnels, voir [19,35,36]).

Lemme 2.6.1. Soientv € @ﬁf) etT € @ng). En outre, (0, , o) les solutions des équations
(2.4.63)-(2.4.65) avec les conditions initiale (2.2.20)-(2.2.22) données dans le lemme
2.4.1 et le lemme 2.5.2. Alors les équations (2.6.112) et (2.6.113), avec les conditions
aux limites et les conditions initiales (2.2.25)-(2.2.26) admettent une solution et une seul

dans la classe

ve WP Qy), T eWr(Q), (2.6.116)
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et vérifiées les inégalités suivantes

t
29—p
Vior () < e(woll 3 o+ [0+ Voo 00+ 55 Vm(®). 6117
0

P

2q

2(p—q) 2q
V(qm(t)<6[HTqu 2Q)+t 7 Vi ()7 + (2.6.118)

22
q

.Q

t

+ [0+ Vi Vo )7 + 17 - €)% )t |
0
pour 0 <t < ty.

Démonstration.
D’apres le théoreme 9.1 du chapitre IV dans [20], les équations (2.6.112)-(2.6.113)

admettent une unique solution
vEWSN @), T eWPH(Quy).

D’autre part, en tenant compte de lemme 2.5.3, (voir [37] et aussi le lemme 3.4 du chapitre

II dans [20]), pour 0 < ¢ < g, nous obtenons

V(pﬂ))(t) < c(||voll” 2_%& + || F, ||LP(Qt ), (2.6.119)

P

q

Vigr)(t) < c(|[ o]l , )+ 17 Lo (2.6.120)

q

ou F), et Frr sont le second membre de (2.6.112) et de (2.6.113) respectivement.

Il n’est pas difficile de prouver les estimations suivantes

Hmv« (14 Vi OIT b)),

_ x p
\T) + [/adm+g+ﬂvq> <
) LP(Q)

T
Ha  Hh

ov;,  0v; ov; B 2 q .
/%Z(% e U Wquﬁ<dwn 2 AV ().

Rappelant les autres termes de F), et Fir, qu’ils peuvent estimer de facon habituelle (rap-

pelant aussi (2.1.9)), alors de (2.6.119)—(2.6.120) nous déduisons (2.6.117)—(2.6.118). [J
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2.7 Existence et unicité de la solution locale.

Pour démontrer le théoreme 2.2.1, nous allons commencer par le lemme suivant.

Lemme 2.7.1. Il existe deux constantes positives R,, Ry et ts €]0,,] tels que, si 0 <

t<ts,ve O Teo etsi

alors la solution (v, T') des équations (2.6.112) et (2.6.113) avec les conditions (2.2.25)-

(2.2.26) satisfait aux inégalités

Démonstration. Le lemme résulte immédiatement des termes du seconds membres

de (2.6.117)—(2.6.118). U

Maintenant, nous allons démontrer le théoreme fondamental de ce chapitre.
Démonstration du théoéme 2.2.1.

Nous définissons
B, ={(v,T) € 6" x 6" | Vipu(t) < Ry, Vigry(t) < Rr }. (2.7.121)

Pour 0 < t < t5, on désigne par G I’opérateur non-linéaire qui, a (v,T) € By, associe la
solution (v, T") du systeme linéarisé (2.6.112)-(2.6.113).

Griace au lemme 2.7.1 on déduit
Gi(B;) € B;, pourtout 0 <t <ts. (2.7.122)
Nous définissons, pour 0 < t < 5,

Yy = [L2(0, £ Hy () N L(0, £ L*(Q))] x [L*(0, £ Hy(Q)) N L™(0, £ LA())].
(2.7.123)
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Il n’est pas difficile de voir que I’ensemble B; défini dans (2.7.121) est convexe fermé
dans I’espace Y;. Par conséquent, pour démontrer le théoreme, il suffit de vérifier qu’il
existe ¢ € ]0, t5] de sorte que I’opérateur Gz est une contraction dans la topologie de Y.
Soit (vy,T1), (Va, T2) € By, 0 < t < t5. Premieérement nous considérons les solutions
(01,m1,071) et (02, T, 09) du systetme d’équations (2.4.63)—(2.4.65) avec les conditions

(2.2.20)—(2.2.22) et avec les substitutions suivantes ¥ = vy, I = T1 et T = Ty, T = 1.

Nous mettons

Bl = g, — 0y, EM =m —m, E" =01 — 0y,

EM - @1 - @2, ﬁ[T] - Tl - TQ.

En outre, pour plus de commodité, nous définissons

1

a;(m)

w;(t,m,x) =v;(t,x) — Vo(x),

U4l,i = (mhy (Tu 93 M), Wi 1, Wi 2, ﬂz’,s)Ta
gl = (gl gl elly . définie par (2.1.8) avec o;, mi, 07, T

(1=1,2).
D’autre part, en faisant la différence des deux équations (2.4.63)-(2.4.65) pour o1, 71, 01

et pour 9o, T2, 03, NOUS aVONs

0,E9 + 7, - VEE + D" Vg, + BEV .7, + 0,V - D" = 0, (2.7.124)

0,E™ + 5, - VEM + DYV, + EMV .5, + 1V - DY = (2.7.125)
= Hy(Ty, 72, 02) — Hy(Ty, m1,01),
OE" + (Uuy — Ung) - Vima BT + D V()02 (2.7.126)
‘I'E[U]v(m,x) U1+ 02V () D —

= [hgz(Tb?ﬁ;m) + Bl(Ul;m) - gl(m)[m - ﬁvs(l)(Tlﬂi}E[U]‘i‘
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+{ (T, w1;m) — hgr(Ta, w3 m) + By(013m) — By(0;m)+
—g1(m)([m1 = Tosy(T1)] ™ = [m2 = Tus(T2)]) Joat
t90(m) (1 = Tosy MOIF [N* = N(00)] " = [m2 = Ty (T2)]F[N* = N(o2)] ") +
+Bs(01;m) — By(o;m),

Maintenant, nous nous rappelons les relations suivantes

1
@1 . e Xr = —— . @1 Z,
/( VE! ])E[Q]d : (V )(E[Q})Qd
Q Q
1
/ (01 VEW) B = — / (V - ) (E™)2da,
Q Q

77 1 _
/ (U - VE")Elde = 9 /(V Uya)(E")2da.

D2 Do
Par conséquent, en multipliant (2.7.124)—(2.7.126) par Eld, El7] et El°] respectivement,
on integre les deux premieres équations sur €2 et la derniere sur D, en tenant compte des

estimations déja connus, et avec des calculs usuels pour les estimations, nous obtenons
4 gl . )2 bl
@IE 172¢0) < (1 + [[O1llwz@) [ E I7200) + D (71 (2.7.127)

d _
T2 0y < e(1+ [o1llwz) + 1T lz@) % (27.128)

T o vl il
X(|EMZ2g) + 1 Z2(0,) + (D™ I3y + 1D 17 20)

d, ~ _ -
B0y < e+ [Tillwz + 1T Rz + [ T2lvz) X (2.7.129)

T o vl il
X(|EMZ2g) + 1EZ2(0,) + (D™ I3y + 1D 7 20)s

de (2.7.127)—(2.7.129) et avec les conditions initiales

E[Q}(O’ ) = 07 E[W](Oa ) = 07 E[U](Ov ) ) = 07
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on déduit que

B9 oy + B Ol sy + 1B O, < (2.7.130)

t
clt+t P T [v] (7]
< et 7T LD )+ 1D )i
0

Maintenant, on considere la différence entre les équations (2.6.112)—(2.6.113) pour (v;, T;) =
Gt (Ulv

;), nous obtenons les équations suivantes

(01 4+ m)9, D — nADP — (¢ + g)V(V - DMy = —(El + EM)gu4+  (2.7.131)

—(o1 +m)(@ - V)D" = (B + (3, - V)o
gl plr, _ 7

~RoV((Z—+=—)T1) - RV ((2 + 22)D'") - [/E["]dm + Bl 4 EW] Vo,

Ha Hn Ha K 0

— (02 + 1) (D™ VYoot

(01 4+ m)e,0, DT — kADIT = —(Eld 4 Bl e, 0,15+

(2.7.132)
3 ng 3 3
8D 8T 8T
—(01 +m)c Z — (01 +m)c Z == — (B + Bl Z 2t
_ e _ Eld  plrl
~Ro(2 + IO v DM - Ry(2E 4+ ﬂ)Dmv Ty — Ro(—— + —— )T,V - o+
Ha Hh Ha Hh Ha Hh

T [v] ikl

oD; aD] 2 —=[v] 8’(}1 81}2 (%2 i 0D;

}: 7 —*61“ D X }: < s »J_i(s)‘zu > 7
+77” 1( 0x; axi 3 iV ) M 0% Ox; 3 iV 02 0z, *

- 5[2]) + La[Hg(T1,m1,01) — Hy(T, w2, 09)),

(V- 0)* = (V-0)’] = V- (1
de (2.1.6), (2.1.8) et avec les conditions (2.2.34) le terme de la radiation V- (5[1] —5[2])
est donné par

[e.o]

/ <1>+74A Yor + (a2 +rP)m+ (2.7.133)
0

V- (&l

+/(af\3)(m) + T&g)(m))al(m)dm) /(I/(\l)(m, Q) — ]/(\2)(17, ¢1))dqrd\+

SQ
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= [ (@ + ") B + (@ + ) B+
0
+ / O m) + ) (m)) E¥ldm) / 17 (@, g1 )dgr dA+
(1) / (2) / /
+ [ (Vo P+ / Povmydm) [ () — 1 (. q1)dadx
0 S2

+/ MOl g w1+/ ® (1) B dm /Jf) (,¢,)dg,d\+
0

g2
+47T/(CL§\)Q1 +a)\ 1 —|—/CL)\ dm)(B(A7T1) _B()‘vTQ>>d)\+
0
—|—47r/( ()E[ +a(2 E] +/a3) [U]dm)B(A,TQ)d)\
0 0
pIT]

01 +7r1 et e1+71

En multipliant les équations (2.7.131) et (2.7.132) par respectivement et en

les intégrant sur €. En outre, nous nous rappelons I’estimation suivante

[”]
3 9(o1+m1) 6D [v] 3 3(91+7T1 oD [v]
‘/El] Ox; 890] Dl <+ ‘/ZZJ ox; Oz DZ de| <
(o1 +m1)? (01 +m)? o

_ ol 13 ol 1—2
<elotllwy @ + lImillw @)l D" ]||H1f9 |D! ]Hm(?z) <
p
< e| DY |11 ) + Ce(llorlliyi) + ||7T1||W1 ) I 1720,

)

(C. estune constante déterminé par la constante arbitraire £ > 0).

Pour le terme de la radiation on a I’estimation suivante

T
\/ D+H (€M — EP)da| <
P1 T T

1]

et

inf pg L2(Q) H L2(9)’

d’apres le lemme 2.3.5, on obtient
IV - (EW = EPN|20) < e(1 + lorllwaoy + Imillwie + lorllwion) % (2.7.134)

™ o —=|T
< (19 2 + 1 E™ | 220y + 1 E 200 + D™ | 2()-
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Maintenant, par des calcules usuels, y compris I’application des I’'inégalités de Sobo-

lev, Holder et Cauchy-Schwarz et a ’aide des inégalités
102l Lr() < E(1 + [lvallwzg)), 10: 15[ a) < (1 + (| Tallwzco) + [[02llwz(9)

(¢ est une constante positive), on obtient

DY iy + 2D 30y < (27.135)
< o1+ [Tallwzie) (| D] 1, o + | ;(m+
HE gy + 15y + 1Py + 1P 20
D s + 20ll D s < 2.7.136
ca+waﬁmm+wmmmmem2 S 2L
HE gy + 15 iy + 1Py + 1P )

Alors, d’apres (2.7.135)—(2.7.136) on trouve

t
DY 8) a0+ I DO+ [ DY) s HIDTE s ot < 27.137)
0

ettt T 4Ty gy 222 ez [ (] el
e T AT )t T ity ){“D 1700 0220 F 1D I 0 0,622 (60 HIEE | T 0 0,522 00y +

HIE e 0,122 + 1B i 0,220

En outre, a I’aide (2.7.130) on aura

t
I DY18) ey + I DOy 400 [ DY) s e HIDTE N s oyt < 27.138)
0

q—2 p—2

c Ry a2 2 ) ol
e T T N tT 0 )|||D 17000220 + 1D 2o (0 42200 F

t
[v]
et [t+t p +t q / ||D )”Hl(Q + ||D (’)H%Q(Q))dt’ .
0
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D’apres (2.7.138) on déduit qu’il existe ¢ € |0, ¢5] telle que

v T v T
HD[ ]H%OO(O,E;LZ(Q)) + ”D[ }H%W(O,E;L?(Q)) + HD[ ]Hi2(0,f;H1(Q)) + HD[ ]H%Q(O,E;Hl(Q)) <

] il ] il
< F&(HD 1~ rzz@) T ID iesomrzi) + 1D 1 Z20zm@) + IID H%2(0,Z;H1(Q)))

avec 0 < K < 1, ce qui signifie que 1’opérateur G; : B; — DBj est une contraction. Ce
qui nous permet de trouver 1’existence et 1’unicité de la solution sur I’intervalle [0, 7], le

théoreme 2.2.1 est démontré. []



CONCLUSION

Dans cette these, nous avons considéré les équations qui décrivent le couplage entre
les équations de mouvement de 1’air et I’équation de la radiation. Le travail [7] qui consti-
tue I’essentiel du premier chapitre de cette these est une tentative a la contribution de la
modélisation mathématique ol nous avons montré 1’existence de la solution stationnaire
du systeme d’équations de la radiation et du mouvement d’un gaz visqueux et calorifere
dans un domaine petit et avec la petitesse des coefficients d’absorption et de réflexion
de la radiation. D’autre part, dans le deuxieme chapitre (voir [8]), nous avons amélioré
le résultat [7]. En montrant I’existence et I'unicité de la solution du systeme d’équations
décrivant I’intensité de la radiation et du mouvement de I’air dans le cas ou il y a les
transitions de phase de I’eau, en utilisant des conditions physiquement réalisable. Nous
espérons de démontrer la solution globale qui converge vers la solution stationnaire avec
des conditions plus naturelle et sur un domaine plus vaste, en utilisant les idées qui ont

guidé les travaux présentés dans cette these.
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