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o/ bstract

In this thesis, we obtain new results for different controllability methods for two novel classes of
non-local Sobolev-type controllability systems in Hilbert spaces.

Firstly, we present appropriate conditions to study approximate controllability and exact null
controllability for a new class of nonlinear differential equations of the v-Hilfer type with non-local
conditions.

Furthermore, we introduce a new function called "k-Wright" allowing us to investigate controllability
for a broader class than initially considered. With this, we examine trajectory controllability for a
nonlinear system of a new and more extensive type of fractional differential equations known as
(k, v)-Hilfer with non-local conditions.

These results were obtained using the theory of semi-groups, fixed-point theory, fractional calculus,
and Gronwall inequalities.

Finally, we present examples illustrating the validity of these results.

Keywords: Approximate controllability, Null controllability, Trajectory controllability, Fractional

Sobolev type integro-differential equations, v-Hilfer fractional derivative, (k,v)-Hilfer fractional

derivative, Mild solution, Fixed point theorem, Nonlocal condition, Fractional power, Gronwall’s
inequality.

Mathematics Subject Classification: 93B05, 26A33, 46E39, 34K37, 34A12, 47H10.



X ésumé

Dans cette these, nous obtenons de nouveaux résultats pour différentes méthodes de contrdlabilité
pour deux nouvelles classes de systemes de controle non locaux de type Sobolev dans des espaces de
Hilbert.

Tout d’abord, nous présentons les conditions appropriées pour étudier la contrélabilité approchée et
la contrélabilité nulle exacte pour une nouvelle classe d’équations différentielles non linéaires de type
v-Hilfer avec des conditions non locales.

De plus, nous introduisons une nouvelle fonction appelée " k-Wright", qui nous permet d’étudier la
controlabilité pour une classe plus large que celle étudiée initialement. Grace a cela, nous examinons la
controlabilité trajectoire pour un systéme non linéaire d’un type nouveau et plus étendu dans les
équations différentielles fractionnaires connues sous le nom (k, v)-Hilfer avec des conditions non locales.

Ces résultats ont été obtenus en utilisant la théorie des semi-groupes, la théorie du point fixe, ainsi
que le calcul fractionnaire et les inégalités de Gronwall.

Enfin, nous présentons des exemples illustrant la validité de ces résultats.

Mots clé: Controllabilité approchée, Controllabilité nulle, Controllabilité trajectoire, Equations
intégro-différentielles de type Sobolev fractionnaire, Dérivée fractionnaire de v-Hilfer, Dérivée
fractionnaire de (k,v)-Hilfer, Solution Douce, Théoréme du point fixe, Condition non locale, Puissance
fractionnaire, Inégalité de Gronwall.

Mathematics Subject Classification: 93B05, 26A33, 46E39, 34K37, 34A12, 47H10.
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Introduction

Calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une branche de mathématique, qui a pour but de généraliser les dérivées

traditionnelles a des ordres non-entiers ou complexes.

L’histoire des dérivées d’ordre non entier s’étend de la fin du XVIIe siecle a nos jours; les spécialistes

s’accordent a faire remonter son début a la date du 30 septembre 1695, ou ¥’ #6pital posa une

d

n
question a Zeibniz en s’interrogeant sur le sens de 3 t,{ lorsque n = % L’étude du calcul fractio-

nnaire est née de cette question. .Zeibniz a répondu a la question, "d3z sera égal & zvdx : x ". Clest
un paradoxe apparent dont on tirera un jour des conséquences utiles.

Pendant pres de trois siécles, le calcul fractionnaire a été traité comme un concept mathématique
intéressant, mais seulement un concept mathématique. On le considérait depuis longtemps comme la
branche des mathématiques, étudiant les propriétés des dérivées et intégrales irrégulierement ordonnées
(appelées dérivées et intégrales fractionnaires). Sans aucune explication réelle ou pratique, il était pergu
comme un résumé contenant seulement quelques manipulations mathématiques utiles.

Au fil des ans, de nombreux mathématiciens bien connus ont contribué au développement fondamen-
tal du calcul fractionnaire, tels que ZLeibniz, £’ 6pital, HBernoulli, Suler et Lagrange. Quelques
années plus tard, ils furent rejoints par Zaplace, .Zourier, &/bel, ZLouville, Ziemann, ¥runewald,
Letnikoff, ##adamard, Ziess et plusieurs autres.

Foss a organisé la premiere conférence sur le calcul fractionnaire a 1’Université de New Haven en juin
1974 et a publié ses actes [56]. Par la suite, .#panier publié la premiére monographie consacrée au
calcul fractionnaire en 1974 [52]. La recherche encyclopédique exceptionnellement détaillée de .#amko,
A ilbas et .# arichev, a été publiée en russe en 1987 et en anglais en 1993.

Le passage des formulations mathématiques pures aux applications a commencé a émerger depuis
les années 1990, ou les équations différentielles fractionnaires sont apparues dans plusieurs domaines

tels que la physique, I'ingénierie, la biologie, la mécanique, etc. Pour plus de détails sur les travaux

10
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fondamentaux concernant divers aspects du calcul fractionnaire et les considérations physiques
fondamentaux en faveur de 'utilisation de modeles basés sur des dérivées d’ordre non entier, nous
renvoyons & la monographie de Pagley [4], &ngeita, Hilfer [26], J¢ hare, . ilbas [35], A agin [12],
M ainardi, Ailler, Zoss [16], A ishitomo [50], Oldham [51], Oldham et .#panier [52], Petras,
Podlubny [54], Labatier et al.[57], ainsi que les références qui s’y trouvent.

Récemment, les équations différentielles d’ordre fractionnaire se sont révélées étre un outil efficace
pour modéliser de multiples phénomeénes dans divers domaines de la science et de I'ingénierie, tels que
I’électrochimie, 1’électromagnétisme, la viscoélasticité, I’économie, etc. Les dérivés fractionnaires sont
un excellent moyen de comprendre la mémoire et les propriétés génétiques de différents matériaux
et processus. C’est le principal avantage des dérivées fractionnaires par rapport aux dérivées
conventionnelles d’ordre entier.

Les travaux principalement consacrés aux équations aux dérivées fractionnaires sont ceux de .Ziller et
H0oss(1993) [16], de Podlubny (1999) [51], de HF'ilbas et al. (2006) [35], Diethelm (2010) [21], Ortigueira

(2011), @bbas et al. (2012) [2], et par Haleanu et al (2012) [5].

Il existe plusieurs définitions concurrentes des dérivées fractionnaires et des intégrales. Certains
d’entre eux comprennent, Riemann-Liouville, Caputo, Weyl, Hadamard, Met, Hilfer, v-Hilfer,
(k, v)-Hilfer.

Point Fixe

Au cours des 80 derniéres années environ, la théorie des points fixes s’est révélée étre un outil tres
puissant et important dans I’étude des phénomenes non linéaires. La théorie du point fixe joue un
role important dans ’analyse fonctionnelle, la théorie de 'approximation, les équations différentielles
et les applications. Les fameux théoremes du point fixe incluent le théoreme de Banach.

La théorie elle-méme est un beau mélange d’analyse, de topologie et de géométrie. La théorie du point
fixe fournit les outils, permettant d’établir des théorémes d’existence pour de nombreux problémes non
linéaires différents. Les théoréemes de point fixe reposent souvent sur certaines propriétés, telles que
la continuité complete, la monotonie, la contraction, etc.

Le sujet de la théorie du point fixe est devenu un domaine important des mathématiques, en raison
de son ample utilité dans d’autres domaines des mathématiques, notamment les équations différentielles
ordinaires, les équations aux dérivées fractionnaires et les équations intégrales. Dans notre travail, nous

utiliserons des théorémes de points fixes pour démontrer 'existence et 'unicité des solutions de
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certains problemes, que nous présenterons ultérieurement. Pour établir I'existence des solutions, nous
utiliserons le théoreme du point fixe de Schauder, ainsi que le principe de contraction de Banach
pour garantir I'unicité.

Controlabilité

Si un systeme dynamique est controlé par des médias appropriés pour obtenir 1’état souhaité, il est
alors appelé un systeéme de controle. Il existe plusieurs systémes de controle artificiels simples et com-
plexes dans notre vie quotidienne, tels que les climatiseurs automatiques, chauffe-eau automatique,
machine a laver, missiles, etc.

La controlabilité est un probleme mathématique qui analyse la possibilité de faire passer un systéme
d’un état initial arbitraire a un état final arbitraire, a ’aide d’'un ensemble de controles admissibles.

La controlabilité est également un domaine d’étude important dans la théorie du controle.

Le concept de controlabilité est I'un des concepts fondamentaux de la théorie mathématique du
controle, introduit par J£alman en 1960, qui a conduit & des conclusions trés importantes
concernant les systemes dynamiques linéaires et non linéaires. De nombreux problemes scientifiques
et techniques sont de nature non linéaire et peuvent étre décrits dans des espaces de dimension
infinie. L’étude des résultats de contrélabilité des systémes de controle dans des espaces de
dimension infinie est donc trés importante.

La controlabilité des systémes non linéaires dans un espace de dimension finie a été étudiée de maniere
approfondie par de nombreux auteurs, qui ont étendu le concept de contrdlabilité aux systemes de
dimension infinie et ont établi des conditions suffisantes, pour la controlabilité des systémes non linéaires
dans des espaces abstraits. Parmi les différentes approches de ’étude de la controlabilité des systémes
non linéaires, les techniques du point fixe ont été utilisées efficacement pour ces systéemes. Dans la
méthode du point fixe, le probleme de controlabilité est transformé en un probléme de point fixe pour un
opérateur non linéaire approprié dans un espace fonctionnel.

Il existe différents concepts de controlabilité, notamment la controlabilité approchée, la

controlabilité exacte, la controlabilité nulle et enfin la contrélabilité trajectoire.

Dans le chapitre 1, nous exposons les résultats préliminaires et les bases nécessaires pour la réalisation
de cette these. Dans la premiere section, nous introduisons les définitions des espaces fonctionnels

utilisées dans cette étude. La deuxieme section présente les concepts fondamentaux de la théorie du

Systéemes de contrdle d’évolution d’ordres fractionnaires et leurs applications 12
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calcul fractionnaire, en exposant leurs propriétés nécessaires ainsi que les relations entre eux, qui ont
grandement contribué a ce travail. Ensuite, dans la troisieme section, nous abordons la définition des
semi-groupes et certaines théories et propriétés qui leur sont associées. Enfin, nous présentons
quelques théories, dont la théorie des points fixes qui est a la base de cette étude.

Dans le chapitre 2, nous avons étudié la contrdlabilité approchée d’une nouvelle classe d’ équations
intégro-différentielles v-Hilfer fractionnaires rétrogrades perturbées, de type Sobolev avec des cond-
itions non locales v-fractionnaires. Nous avons établi un nouvel ensemble de conditions suffisantes, en
utilisant la théorie des semi-groupes, le calcul v-Hilfer fractionnaire et le théoréeme du point fixe de
Schauder. Les résultats ont été obtenus en supposant que le systeme linéaire rétrograde v-fractionnaire
associé, est approximativement controlable. Enfin, un exemple est donné pour illustrer les résultats
obtenus.

Dans le chapitre 3, nous abordons la contrélabilité nulle exacte pour une autre classe d’équa-
tions intégro-différentielles fractionnaires implicites non local de type v-Hilfer. Les résultats sont
obtenus en utilisant la théorie des semi-groupes, le calcul v-Hilfer fractionnaire et le théoréme du
point fixe de Banach. Enfin, nous fournissons un exemple pour illustrer 'applicabilité de nos
résultats.

A la fin, nous étudions la contrdlabilité de trajectoire d’une nouvelle classe d’équations intégro-
différentielles fractionnaires neutres de type Sobolev non locales (k, v)-Hilfer. Les résultats sont obtenus
en utilisant des idées issues de la théorie des semi-groupes, du calcul (k, v)-Hilfer fractionnaire, de
la puissance fractionnaire des opérateurs et de 'inégalité de Gronwall. Enfin, nous avons donné un

exemple pour valider I'application des résultats obtenus.

Systémes de contrdle d’évolution d’ordres fractionnaires et leurs applications 13
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opérateurs différentiels fractionnaires. Nous passons également en revue certaines des propriétés de

base des théoremes de semi-groupe et de point fixe, qui sont cruciales dans nos résultats concernant

les équations différentielles fractionnaires.
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1.1.

Espaces fonctionnels

1.1 Espaces fonctionnels

Soit J = [a,b] (—o0 < a < b < +00), un intervalle fini ou infini, sur I'axe réel R.

1.1.1 Espace Complet, Espace de Banach et Espace de Hilbert

Définition 1.1.1.
Soit (X;||.||) un espace vectoriel normé. On dit qu’une suite (X, )nen d’éléments de X est de

Cauchy si,
Ve>0, dng>0, Vp,gq>no, |z, —xz4l <e.
Définition 1.1.2.

On dit que X est complet pour la norme |.||, si toute suite de Cauchy dans X est convergente.

Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Définition 1.1.3.
Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien complet, c’est a-dire un espace de Banach muni

de la norme ||.||, qui est associée a un produit scalaire.

2] = V< z, 2z >.

Exemple 1.1.1.

e L’espace euclidien R™ muni du produit scalaire usuel.

e L’espace de suites I?, constitué des suites (z,)nen de nombres complexes telles que

oo

< Zp,Wp >= E Z,Wp,.

n=0

e L’espace L2(J) des fonctions de J d valeurs dans R et de carré intégrable, avec la convention que

deux fonctions égales presque partout sont égales, muni de
b
<fb >=/ f(x)b(z)dz.
a

1.1.2 Espaces des fonctions intégrables de Lebesgue L”

Notons L!(7,R) I'espace de Banach des fonctions h Lebesgue intégrables muni de la norme

bl = /j 6(t)]dt.
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1.1. Espaces fonctionnels 1

Définition 1.1.4.

Soit 1 < p < 00, nous définissons

Lp(j){ h: T —R, b est mesurable et |[,|P€L1(j)},

I, = (/Jm(t)”dt);,

avec

ot ||.||p est la norme associée a LP.

Définition 1.1.5.

Nous fizons,

LOO(J):{ h:TJ — Rlh est mesurable et il existe une constante u, telleque |h(z)| <p p.p sur Q },
avec

|h||Loo||h||oomf{ 150 O <p pp. sur j}.

Théoréme 1.1.1. ( L’inégalité de Hélder)

Supposons que f € LP(J), h € LI(T) avec 1 <p < oo et % + % =1, alors, fh € L(J) et

| e < ( / If(x)lp>;< / h(x)lq>;

1.1.3 Espace de fonctions continues

Définition 1.1.6.

Soit J un intervalle de R, on définit respectivemment CO(J), C*(J), n € N et C=(J) par

T ={ b:J =R continue},

C"(I)={ beC T : pM e},

muni de la norme

Ibllcr @y = D 16l = Zmaxlh( Ot

=1
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1.1. Espaces fonctionnels

1.1.4 Espace de fonctions absolument continues

Définition 1.1.7.
Soit J un intervalle fini de R, on note par AC(J) I’espace des fonctions absoliment continues

qui s’expriment sous la forme,

hEACl(J)®b(t):h(a)+/ b (s)ds, teJ.

Pour n > 2, nous notons par AC™(7) Iespace des fonctions h : 7 — C, telles que h®) € C(7),

t=1,...,n—1et h(»=D e AC' (7).

Lemme 1.1.1.

Une fonction h € AC™(J), si et seulement si elle s’écrit sous la forme

1 ety (n b() v
h(t):m/a(t—s) Th(m( ds+z t—a), VteJ

e Si n =1, on notera AC!(J) par AC(J).
1.1.5 Espace de fonctions continues a poids

Définition 1.1.8. [67]

(1.2)

Soit J un intervalle fini et v(t) est une fonction monotone croissante et positive sur J, dans lequel

v(t) # 0. L’espace de poids C1_x (T, X) des fonctions continues b est défini comme suit,

Conn(@. ) ={ 807 5 X (o)~ vl@) o) € €A, 0s1-a<1h

Vespace C1_x (T, X) est un espace de Banach, muni de la norme

Iblic, . = maz |(v(?) —(a))' 0 (1)),

en particulier on a,

x  Cioao(J,X) =Cioa(T,X), siv(t) =t.

x  Cioao(J,X)=C(T,X),siv(t) =tet A=1.

Systéemes de contrdle d’évolution d’ordres fractionnaires et leurs applications
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1.2. Théorie des opérateurs

Définition 1.1.9. [67]
L’espace de poids C?_M)(j, X) de la fonction b sur J, est défini par

T, X) = { h:J = X; bh(t) e C"HT,X); bW () €Cioy (T, X), 0<1 A< 1}

avec la norme,

Ibllcy_, . 20twe) = D 16 ey + 16T e,y .-
=0

En particulier, sin =0, on a C?fA’v(j, X) = Cioy (T, X).

1.2 Théorie des opérateurs
On note par ||.||x et ||.||y les normes respectivement sur les espaces de Banach X et ).

1.2.1 Opérateurs linéaires et bornés

Un opérateur ¢ : D(¢p) C X — Y est dit linéaire, s’il vérifie la condition suivante [24] :

Yo + BI9) = ap(p) + BY(¥), Vo, 0 e X et «,f€R(ou C).

On dit que 1 est borné (ou continu) sur D(¢) = X, 'il existe une constante positive £ telle que,

voeX, [Py <Elld]x

La norme ||.|| de 'opérateur 1) est définie par

U
0] = sup 2O

lzizo0 I19lx

On va établir quelques définitions importantes et notations supplémentaires, a savoir

x  DD(¢)) est dense si D(¢)) = X.

Noyaudesz(z/J)z{ zeD(), r= }

*
*  Graphique de v = G(¢)) = { [0,9(0)], e ]D)(z/J)} CAXY
*  Image de v = Img(v) = { yey dxeD@); y—wx}

Systéemes de contrdle d’évolution d’ordres fractionnaires et leurs applications
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1.2. Théorie des opérateurs

Théoréme 1.2.1.

Soit ¥ : (X, |.||lx) = (Y, |l-ly) un opérateur linéaire, alors, les affirmations suivantes sont équivalentes,

1. 9 est continue sur tout X .
2. 1 est continue en 0.

3. 1 est borné.

Théoréme 1.2.2.

L’espace linéaire L(X,)) des opérateurs linéaires bornés de X dans ) est un espace de Banach.

1.2.2 Opérateurs compacts

Définition 1.2.1.
Un opérateur borné ¢ € L(X,)) est dit compact, si Y(By) a une fermeture compacte dans Y ( pour
la topologie forte).

L’ensemble de tous les opérateurs compacts de X dans ) est noté K(X,)), pour simplifier, on écrit

K(X) = K(X, X).

Théoréme 1.2.3.
L’ensemble K(X,Y) est un sous-espace vectoriel fermé de L(X,)) ( pour la topologie associée d la

norme L(X,))).

Proposition 1.2.1.

Si Y ou ¢ est compact, alors la composée V¢ est compacte.

Théoréme 1.2.4.

Soit 1 un opérateur compact sur H, alors 1 — ) est inversible si et seulement si 1 — 1 est injective.

1.2.3 Opérateur contractant

Soient (X';||.||), un espace vectoriel normé et ¢ un opérateur borné, Uopérateur ¢ est dit opérateur

contractant, s’il existe une constante positive ¢ €]0, 1] telle que

Vi1, 05 € X5 [[9(01) = $(Pa)]| < (0 — Da|-
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1.3. Fonctions spéciales

1.2.4 Opérateur fermé

Définition 1.2.2.

Un opérateur ¢ : D(v) C X — Y est dit fermé si son graphe

G) ={(z,9r) € X x YV [z € D(y)},

est fermé dans X x ).
Autrement dit, 1 est fermé si, pour toute suite x,, de D(v) telle que x, — x dans X et Yz, —y

dans Y, on a x € D(¥) et Ya =y.
1.2.5 Opérateur m-dissipatif

Définition 1.2.3.

Un opérateur (¢, D(v)), linéaire non borné dans X, est dissipatif si
Vo € D(¥), VA >0, ||Ax — x| > Az
Définition 1.2.4.
Un opérateur (1, D()), linéaire non borné dans X, est m-dissipatif si
1. Y est dissipatif,
2.VfeX, VA>0, dJx e D(y) telque \x —px = f.
1.3 Fonctions spéciales

1.3.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler notée I'(p) représente une des fonctions de base du calcul fractionnaire,
elle généralise la factorielle n! et permet & n de prendre également des valeurs non entieres et méme

complexes.

Définition 1.3.1. [5//
La fonction Gamma est une fonction strictement décroissante pour 0 < p <1, elle est définie par

lintégrale,

—+o00
L'(p) =/ e~'tP~1dt, Re(p) >0, peC,
0

ot parfois

+oo 5
T(p) = 2/ e " ?r7dt,  Re(p) > 0,
0
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1.3. Fonctions spéciales

en particulier on a,

- T() = VA,
* I'(04) = +o0,

x DI(n+1)=n! VneN. ( La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle )

Théoréme 1.3.1.

Sip>0,alorsT(p+1) = pI'(p).

Théoréme 1.3.2.

Soit 0 < p < 1. Alors,

sinwp’
Remarque 1.3.1.
La fonction Gamma peut étre représentée aussi par la limite

i nlnf
im ,
n—=+oop(p+1)...(p+n)

I'(p) =

ot nous supposons que Re(p) > 0.
1.3.2 La fonction k-Gamma
En 2007, Diaz et Pariguan [18] définissent la fonction k-Gamma de la maniére suivante:

Définition 1.3.2. [18]

Pour p € C avec Re(p) >0 et k > 0, la fonction k-Gamma ( notée T'(.) ), est défini par

+k

Tw(p) = / tP~te kL.
0

e Propriétés de la fonction k-Gamma [13]

x T(p) = kETIT(R),
« Di(p+k) = pl'u(p),

x Tk(k) =1, avec k> 0.
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1.3. Fonctions spéciales

Remarque 1.3.2.

Lorsque k — 1, alors Tk(p) — T'(p).

1.3.3 La fonction Béta

Une autre fonction spéciale étroitement liée a la fonction Gamma, est la fonction Béta. Cette fonction
joue un réle important, notamment en combinaison avec la fonction Gamma. Elle possede une représen-
tation intégrale simple et utile.

Définition 1.3.3.

La fonction Béta est donnée par,

1
#(p; 0) =/ 711 =) dt,  Re(p) > 0, Re(g) >0
0

[ME)

:2/ sin(t)* " tcos(t)*edt.
0

Remarque 1.3.3.

La relation entre les fonction spéciales I' et B est donnée par,

I'(p)I'(0)

—————==%B(0,p), Vp,0€C: Re(p)>0, Re(o)>0.
T(o+ o) (0,p), Vp (p) (o)

B(p, o) =
1.3.4 La fonction k-Béta
Définition 1.3.4. [18]

Soient p, 0 € C avec Re(p) > 0 et Re(p) > 0, alors, la fonction k-Béta (%’k(p, g)> est définie par,

1/, o_
Flpo) = [ -0t
0

Remarque 1.3.4.

Notons que la fonction Béta et la fonction k-Béta ont la relation suivante:

1 0
Pulp,0) =BG

De plus, la fonction k-Béta et la fonction k-Gamma ont la relation suivante:

Ao =S
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1.4.

Eléments de la théorie du calcul fractionnaire

1.4 Eléments de la théorie du calcul fractionnaire

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions, lemmes et théorémes liés aux opérateurs

intégraux fractionnaires et différentiels fractionnaires, qui seront utilisés tout au long de cette these.

Depuis le début du calcul fractionnaire en [10] 1695, il existe de nombreuses définitions des intégrales

et des dérivées fractionnaires. Nous mentionnons quelques unes, notamment

1.4.1 Quelques Intégrales fractionnaires

Définition 1.4.1.
L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre p > 0 d’une fonction b € L'(J,R),

est formellement définie par,
1 ¢ 1
~ P . 1.
Ja+f)(t) = 71_‘ /a (t — S) b(S)dS ( 3)

Définition 1.4.2. [/8]
Soit h € LY(J,R) et k;p € Ry, alors, 'intégrale fractionnaire k-Riemann-Liouville d’ordre p de

la fonction b, est donnée par

A

ot Tk (.) est la fonction k-Gamma.

)

~'h(s)ds, (1.4)

Soit J = [a,b] C Ry avec (0 < a < b < o0) un intervalle fini et v € C(J,R) une fonction crois-

sante avec v(t) # 0 pour tout t € J.

Définition 1.4.3. [35]
Soit h une fonction intégrable définie sur J, alors, l'intégrale fractionnaire au sens de v-Riemann-

Liouwville d’ordre p > 0 (p € R) de la fonction b est donnée par,

oy <t>:ﬁ / o ()(w(t) — v(s))?B(s)ds, (15)

ot I'(.) est la fonction Gamma d’Euler.

Systémes de contrdle d’évolution d’ordres fractionnaires et leurs applications 23



Eléments de la théorie du calcul fractionnaire

Lemme 1.4.1. [07]

Soient v, p > 0, alors pour toute h € L*(R,), on a

TG = () Ve R,
De plus on a,

d v ~p—1L1,v
S I0h(8) = 3b (1),

Lemme 1.4.2.

Soitn—1<X<netheCy(J), alors

Jfo)(a):tﬁ%JZ’fh(t)zo, n—1<XA<p.

Lemme 1.4.3. [66]
Soit p>0,0 < X <1, alors, 377 est bornné de Cy,,(J) dans Cx,,(J). De plus, si X < p, alors

I est borné de Cy,,(J) dans C(T,R).

Définition 1.4.4.
Soit h € LY(J) et k € Ry, alors, lintégrale (k,v)-Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre p > 0

(p € R) de la fonction b, est donné par

0 = s [ 60 o) (), (16)

ot Tk (.) est la fonction k-Gamma.

Théoréme 1.4.1. [30]

Soient p,k € Ry, alors,

JEVR() = KI5, b e C(T,R),

P
\ v . ~ . . .
ou J) est Uintégrale fractionnaire v-Hilfer.

Lemme 1.4.4.
Les propriétés suivantes de lintégrale fractionnaire par rapport a une autre fonction v sont

valables, a savoir

1. L’opérateur intégral 377 est linéaire.
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1.4. Eléments de la théorie du calcul fractionnaire

2. La propriété de semi-groupe de l'opérateur d’intégration fractionnaire kJZf est donné par le résultat

sutvant :

PUTTR(E) =W IR, py > 0,

elle est valable en tout point si h € Cy,(J,R), en plus elle est valable presque partout si
heLY(J,R).

3. La commutativité est vérifiée, en effet
(2 Yo =322 (422 oo, g0,

4. L’opérateur d’intégration fractionnaire (Jp) est borné de Cy (T, R) d Cy (T, R).

Lemme 1.4.5. [61]

Soit0<a<b<oo,p>0,0<A<1, k>0, etheCyy(T,R). Sif>1-A alors
kI h(a) = lim (J30:7h(t) =0
t—at
Lemme 1.4.6. ([50], [60], [67])

Soient p,k € Ry et A € R tel que % > —1, alors,

A . Fk(/\—l-k) o) —
LA+ k+p)

SiA >0 etk=1, on obtient

32 0le) = 0@ = s (0l0) = @),

(A+p)

1.4.2 Quelques notions de dérivées fractionnaires

Définition 1.4.5. [7]
Pour p>0etn—1<p<mn, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liowville d’ordre

p d’une fonction by intégrable sur [a,t], est formellement définie par

warnn - (5) b0 - ot () (¢~ 5 (s)ds. (17)
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1.4. Eléments de la théorie du calcul fractionnaire

Remarque 1.4.1.
Notons que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée ordinaire

lorsque p est un nombre naturel non nul.

Définition 1.4.6.
Soit h € LY(J,R) et k,p € Ry, alors, la dérivée fractionnaire au sens k-Riemann-Liouville

d’ordre p de la fonction b, est donnée par

0L, o) = (k) W00, 0= 12],

(1.8)
ot [] désigne la partie entiére de §
Définition 1.4.7. [7]
La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre p € Ry d’une fonction by, est donnée par
c 1 ! g (n)
D0 h(t) =T, (D" = 7/ t—s)" "7\ (s)ds, 1.9
L0 = 3700700 = s | ( (19)
avec n—1<p<n, neN*~
Définition 1.4.8. [/3]
La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer d’ordre 0 < p <1 et 0 < ¢ <1 de la fonction
b:la,+00) = R ,est définie par
d _(1-0)(1—
Do) = 34 gm0 (). (1.10)

dt

Remarque 1.4.2.
La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer peut étre vue comme une interpolation entre les dérivées de

Riemann-Liouville et de Caputo.

1. Pour p =0, 0< p <1, la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer coincide avec la dérivée

fractionnaire classique au sens de Riemann-Liouville

d
D20(t) = =30 b(t) = “D2, b,
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2. Pour p=1, 0< p <1, la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer coincide avec la dérivée

fractionnaire classique au sens de Caputo.

(1—p d
D (1) = I 2 h(0) = “DLh(0).

Avec la large expansion des définitions des intégrales fractionnaires et des dérivées, il était nécessaire
d’introduire le concept d’une dérivée fractionnaire d’une fonction h par rapport a une autre fonction.

Nous présentons la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, telle que définie dans [35].

Définition 1.4.9. [35]
Soit v(t) #0, —co <a<b<4oo et p>0,necN. Les dérivées de Riemann-Liouville d’ordre

p d’une fonction b par rapport a v, sont définies comme suit,

" 1 d\" npo
ot = () 00

ot n=[p]+1.

Récemment, Almeida [3] a proposé une nouvelle dérivée fractionnaire appelée dérivée v-Caputo, basée

sur la dérivée de Caputo, définie de la maniere suivante:

Définition 1.4.10. [/
Soit p>0,n €N, J =[a,b] avec —0o < a < b< 400 et h,v e C(T,R) deuzx fonctions telles
que v est croissante et v(t) # 0, pour tout t € J.

La dérivée fractionnaire v-Caputo de by d’ordre p est donnée par,

Corv(p) = 3o ( ! d)" b, (1.12)

ou n=[p]+1.

e La relation entre la dérivée fractionnaire de v-Caputo et de v-Riemann-Liouville sur L’intervalle

R, est décrite par le théoreme suivant :
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Théoréme 1.4.2. Sih e C"(T,R) et p > 0, alors,

n—1

CRL(E) =L DEIH(E) [b(1) — 3

S

| =

H(0(t) = v(@)*bil(a) | - (1.13)

)

Bien que ces définitions soient trés générales, il existe un autre facteur qui unifie les éléments ci-
dessus et peut combiner de nombreuses définitions. Ce facteur est la différentielle fractionnaire

d’une fonction par rapport a une autre fonction v, appelée dérivée de v-Hilfer.

Définition 1.4.11. [67]

Soitn—1<p<n, (n=[p]+1), et h,v € C"(J,R) deux fonctions telles que v est croissante
et v(t) # 0 pour tout t € J.

Alors, la dérivée fractionnaire v-Hilfer de fonction by d’ordre p et de type 0 < o < 1, est définie par

Hyp,05v t) = Q(n_P);U ]‘ i nﬂ(l_g)(n_p)ﬂ) t 114
orp(e) = 3100 () A, (1.14)

La dérivée fractionnaire v-Hilfer, telle que définie ci-dessus, peut s’écrire sous la forme suivante:

, 05V ~NA— PV AU
HO0E(t) = 3,7 DL h(L),
avee, A = p+ o(n — p).

Théoréme 1.4.3. [67]

Les dérivées fractionnaires v-Hilfer, sont des opérateurs bornés pour toutn —1 < p <n et 0 < p <1,

donnés par

1728 lc, . < Klbllcs .

(v(b) = v(a)""

avec, K = (n=A)A=p)T(n—=ANT\—p)

Corollaire 1.4.1. [67]

Soit o> petn—1<p<n (oun est un nombre entier ), supposons que v'(t) > 0, alors,

TDLEUIEN(E) = I,
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Théoréme 1.4.4. [07]

Soit h € CH(T,R), p>0, et 0 < 0 < 1, nous avons

TRUEUIL() = b(1).
Théoréme 1.4.5. [07]

SiheC(J,R;n—1<p<n,0<o<1etA=p+o(n—p), alors

n _ A—=¢
jng@Zf;vb(t) =h(z) — Z thn—c]jgig)(np)wh(a)’ (1.15)

s=1

pour tout t € J, ou th] (t) := (%@)%) h(t).

En plus, pour 0 < p <1, on a la relation suivante:
~ v(t) —v(a) i
JZfHQZf,Uh(t) _ h(t) _ ( ( ) ( )) J(1+ o)(1 P)b(a)7

avec 0 < A<lette J.

Remarque 1.4.3. L’opérateur D02 est réduit a :

« La dérivée fractionnaire de Hilfer lorsque v(t) — t [20].

*

La dérivée fractionnaire de Hilfer-Hadamard lorsque v(t) — logt [29].

x La dérivée fractionnaire de Hilfer-Katugampola lorsque v(t) — t*, a > 0 [20].
x La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville quand v(t) —t, o — 0 [35].

x La dérivée fractionnaire de Caputo lorsque v(t) —t, o — 1 [95].

x La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville généralisé lorsque o — 0 [35].

x La dérivée fractionnaire Caputo généralisé lorsque o — 1 [3].

Enfin, une large classe de coefficients fractionnaires, est couverte par la dérivée fractionnaire (k,v)-

Hilfer dont la définition est donnée par

Définition 1.4.12. [50]
Soit p,k € Ry = (0,00), 0 € (0,1), ve C(J,R) (neN), v(t) #0,te T ethe C(J,R),

alors, la dérivée fractionnaire (k,v)-Hilfer d’une fonction b d’ordre p et de type o, est définie par
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. n _ n—p)v
popene) =3 () (ka2 ) o

= 3P an (k”kﬁgi“-’"k""’”“h) (), (1.16)

\ n __ d " _ P
ot 6 = (1),1“)3) etn = [k]

Théoréme 1.4.6. [50]
Soient p,k € Ry et o € (0,1), alors,

D2Evh(t) = kKETDESh(t), b e Ch(T,R),
ot H@ff’v est la dérivée fractionnaire v-Hilfer.
Remarque 1.4.4. ( [30], [11], [5]])
La dérivée fractionnaire (k,v)-Hilfer se réduit a (k,v)-Riemman-Liouville lorsque o = 0, de (k,v)-

Caputo quand o =1, de v-Hilfer quand k = 1, de k-Hilfer quand v(t) = t, de k-Hilfer—Katugampola

quand v(t) = t?, de k-Hilfer—-Hadamard quand v(t) = logt et de Hilfer lorsque v(t) =1t et k = 1.

Théoréme 1.4.7. [00]

Supposons que h € C"(J,R), n—1< £ <n,0<p<1etk>0, alors

_ A—i
e (L) = Zkz RO e, re (117)

0d A = L (o(nk — p) + p), 04 = (U,l(t)jt> :
De plus, sin =1, nous avons

_ A—1
arviorevyr) = () — L=V 5oty

Corollaire 1.4.2.
Soitp>p, n—1<p<n(neN)etkeR;.

Supposons que V' (t) > 0, alors
PO ~o; ~o—p;
HQ kJ§+b( ) kJ§+pUb(t)-

Théoréme 1.4.8. [(1]

Soient p,k € Ry, n = {d , alors, pour b € C*(J,R), nous avons

(e Yo = b
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Lemme 1.4.7. ( [30], [60])

Soient p, 0,k € Ry et A € R tel que % > —1, alors,

P02 (0(a) @) 1) = o) — vl T
SiAeRy et k=1, on trouve
D2 o) = @) () = i (010) = (@),
()

Lemme 1.4.8. ( [01], [65])

Soit t>0,p>0,0<0<1etk>0,alors pour 0 <A<1; A= +(o(k—p)+p), ona

CO0 " (@) —v(@)*H(E) = 0.

Si k =1, on trouve

Hoo" (v(z) = v(@)* () = 0.

D, (v(@) —v(@)* (1) = 0.

1.5 Transformation de Laplace

La transformée de Laplace classique, notée £, joue un réle important dans la résolution des équations

différentielles ordinaires et fractionnaires.

Définition 1.5.1.

Soit h € LY(0,00), la transformée de Laplace de la fonction h(t) s’ezprime comme suit

~ +OO
L{h()}(s) =h(s) = /0 e S'h(t)dt, pour tout s.

Définition 1.5.2. [28]

Soient h,v : J — R des fonctions d valeurs réelles, telles que v(t) est continue et v'(t) > 0 sur J.

La transformée de Laplace généralisée de by est notée

+oo

Lo{b(®)}(s) = 6(3) = / e sO=v@)g )/ (t)dt, pour tout s.

a
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1.5.  Transformation de Laplace

Lemme 1.5.1. [28]

Supposons que 0 < p <1 et 0< o<1, h est continue sur chaque intervalle [0;t] et v(t)-d’ordre

exponentiel, alors

(i) &&ﬁwﬁ@=%§

w>2{wwf%mk$¢awM}sP%@.

Définition 1.5.3. [0/

Soient h,v : J — R, des fonctions d valeurs réelles, telles que v(t) est continue et v'(t) > 0 sur

J. Soit également v,k > 0, la (k,v)-transformée de Laplace généralisée de b, est définie comme suit

N +oo -
wﬁ%@ﬂ@:w$=/ e OO @D (1) (1)t

a

— |(11'lf£{h<vl (klt: +v(a)>> }(8),

pour tout s, £(h) est la transformée de Laplace classique de b.

Lemme 1.5.2. [0]

Soient v,k > 0 et h une fonction continue par morceauz sur chaque intervalle [a,t] et v(t)-d’ordre

exponentiel, nous avons

L L0 (0))(s)

I
)

n yiv -1 n——1 [¢]
9. ks;yf{fng,vb(t)}(s) —Kkn |:<Sklz) k£a+ {hkgt}’)}(s) - Z <Sklz) <k327i—;07vb) (a):| .
(Skl—z> k kk";P =0

Lemme 1.5.3. [0/

Nous avons, les relations suivantes:

L) = L7, s> 0.

2. kEZf{(U(t) — U(a))k}(s) = M, s> 0,Re(\) > 0.
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1.6.

Rappel sur la théorie du semi-groupe

1.6 Rappel sur la théorie du semi-groupe

Dans cette section, nous présentons les principes fondamentaux de la théorie des semi-groupes, concepts

qui seront utilisés tout au long de cette these.

Considérons L(X') Pespace des applications linéaires continues de ’espace de Banach X dans lui-méme.

Définition 1.6.1.
Une famille a un paramétre V(t), 0 < t < oo, d’opérateurs dans L(X) est dite semi-groupe si
(x)  V(0) =1 (1 est lopérateur d’identité dans L(X))

(xx)  V(p+0) =V(p)V(0), pour tout p,0 > 0. (propriété algébrique)

Exemple 1.6.1.
Soit X un espace de Banach, V € L(X), et xg € X. On considére un systéme différentiel défini

comme

la solution est donnée par

z(t) = zge V.

Donc, le semi- group {V(t)};>0 est bien défini est donnée par {V(t) = etV };>0.

Définition 1.6.2.

Soit {V(t) }+>0 un semi-groupe dans l’espace de Banach X.
o St {V(t)}i>0 satisfait

lim|[V(t) =1 = 0; =0,
t—0
on dit que {V(t)}i>0 est un semi-groupe uniformément continu.
o Si {V(t)}i1>0 vérifié (propriété topologique)
Ve e X lim|Vz —z| =0,
t—0

on dit que {V(t)}i>0 est un semi-groupe fortement continu (ou de classe Co), ou simplement Cq-semi-

groupe.
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1.6. Rappel sur la théorie du semi-groupe

o Si {V(t)}i+>0 satisfait

Vee X,Vo' € X', lim|<Vz—uz2' >|=0,
t—0t

on dit que {V(t)}+>0 est un semi-groupe faiblement continu.

Définition 1.6.3.

Soit {V(t)}>0 un semi-groupe sur X.

On pose D(V) = {x € X telque limwx em'ste},
t—0

ot Dopérateur V : D(V) C X — X, donné par

Vo= limV<t>x — 7

lim————, pour xz e D(V).

Cet opérateur est appelé générateur infinitésimal de {V(t)}1>0.

Proposition 1.6.1.
Soit V' le générateur infinitisimal d’un Cq-semi-groupe, alors, D(V) est un sous espace vectoriel

dense dans X, (D(V) = X).

Théoréme 1.6.1.
Un opérateur V est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe V(t) uniformement continu,

si et seulement si V € L(X) et V(t) = !V,

Théoréme 1.6.2.
Si V(t) est un Co-semi-groupe compact pour t > to, alors V(t) est continu par rapport a la

topologie uniforme des opérateurs pour t > tq.

Proposition 1.6.2.
Soit V' un générateur infinitésimal d’un semi-groupe {V(t)}i>0-

SizeD(V), alors V(t)x € D(V).

De plus

Vt)Vx=VV(t)x, Vt>O0.
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1.6. Rappel sur la théorie du semi-groupe

Remarque 1.6.1.
o On voit que, V(H)D(V) CD(V); ¥t > 0.

o Le générateur infinitisimal V' est un opérateur fermé.

Théoréme 1.6.3.

Soit V(t) un Co-semi-groupe. Il existe deux constantes A1 > 0 et Ay > 1 telles que,

V@) < XoeMt,  pour 0<t < oo.

Définition 1.6.4.
Soit V(t) un Co-semi-groupe.
i, VO <1, vt>0 (A2=1,A=0),

alors, V(t) est un Co-semi-groupe de contraction.

Théoréme 1.6.4.
Soit V(t) et S(t) deux Co-semi-groupes, ayant le méme générateur infinitésimal V,
alors, on a

V(t) = G(t); pour tout t > 0.

Théoréme 1.6.5.

Soit V(t) un Co-semi-groupe et soit V son générateur infinitésimal, alors,
a) Pour p € X

1 t+s
lim— V(e)pde = V(t)ep.

s—08 ¢

b) Pour p € X, fot V()pde € D(V)

V(/Ot V(b)%) =V(t)p — ¢.

¢) Pour o e D(V), V(t)p € D(V) et,

%V(t)ga =VV(@t)p =V(t)Ve.

d)Pour ¢ € X,

V() —V()p :/ V(r)Vedr :/ VV(r)edr.
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Définition 1.6.5.

Soit A un opérateur linéaire fermé donné sur un espace de Banach X, l’ensemble des résolvantes

est défini comme suit, p(V) = { a€C/ (al—V) lexiste et borne dans 7—[}.
Pour o € p(V), la famille des opérateurs linéaires bornés R(a, V) = (all — V)~ est appelée la

résolvante de V.

Proposition 1.6.3.

Soit V(.) un Co-semi-groupe engendré par V.
Si pour certains « € C R(w)z = fooo e~ “V(v)xdt, existe pour chaque x € X,
alors o € p(V) et R(a) = R(a, V).

1.7  Quelques théorémes

Théoréme 1.7.1. ( Hille-Yosida 1)

Un opérateur linéaire non borné (V,D(V)) dans X est considéré comme le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe de contraction sur X, si et seulement si les conditions suivantes sont vérifées,
1. 'V est fermé.

2. D(V) est dense dans X.

3. Pour chaque oo > 0, lopérateur (ol — V') établit une bijection de D(V') dans X, et son inverse

(al — V)L est un opérateur borné sur X, qui satisfait

(el =V)7H| <

1
o

Théoréme 1.7.2. ( Hille-Yosida 2)
Un opérateur linéaire non borné (V,D(V)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de

contraction sur X, si et seulement si V' est m-dissipatif et posséde un domaine dense dans X .
Proposition 1.7.1. Pour tout n € N et a € C, si A\ < Re(a), alors

R(a, V)" = ﬁ /0C>O e~ ()dt, a € p(V).

De plus,
A2

= Re(@) - )"

—
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1.7.1 Théoremes du point fixe

Les théorémes du point fixe, consistent & reformuler le probléme initial sous la forme d’une équation

x = p(x), offrant ainsi des conditions générales, applicables pour la validité de cette équation.

Définition 1.7.1.
Considérons X, un espace vectoriel normé avec une norme ||.|| et ¢ une application de X dans

lui-méme. Un point x € X est défini comme un point fixe de ¢ s’il satisfait la condition suivante
pxr =T

Théoréme 1.7.3. ( Point fize de Banach )

Soit O un sous-ensemble fermé non vide d’un espace de Banach X. Alors, toute contraction v qui

envoie O sur lui-méme, posséde un point fize unique.

Théoréme 1.7.4. ( Point fize de Schauder (1930))
Soit X un espace de Banach, O un sous-ensemble convexe fermé borné de X, et ¥ : O — O une

application continue et compacte. Alors, 1 posséde au moins un point fixe dans O.

Théoréme 1.7.5. ( Point fize de Schaefer)
Soit X un espace de Banach et ¢ : X — X un opérateur complétement continu. Si
l’ensemble

(’):{ re X :x=ayx, pour certains 046(0,1)}7

est borné, alors ¢ posséde un point fize.

Théoréme 1.7.6. ( Point fizre de Krasnoselskii)
Soit O un sous-ensemble fermé, convexe et non vide d’un espace de Banach X, 1 et ¢ les opérateurs

tels que
1. Y+ 9oy e O pourtout z,y € O.
2. 1Y est continu et compact.

3. @ est une application de contraction.

Alors, il existe N € O tel que N = )N + ¢pN.
1.7.2  Présentation de la solution Douce ( Solution Mild)

Cette section rappelle la résolution de I’équation différentielle linéaire fractionnaire.

Le concept de solution douce peut étre introduit pour analyser le probléme a valeur initiale non homogene
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suivant:

dﬂ;it) = Va(t)+ ®(t), 0<t<T,
x(0) =x9, z€X, (1.18)

ot @ : [0,T] — X.
Ci-dessous, nous introduisons la notion d’une solution douce.
Définition 1.7.2.
Soit V' un générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe, noté {V(t)}i>0, agissant sur espace X.
Supposons xg € X et ® € L1([0,T],X), ou L1([0,T], X) est ’espace des fonctions Bochner-intégrables
sur Uintervalle [0, T] d valeurs dans X. La fonction x € C([0,T], X) est alors définie comme
suit,
t
z(t) = V(t)xo +/0 V(t —s)®(s)ds, 0<t<T

est la solution douce du probléme (1.18) avec une condition initiale sur l’intervalle [0, T].

1.8 Controlabilité en dimension infini

La controlabilité est 1'un des aspects qualitatifs les plus importants d’un systéme dynamique. Le
probleme de la controélabilité pour prouver I’existence d’une fonction de controle, capable de conduire
la solution du systéme de son état initial a un état final, ou les états initiaux et finaux peuvent varier
dans tout ’espace.

Définition 1.8.1.

Soient X et U, deux espace de Hilbert. Considérons le systéme dynamique suivant:

8
~
—~
o~
~

I

Va(t) + Bu(t), te][0,T)

z(0) = =z, € X, (1.19)

pour une valeur T > 0 fizée, u € L2([0, T],U), l'opérateur V est un générateur infinitésimal d’un
Co-semi-groupe V(.) dans X, et B représente un opérateur borné de U dans X, ( X est l’espace des
états, et U Uespace des contréles du systéme ).

Nous savons que le probléme (1.19) a une unique solution douce x = x(t;xg;u) € C([0,T], X),

donné par

x(t; zo;u) = V(t)xg —|—/0 V(t — s)Bu(s)ds, te€[0,T].
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Définition 1.8.2.
On dit que le contréle u conduit l’état a a ’état b au temps T > 0, si

z(T;a,u) =b.

On peut également affirmer que [’état b est atteignable a partir de a au temps T.

Définition 1.8.3.
On dit que le systéeme (1.19) est controlable au temps T > 0 si, pour tout
a € X et tout b € X, il existe une fonction de controle u € L2(0, T;U) telle que,

z(T;a,u) =b.

On peut également affirmer que la paire (V,B) est contréolable au temps T > 0.
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Résultats de controlabilité pour des
équations intégro-différentielles
v-Hilfer fractionnaires rétrogrades
perturbées de type Sobolev dans
I'espace de Hilbert
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2.1 Introduction

La controlabilité approchée des systémes de contrdle est plus adaptée a I’étude, car ses conditions
sont généralement trés fortes dans des espaces de dimension infinie. Plusieurs auteurs ont étudié les
problémes de contrdlabilité dans différents types de systémes non linéaires, voir ([45], [59], [75])

et leurs références.
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2.1.

Introduction

En 2014, Mophou [47] a étudié la contrdlabilité approchée de I’équation différentielle semi-linéaire
fractionnaire rétrograde, au moyen d’une régularisation de type Tikhonov.

En particulier, la controlabilité approchée des EDF de Hilfer dans différentes conditions, a été
largement discutée. Mahmudov et al. [44], ont examiné la controlabilité exacte des EDF de Hilfer
dans un espace de Hilbert, en supposant qu'un systeme linéaire associé a I’équation donnée est
approximativement controlable.

En 2017, Debbouche et Al. [17] et Du et al. [23], ont étudié la controlabilité approchée des EDF
de Hilfer, ainsi que des EDF de Hilfer semi-linéaires, avec des inclusions de controle impulsif dans
les espaces de Banach, respectivement.

En 2018, Lv et Yang [11], ont étudié la controlabilité approchée des EDF de Hilfer neutres,
en appliquant les techniques de la théorie de I'analyse stochastique et de la théorie des opérateurs de
semi-groupe dans un espace de Hilbert.

Dans des travaux récents, Bedi et al. [8], & 'aide du théoréme du point fixe de Schauder et
de la théorie des opérateurs presque sectoriels dans I’espace de Banach, ont discuté I’existence de
solutions douces et de la contrélabilité approchée des équations d’évolution fractionnaire de
Hilfer, avec des opérateurs presque sectoriels et des conditions non locales.

En 2021, Bora et Roy [10], ont discuté la contrélabilité approchée pour une classe de systéme
de contrdle fractionnaire avec semi-groupe analytique, régi par des équations différentielles comprenant
des dérivées fractionnaires de Hilfer d’ordre § € (0,1) et de type £ € [0, 1], dans un espace de Banach.

En 2021, Vijayakumar et al. [75], ont étudié les résultats de controlabilité approchée, pour les
inclusions intégro-différentielles de type Sobolev avec un retard infini, en utilisant le théoreme du point fixe
de Bohnenblust-Karlin pour les applications multivaluées.

En 2021, Dineshkumar et al. [22], ont examiné la controlabilité approchée des inclusions
différentielles stochastiques fractionnaires neutres de Hilfer de type Sobolev, dans les espaces

de Hilbert.

Dans ce chapitre, nous étudions la controlabilité approchée d’équations intégro-différentielles
rétrogrades perturbées de type Sobolev, avec condition non locale v-fractionnaire dans un espace
de Hilbert. Un nouvel ensemble de conditions suffisantes est établi en utilisant la théorie de semi-
groupe, le calcul v-Hilfer fractionnaire et le théoreme du point fixe de Schauder. Les résultats sont

obtenus sous I’hypothese que le systéme linéaire rétrograde v-fractionnaire associé, est approximativement
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controlable. Enfin, un exemple est donné pour illustrer les résultats obtenus.

2.2 Position de probleme

On considere une nouvelle classe d’équations intégro-différentielles v-Hilfer fractionnaires rétrogrades

perturbées de type sobolev, avec condition non local v-fractionnaire, sous la forme

AP g2 (t)] = (V + AV)z(t) + Bu(t) + | (t, z(t), 3%x(t)), te T =(0,T],

=P A=w (Ma(t)],_r — g(z) = a7,

o HDP0v est la dérivée fractionnaire au sens de v-Hilfer d’order % <p<l,detype0<p<1et
0 <6 < 1. L’état x(.) prend ses valeurs dans un espace de Hilbert X. La fonction de controle u(t)
est donnée dans U ( espace de controle), u € L2(J,U), et B:U — X est un opérateur linéaire borné.
Les fonctions f: 7 x X x X = X, g: C(J,X) — X sont appropriées. On consideére les opérateurs
V+AY)CX =X, £:DE)CX =X, et M:D(X)CX — X, qui vérifient les conditions
suivantes :
(A1) AV est un opérateur linéaire borné dans X.
(A2)  E&,(V+ AV) et M sont des opérateurs linéaires fermés.
(A3) D(M) C D) CcDV+AY), € et M sont bijectifs.
(A4) &1 x =DE)CcXet ML X — D(M) C X sont des opérateurs linéaires, bornés
et compacts.
Lemme 2.2.1. ([53])
Soit V le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique {S(t),t > 0} sur un espace de Hilbert
X. Si AV est un opérateur linéaire borné sur X, alors (V + AV) est le générateur infinitésimal

d’un semi-groupe analytique {S(t),t > 0}.

Remarque 2.2.1.
De (A4), nous déduisons que E~1 est un opérateur borné. Notons que (A4) implique aussi que €
est fermé, car E~1 est fermé et injectif, alors son inverse est également fermé. Il ressort de (A2) — (A4)

et du théoréme du graphe fermé que nous obtenons la caractére borné de l’opérateur linéaire (V + AV)E~1

: X — X, par conséquent, —(V + AV)E~L engendre un semi-groupe {S(t) = e~ (VHAVIETH 4 > 0}.
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Nous considérons 'espace de poids C1_y (T, X) [67], 'espace de toutes fonctions continues définies par
Cioaw(T,X) = {f € (0, 7] = &; (v(t) —v(0)! " M(t) € C(j,X)}, 0<A=p+o(l-—p) <1

11 est clair que C;_y,, est un espace de Banach, muni de la norme

1lless.. = maz|(v(t) - v(0))' ()]

Avant de commencer notre étude, nous avons rappelons quelques notations nécessaires, telles que

No= g7, Lo =suplS(l < oo, Co= M.

Et
K3 (2 (t)) = §(t,2(t), 3%%a(1), Q™™ = (v(t) — v(0)' .

D’aprés les Définition 1.4.3, Définition 1.4.11 et Théoréme 1.4.5, il est possible de reformuler

le probléeme (2.1). Anssi nous obtenons apreés reformulation I’équation

-
Ex(t) =Ex(T) — ﬁ/t V' (8)(v(s) —v(t))P 7 x [(V + AV)x(s) 4+ Bz(s) + K2 (2(s)) | ds. (2.2)

Lemme 2.2.2.

S,

QS}‘”“"‘”(T, t)
I'(o(1 = p) +p)

a(t) = M a7 + g()]

_ /T ETW (s)(v(s) —v(®)P7 x [(V + AV)x(s) + Bx(s) + K (2(s)) | ds.
L(p) J N
Alors, on obtient,

o) = S, (THOM ey +g@)] + [T 0/(s)(0(s) — 0(6)P~ T (1, $)K (x(s))ds

+ ftT v'(s)(v(s) — v(t))p_l'i‘Z(t,s)Bu(s)ds.

Démostration 2.2.1.
La preuve est similaire a la preuve du Lemme 3 dans ([25]), on peut obtenir la résultat en

effectuant les ajustements nécessaires ( transformation de laplace généralisée Définition

1.5.2).
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Maintenant, nous allons présenter la définition de la solution douce ( Solution Mild )

Définition 2.2.1.

Une solution x(.) = x(u)(.) € Ci— (T, X) est dite solution douce de (2.1) si, pour chaque

fonction de controle u € L2(J,U), elle satisfait
(i) 35O M7 - gle) = o7

(ii)  Pour chaque 0 <t < T, elle vérifie l’équation intégrale suivante:

“wp,0

T P
a(t) = S, (T.t) M~ [a7 + g(x)] +/t V' (s)(v(s) = v(t)? 7 T, (t, 5) KD (2(s))ds

T P
+ /t V(5)(0(s) — v(8)PIT. (¢, 5) Bu(s) ds.

Telle que,
“wp,e “p
S, (t,s)x = Jéifp)(gfl)’v]P’v (t,s)z,
) +oo -
P(ts)z = / £, (©)8[Q0 (1, 5) ©] 2d0,
0
P +o0 -
T, (t,s)x = p/ E7'Oh,(0)S[Q% (t,5)O]zdO, 0<s<t<T,
0
ol )
- (—-0)"" 1
= - 1
h, (©) ;(n— T ) 2 <7< ,0 € (0,00)

est une fonction de densité de probabilité avec h, (0) >0, O € (0,00),

/Oohp(G))dG) —
0
et
¢ ~ T(1+¢)
/O(ahp(@)d@_r(HpC).

Lemme 2.2.3. ( [3], [53], [80])

Kp,0

(2.6)

(2.7)

P
(1) Pour toutt > 0 fizé, S, (t,s) et T, (t,s) sont des opérateurs linéaires bornées, et pour tout v € X,

050 NOLOQg*P)(@*l) (T,0)
S, (t,s)z| < z|| = Cy ||z]|,
(t9 2 el = Ci el
ol NoLg
< - .
T, (¢,s)z|| < () x| = C2 |||l
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“p,0 P
2) Les opérateurs S, (t,s) et T, (t,s) sont fortement continus pour tout t > s > 0 c’est-a-dire, pour
v v

chaque v € X et 0 < s <ty <ty <T, alors,

“P50

e
IS, (to,8)z—S, (t1,8)x| =0

et
“p “p
IT, (t2,8)x — T, (t1,5) x| = 0,

0’&, t1 —ty — 0.

Démostration 2.2.2.

- - P50
(1) Pourt >0, comme S(t) est un opérateur linéaire, il est facile de voir que T, (t,s) et S, (t,s)

sont également des opérateur linéaires.

Pour tout x € X, t > 0, et grace a l’égalité suivante

/@Ch = ((1;52) %<p<1,@€(0,oo),

< NoLyg

on trouve

P

P, (t,s)z /O+oo £, (0)S Q2 (t, ) O] :cd@H

+oo
/ h, (©) xd@H
0

< NyLo.

Ensuite, nous avons

_ Hp/0+oo £710h, (0)S[QF (t,5) €] xd@”

+oo
©h, () xd@H

Pourte J etx € X,

‘Iéi‘”(g‘”’”l

NOL Q (1—p)(o—1) (7— O)
L(p+e(—p))
<Gl

P AP P50
Done, les opérateurs P, (t1,s), T, (t,s) et S, (t,s) sont bornés.

Ce qui montre (1).

“p
(2) Nous prouvons d’abord que lopérateur P, (t,s) est fortement continu.
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Pour chaque x € X et 0 < s <t) <ty <7T, nous avons,

P N

+00 +o0 “-
B (t1,8)z — B (ts, )z H/ £, (©)S Q0 (t1,5) a:d@/ £, ( )S[Qg@g,s)@]xd@H

“ “

< No||S[QP (t1,s)Olx — S[QF (t2,8) O]z

Lorsque to —t1 — 0, on obtient
~p ~p

P, (t1,8)x — P, (t2,8) x

“p P
c’est-a-dire, P, (t1, s) est fortement continue. D’aprés (2.6)-(2.7), on a également que T, (t,s) est

fortement continue.

B “p “PpP,0
Etant donné que P, (t,s) est fortement continu, il est facile de prouver que S, (t,s) est également

fortement continu, en effet

Pour chaque z € X et 0<s<t1 <to<7T, ona

KpP,0 “wpP,0

S, (t1,8)x—S, (t2,8)x

1 t2 U/ —ul(s (17p)(179),1‘”p o t1 U/ o ols (1ip)(179)71v~l’ Sz
A pa—g)| ), VOt -ve) Btz = [ v()w(t) — v(e) B, (1, 9)
S e H/ ot = o) PTE, 1,5t
/ { —v(s)) AT — (u(ty) — U(S))(lp)(lg)l] IvP"Z (t2,s) xds

~ [ st w200 B 1) B 0005

qui tend vers zéro lorsque to —t1 — 0 pour tout x € X et 0 < s < t1 <tg <T. Ceci compléte la preuve

du lemme.

2.3 La contrdlabilité approchée.

Dans cette section, nous formulons et prouvons les conditions d’existence ainsi que les résultats de
controlabilité approchée, des équations v-Hilfer fractional intégro-différentialles perturbées de type Sobolev

(2.1), en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder.

Nous imposons les hypothéses suivantes sur les données de notre probléeme (2.1)

“

(H1)  S(t) est compacte pour ¢ > 0.
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2.8. La contrélabilité approchée.

(H2) a) La fonction non linéaire f: J x X x X — X est continue et il existe une fonction

fractionnaire intégrable non décroissante ¥ € L'(J,R), telle que

1§t 21(8), y2.(8)) = F(t, 22(8), g2 (D) | < @) (|22(8) — 22 + [ly2(£) — w2(D)]]),

pour tout t € J, et x1,x2,y1,y2 € X. De plus, supe 7||f(¢,0,0)] < w < 0.

b) La fonction §: J x X x X — X est continue et il existe une fonction v € L'(7) telle que,

_ 0 QUT.0)
I3 () = [Ii(t, 2(2), 3 ()] < WV@) = Lu(t),

pour tout t € J et x € X.

(H3) La fonction g : C(J,X) — X est continue et il existe une constante positive Cj3 telle que,

Ig(z) — gW)ll < Csllz —yll,
pour tout z,y € X.

Lemme 2.3.1.

soit + <p<1,0<6<1. Alors, I et jgf sont bornés de C1_x (T, X) en C(T,X), et nous

avons
362 00 (382 + 232 ) Ie(0ll] < Clle)]
Ou,
_ Q0(T,0)  Q07(T,0)
“ _ﬂ(T)[F(fH n F(p+5+1)]'

Démostration 2.3.1.

En vu de (H2) et Définition 1.4.3., on obtient

22 IS (0] < 30 [ﬁ(t) (nz(t)n T Iﬁg’fz(t)llﬂ

<oy [w) (ﬁgi’ " 33’f) ||x<t>||]

IN

[jgfﬁ(t) + Jgi“’“ﬁ(w] l=(@)]

+6
<[1Q¢;<t,0>ﬂ(t)+ L Qr(t,0)

I(p) » I(p+0) p+0 ﬁ(t)hx(t”'
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Puisque t € J, on a

I ()] < 9(T)

(p+1) +F(p+5+1)

Qu(T,0) | QH(T.0)
= =)
Pour étudier la contrdlabilité approchée du systeme rétrograde v-Hilfer fractionnaire non local de type

Sobolev (2.1), nous introduisons le systéme de contrdle rétrograde linéaire v-fractionnaire perturbé de

type Sobolev associé a (2.1)

HpPePex(t)] = (V 4+ AV)a(t) + Bu(t), t € (0,7T]

(2.10)
o(T) = T,
Il convient & cette étape d’introduire les opérateurs, Gramian de controllabilité et le résolvant
associés a (2.10), comme suit
T T 2027 oy 1
r7 :/ V($)(0(s) — v(0)* T, (0,5)BB*(T,)" (0,9)ds, 5 <p<1, (2.11)
0
“p o, wp
ou B* et (T,)" désigne I'adjoint de B et (T, ), respectivement. et pour o > 0;
R(a,-T) = (al+T7) et [aR(e; -TF)| < 1; (2.12)

Soit x(0) = x(u)(0) la valeur d’état du systéme (2.10) au temps initial ¢ = 0 correspondant & la controle

u. Nous introduisons ’ensemble W(0) = {x(u)(O), u € LQ(J,U)}, appelé ensemble atteignable du
systéme de contrdle linéaire rétrograde v-fractionnaire (2.10) & linstant initial ¢ = 0, et notons sa

fermeture dans X par W(0).

Lemme 2.3.2. ([/5])
Le systéme linéaire de controle v-Hilfer fractionnaire (2.10) est approzimativement contrélable

sur J st et seulement si lopérateur aR(c, Fg) — 0, lorsque o — 07,

Remarque 2.3.1.
La contrélabilité approchée pour le systéeme de contréle rétrograde linéaire v-Hilfer fractionnaire
(2.10), est une généralisation naturelle de la contrélabilité approchée du systéme de contréle linéaire

du premier ordre (p =0 =1, v(t) =t et & est l’identité).[70]
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La contrélabilité approchée.

Maintenant, pour un P € X donné, % < p<1et a>0,nous définissons la fonction de controle

sous la forme suivante :

u®(t) = == (v(t) —v(0))"B*(T5) " (t,0)[x(0) — PJ; sur [0;7] (2.13)

1
o

Tout d’abord, nous introduisons un lemme qui donne une formule pour z(0) en termes de P, x7 et
K3,
Lemme 2.3.3.

Pour un arbitraire P € X, le controle (2.13) transfére P d l’état,

2(0) =  P+aR(a,—TD|S. (T,0M zr + g()]
(2.14)
+ T (8)(0(s) = 0(0)P7 VT, (s, 0)KCS ((s))ds — P

a Uinstant T .

Démostration 2.3.2.

En substituant (2.13) dans (2.4), on peut obtenir la formule (2.14)

P, 0

2(0) =S, (T.00M o1 +g(@)]

T “p
+/ () (v(s) = 0(0))P T, (5, 0)[KD (2(s)) + Bu®(s)]ds
0

P, 0

T “p
=S, (T7O)M_1[x7+g($)]+/0 V' (8)(v(s) = 0(0))P 7T, (5, 0)K (x(s))ds

—pP “p

-
- 7/0 v'(s)(v(s) = v(0))"~ x T, (s,0)(v(s) — v(0))" "' BB*(T,,)*(s,0)[x(0) — Plds

P50

(14 577 ) 0(0) = PL =" (7.0 for + (o)
T P
+ / o ()(w(s) — 0(0)) T (5, 0)KCS (x(s))ds — P
0

(o117 ) 20 - P1 = alelt) - P)

o0) - P=a(al+17 ) (20) - P) = a(a, ~T])(a() - P)
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2.8. La contrélabilité approchée.

Lemme 2.3.4. ([/7])

1l existe une constante réelle positive T telle que, pour « >0 et P € X, on a

[2(0) = Pllc, ., <,

@ ]' *
lu® ()l L2 (70 < EHB |Ce,

avec,

T(pI (N

T = C1Cy HxTHcl—x,u + C3||$HC1—A,U + Hg(o)llcl—x,u + Csz

QL MT, 0wt + [IPlle, .. |-

Démostration 2.3.3.

En utilisant (H1) et (H2)(b), on obtient les estimations.

2.3.1 Existence d’une solution douce.

Théoréme 2.3.1.
Supposons que les hypothéses (H1)-(H3) soient satisfaites. Alors, pour tout P € X et a > 0, le
systéme de controle v-Hilfer fractionnaire rétrograd perturbé de type Sobolev (2.1), a une solution

douce sur [0, T].

Démostration 2.3.4.

Pour tout o > 0, définissons lopérateur Fo, : C1_x (T, X) — Ci_x (T, X) par

~P50

Fox(t) =S, (T,H)M ™ [a7 +g(2)]

T P
+/t ' (s)(v(s) = 0(t))P 7T, (5, 8) KD (x(5)) + Bu®(s)]ds.

Avec le controle w donné par l’équation (2.13).

Il sera démontré que pour tout oo > 0, Uopérateur Fo, : Ci_x (T, X) — Ci_x (T, X) a un point fize.
Pour prouver cela, nous utiliserons le théoréme du point fize de Schauder. Pour démontrer ce
résultat, nous divisons la preuve en quatre étapes.

Etape 1.

Nous allons prouver que pour tout o > 0, il existe un nombre positif ¢ := e(«) tel que
F.(B.) C B, ou

Be :={rcCi_xo:lzlc,_,, <e} avec e=e1+er+es.
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Soit a > 0 fixé et x € Ci_» ,,, nous avons

PpP,0

QM (t,0)8, (T, )M ™' [z7 + g(@)]

Qi”(t,owax)(t)H < ]

T “p
n \ QI1,0) [ v(9)(us) — v(0) T (5. 0K a(o))ds

T “p
+ ‘ Q}J*A(tao)/t V' (s)(v(s) = v(t))P T, (s, t)Bu®(s)ds

= Il +IQ +13

Par la condition (H3) et Lemma 2.2.8, nous avons

T < | Q1,08 (T )Moy + g(a) ]
< ot T80T, t)H 1M |ler + &) — g0 + g<o>H

< Q7N(T,0)C1Co [IIxTII + llg(z) — &) + Ig(O)]

5 < [nxfrncu,v T Callelery . + ||g<o>||cu,v} . (2.15)

T “p
I < ‘ Qll,_/\(t,O)/ V' (s)(v(s) — v(t))p_l’]l‘v(s,t)ICf)(x(s))ds

t

-
< QiA(T,O)@(/O V() (0(T) = w(s))P | (2(s)) | ds

2

,,
< 201-M(T, 0)C / V() (0(T) = v(s))P!

C —u(8))P YKo (z(s
+/Ov<s><v<t> ()7 1K ()

K3 (x(T))

< 2QLN(T,0)CeT (p) 75

Kia(7)|

Il découle de la condition (H2) et du Lemme 2.3.1 que

T, < 201°N(T, O)sz(p)38f<

‘f(T,x(T),JS’fx(T)) - f(T,o,o)H + ”f(T,0,0)H)

< 20L7MT,0)CoT (p) | Call2(T)|| + wi(T, 0)>

L(p+1)

=&, (2.16)

1—A+
T, < 20, (C’4F(p)||x(T)||C1A)U + W)

P

Ensuite, observons que

T P
I3 < ‘ Qll,_/\(t,O)/t V' (s)(v(s) — v(t))P7 T, (s, t)Bu®(s)ds

_
< QIN(T,0) / o ()(u(s) — v(£)P?

n t
< (7 0)c 5 ZATY

T o) Bl 0 s

u(s)

L2(J,U)

Systémes de contrdle d’évolution d’ordres fractionnaires et leurs applications 51



2.8. La contrélabilité approchée.

(0%

P(T )1, .
IS§Q71J_A(T»0)02||B||QU(IO) 1By = <. (2.17)

De (2.15)—(2.17), nous obtenons

[(Faz)(®)llc, s, <€1+62+e3=C¢
Par conséquent, nous concluons que l'opérateur F, se transforme en lui-méme.

Etape 2.

Nous allons prowver que {Fax ey, < 5} est équicontinue.

Pour 0 <ty <ty < T, nous avons

HQi_k(t%O)(Fax)(tz) — Q1 M(t1, 0)(Faz)(t1)

Y “wpP,0

< ”Qi_)‘(tg, 0)§Z (T7 t2)M_1[xT + g(x)] - Qllz_/\(tlv O)Sv (T7 tl)M_l[xT + g(l‘)]

T “p “p
+erre0 | v’(s)(v(s)—v<t2>>p-1[ﬂrv<s,t2>—Ms,m} [/cm(s))wua(s) ds

to

T P B
-/ v’<s>[9£-*<tz,o><v<s>—v<t2>>p—1—Qi—wl,oxv(s)—v<t1>>p-1]ﬂru<s,t1> K3 (2(s)) + Bu®(s) | ds

+/Q07 (01, 0) / () (0(s) — (1)) T (s 1) [Kﬁ(z(s)) + Bu%)] ds

ty

<Ty+1Is+ I + 1I7.

Pour0<t; <ty <T, ona

0 KpP,0

Iy < Co Qi_k(tzyo)éz (T t2) w7 + g(z(t2))] — QL (t1,0)S,, (T, t1)[zr + g(iﬁ(tl))]”

P50
Par le Lemma 2.2.3, on sait que QL=*(¢,0)S,, (T,t) est uniformément continu sur J, ce qui

nous permet de déduire que I, =0.
to—t1

T ta) - TG

_
Ty < QA (t2,0) / V() (v(s) — v(t2)) !

2

X ds.

[/c;i(z(s)) + Bu”‘(s)} ‘

“p P
Puisque la compacité de T, (s,t) (s,t > 0) implique la continuité de T, (s,t) (s,t > 0) dans la topologie

d’opérateur uniforme, on peut facilement voir que Is =0.

to—t1
T
Is < /
to

P
X TU(S, tl)

v(s) {Qi_A(tz’ 0)(u(s) — v(t2))"~" — QL (11, 0)(0(s) - v<t1>>p-1}

ds.

KL Gato)) + B0 )|

92
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2.8. La contrélabilité approchée. 2

En notant que

HQiA(tmO)v’(S)(U(S) = u(t2))" 7 = QA (t1, 0)0' (s) (v(s) — v(t1))? ™ m(s) < QL7 (1, 00V (5)(u(s) — v(t1))" ™ ms)

et ftZ QLA (t1,0)v' () (v(s) — v(t1))?~tm(s)ds emiste, il découle du théoréme de convergence dominée

de Lebesgue que

T
/tz

quand to — t1, il s’ensuit que Zg = 0.
to—1t1

o (s) {Q})A(tmo)(v(s) (1) — QLA (1, 0)(o(s) — v<t1>>P1]

‘m(s)ds — 0,

En utilisant la condition (H2)(b), on déduit que I, = 0. Ainsi, {Fax llley, < 5} est équicon-

to—11
tinue.

Etape 3.

Nous prouvons que l’ensemble {Fax zlle, s < 6} est relativement compact dans X
pour tout t € J.
Soit 0 <t < T fixé et B un nombre réel vérifiant 0 < < T —t. Pour € > 0, définissons l'opérateur

F5€ par

Facalt) = 307 A o+ g()]S (0205,
<[ 08 01T 5)6 - 04(5.0)e] a0
re B (or.0e) [ ; / ) 00s) - vl on,(©)

X é{Qﬁ(s, )0 — Q7 (B, 0)6} doe {Kfj(z(s)) + Buo‘(s)} ds.

Puisque S(t) est un opérateur compact, I’ensemble {Fgex elle, s, < 5} est relativement compact

dans X. De plus. pour chaque x € B., nous avons
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Foa(t) ~ B2°a() | < 230770 0)}e M or + 20l [ (@05 | 02(T. )0 a0
+3{Pes 1)“(6)H£1Ml[x7+g(x)] /jw h,,(@)é[gg(T,s)@]d@H
solle [ e v [ en) x5lers el
X {/c;i( )) + Bu®( }d@ds
+pH5_1/tt+Bv(s)(U ) — v(t))P 1/ oh,( [Qﬂ(s t) ]

X {/c;i(x(s)) + Buo‘(s)} dOds

=:1g + Iy + T10 + T11.

Un argument similaire o celui précédent donne

CoNoLo Q4 @™V tO
7, < ARO[ [*h (016 ) (lar | + Callel + 5O

Ig < CONOLO Q&l—P)(Q—l)(ﬂ’ 0)
- L(e(1 —p)+p)

T ) [ [ L
10 < ol S0 ([ en,@)d0 ) (Livlos + 1811157 )
0

+oo
( / hp<@>d@) (ler ]l + Csllzl + )],

Qr(t+ B,t teo
Ii; < PNoLo(pﬁ)<

€

1 >k
01,(©)0 ) (Llvlls + 1515157 ).

En utilisant le fait que f h,(©)dO =1 et f+oo O%h,(0)de = r(11:p<<)f il s’ensuit que

Is =0, Zy—0, Tio—0, I;1 =0, quand [—0", e—0t.

En conséquence, pour chaque x € B,

Par conséquent, 'ensemble {Fax elle, s, < 6} est relativement compact dans X pour chaque t € J.

(e

Fox(t) — ]Fﬁ’ex(t)H —0 quand B — 0T, e—0".

E’tape 4.
Fo: Cioao(T, X) = Cioa (T, X) est continu sur B..
Soit x,, une suite telle que x,, — = dans B.. Par (H2)(a)-(H3) et Lemme 2.3.1, on obtient

g(z,) = g(x) quand n — oo,

K2 (2n(s)) = K2(x(s)) quand n — oo,
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et

Ig(zn) — g()l| < Csflzn — 2|,

TGN (@n () = K3 (2())I] < Cullzn — .

Alors, pour chaque t € J, on a

1Q57 (£, 0) (Fazn) () — Q™A (t, 0)(Faz) ()]

“pP,0

<1257 (8, 0)8, (T, )M [g(xs) — g(@)]]

T “p
i HQi_k(t,O)/t () (v(s) = v(£)P T, (5, ) (wn(5)) + K2 (x(s))]ds

< Q7 NT,0)C1Collg(wn) — g(@)ll +2C2 Q™ (T, 0)T(p) 35

Kian(T) - K3 (a(T))|.

Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

[(Faxn)(t) — (Fax)(t)llc,_\., — 0, quand n — oo.

Par conséquent, F, est continu.

Ainsi, d’apres le théoréme du point fize de Schauder, Fo, a un point five. Par conséquent, le systéme
de controle rétrograde v-Hilfer fractionnaire de type Sobolev (2.1) a une solution douce sur J. La preuve

est complete.

2.3.2 Résultats de contrdlabilité approchée

Théoréeme 2.3.2.

Supposons que les hypothéses (H1)-(H3)soient satisfaites . De plus, si les fonctions § et g sont

~p
uniformément bornées et {'H‘U(t, 8), 8, t > 0} est compact, alors le systéme de controle v-Hilfer

fractionnaire rétrograde perturbé de type Sobolev (2.1) est approximativement controlable sur J.

Démostration 2.3.5.
Soit T, un point fize de Fo, dans B (o). Alors, en tant que point five, Fo(Zo) est

une solution douce de (2.1) sur J sous le controle

(0(t) = 0(0))1B* (T.,) " (+, 0)aR (e, =T )T (8),

1
st
Pa(l) -

et elle satisfait
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Za(0) = P = afR(a, 7Fg’)/"fcx(7—)a (2.18)

ol
“p,0

Ta(T) =S, (T,00M a7 + g(Ta)]

T P
+ /O v'(s)(v(s) = v(0))" T, (5, 0K (Ta(s))ds — P
Maintenant, compte tenu de (H2)(b) et (H3), on a
T T
S (Zals))|?ds 2 v3(s)ds
| I Gaenias < 22 [ s

i
| gGat)Pds < C3T.
t

Par conséquent, les séquences {Kﬁ(fcx(s))}, {g(’fa(s))} sont bornées. En tant que tel, il exriste une

sous-séquence, toujours notée < K2 (Za(s)) ¢, { 8(Fa(s)) p qui converge faiblement vers {f(s)},{g(s)}

dans L*(J, X).

Définissons
Fo =S, (T.OM [or +g(s)]
T P
+ / V' (8)(v(s) — v(0))P~T,(s,0)f(s)ds — P.
0
Alors,

(7). < @108 T 0 (a2t 1)

- HQ};A(t,O) /OTU/(S)(U(S) —U(O))p_lj?lp)(&o) {,Cg@a(s)) _f(s)]ds

< Q" MT,0)C

.0 <g(fa(s)) ~&(s) ) H

+ QL MT, 0)sup
teJ

< CoCh||g(Zals)) — g(s)

Cl—k,'u

[T““““@—U@V]ﬁﬂawV2@AQ»4@ﬂw

+ sup
teJ

Ciaw
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2.4. Ezxemple

“p,0 P
Par la compacité a la fois de S, (t,s) et T (t,s), on peut dire que

lim ‘g@oxs)) ) —
a—0t Cioao
Et
T “p
lim_ sup ‘ | e - vor o k@) - je)a] <o
a=0tie 7| Jt Cixw
Ceci implique que
lim |Zo(T) — Zallc,_y, =0 (2.19)
a—0+ ?

En utilisant ’équation (2.18), nous avons
[Za(0) = Plie, .. < lla%(a, =T9)(@a(T) = Za)llcs s, + llafR(e, =TT) (o) e ..
<NZa(T) = Zalle,_s.. + la%(a, =T @a)lc, . -

D’autre part, selon (2.12) et le Lemme 2.3.2, il s’ensuit que

ali%l+||$a(0) - P||cl—/\‘1) = 0.

Par conséquent, nous concluons la controlabilité approchée de (2.1).

2.4 Exemple

Dans cette section, un exemple est donné pour illustrer nos résultats théoriques.

Considérons ’équation aux dérivées partielles v-Hilfer fractionnaire de type Sobolev de avec controle

suivante:
g2 let 0? . tanTlxz(t,2)|
° [2(t,2) —22(t,2)] = Za(tz) +nltz)+e + T
bt
251 t L )
S’Z'i(t’z)l. | 0 "i( I (t,z) € (0,1] x [0,7], (2.20)
2+ (33 alt, 2)
Let 1
3 (1,2) — aalt, 2oy — 1l 2) = or(2), (2.21)
x(t,0) = z(t,m) =0, (2.22)
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2.4. Ezxemple

t
ott 7D 5:5:¢2 et la dérivée fractionnaire de v-Hilfer d’ordre p= %, 0= %, u(t) = ef et 0 <A<l

t

e2

1
De plus, 33, est 'intégrale fractionnaire de v-Riemann-Liouville d’ordre § = % et v(t) = et

Soit x(t)(z) = x(t, z) et les fonctions définies comme

tan~tz(t,z)|  2sin|z(t,2)| |3§fz( 2)|
441 441

f(t,ﬂt),jéf%(t)) (2)=et+ :
24 |36‘+ x(t z)|

8(r)(2) = 1(t,2).

L’opérateur linéaire borné B : Y — X est défini par

On choisit I'espace X = U = L?[0, ], et on définit les opérateurs £ : D() C X — X, V + AV :
DV+AV)CX X et M:DM)CX = Xpar Ex =0 — 2, V+ AV)z = —2,, et M1z = 1,,,

ot les domaines D(E),D(V + AV) et D(M) sont donnés par

{ x€X:x,x, sont absolument continuées, wz,€ X, z(0)=uxz(r)= O}.

Alors, £,V + AV et M peuvent s’écrire respectivement comme

Ex(t) = Z(l +n?)(x,2,) T, x€D(E),
n=1
(V+AV)z Z Y, xp)an, €DV 4 AY),

M7 la(t) = an(m,xn)xn, z € D(M),

n=1

ol z,(w) = (1/2/7)sinnw, n = 1,2, ... est 'ensemble orthogonal des fonctions propres de (V + AV).

De plus, pour tout € X nous avons

— 1
1 _
E x(t) = Z 5 (@, n)Tn,

n=1
2

1 - = —-n
V+AV)E  z(t) = Z m(m,xn)xn,

t)a = Zeazp( —nt >(a:,xn)mn.
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2.4. Ezxemple

3
5
e

De plus, lopérateur T, % (¢, s) peut étre défini par

m% 3 +oo —- 3
Tes (t,5) = 5/ £7'0hy (©)S [Q (t s)} 0de.
0 e?
m% 3 0 1 +o00 _n2 5
Tt (t,8)x = R nz:% T /) Ohs (©) exp(l e |:Qe% (t, s)} @) ds(x, xp)Ty,.

‘“f;(wmt))(z)—’Cfmz(t»(z) SL(ul(t)(z)—xQ(t)(an 35 210 - 33 (1) (2) )
3 s 1 =
It won@| <+ G+ )

Cela signifie que les hypotheses (H2) et (H3) sont satisfaites.

Il est facile de voir que €71 est compact, borné avec |71 < 1 et (V + AV)E~! engendre le
semi-groupe fortement continu S(¢) sur X avec ||S(¢)|| < e~* < 1. Par conséquent, avec les choix ci-dessus,
le systéme (2.20) - (2.22) peut étre formulé de maniére abstraite comme (2.1), et donc du théoréme

2.3.1 peut étre appliqué pour garantir l'existence d’une solution douce de (2.20) - (2.22).

De plus, on peut facilement voir que le systéme de control rétrograde linéaire v-Hilfer fractionnaire de
type Sobolev correspondant & (2.20) - (2.22) est approximativement controlable sur J (voir [65],
Remarque 10), ce qui signifie que toutes les conditions du théoréme 2.3.2 sont satisfaites. Ainsi,
I'équation aux dérivées partielles v-Hilfer fractionnaire de contréle de type Sobolev (2.20) - (2.22)

est approximativement contrélable sur 7.
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controlabilité nulle des équations

intégro-différentielles implicites

fractionnaires de v-Hilfer avec des

conditions non locales fractionnaires

de v-Hilfer
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3.1 Introduction

En 2022, Chalishajar et al. [14], ont dérivé une nouvelle condition suffisante de controlabilité nulle

exacte pour les équations différentielles stochastiques fractionnaires de Hilfer, avec mouvement

brownien fractionnaire (fBm) et des conditions non locales.

Dans ce chapitre, nous établissons la contrdlabilité nulle exacte des équations intégro-différentielles

fractionnaires implicites de v-Hilfer, avec des conditions non locales fractionnaires de v-Hilfer. Les prin-

cipales contributions sont énumérées comme suit,

1. Nous présentons une nouvelle classe de systemes de contrdle, basée sur un opérateur global et général

appelé dérivée fractionnaire de v-Hilfer, qui englobe une large classe de cas particuliers.
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3.2. Position de probléme

2. Nous établissons un ensemble de conditions suffisantes pour la controlabilité nulle exacte de notre
probléme (3.1) dans l'espace de Hilbert, a 'aide du calcul fractionnaire v-Hilfer et des solutions

d’opérateurs caractéristiques G272 (¢, s) et K21 (¢, s).

3. Nous présentons un exemple, qui illustre la validité et ’applicabilité des principaux résultats discutés

dans ce chapitre.

3.2 Position de probléme

Dans cette section, nous étudions la controlabilité nulle exacte des équations intégro-différentielles

fractionnaires implicites de v-Hilfer, avec des conditions non locales fractionnaires de la forme,

HgbP20y () - Ex(t)JrSBu(t)+<I>(t,:z:(t),Hi)g}r’ﬁ2’“x(t),jgi’”x(t)), t e (0,T]

g T (0) va(e) = o,
ol H@giﬁ“’ est la dérivée fractionnaire de v-Hilfer d’ordre % < B <1, type 0 < B2 <1, z(.) prend
des valeurs dans un espace de Hilbert X. Soit Z = [0; T|, (—E) est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe fortement continu {G(¢)}+>0 on X. La fonction de contréle u(.) est définie dans L?(Z, sL),
I’espace de Hilbert des fonctions de controle admissibles pour un espace de Hilbert i, et B est un
opérateur linéaire borné de U vers X. De plus, @ : Z x X X X x X — X et q: C(Z; X) — X sont

des fonctions.

Définissons 1’espace de poids[(7] des fonctions continues  comme
Y =Cleo(T,X) = {x (IR, (v(t) —v(0)Cx(t) € C(I,X)}7 0<¢<1,

I’espace Y est un espace de Banach avec la norme

= t) —v(0)) Cx(t)|.

el = ma(0(9) = w(0)*~<(0)

Remarque 3.2.1.

Pour simplifier la notation et la démonstration de certains résultats, nous allons introduire

la notation suivante ® (t,x(t),H @gi’ﬁz’vm(t),ﬁgi’vx(tD = (), A (t,s) = V' (s)(v(t) — v(s)) !

et Q¢ = (u(t) —v(0))! %, telle que &= P1+ Ba(l - Bu).

Dans ce chapitre, expression jgi’vcpm(t) (d) signifie que

d
3P 0 (1) (d) = % / 8 (1, 8)pu (5)ds.
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3.2. Position de probléme

D’apres les définitions 1.4.3, définitions 1.4.11, théoréme 1.4.5 et la Remarque 3.2.1, le
probléme fractionnaire implicite v-Hilfer (3.1) pourrait étre écrit comme I’équation intégrale fractionnaire

suivante:

£(t) = 2(0) + ﬁ / 8 (t,5)[x(5) + Bu(s)]ds, (3.2)

a condition que 'intégrale dans I’équation (3.2) existe.

Lemme 3.2.1.

Soit 0 < By <1 et0< Py <1, alors

(Z) H@O,Bi,ﬂzﬂf |:G51’62 (t, O)X] — E(Gglﬁz (t7 O)X7

(i) Hsagiﬁﬁz’”[ /0 AY (t,s)KD (¢, 3)@(8)} =E /0 A (t, $)KE (L, 5)0(s)ds + (1),

ol les opérateurs {GP172(t);t > 0} et {KP1(¢);¢ > 0}, sont appelés solutions caractéristiques données

par,
+oo
NP (t, s)z = / hs, (©)G[Q% (1, 5)0]2dO, pour w € X, (3.3)
0
GO (t, 5)x = 30y PPN (¢, 8)a, (3.4)
et
+oo
K5 (t, )z = By Ohg, (0)G[Q% (t, 5)0]xdO, (3.5)
0

pour 0<s<t<T,ona

G(t) :=e ™,
de méme,
1
ha(6) = 0 g (07,
et
1 & g T +
pﬂl(@):;Z( 1)7-'e Brj—1 (Brj )sm(ﬁrﬁl),
j=1
et enfin

+o0 .
Lo{pp, )} ) = / e*V(U(t)*v(O))pﬁl () (t)dt = 67% 1 7
0

ot hg, est la fonction de densité de probabilité.
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3.2. Position de probléme

Démostration 3.2.1.

(i) Il suffit de montrer que #Dg1*" [Ngl (t,O)X} = EN21(¢,0)y,

pour t > 0, en utilisant(3.3) et Définition 1.5.2, on obtient

+oo +oo
cv{Ngl(t,O)x} _ / e—v<v<t>—v<0>>( / hgl(@)Q[fol(t,O)@]Xd@>v’(t)dt
0 0
+o0 +o0 B
_ / e—v(v(t)—v(o))</ psn (©)g1 2 (10) (ﬁt’o)]xd@)v’(t)dt
0 0 (CL¢!

+oo +oo
- / Ops, (©)e 1= ONOGIQB (1, 0)]yv (t)dOat
0 0

T 14
:/ — g OO gl o)t
0

B1

+oo
= Bl/ Y 0)Q7 T (E 0)e VOO GIQR (£, 0)] v (t)dt
0

+oeo B1
= 731_1/ e G(s)xds (s = (v(t) —v(0)™)
0
= APy -E)y. (3.6)

D’autre part, selon le Lemme 1.5.1, on a

Ev{Hgoﬁi’ﬂz’v {N? (t, O)X} } YL, {Nfl (t, O)X} — P INEH(0,0)x

= [761_1(7‘31]1 - E)_lx} -7y

= P OPI-E) Y - (07 - B)lx

= EA1(yAI-E) 1y (3.7)
En combinant (3.6) avec (3.7), on obtient

mg N 1.0 | = ENZ (10).

(i) Pourt > 0, en utilisant (3.5), on obtient

cn{ /Ot AY (t, K (t,s)cp(s)ds}

+o0 t 400
/ e~ (w(®)—v(0)) / B1Ohs, (O)AY, (t, s)G[Q (¢, 5)O]®(s)dOds
0 0 JO

. ¢ poe AY (t,s) QB (t,s)
e—m(t)—v(on/ Brps, (©) =22 g1=v Vg 5)dods
/ N AEACE i s L0

“+o0 “+o0
/ BLAY, (s,0)e~ OO GIOB (5 )] OO (1), () dsdt
0 0

oo B1 e
/ =G () / e YWO=0O) G (1) (1) dtdu
0 0

= (YVI-E)L.{e(t)}. (3.8)

Selon le Lemme 1.5.1, on a

Systémes de contrdle d’évolution d’ordres fractionnaires et leurs applications 63



3.2. Position de probléme

t t
e o] [ o eonen] | = ame ] [ s care s} -7
0 0

= (P I-E)L{®(t)}
= [(Y"'I-E)+E]("1-E)"'L.{®(t)}
E(T—E) 'L, {®(t)} + L {®(t)}. (3.9)

En combinant (3.8) avec (3.9), on obtient
t t
H@@ﬁ%“[ / AY (t, s)KD (t,s)@(s)ds} =E / U (t, s)KO (¢, 5)D(s)ds + (t).
0 0

La Démostration est compléte.

Lemme 3.2.2.
Les opérateurs G252 (. s) et KP1(t,s) ont les propriétés suivantes :
(i)  Pour toute valeur fizée t < s < 0; les opérateurs GP1-P2(t, s) et KP1(t,s) sont des opérateurs

linéaires bornés dans X qui vérifent les conditions suivantes:

Ko Q(l_Bl)(ﬁ2_1)(T7O)
LB+ B2(1— 1))

IGSH72(t, )z < 2]l < Aall2].

Ko

L'(61)

K (¢, 5)l| < ]l < Asllz].

ot Ko = sup||G(t)].
tel

(ii)  Les opérateurs QL=¢(t,0)G21%2(t, s) et QL=¢(t,0)KP 1 (¢, 5) sont fortement continus pour tout

t > s > 0. Cela signifie que pour tout x € X et 0 < s <t; <ty < T, nous avons

QL 8 (t2,0)GL P2 (t2, 5) — Qb4 (t1,0)GE P2 (81, 5)|| — 0

et

H Q1 (t, O)K?: (ta, 5) — QL=5(t1, 0K (t1,5)|| = 0

quand to —t; — 0.

(iii)  Si  G(t) est un opérateur compact pour tout t > 0, alors GP1P2(t,s) et K1 (t,s) sont

compacts pour tout t,s > 0.

(iv) Si  GPP2(t s) et K1 (t,s) sont des semi-groupes compacts fortement continus d’opérateurs
linéaires bornés pourt,s > 0, alors Gghﬁ? (t,s) et Kgl (t,s), sont continus dans la topologie des opérateurs

uniformes.
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3.3. Controlabilité nulle exacte

Lemme 3.2.3.
Le probléme fractionnaire implicite v-Hilfer (3.1), o une solution unique x € Y = C1_¢(Z,X) et

pour chaque 0 <t < T, cette solution satisfait I’équation intégrale suivante :

¢
z(t) = Ggl"gz (t,0)[xo — q(x)] + /0 5, (t, S)Kgl (t, 8)[wx(8) + Bu(s)]ds, (3.10)
ot, GPP2(t, 5) et KP1(t,s) sont définis par (3.4) et (3.5), respectivement.

Démostration 3.2.2.

Pourt €T, d’aprés le Lemme 3.2.1, on obtenons

t
gy (r) =1 o (Gﬁl’f% (4000 — a(w)] + [ A5, (1 KD (0, 9)eus) + %u(s)}ds)
0

= RGP (t,0)[zo — q(z)] + E/O AR (t, YK (t, 5) [0z (5) + Bu(s)]ds 4+ @, () + Bu(t)

=Ez(t) + ¢, () + Bu(t).

Pourt =0, on obtient

—+oo
2(0) = GE1%2(0,0) [z — q(a)] = 34D / hg, (©)(0)dO[xo — q(0)]
0
5)1—51)(52—1)(75 0)

Ainsi, Uexpression (3.10) est une solution du probléme (3.1).

3.3 Controlabilité nulle exacte

Dans cette section, nous formulons des conditions suffisantes pour une controélabilité nulle exacte
pour le systéme (3.1).
Pour étudier la contrélabilité nulle exacte de (3.1), nous considérons le systéme linéaire fractionnaire

v-Hilfer suivant:

H P2 (1) = Ea(t)+Bult)+ (), tel
(3.11)
A =

associé au systéme (3.1), on ® € L?(Z; X).
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Introduisons les opérateurs LJ : L2(Z,8) — X et N : X x L%(Z,4) — X, respectivement,

-
Lgu:/ Agl(T,s)Kgl(T,s)EBu(s)ds, pour u € L*(Z,4),
0

et

.
N{ (w0, ®) = GP1A2(T, 0)xq +/ 5 (T, 9K (T, s)®(s)ds, (0, ®) € X x L*(Z, X).
0

Définition 3.3.1.
Le systéme (3.11) est dit exactement nul controlable sur T si
ImlLy > ImNg

D’aprés [15], le systéme (3.11) est exactement nul controlable s’il existe k > 0 tel que

IL) ]2 > HING) ], pour tout « € X.

Lemme 3.3.1. [10]
Supposons que le systéme linéaire fractionnaire v-Hilfer (3.11) soit exactement nul contrélable

sur T, alors lopérateur linéaire W = (Lg) NG : X x L3(Z, X) — L2(Z,4) est borné et le contréle

u(t) == —(Lo) " (NG (2, ®))(t) = ~W(x0, )(t)

.
= —(Lo)~* Gf“ﬂ"‘(T,O)xo—i—/o 5 (T, $)KEH(T, 5)®(s)ds | (t),

transfere le systéme (3.11) de x¢ a 0, ot Lo est la restriction de LY a [KerLJ]*.

Démostration 3.3.1.

La preuve de ce résultat est similaire a celle du Lemme 3 dans [10].

Maintenant, nous donnons les définitions de la solution douce et de sa controlabilité nulle exacte.

Définition 3.3.2.
~ 9 ~(1=B1)(1=PB2),v _ ;
Pour chaque controle u(.) € L*(Z,4) et Iy x(0) + q(x) = xo, t € Z, une solution

z €Y =Ci_gu(Z,X), est appelée une solution douce de (3.1) si (3.10) est vérifiée.

Définition 3.3.3.
Le systéme (3.1) est dit exactement nul controlable sur Uintervalle T s’il existe un controle

u € L2(Z; ) tel que la solution x du systéme (3.1) satisfait x(T) = 0.
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Pour prouver le résultat principal, nous avons besoin des hypotheéses suivantes:

(H1) Le systéme linéaire fractionnaire v-Hilfer (3.11), est exactement nul contrdlable sur Z dans X.

(H2) a) 11 existe des constantes Ly,Ls > 0, et 0 < Lo < 1 telles que,

[®(t, 21,1, 21) — P, 2, y2, 22)[| < Liflzr — z2|| + Lallyr — yall + Lallz1 — 22|

pour tout x;,y;, 2 € X, i =1,2 et t € Z, avec sup||P(¢;0;0;0)|| = M; < oo
teT

b) La fonction ® : Z x X x X x X — X est continue et pour tout 7 > 0, il existe une fonction

#-(t) € L3(Z,R,) telle que

sup || ®(z,y,2)|| < ¢-(t), pour tout t €T
(z,y,2)€BE

et il existe un o1 > 0 tel que,

t
lim infiuq%( 2 =01 < 00,
T—00 T

ouonnote By :={z €Y :|z|y <7}
De toute évidence, B, est un sous-ensemble borné, fermé et convexe dans Y.
(H3) La fonction q : C(Z; X)) — X est continue et satisfait
la(z)[l < L=,
pour une constante L > 0 et tout x € C(Z, X), et il existe un o = o(7) € (0, T) tel que q(x1) = q(x2)

pour tout x1,xe € B, avec x1(t) = x2(t), t€[o,T].

Pour faciliter les calculs, nous utilisons les notations suivantes:

Qg‘ral_l (a27 O)

low02) = oy
Ao, a2) =T(€) LI%LQL!EH\I’(OQMQ) + T 53L2\I/(041 + B2, €)
Ly .
w= @ =D T).
2

_ le (Tvo)Ml
TG+

Q2 —1(T,0)

(T) = v ()=

Wl =L
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Considérons

I alt) = 35

05 (1,0)0L (0. 0)a(1)|

NG

E+B81—1
< 1ﬂ(gJHBI)HQU (& 0l l[lv-

Maintenent, nous calculons U'intégrale jg}rwﬂapm @l

Fn vu de (FI2), on obtient
o lea0ll < @ (107 D20, 522(0)) - #(1,0.0,0)| + [ 2(2.0.0.0)

<L

o) +L

nguaft)| + La 3

IVt )H + M.
D’autre part, nous avons
Hebrbrvpiy || < ||| ||2(t B ||u(t d,(t
. ot x(t)|| < IE[lz@)) + Bl lu@)]] + |9 (£)]]

< [[Ellz@) + [IB][[[W(zo — alz), @) ()| + (| (t)]-
Alors,

o el <Ly

aw+u(www+MMW%—wm%WWWQmD

+ L3

%a(o) + M

< 2 | LD O] + LI B0 - ). 0] + Lal5 (0] + 14

e ) [ ?%mﬂWWm—«M@n@Y
i (1- |-L23)F((§§+52 ‘Q£+ﬁ2 (O] Y+ 11\_&1'-2.

Ainsi, on obtient

T

%ﬁwéAwan®M+wWWm«@@HWH+K-
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Théoréme 3.3.1.
Si les hypothéses (H1)-(H3) sont satisfaites, alors le systéme (3.1) est exactement nul

contrélable sur I a condition que

AL+ Ay QL=5(T,0)I(5) [A(ﬁl, T)+ %l (L + 01 h(T))} <1. (3.12)

Pour un z(.) arbitraire, définissez l'opérateur S sur Y comme suit

(S2)(t) = G2 (t,0)[eo — q(a)
+ / AL, (¢, YK (¢, 9)[ @, (5) — BW (2o — a(x), 0.))ds, (3.13)

ou

u(t) = —W(zo — q(z), o)

=—<Lo>-1[Gilﬁz<T,o>[ 20— q(a / AL, (1, $)KE (T, 5)pa(s)ds] ().

Alors, il est facile de voir que u(t) est bien défini, car zo — q(z) € X, S.(s) € L*(Z; X).

De plus, ce contrdle oriente xg vers 0. En fait, si 2(t) est une solution douce & (3.1), alors,

-
z(T) = GPP2(T,0)[zo — q(z)] + /0 Ag (T, S)KPY(T, 5) [0 (s) + Bu(s)]ds
T
= GE (T 000 —ata)] = [ A5, (TR (T, B(Lo) ™
[GBI’ﬁZ(T 0 l'() —q / AU T S (T,s)gpz(s)ds (S)ds

-
+ /0 Aj (T, S)Kfl (T, 8)pz(s)ds

=0.
On montrera que 'opérateur S de Y en lui-méme a un point fixe. La preuve sera donnée en

plusieurs étapes.

Etape 1.

Le contréle u(.) = —W(zo — q(x), ps) est borné sur B,. En effet,
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19475 (t, )W (o — a(x), ) ()]

T 1/2
Qif(T,m( | e q<w>,som><s>||2ds)

[ullv

IN

T 1/2
Q- (T.0)W]| ||xo—q<x>||+( / ||A2<T,s>sox<s>||2ds) }

70— a(@)| + ( / (g, (T,s>>2ds)

IN

1/2

IN

Q4 (T,0)W

||gow<s>|Lz]

PN, 0)
2P —1

IN

Q. (T, 0)W] _||950|| + lla(@) + \/v’(T) %(S)Hm}

351*1 (T, 0)
2681 —1

IN

Wl {fﬂolerLTJr\/v’(T) ||¢T(t)|m}

IN

l[nxony . wfh<T>||<;sT<t>||Lz] . (3.14)

Etape 2.
On montre qu'il existe un nombre 7 > 0, tel que SB, C B,. Sinon, alors pour tout 7 > 0, z(.) € B,,
il existe un certain ¢(7) € Z, tel que ||Sz(t)|y > 7.

A partir de (3.13)-(3.14), du lemme 3.2.2 et des hypothéses (H2)—(H3), on a

T < [[Sz(t)ly = Qu (T, 0)[|S(1)]

< QI 4(T0) H’@ng (.00 — )] + H / " A (KD (T, 8)us)

|

n H /OT AY (6, )KI (T, $)BW (2o — q(2), 2)(s)

=T+ 372+ J3.

I1 < A1Qy (T, 0)[llxol| + [la(a)]l]
< Aifllzolly + lla()llv]

< Ar([lzolly + Llz(®)llv),

Ty < A QL (T, 00T ()T |02 (5)

< AQQ};_g(TvO)F(ﬁl){A(ﬁhTNx(t)”Y +wlW(zo — a(z), P2)(t)lly + /C}
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J5 < A2 QLS (T,0)T(By) | B|T+

Wi = a(o). )0

< 4201-¢(T,0)0(3,) 8] - L&)

v(t) —v Sttt
Fes 5 |0 v O)

X

W(xO - Q(I’), me)(t)

Y

< AQ1E(T, O)F(ﬁ1)@HW(fﬂo ~ a(e), B)(0)

Y

< a@l 4Ty (1 Wi~ o)) 0

)

Yy

et

3430 < A} ST 000(50) MG DTy + 1 Wiz — ala) )0

Y

Alors,

7 < S2(®)llv < Ar([zolly + L7) + A2 QL-E(T, 0)T(B1)A(:, T)r
4 Aggi—fmomﬁl)f—i zolly + L7+ v/R(T 167 (8) 2

+ A2 Q57 5(T,0)T(B1)K.

En divisant de part et d’autre par 7 et en prenant la limite inférieure 7 — +00, on obtient

< AL+ a0 ST 00 (A5 T) + 5 (L /A ) .

ce qui contredit (3.12). Il existe donc un nombre positif 7 > 0, tel que SB, C B..

Etape 3.

Nous prouvons que la famille de fonctions {(Sx)() S BT} CY est équicontinue sur

Iintervalle Z. Soit 0 <ty <ty < T et x € B, alors,

+x].
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1(Sz)(t2) — (Sz)(t1) v = | Qy* (t2,0)(Sw)(t2) — Qi (t1,0)(Sz) (1)

< H(Q},f(tg,o)((}ﬁl’ﬁ2 (t2,0) — Q1¢(t1, 0)G P (t1,0))[zo — ()]

H / 5, tm( 5(t270)K51(t2,s)—Qi‘f(tl,omﬁl(tl,s))

[=BW(z0 — q(2), ¢)(5) + pz(s)]ds

H A, (t2, 5) QL (12, 0)KE (t2, )~ BW (o — a(x), 0)(s) + a(s))ds

< H(Qi-%z,msflﬂz (12,0) — QL€(t1, 0)G5 7 (12, 0)) [0 — q(o)]

t1
+ El (t27 S) Qi_é(t% O)Kgl (t2> S) - Qalj_g(th O>Kg1 (t1, 8)
0

X || = BW(xo — q(2), p2)(5) + @ (s)llds

+ /O " AY, (b, 8)|| QL6 (b2, )R (2, 5) - BW (o — (), 02)(5) + 02 (5)]

=TJ4+ J5 + Js.

ds

On remarque que, J; — 0 et J5 — 0 quand ¢, — t; — 0 parce que les opérateurs QL =¢(¢,0)G5152(t,0) et

QL=¢(t,0)KP1 (¢, 5) sont uniformément continus sur Z.

Pour Jg, on a

J6 < QL75(T,0)A

281—1
[WH%HHW@:O —a(z), 2)(5)|

(28, - 1)

+ ; A;Atz,sm(s)nds]

t1

Donc,

02171 (ty, 1)
I'(26-1)

¥ ( ¢3<s>ds) : ( / (A, (t2, s>>2ds) é] |

Jo < Qig(T,O)Az{ 1B]]-U[|zolly + L7+ V/h(T)[lor (2)] 2]

Cela montre que Jg — 0 lorsque to — t; — 0 indépendamment de z. Ainsi, {(Sz)(.): x € B;} est

équicontinue sur Z.
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Etape 4.
Nous prouvons que pour t € Z quelconque, I'ensemble {S(x)(t) : € B;} est relativement
compact dans X.

5)1—,31)(,32—1)(1570)
L(B2(1 — B1) + B1)

dans X, il est donc vrai pour t = 0. Soit ¢ fixé, 0 <t < T, et soit € vérifiant 0 < € < ¢t.

Si t =0, alors, S(z)(0) = G#+#2(0,0)[z¢ — q(x)] = [0 — q(x)], et q(x) est borné

Pour chaque = € B, nous définissons

Se(@)(t) =GP (1, 0)[zo — a(x)]

+/O B 5, (8, $)KJ (¢, 8) [=BW(20 — a(2)), 02) () + @a(s)lds, ¢ € (0,T].

Comme GP152(¢, s) et KP1(¢, s) sont compacts, I'ensemble {Se(x)(t) S BT} est relativement compact

en X pour tout €, 0 < € < t. De plus, pour chaque x € B,

18(@) (1) — Sula)(t)ly < HQ#(@O)&@)@) _oreq, o>85<x><t>H

< Q4 (T.0)| [ 5, (0,905 (0,) - BW o — () )6) + (5

< QI-¢(T,0) H / b, 5)KE (2, 5)BW (20 — (), 92 ) (s)ds

+ QU 0>H / A8, (1, 9K (1, ) (5)ds
0

1/2

< Qe m e [ (a5, (o) ImPas)
<(/ e —q<x>,%>,%><s>||2ds)l/2

+ Q7 (T,0)A2v/h(e) [l pa ()| 2
SA2||%”\/h(e)l|:|$0”Y+LT+\/h(T)||¢T||L2:|

Ao /RO 16+ e
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)

Alors, pour € — 07 et h(e) = v/(e) 2 1
=

— 07T, on voit qu'il existe des ensembles relativement
compacts arbitrairement proches de I’ensemble {Se(ac)(t) ‘T € BT}. Ainsi, pour chaque t € Z, 'opérateur

Sz(t) est relativement compact dans X'.

Etape 5.
On montre que l'opérateur S : Y — Y est continu sur B..

Soit x, — x € B,., alors,

1(S2) (1) = (Sz) ()l < Q475 (£, 0)((Sza)(t) — (S2) (1)

< o€, 0>H<G€1ﬂ2 (£ 0)aen) — a(@)]

Lo, O)H / A, (6 KD (1)

< [%W(Jfo (). 0n,)(s) — BW(zo — q(a)), %xs)] s

O, 0>H / 8, (4 KD (1 9o (8) — oul(s)]ds

< Q, (T, 0)A1[|a(z,) — a(x)|

+ QL (T, 0)Ao||B||T(81)ILY

. [Hw<xo = 4@n)s 9 (5) — BW(wo — a(2)), 02 (5)

|

+ QL 5(T,0)AsL(81) T4 |, (5) — @ (s)l
—0 as n— oo.

Comme g, W sont des fonctions continues dans C(Z, X) et ¢, (t) = ®(¢,.,.,.) : X X X x X — X est aussi
continue, d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, il s’ensuit immédiatement que
[(Sxn)(t) — (Sz)(t)|[[y = 0, n — oo.
Donc, S est continue.
Ainsi, a partir des étapes 2 — 5 et par le théoréme d’Ascoli-Arzela, on peut conclure que S est com-

pletement continue. Par conséquent, d’apres le théoréme du point fixe de Schauder, S a au moins

un point fixe x(t), ce qui est une solution douce a (3.1).
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Maintenant, définissons ’ensemble de solutions D, D(t), respectivement, par
D={z,eY=C_¢(Z,X): 2, =8x,, n>1}
D(t) = {zn(t): 2, € D,n>1}, tel.

Ensuite, nous avons

Lemme 3.3.2.
Supposons que toutes les conditions du Théoréme 3.3.1 soient satisfaites. Alors, pour chaque

t eI, D(t) est relativement compact dans X, et D est équicontinu sur I.

Démostration 3.3.2.

La preuve est réalisée avec les mémes étapes que ci-dessus (étapes 2-5).

Démostration du Théoréme 3.3.1: Nous démontrons que 1’ensemble de solutions D de (3.1) est
relativement compact dans Y. Pour cela, il suffit de vérifier que D(0) est relativement compact
dans X et que D est équicontinu en ¢t = 0, en raison du Lemme 3.3.2.

Pour tout x,, € D, avec n > 1, on définit

zp(t) tElo,T],
T (t) = (3.15)
zn(o) t€]0,0],

oil ¢ provient de la condition (H3). De plus, on vérifie selon la condition (H3) que q(z,) = q(Z,).

D’aprés le lemme 3.3.2, nous constatons que {En :n € N}, est relativement compact dans Y et sans

perte de généralité supposons que Z,(.) — z1(.) dans Y lorsque n — oo, pour certains z;(.), ainsi,
par

la continuité de QL~¢(¢,0)GP52(¢, s) et q, nous obtenons
|12:2(0) = 21 (0)]ly < Qu*(T, 0) [ (0) — z1(0)]]
< QL (T, 0)[IGE72(0,0)[z0 — a(an) — 2o +a(z1)]]
< Q4 (T, 0)lla(zn) — alz1)|
< lla(@,) —alz1)llv

— 0 quand n — oo.

Alors, D(0) est relativement compact dans X.
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D’autre part, comme D(0) = {zg — q(zy) : z, € D}22, est relativement compact dans X, pour

t € Z, nous avons

() = 2 (0)ly < Q7(T,0)|2n(t) = 24 (0)]

< QL7E(T,0)||GEP2(t,0)[xo — q(xn)] — GZ+F2(0,0)[x0 — q(z)]

+Q14(T,0) /0 b, (£ K (£, 9)[BW(w0 — 4(0)), 02,) () + Pa, (5)]ds

< Q, (T, 0)(| G2 (t,0)z0 — o

L O(TL0) [Gflﬁz (t0) - H} a(an)

+ QU E(T0)| [ 5, (1 s (1 5B = 6(e1)02,)(5) + o, (5

|2n () — 2, (0)|ly — O uniformément en n € N lorsque ¢t — 0. Ainsi, nous vérifions que I’ensemble D C 'Y

est équicontinu en ¢ = 0. Par conséquent, D est relativement compact dans Y. Par conséquent, nous

pouvons supposer que x,, — x* € Y lorsque n — oo pour certains z*. Parce que
(1) = G (t,0)o — 4(an)
Tn v ) [.730 q(Tn ]

+ /0 A, (1, $)K (¢, 8)[=BW (20 — a(xn)), ¢2,)(5) + ¢, (5)lds,

en prenant la limite lorsque n — oo des deux c6tés, nous obtenons

z*(t) = G2 (t,0) o — q(a”)]
t
+ / Agl (t7 S)Kgl (ta S)[—%W(mo - q(x*)), P> )(8) + O (S)}dsv
0
pour 0 <t < T, ce qui indique que z*(.) est une solution douce de (3.1).
Par conséquent, le systéme fractionnaire v-Hilfer (3.1) est exactement nul contrélable sur Z.

3.4 Exemple

Dans cette section, nous présentons un exemple qui illustre la validité et 'applicabilité des principaux

résultats.

Considérons le systeme de contréle suivant, décrit par 1’équation différentielle partielle fractionnaire

de v-Hilfer
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2 1.
H@g""tx(t,z)

02 (5t — 2)e t|a(t, 2)|  Beos|x(t,z)| — 2
= ﬁx(t,z)+¢(t,z)+ 250 + 2L, 2)]) + 3 . (3.16)

~l;t
J5+ x(t, 2)

+(2t — 1)arctan|z(t, z)| (t,2) € (0,1] x [0,1]

95 (1 + (38t (t, 2) ) 7
avec
30D ) + m = 20(2), (3.17)
et
x(t,0) = x(t,1) =0, (3.18)
ou H@éﬁ;t est la dérivée fractionnaire de v-Hilfer d’ordre 8; = %, Bo = %, v(t) =t et 0< &<, Jg;t est

I'intégrale fractionnaire de v-Riemann-Liouville d’ordre 8y avec v(t) =1¢, et T = 1.

Soit x(t)(z) = x(t, z) et les fonctions définies comme

(5t — 2)e " t|x(t,2)|  Beos|x(t,z)| — 2 ‘
25(1 + |z(t, 2)]) 5 '

pa(t)(2) =

+ (2t — Darctan|z(t, 2)|.
25(1 +

Pour z1, 9 € X et t € (0,1], nous avons

@21 (£)(2) = #ar () (2)]| < %le(t)(Z) — za(t)(2)]]

3 3.3 3.5
+ ool a0 - "o )
U ~41;§t 4117
+ 2ot - t0e)
lof) ()] < 1=

Cela signifie que les hypotheses (H2) et (H3) sont satisfaites avec Ly = 2=, Ly = 55, Ly = 25 et L= .
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L’opérateur linéaire borné B : i — X est défini par

Bu(t)(z) = ¢(t,z), 0<z<1, well

Pour étudier ce systéme, prenons X = $f = L2([0, 1]), et Popérateur E : D(E) C X — X donné par

32
E = 5,7 avec

Oz 0%z
D(E) = { re Xz, 9 sont absolument continues, 92 eXx, z(0)==z(1) = 0}.
z z
Il est connu que E est auto-adjoint et posseéde des valeurs propres A\, = —n?mw2,n € N, avec les

vecteurs propres normalisés correspondants e, (z) = v/2sin(nrz). De plus, —E engendre un semi-groupe
fortement continu d’opérateur linéaire borné {G(t)}>0, sur un espace de Hilbert séparable X avec

1G]] < et <1, qui est donné par,

Gt) = (1, )+ Y ey en)en
n=1
1 oo ) 1
= / y(T)dr + Z 27T 2Ssin(rmz)/ sin(nmr)y(T)dr, y€E X,
0 o 0

2 1 2
en plus, les deux opérateurs G2’ * (¢, s) et K7 (¢, s) peuvent étre définis par,

et

On remarque que,

21 2 1
G (8] < 723 (¢, 9)]| <

< = <, 0<s<t<L
(%) L(3)

Maintenant, soit u € L2([0,1],4), B = I, donc B* = I. Ainsi, le systéeme (3.16)-(3.18) peut étre écrit
sous la forme (3.1).

Nous considérons le systéme linéaire v-Hilfer fractionnaire,

2
t2) = 2yt ) +6(62) +ot,2), (12) € (0,1]x 0,1), (3.19)

1.
75t

O wiv

He
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avec
(1-2)(- 1)t z
FU-2)0=0, w2, 3.20
et
y(t,0) =yt 1) =0, (3.21)
ol
H@%’i;tz
(5t —2)etz  Bcosz — 2 0+

o= s T s

it
Jo1 2

+ (2t — 1)arctanz. -
3@?2

25<1+

Le systeme (3.19)-(3.21) est exactement nul controlable, s’il existe un k > 0 tel que

2
ds

R (w0

o Yo

ou de maniere équivalente

‘B*<K§)*(L8)y

= (s00)

N

st] (3.22)

(KE)*(LS)ZJ

Si ¢ = 0 dans (3.19)-(3.21), alors le systéme linéaire v-Hilfer fractionnaire est exactement nul

controlable si,

1 2 2
JRCEER Y dszHGE’iu,ow
0
donc,
1 ) 5 2
/(1—5)*§ KZ(1,s)y|| ds
0
1 2 1 2 1 P 2 2
> 5l|eF o] + [a-9-|eias| o
0
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Ainsi, (3.22) est vérifié avec k = % Par conséquent, le systéme linéaire fractionnaire de v-Hilfer

(3.19)-(3.21) est exactement nul contrélable sur (0, 1], et L’hypotheése (H1) est donc vérifiée.

Dans notre exemple, nous choisissons |W|| = |E|| = ||B]| = ||I]| = 1, Ko =1 ( parce que ||G()]|
_3
<e ') et o=0,05 Nous obtenons Qi %(1,0) =1, A; = 0.81605, Ay = 0.73849, A(%, 1) = 0.47392,
w = 0.1885 et h(1) = 3. Ensuite, nous obtenons "approximation suivante:
2

1 2 l
AL +AZQt4(1,0)F(§) [A(37 1)+ %2 (L + 01 h(1)>] ~ 0.76909 < 1.

Toutes les hypothéses du théoréme 3.3.1 sont satisfaites et

AL+ A QL 5(T, 00T () [A(b’l, T) + %l (L + 01 h(T))] < 1.

Alors ’équation aux dérivées partielles fractionnaires de v-Hilfer avec controle (3.19)- (3.21) est

exactement nulle contrdlable sur 7.
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Controlabilité de trajectoire du
systeme intégro-différentiel neutre

fractionnaire de type sobolev

(k, v)-Hilfer dans 'espace de Hilbert

Contents
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4.1 Introduction

Une nouvelle notion de contrélabilité, a savoir la controlabilité de trajectoire, a été introduite par
George (1996) pour les systémes non linéaires unidimensionnels. La controlabilité de la trajectoire garantit
le pilotage du systéme dynamique d’un état initial & un état final souhaité, le long d’une trajectoire
déterminée, en utilisant une fonction de contréle appropriée. Divers articles ont contribué a 1’étude
de la contrdlabilité de la trajectoire. [ [9], [13], [20]]. Par conséquent, la controlabilité du chemin
est une notion de contrdle plus forte.

Chalishajar et all. [13] ont étudié la controlabilité de trajectoire de systémes intégro-différentiels
non linéaires dans des systémes de dimension finie et infinie. Maojun Bin et Zhenhai Liu [9] ont
étudié la contrélabilité de la trajectoire des équations d’évolution différentielle semi-linéaires, avec

impulsions et retard, en utilisant le théoréme du point fixe et la théorie des opérateurs monotones.
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4.2.

Position probléme

Diblik [28] a étudié la controlabilité de trajectoire de systémes linéaires & temps discret avec un seul

retard.
4.2 Position probleme

Dans cette section, nous examinons la controlabilité de trajectoire d’une nouvelle catégorie de classe
d’équations intégro-différentielles fractionnaires de (k;v)-Hilfer non linéaires, avec des conditions non

locales fractionnaires de (k;v)-Hilfer de la forme,

f@gi’m’k[/lx(t) —f(t,z(t))] = Ta(t) + Bu(t) + g (t, z(t) « I3 x(t)), t € (0,b] (4.1)

A [a(0) KO = a0+ Klo). 0= (m(1 =)+ (1.2

ol f@gi’nz’v, kﬁg(lfo)’v sont les dérivées fractionnaires de (k,v)-Hilfer d’ordre 1 < - < 1, de type

0<1n<1,0<n3 <1, k>0et (k,v)-intégrale fractionnaire d’ordre k (1 — 0) respectivement. Soit

J =[0;b], Pétat x(.) prend ses valeurs dans un espace de Hilbert et 29 € X. Les opérateurs T : D(T)
CX — X, A:D(A) C X — X, La fonction de controle u(.) prend des valeurs dans L?(J, U), I'espace
de Hilbert des fonctions de contrdle admissibles pour un espace de Hilbert U, et B est un opérateur
linéaire borné de U 4 X. Deplus, g: JXx A X X = X, f: I x X = X et K: C(J; X) — X, sont

des fonctions appropriées satisfaisant certaines conditions & préciser ultérieurement.

0 — (k=m)(L —n2) >0

Soit 6 = £ (n2(nk —m) +m), 0< B <1,0<m <1letk>0. Alors1— . >0,

définissons
Cippn(d, X)=C= { gt): = & QK8 0)g(t) € C(J,X)},

ott, 1k Q' (t,0) = (v(t) — v(0)) 7.

L’espace C est un espace de Banach muni de la norme

lglle = max QK= (1,0)g(1)|.
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Pour prouver notre résultat principal, nous faisons les hypothéses suivantes

(H1) Les opérateurs T:D(T) C X — X et A:D(A) C X — X, sont des opérateurs linéaires
fermés.
(H2) D(A) C D(T), A et T sont bijectives.

(H3) A':X — D(A) C X est un opérateur linéaire, borné et compact.

A partir de (H3), nous déduisons que A1 est un opérateur borné. Remarquez que (H3) implique
également que A est fermé, car le fait que A~ soit fermé et injectif implique que son inverse est également
fermé. Cela découle de (H1) — (H3) et du le théoréeme des graphes fermés, on obtient le caractere
borné de I'opérateur linéaire AT : X — X. Par conséquent, V = —A~'T engendre un semi-groupe
{V(t) =e=A'Tt ¢ >0}. Nous supposons que jo = fggHV(t)H < 00, et enfin, nous désignons par

A= = Qo

H4)  Le résolvant R(a; V') est compacte pour certains 0 € p(V') qui est I’ensemble de résolvant
p

de V.

On suppose que 0 € p(V), ainsi, nous pouvons définir la puissance de I'opérateur fractionnaire
VA(0 < B < 1). Notons X I'espace de Banach du domaine D(V?), ott D(V?) est I'espace de Hilbert

associé a la norme

lz]lg = ||Vﬂx\|; pour tout x € ID)(V’B)

Remarque 4.2.1.

Pour 3 € (0,1], la puissance de l'opérateur fractionnaire V2 vérifie les propriétés suivantes:

(i) VP est un opérateur linéaire, béjectif et fermé.

(ii) VP = (V=)L ou V=F est l'opérateur linéaire, borné et injectif dans X avec D(VP) = Im(V—=F).
(iii)  Soit B,a0 € R et x € D(V?'), ot p/ = maz(B, o, B + ag) alors

Viteoy = YAy ey = yeoyiy
De plus, VO =1, T est Uidentité en X.

Lemme 4.2.1. [53]

Soit V le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique V(t). Si 0 € p(V?), alors
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1. V(@) : X = D(VP)  pour tout t >0 et B > 0.

2. pour tout x € D(V?), nous avons

VAV(t)x = V(t)VPz, t>0.

3.8 0<B<PBo<1, alors D(VFA) — D(VH).

4. Pour chaque t > 0, VPV(t) est borné sur X et il existe Cg > 0 et g > 0 tel que

< U8

C
B =B g—aot
VAVl < SEemeot < 22

Remarque 4.2.2.
Pour simplifier la notation et la démonstration de certains résultats, nous introduirons la notation

sutvante;

QU (£,0) = (v(t) —v(0))®,  GP(x(t) =g (t,x(t), klg2"2(1)) -

D’apres le Lemme 1.4.6 , nous avons l'estimation intégrale

A @] = 3 (t.0) (@7 (1.0 2(1)
L'y <k9> k(0—1)+n:
_ kN 5 (t,0) ||z~ .
Ty (k9+773) kQU ( ) HxHC

La fonction de densité de probabilité ( de type Wright), peut étre également affinée en une fonction

k-densité de probabilité ( de type k-Wright), définie comme suit

Définition 4.2.1.

La fonction de type k-Wright hy, k, est définie comme suit

B (_@)n—l
hay, k(©) = %(n —1)lkmDy (k(1 = min))’

O € (0,00), 0<—<1,

©)de =1

M1,k

avec,  hy, k(©) >0, [Th

* KOO (k(1 4 ()
/ O P W(O)O = = ey
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Remarque 4.2.3.
On voit que la fonction de type k- Wright, est une généralisation de la fonction exponentielle.
En effet, pour mm =0 et k =1 alors, nous avons hy1(0) = e ®. Pour0<m <1

et k = 1, nous obtenons la fonction de type Wright.

Pour = € X, on définit deux familles d’opérateurs {, V"2 (¢);t > 0} et {\ U (¢);t > 0}, par

“+oo
KRt s)x = A hy, «(©)V[ QI (¢, 5)O)zdO
0

VI () = TEC TR (8, 5)a

et

“+oo
W2 (ts)o = [ AT Oy, OV (¢ 5)elade
0

Lemme 4.2.2. ( [53], [3], [S0])

Les opérateurs (V2™ et (Ut ont les propriétés suivantes :

(1)  Pour toutt < s <0 fize, (V""" et (UM sont des opérateurs linéaires bornés en X avec,

110Qok Q< (b, 0)

vz 1, sy < FORER 2D ) = o

et

pok M =2 Qq
U2 (2, 8)z|| < WWH = pollz|l,

otu, 0 = ,ﬁ(nz(k —m)+ 771)

(2)  Les opérateurs (V'™ (t, s) et (UM (t,s) sont fortement continus pour tout t > s > 0, c¢’est-d-dire

pour chaque x € X, 0 < s <t; <ty < b, etk >0 nous avons,

VL2 (¢, 8) 2 —  VIVT2 (¢, 8) z|| — 0,

et
U2 (L2, 8) x — UG (t1, ) zf| — 0,

lorsque to —t; — 0.

Démostration 4.2.1.

(1)  Pour toutex € X, 0< s <t <b, et de l’égalité
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f0+oo O hyy, k(©)dO = %, (=0 et (=1), nous avons

kR (E 5)a

+oo
= H/ A—lhm,k(@)wkgzl(t,s)@]xd@H
0

+
<o | hm,k@)d@\ la
0
< poQollx]|,
et
m oo
U (t, s)a —‘k / A1@hm,k(@)wkgzl(t,s)@]xd@H
0
T oo
< Do [ ey (@)a0 o]
0
MWH
— Tw(km)
Enfin,

H KV (¢ s)x || = kj(k)(fil);kazl (t,s)x

< KOV R (1, 5) |||

1 k(6—1)

- t'UI AYS (s “u_ }
w0 o)

< poQo (|||

NOQOkQIZ(G_l)(b, 0)
- L' (k8)

[]]-

Par conséquent, les opérateurs (V7™ (t,s) et (U (t,s) sont bornés par des bornes u1 et s respective-

ment.

(2) Soit {z,} un séquence dans un espace de Hilbert X, convergeant vers x € X, et considérons,

72,0 =20, 500]| < i — .

Par conséquent, (VI (t,s) est continue.
De méme, nous powvons démontrer que (U (t,5) est continue pour tous 0 < s <t < b.

De maniére évidente, (V7™ (t,s) et (UM (t,s) sont fortement continues, alors on a
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KU (ta, s)z — (UM (t1, 8)x

+oo
</ |A—1||®hm7k<@>Hv[k921 (12,5)6] = VL@ (11,516 a0
0

Qok™m 2

x )
= Tw(km) Il

QI (2, )0] — V@D (1, s)@]\

qui tend vers zéro lorsque to —t; — 0, pour tout 0 < s <t; <ty <b,k>0etx e X.
De la méme maniére, (V""" (t,s) est également fortement continue. Ceci compléte la démonstration

du lemme.

Lemme 4.2.3. [11], [55]

Pour tout x € X, m € (0,1) et 8 € (0,1], nous avons

V(t,s) UMz =VI=Pumn(t,s)VFi,

et

VAU, s)all < pa(Bm, ke Qy™P (8 s)|lall, 0 <s<t<b,

mCpQok! =AM =711, (k(2 — )
Li(k(X+m (1= 3))

01)’7 /”'3(57”1) k) =

Définition 4.2.2.
Une solution z(.) = z(u)(.) € C est dite une solution douce de (4.1)-(4.2) si pour chaque

controle u € L2(J,U), elle satisfait,
(i) IO () — £t 2(8)],y = @0 + K(2),

(i)  Pour chaque 0 <t <b, elle satisfait I’équation intégrale suivante :

z(t) = EVI(¢,0) [xo + K(z) +f(0,2(0)) — Aflf(O, w(O))}
+ Aflf(t, x(t)) + /0 U/(s)szlfk(t, $) AU (L, 8)f (s, z(s))ds
o [ ey ez s G ete) + Bu)| s (43)
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Nous donnons une inégalité de Gronwall généralisée sous la forme (k; v)-Hilfer, qui sera utilisée dans la

section suivante.

Théoréme 4.2.1. [39]

Soient 01,k > 0, et v € C0,b] est une fonction croissante avec v'(t) # 0.
Pour tout t € J, Supposons que (i)  Les fonctions w(t) et v(t), sont deux fonctions non négatives
localement intégrables sur lintervalle J,

(it)  La fonction ¢(t) > 0 est un fonction continue non décroissante sur J.

alors,

t oo
1_\k'rll ’ mn1_q
wi(t )+ —————v'(s)(v(t) —v(s))* v(s)ds, our tout t € J.
(t) < /0231 B ()0 = v(a) F (s,

Définition 4.2.3.
Le systéme de contrile fractionnaire (k,v)-Hilfer (4.1)-(4.2) est dit étre complétement contrélable

sur Uintervalle J, si pour tout xo,x1 € X, il existe un controle u € U tel que la solution (4.3) de

(4.1)-(4.2) satisfait x(b) = x1.

Définition 4.2.4.
Le systéme de controle fractionnaire (k,v)-Hilfer (4.1)-(4.2) est totalement contrélable

sur Uintervalle J, s’il est complétement controlable sur tous ses sous-intervalles [k, Skt1]-

Soit F l’ensemble de toutes les fonctions y(.) définies sur l'intervalle J satisfaisant y(0) = z¢ et
y(b) = x1, et que la dérivée fractionnaire de (k,v)-Hilfer existe partout. L’ensemble F est appelé

I’ensemble de toutes les trajectoires faisables.

Définition 4.2.5.
Le systéme de controle fractionnaire (k,v)-Hilfer (4.1)-(4.2), est dit étre controlable en trajectoire
(T -Contréllable) si, pour tout y € F, il existe une fonction de controle u € U telle que la

solution correspondante x(t) de l"équation (4.3) satisfait, x(t) = y(t) presque partout.
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4.3 Controlabilité de trajectoire

Dans cette section, nous allons discuté la contrélabilité en trajectoire du systéme gouverné
par I’équation intégro-différentielle neutre fractionnaire, de type Sobolev (k,v)-Hilfer (4.1)-(4.2).

Pour en discuter, nous imposons les conditions nécessaires suivantes:

(H1) La fonction non linéaire g : J x X x X — X, est continue et il existe des constantes Ly et Lo telles

que
lg(t,z1,91) — g(t, 22, y2)|| < Lillz1 — 22| + Lally1 — w2,
pour tout t € J, x1,x2,y1,y2 € X.

(H2) 1l existe une constante L¢ > 0, telle que

IVEE(t, (1) — VIt y(1)|| < Lelle -y,
pour tout t € J, z,y € X.

(H3) La fonction non locale K : C(J, X) — X est continue et il existe une constante Lx > 0, telle que

cela satisfait

[K(z) — K(y)ll < Lz — yll
pour tout z,y € C(J, X).

Théoréme 4.3.1.
Supposons que les hypothéses (H1)-(H3) soient satisfaites, alors, le systéme de contréle

fractionnaire de (k,v)-Hilfer (4.1)-(4.2) est controlable en trajectoire sur J.

Démostration 4.3.1.

Soit y(t) représentant n’importe quelle trajectoire de F. Pour % <! <L0< g <1letk>0,

nous sélectionnons le controle de rétroaction u(t) comme

u(t) = B (H DI Ay 1) — (1, y(8))] — Ty(t) — G <y<t>>) (4.4)
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En intégrant la valeur de u(t) dans U'équation (4.1)-(4.2) et en simplifiant, nous obtenons
A | A(t) — (1, () — Ay(t) + F(t y(D) | = T(a(t) - y(0) + G (e() - GB () (45)

Encore une fois, si nous choisissons AZ(t) = A(zx(t) —y(t)), alors notre probléme (4.1)-(4.2) est modifié

KOGTAZ() — f(t (1) H(y(1)] = TZ() + GPR(a(t) - GR(y®), te)

~k(1—-6),v
el 2@ — (2 ®) F YOy = K@) - K@),
La solution douce de I’équation (4.6) est donnée par

Z(1)

T2(0) k(o) - K|+ A7 (e,00) = (0000

+

AU@&$mewwﬂmmmwmwks

4—/wm%”wmwmﬂWW@%%m@Ws (47)
0

Donc,

IZ®)lle = Ik Q" (8, 0)Z(t)

< QK0 (b, 0) | Z(t)|

< Q<=9 (p, 0) {kvng (t,O)(K(m) - K(y)) +A™! (f(t,x(t)) - f(t,y(t)))

+/0 U'(s)szl_k(t,s)VkUzl (t,s) (f(s,x(s)) —f(s,y(s)))ds

+KU@@memm@@@wmm—@w@Oﬂ

Alors,

90

Systéemes de contrdle d’évolution d’ordres fractionnaires et leurs applications



4.8. Contrélabilité de trajectoire

12(@)]le < Q00 (b, o>[

72 (0.0) (k) K0 )|
a4 (vt - vt o) )|
+ /Ot V' (8) Q1 R (t, ) UM (¢, 5) VP (Vﬁf(t, z(t)) — VP, y(t)))ds

|

< Lkl — ylz + Q50 (b,0)[Qo V7| Hv%x(t)) - vgf(t,ym)H

+| [ v'(s)@ﬁlk(t,swmt,s>(G23<x(s>>—G:zs(y(s)))ds

t
Q00,0 [ 0@ () VALY 1,5)
0

Va6 = VP85 (6

t
4 120K (b, 0) / V()@ (1, 5) s
0

& (a(s)) — O (y(s»\

< Ll ZOlle + IV 1QoLI 2l

t
4 a1 — By, W)L / (51 (1, 50! () Q1K )| Z(1) | ds
0

t
Q0 6.0) [ (9Qp ) [Llnzm Lo | 2] | ds
0
< (MILK + ||v-”||QoLf) EO

k
1— K Lf—— Q%™ (b, 0)[| Z(t) ||~
+ps(l—B,m )fﬁkau (b,0)[[Z(t)ll2

LoTy (k) Q51+ (b 0)
Ty (kO + ns3)

t
+/~Lz/ v (s QI K (E, 5) [Llllz(f)llfr 12Dl |ds
0

t
<20l +er [ V(hQD IOl
0

W
< 2
17(4]1

/0 ()OIt 5)]| Z(1) [ods

k(6—1)+n3
0t wy = fip (L1+L2 Fk(ke)}%{’kﬁm) (b’0)>7 wy = <#1]LK+||Vﬁ||QoLf+M3(1—ﬁ77717k)LfBl;hngm(baO)>

et wp < 1.
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En appliquant linégalité de Gronwall dans ’expression ci-dessus, on trouve
Z(t)|~ = K1=0) Z(t)] = 0.
|2(0)le = mazk Q19 2(1)] =0

Par conséquent, Z(t) = 0, c¢’est-d-dire x(t) = y(t) presque partout.

Ainsi, le systéme de contréle fractionnaire (k,v)-Hilfer (4.1) - (4.2) est T -contrdlable sur J.

4.4 Exemple

Considérons la forme suivante du systéme intégro-différentiel (k,v)-Hilfer fractionnaire neutre,

de type Sobolev avec contréle pour illustrer notre résultat principal.

314 02 1+et
{ii)m [(H— 322> x(t, z) — ( z > cosx(t,z)ﬁ]

+ wu(t), (t,2)€(0,1] x[0,7], (4.8)

avec,

x(t,0) = x(t,m) =0, (4.9)
et

a4 x 1 s
T @)+ [ ot e (t2)dz - 5> log (14 o (4, 2))
0 =

—x9(2), 0<t;<1,j=1,2.,15. (4.10)

s k=1 0=31-3)+2=4H v(t)=tetb=1

W=

Icim =2, na=n3 =

Soit X = U := L2[0,7]. Notons D(T) = D(A) := {x e X : x,a—ﬁ sont absolument continues,

Pz c X, x(t,0) = x(t,m) = o}.
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Nous définissons les opérateurs T : D(T) C X — X, A:D(A) C X — X et B =1 (I'identité)

par

2 2
O xeD(T); Am—(ﬂ—a>z, zeD(A).

Te =22
= 92

022

Ensuite, T et A peuvent étre écrits respectivement comme

—m%(x,0m)0m, © € D(T),

%

8

I
NE

3
l

W
=
I
NE

(14 m?) (z,0m)0m, = € D(A),

3
Il

ol o (w) = (1/2/7) sinmw, m = 1,2, ... sont les fonctions propres correspondant aux valeurs propres
(—m2) respectivement et oy, o, ...... est une base de X.

De plus, pour tout x € X, nous avons

1
-1 _
Az = mz::ll e (T, 0m)0m,
1 o~
AT = Vo= 7;1 e (x,0m)0om,
et
V(t)x = ’rnZ:leXp <1—£n?’n2> (.’II, Um)0m7
ol
@om) = [ 2(O)an)d
0
Il est facile de voir que A~! est compact, borné avec HA‘l H =Qo<1letV =A1T engendre un

semi-groupe fortement continu V(¢) avec |[V(¢)|| < e™* < 1 = pg. Les propriétés suivantes sont

vérifiées :
. _1 S 14+m?2
(i) Pour chaque z € X, V722 = Y  — /5= (2,0m)0m.
m=1
o0
(ii) L'opérateur V2 est défini par Viz = 5 — %(aam)am dans ’espace
m=1
1 = / m2
m=1

Systémes de contrdle d’évolution d’ordres fractionnaires et leurs applications 93



4.4. Exemple

De plus, les deux opérateurs 1Vt%’%(t, s) et \Ut3 (t,s) peuvent étre définis par

WV Bt s) = 3005 / A hy 1 (©)V[LQ; (t, 5)6]2d®,
3 3 [T 3
107 (¢, s)x = E A7'Ohs 1 (O)V[1 9/ (t,5)0]2dO.
0 5’
Pour 0<s<t<1,ona
3 1 1 3 1
1Vfg’§(tvs) S = M1, ‘1U5(t75) S = M2
H r(d) ¢ r'()
Définissons
x<t72) = x(t)(z)v te (0> 1]) S [O,ﬂ'],
_5t .
1t B Lt e sinz (t, z)
g <t,x(t), It (t)) (2) = g (t, x(t,2),135 = (1, z)) R Py e T 2]
13§’tx (t, z)’
+e M tant |z (L, 2)] T
24 ’138’ z(t, 2)

ft,z(t)(z) = f(t,z(tz2))= ( 56_ > cosx(t, z)

1 15
K(z)(2) = %Zlog(lﬂw(th)l)-

Avec cette formulation, le probléme (4.8)-(4.10) peut étre réecrit sous la forme du systéme de controle
abstrait (4.1)-(4.2).

Maintenant, on a
o (to 20138 ) = g (b (0.2) 135 (2)|

1
< <ot ) =yt )+ 138 et 2) - 198 e 2)|

VAt 2(t,2)) — VEECE (DI < 3 Dl 2) — (e, 2.
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(S

Cela signifie que les hypotheses (H1) et (H2) sont satisfaites avec L; = %, Lo=7%etLs=

Pour prouver ’hypothese (H3), soit z,y € X, nous avons

1K () (=) - K@) (2)] 2D o (14 (1, 2)) — 50> Tog (1+ Iy (15,2)])
j=1 j=1

Sz -,

IN

ainsi, (H3) est satisfaite avec Ly = 3.

Enfin, toutes les conditions du Théoréme 4.3.1 sont satisfaites, ce qui montre que ,

le systéme intégro-différentiel (k,v)—Hilfer fractionnaire neutre (4.8)-(4.10) est T-controlable sur J.
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Conclusion

Dans cette these, nous avons réussi a ajouter un ensemble des résultats a la théorie du controle.

Tout d’abord, nous avons étudié une nouvelle classe de systéemes de contrdle décrits par des équations
intégro-différentielles fractionnaires non locales de type v-Hilfer dans ’espace de Hilbert. Ces
résultats ont ouvert de nouvelles perspectives pour étendre notre recherche et étudier une classe plus

large décrivant les systémes de controle intégro-différentiel de type (k, v)-Hilfer.

Dans un premier temps, nous nous sommes concentrés sur la contrélabilité approchée d’une nouvelle
classe de systemes de controle, décrits par des équations rétrogrades perturbuées non local de type Sobolev
v-Hilfer dans I'espace de Hilbert. Nous avons établi des conditions suffisantes pour obtenir nos
résultats. Nous avons également obtenu de nouveaux résultats pour la contrélabilité nulle exacte,

pour une autre classe des équations intégro-différentielles fractionnaires implicites v-Hilfer.

Enfin, nous avons introduit une nouvelle fonction appelée "k-Wright", grace a laquelle nous avons
étudié la controlabilité de trajectoire pour un systéme neutre non linéaire, d’'un nouveau type et plus
étendu, décrit par les équations différentielles fractionnaires (k, v)-Hilfer, avec des conditions non
locales dans ’espace de Hilbert. Tous ces résultats sont accompagnés d’exemples illustrant la
validité des résultats obtenus, basés sur la théorie des semi-groupes, la théorie du point fixe, le
calcul fractionnaire, et les inégalités de Gronwall. En plus de cela, et étant donné que ce domaine

est tres riche en questions ouvertes, nous présentons quelques questions intéressante consiste a

e [’étude de controlabilité approchée aux limites d’inclusion stochastique intégro-différentielle im-
plicite non locale v-Hilfer fractionnaire avec mouvement brownien et du mouvement G-brownien
fractionnaire.

e [’étude de la controlabilité de trajectoire et la contrélabilité approchée des systemes stochastiques
non linéaires neutres impliquant la dérivée fractionnaire (k,v)-Hilfer et le mouvement brownien
sous-fractionnaire.

e [’étude d’existence et de la controlabilité pour les systemes différentiels stochastiques implicites de
type Sobolev (k, v)-Hilfer fractionnaire avec un processus a-stable et des conditions non locales de
Sobolev.

Ces aspects seront abordés dans le futur.
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