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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse I’équation intégrale non linéaire de Volterra avec deux
noyaux faiblement singulieres.
Lobjectif de cette mémoire est mettre notre probleme dans le cadre fonctionnelle, et de
mettre des hypotheses acceptable pour que notre équation admet une solution unique, et
avec la méme condition on essaye de construire une méthode numérique adapter notre

équation, qui converge vers la solution exacte de notre équation.

Mots-clés : équation intégrale, équation intégrale de Volterra, point fixe, Equation non-

linéaire, méthode de Nystrém, méthode de product intégration,
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Abstract

In this thesis, we are interested in the Volterra nonlinear integral equation with two weakly
singular kernels.
The purpose is to put the problemin a functional framework to come out with acceptable
hypotheses, so a unique solution is admitted by our equation. In the same contions we
attempted to build a numerical method to adaptthe equation and converge to wards the

exact solution of the equation.

Keywords : Integral equation, Volterra integral equation,Non linear equation, Fixed point,

Nystrom method.
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TABLE DES MATIERES 7

Introduction

L'équation intégrale de Volterra avec I'équation de Fredholm, et 'une des équations les
plus célebres un mathématiques appliquées.
Dans ce mémoire, nous somme intéresser par I’équation intégrale de Volterra avec un noyau
non linéaire et avec double singularité, sous forme de deux intégrale avec singularité faible.
Ce travail est nouveau et complémentaire aux recherchés menées au niveau du laboratoire
et département mathématique de notre université, ou ont été les recherche menées sur les
différentes équations de Volterra, particulier :
e ¢équation de Volterra avec noyau non linéaire,
e équation de Volterra intégro-différentielle,
e équation de Volterra de premieére espece,
e systéme des équation de Volterra avec noyau singuliere.

Notre travail est présenté en trois chapitres de la maniere suivante :

chapitre 1 : nous rappelons quelques notions de base dans l'analyse fonctionnelle et

numérique qui seront utilisées dans les chapitres qui se suivent.

chapitre2: Dans ce chapitre, nous présentons!’étude analytique d'un équations intégrales
non linéaires de Volterra. Notre étude sera basée sur la méthode des approximations suc-
cessives pour assurer l'existence et 'unicité de la solution du probléeme, avec des hypothése

acceptable.

chapitre 3: Dans ce chapitre, nous allons produire une méthode numérique pour I'ap-
proximation de la solution de notre équation qui basé a la méthode de "product intégral"

pour montre efficacité de cette méthode.

Enfin, nous terminerons notre travail par une conclusion générale.
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CHAPITRE

Résultats préliminaires et notations

Dans ce chapitre, on donne des notions et définitions sur des équations intégrales li-
néaires (non linéaires) et leurs types et quelques méthodes analytiques et numériques pour

résoudre des équations intégrales de Volterra.

1.1 classification de I'équation intégrale de Volterra

Dans cette section, nous donne une classification des équations intégrales de Volterra
basée les propriétés de leurs noyaux, comprendre les différents types d’intégrale de Volterra.

La forme la plus courante de ses équations sont données sous la forme suivante :

o(x) = F(x)+A [ Kt p(0)dt, &

est appelée équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde espéce, ¢(t) est une

fonction inconnue et K(x, t) et f(x) sont des fonctions connues et A un parametre réel.

| Kt g(edt = £o), 2)

est appelée équation intégrale de voltera non linéaire de premiére espece, ¢(t) est une fonc-

tion inconnue.

o(x) = fx) + 2 [ K n(e(n)dt, ©
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1.1 classification de 'équation intégrale de Volterra 9

On appelle une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espeéce, ¢(t) est une
fonction inconnue et K(x, t) et f(x) sont des fonctions connues et A un parametre réel.

Si f(x) = 01'équation s’écrit.
= A [ Kt (gt @)

elle est appelée équation intégrale linéaire homogene de Volterra de seconde espece. Une

équation a une inconnue ¢(t), de la forme

X
| Kt genat = £(o), 5)
est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de premiere espece.

1.1.1 Propriété de dérivation

Définition : Soit ¢ une fonction définit de [a,b]? a image dans R, telle que pour tout

s € [a,b],9(.,s) € Cl[a,b]. On définit la fonction suivante :

Vt € [a,b]; o(t) /wts

Proposition: Pourtoutf € [4,b],0ona

@' (t) =p(tt)+ /ﬂt %—w(t s)ds

Preuve: Nousavons:

S (e 4 hys)ds — [ g(t,s)ds

/ ¢ — 1
¢(f) = lim ;

: f lpt+hsds+ft+h t+h,s)ds—ft¢(t,s)ds

= lim a
h—0 h

t+h ¢ _

= lim - / p(t+h,s)ds+ [ lim Y(t+h,s)ds 1p(t,s)ds
h=0 h a h—0 h
i 1 [t+h b s)d

= jimy ), pEERs) S+/ —-(t,5)ds
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1.2 Notions d’analyse fonctionnelle 10

Mais, en utilisant le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, k] tel que

1 rtt+h
E/t P(t+h,s)ds = p(t+h,t +8),

Il suffit de faire tendre / vers O pour obtenir le résultat.

1.2 Notions d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Théoréme du point fixe de Banach

Soit (B, || - ||) un espace de Banach, nous définissons I'application f de B dans B. Le

théoréme de Banach nous permet de prouver I'existence et 1'unicité d'un point fixe P* de f

tel que, p* = f(p").

définition: f est dite lipschitzienne si

JK>0,Vx,y € B, || f(x) — f(y) IS K[ x—y],
Sik < 1, alors f est contractante.

Théoréme: fadmetun unique point fixe p* € Bsi f est contractante. De plus, nous avons
la suite récurrente

po € B
Pu+1 = f(pn)n € N.
qui converge vers p* et vérifie la majoration suivante :

n

) K
I pn=p < I pi=poll. (11)
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1.3 Notions d’analyse numérique 11

1.3 Notions d’analyse numérique

1.3.1 Formule d’interpolation polynémial par morceaux

Soient une fonction f : [a,b] — Rcontinueetoc = {a < t) < H < ... < t, = b}
avec (t;)o<j<n, une subdivision de I'intervalle [a, b}, les points fo, t1, ..., t; , Sappellent points

d’interpolation.On définit la suite de fonctions {(T]' }}“:1 par:

(t—t;_
j—1
 EE—— te|ti_q1,t:,
t'—t]'_l [] 1 ]]
(1) = Z].-‘rl_t .
0-]()_ ﬁ t e [tj,tj+1], ZS]STZ—L
JFL T
0 ailleurs.
\
(f) —t

t e [tl,tz],
op(t) =< f2—h

k0 ailleurs.
(t—th1
o-n(t) —Jth—tyq
k0 ailleurs.

t e [tnfll tn]/

Ce qui s'appelle les fonctions chapeaux.

Linterpolant polynémiale par morceaux d’ordre 1 d’une fonction f € C°([a, b)) est

donné par:
n

Vi€ [a,b], Pualfl(t) = ) f(t))oj(t), (1.2)

j=1

Pour i > 0, la fonction suivante :

wo(h, f) = — max | f(s)—f(t) ],

|s—x|<ha<sx<b

est appelée le module de continuité de f. Donc, si h tend vers 0 alors wy (h, f ) tend vers 0,

puisque f est continue.
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1.3 Notions d’analyse numérique 12

Théoréme: Nous avons

sup | f(t) = Pualfl(t) |< wolhu, f),

x€[a,b]
ol

Iy = tr —t).
n 1§I}'l§anxil< j+1 ])

preuve: Nous avons dapres (1.2.2), pour tout t € [t, 1],
Pualf1(8) = f(£) (1 = aj(£)) + f (1) a(x),

ou,

Ceci montre que pour tout t € [tj, t]-H],

Pua[f](t) = f(t) = (f(tj) = f(£)) (1 = aj(t)) + (f (tj41) — f(£))j(2),
et enfin,

Bt | f(#) = Pualf](8) |< wolhn, f)-

1.3.2 Méthode de Nystrom

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, telle que 2,b € R eta < b. Dans 'approxima-

tion numérique d’'une intégrale
b
1= [ floa,
a

on utilise la méthode de Nystrom est définit par :
. . b—
pour n > 1, la subdivision de I'intervalle [a, b] est ti=a+jh, 0<j<neth= " a’

Les formules d’intégrations numériques sont données par :

b n
1:/ f(t)dt ~ Y wif (),
a ]:0

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa



1.3 Notions d’analyse numérique 13

o, pour toutn > 1, max |w; |[<W.

0<j<n
méthode de Trapeze :
Dans ce présent I’étude numérique des solutions des équations intégrales de Volterra li-
néaires basées essentiellement dans la méthode quadratique intégrale et en utilisant I'in-
terpolation la méthode des trapeéze , ce dernier la comparant avec les autres méthodes
(Simpson,...) cette méthode Les résultats obtenus assure la convergence du calcul sous la
condition de continuité uniquement.

Ce qui donne :
b h n—1 h
Izl]ﬁﬂﬂfﬁzzﬂmp+h;¥ﬁﬂ+?ﬁﬂ (13)

ol les poids sont donnés par la formule suivante :
1

E/
wjzl, 1<;j<n-1.

Théoreme: Sif € C([a,b]), alors

lim | I— Tu(f)|=0.

n—-o0

Preuve: Un simple calcul nous montre que pour toutn > 1.

() = [ Palh

Ou, P, est Pinterpolant par morceaux d’ordre 1 de la fonction f correspondant a la
subdivision {xj}].:O =1

Dong, en utilisant le Théoréme nous obtenons

=T | = |[ 00 - P
< G- awolh ),

Et comme & tend vers 0 lorsque 7 tend vers +oo, le résultat est démontré.
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1.3 Notions d’analyse numérique 14

1.3.3 Lemme de majoration

définition: Lemme de Gronewel soit {{, },>0 C R vérifiant:

n—1
vneN & |<AY [ +By
i=0

A>0 et|B,|<B,

Alors
& IS (1+A)" ' B+A|&|) Vn>1,

preuve: Voir [11]

Lemme: Supposons que

n—1
len |< Y layjllgj | +Bn=rr+1,.,
j=0
ou, B > 0et
r—1
Y lel=n,
j=0
Si
n—1
Z | By <a<l, n=rr+1,.,
j=0
alors,
B
len <21 01,
11—«

S’il existe des entiers 0 = Jo < J1 < ... < Jiy < Jpa1,avec0 <r < Jiet]y, <n < [j41, tel

quepourv =0,1,..metn=r,r+1, ..,

min (1, 4+1-1)
) |y < <1,
J=Jo

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa



1.3 Notions d’analyse numérique 15

alors,

B+ 1 \"
< .
e |< T4y (1—«x)

preuve: Voir [11]

1.3.4 Produit intégration

L'un des outils le plus efficace pour traiter les intégrants qui se comportent mal est produit
intégration, et pour simplifier cette idée, nous supposons que l'intégrale qu'on cherche a

approximer est on sous la forme :

1= [ ppat,

ol, ¢(t) est supposée étre réguliere (continue), ainsi, quelles que soient les singularités ou
un mauvais comportement de I'intégrant, elles sont incluses dans p(t). Nous approchons

alors ¢(t) par une fonction ¢(t) telle qu'on peut calculer 'intégrale

1= [ p)p,

Dans notre travail, on approche ¢(t) par 'interpolation par morceaux, puis nous devons

étre capables d’évaluer explicitement des intégrales de la forme :

t
= / tp(t)dt,
a

Ou les erreurs produites et leurs ordre de convergence sont liés par la relation :

1T 1< max [ 9(t) —9(t) [ p(s)as.

a<t<b

Alors, si p(t) selaforme p(t) =t *avec0 < a < 1, l'ordre de convergence et ce I'équation
forme 11! 7% et
| I-T|<cnt™
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CHAPITRE

Equations intégrales faiblement singuliére a

double singularités de Volterra

Dans ce chapitre on présenter I’équation principale de notre étude. Cette équation de
type de Volterra non linéaire avec deux noyaux contient chaque une singularité faible on
va présenter le carde fonctionnelle pour que cette équation admet un solution unique . Le
probléme est trouver, pour f donné dans C(0, b), une fonction u € C(0, b) est'inconnue

de I'équation suivante :

u(t) = /Ot(tT —5) *Kq(t,s,u(s))ds + /Ot(t — ) PKy(t,s,u(s))ds + f(t),
0<t<T, O<a<l, 0<B<L (2.1)

(P)

ou,
tr=t—1, 0<T<t, s<T<Ht
f est donné dans C|[0, b], u est une fonction inconnue on de trouver dans le méme espace

Clo, ).




2.1 Etude analytique 17

les noyaux K7, K présenter la partie régulier de notre équation, on supposer qui sont définit

par:

K;:[0,b]* xR — R,
(t,5,x) — K(t,5,x).

est Ky, K; vérifient les conditions de '’hypothése suivante :

p

(1) Ky, Ky € C[0,b]* xR,
(2) i ABe€R,, Vitsel0,b], Vxy€ER,
| Ki(t,s,x) = Ki(t,s,y) [S Alx—y ],

| Kalt;s,x) — Ka(t,5,9) [< B | x—y |

2.1 Etude analytique

Pour étudier l'existence et 'unicité de la solution u de I'équation (2.1) sur l'intervalle
[O, b], Nous allons utiliser la méthode de Picard, qui est basée sur la construction des suites
récurrentes { i, (f) },>0 , {@n(t) }n>0 quisont définies par les formules suivantes :

pour toutt € [a,b] etVn € N:

ug(t) = f(t),

Uni1(t) = A (tr — ) "“Kyi(t, s, un(s))ds +/0 (t —s) " PKy(t,5,un(s))ds + f(t). (2.2)
po = f(t),
Pn(t) = ty1 — un(t). (2.3)

2.1.1 Existence de la solution

Le théoreme suivant donne un outre pratique pour étudier I'existence et 'unicité de

notre équation.
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2.1 Etude analytique 18

Théoréme: Siles hypotheéses (H) est vérifie, S'il existe une subdivision

a="TyT,.. Ty =Db,telque,pour0 <i<mn,ett € [T;, Tii1].

min(t,Ti1) p 1
—_— 7“ p— —_—
A/Ti (b —s)ds < & < 2, (2.4)
min(t,Tj 1)
B/ o (t—s)_ﬁds<£<1,
T, 2 2

avec p ne dépend pas de t et de 1, alors (P) admet une unique solution dans

C([0,b]))-

Preuve: Nous allons prouver I'existence et I'unicité de la solution dans les sous intervalle
[T, Tital.
Existence de la solution sur [Ty, Ty :

supposant t € [Ty, T1], nous définitions (u,(t)), (¢u(f))n>0 comme avant.

t

Pu(t) = thsr (£) — tin(£) =/ (tT—s)_”‘Kl(t,s,un(s))ds+/Ot(t—s)_ﬁKz(t,s,un(s))ds

0
+f(t)_/0t(tr - S)_“Kl(t/ 5, unfl(s))ds o /Ot(t - S)_'BKZ(t’ 5 unfl(s))ds o f(t)
:/Ot(tT ) K (5, un(5)) — Ku(t 5, tn_1(5))]ds

+/Ot(t —8)P[Ka(t, 8, un(s)) — Kao(t,s, u,_1(s))]ds

Nous utilisons la condition (2) de Lhypothéses (H) , et d’apres (2.2)on trouve :

pn(t) = /Ot(t‘T — ) "A | uy(s) —uy_1(s) | ds+ /Ot(t — )" PB | uy(s) — uy_1(s) | ds

= [t Agua()ds [ () PBoa(s)ds,

Et comme la fonction ¢ est continue sur [0, ],
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2.1 Etude analytique 19

a0 < [ A= | pua(s) [ ds+ [ Bt —5)F | gya(s) | s

< max | ¢,_1( |/ r—5) ”‘ds—i—max | @n_1( |/ (t —s)"Pds

0<s<t

D’apres la condition de théoreme (2.4),

[ 9n () 1< 5 1 @a-1(8) lerrymy +5 1 9u1(®) llemm)

Oou,
max | @u(t) | < Emax |l gua(t) | +5max || guoa() llom,m
< ol a1 (®) llemmy
Alors,

| @n lleimym< 0 | @n-1 llcim,m

Ce qui donne :

| @ e, < e | @n-1 lleimm < 0% || @u—2 lerry, < o < 0" N o llcrmy,my)

et cette formelle implique

Y i llemm < Yo'l 9o lloim,my

i=0
<
< N 9ollernm — 0
oo
<1, I 9o llcimy,my)

Ce qui implique que, Z | @ |lc[r, 1, est convergente, par conséquent

n=0
Y @u est normalement convergente, Donc il existe u € C([0, b]) tel que,
n=0
t)= 1l t) =ul(t),
ngofpn( )= lm_u(t) = u(t)
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Pour montrer que u(t) est un solution de I'équation (2.1) pour ¢ € [0, D] :

u(t) = uy(t) +€,(t), (2.5)
nlgrolo en(t) =0.

La soustraction de deux coté de notre équation donne, Nous remplacent u;(t) par la formule

(2.5) on trouve

t

(tr —s) " *Kq(t,s,u(s))ds — / (t —s)"PKy(t,s, u(s))ds

0

u(t) = £(t) - [

0

:en—i—un(t)—f(t)—/ot(tf—s)"‘Kl(t,s,u(s))ds—/t(t—s)ﬁKz(t,s,u(s))ds

0

< Jeu(t)] + ] Uotm =) Kt 1(5)) — Ka (b5, u(s)) ]|
+ [/Ot(t — ) PRt 5, un_1(5)) — Kz(t,s,u(s))}

t t

< len(t) |+ /O(tf—s)_"‘A €n_1(s) ds+/ (t—s)"PBle,_1(s) |ds|

< lea(t) |+ || €n- 111/ e —5) s+ || € 1H/ (t—s)Pds
P P

< €n(t) + || €n—1 H 2+ H €n—1 || 2

< len(t) [0 [l €n-1 llc[n,m]

Ou,

Jm ol en(t) llerr, = 0-

Alors,u est la solution de (P).
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2.1.2 Unicité de la solution

Soient u1, 1y deux solutions du équation (P). Nous avons pour ¢ € [Ty, T1]

L1 () — un(t) | < {/Ot(tf—s)"‘Kl(t,s,ul(s))ds—/ot(t—s)/3K2(t,s,u1(s))ds}
i Ut(tT —§) UK, (L5, un(s))ds — /t(t —5)PKy(L,s, uz(s))ds]
0 0
< /Ot(tr —§) A | uy(s) — ua(s) | ds — /Ot(t —$) BB | uy(s) — ua(s) | ds
< max, | ug —uy | /OtA(tT —5) s + nax | uy —uy | /OtB(t —5) Pds

< _‘ — _‘ — .
0l’ilta<>(1 | ul(t) uz(t) | + 0l’ilta<>(1 | ul(t) uz(t) |

Ce qui implique,

| u1(t) —ua(t) ey m < o Il wa(t) —u2(t) llcrm,my

Alors,

(1=p)( max | w(t) = ua(t) [) <0,

Puisque:0 < p < 1,alors (1 — p) > 0, donc uy (t) = up(t).

Enfin nous concluons le probléme (P) admet une unique solution u sur l'intervalle

[To, T1).

2.1.3 Prolongement de la solution

Notons (1) la solution du probleme réduite dans l'intervalle [Ty, Ty ], et nous allons
étudier la solution du probléme pour ¢ € [Ty, Tz| qui est notée par 1. Alors nous écrivons le

probléme sous la forme suivante :Vt € [Ty, T],
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t t
(tr — ) T%Kq(t,s,u1(s))ds + | (t—s)"PKa(t,s,uq(s))ds.
Ty T

{ul(t) = P(t) +

Ty T
P(t):f(t)+/0 (tT—s)”‘Kl(t,S,uo(s))ds—l—/O (t — §)PKa(t, s, uo(s))ds

Nous appliquons les mémes étapes pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution
uq dans l'intervalle [Ty, T5].

Nous pouvons définir la solution du probleme (p) dans I'intervalle [T}, T;] comme suit :

u(t) _ Mo(t) t e [T(), Tl]/

ul(t) t e [Tl, Tz].

Il est clair que u € C([Ty, T2]) ce qui prouve que le probleme (p) admet une unique
solution dans [T, T,]. Nous allons prolonger la solution dans [0, b] avec la répétition des

meémes étapes sur un nombre fini de sous intervalles.
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CHAPITRE

Etude numérique

Dans ce chapitre est consacrée a I’étude numérique des solutions des équations inté-
grales faiblement singuliere de Volterra non linéaires basées essentiellement 1‘équation 1
contient des noyaux qui sont composées de deux parties 'une est faiblement singulieres, et
l'autre est réguliere.
ou,l’existence et I'unicité de la solution de cette équation sont assurées par conditions des

hypothése (H) proposées dans la chapitre 2 qui définie par :

u(t) = /Ot(tr ) Ky (45, u(s))ds + /Ot(t — $)PKa(t, s, u(s))ds + F(t). (3.1)

Nous utilisons la méthode du produit intégration pour enlever la singularité des noyaux.

Nous allons approcher les parties régulieres Ky, K par les fonctions chapeaux. Soit la subdi-

. —b
vision {tj }Ogjgn ,avect; = a+jh,h = 4
S — t]'
PulKa(tiys,u(s)) = ——ki(ti tjs, u(tjsa))
tii1—s
S — t]'
PulKo](tiys,u(s)) = ——ka(titjsr, utjsn))
ti,1—S8
+ i kz(i’i, t]',l/l(t]')) , (t] <s< tj—l—l)'

h
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Ce qui donne I'approximation des intégrales suivantes,

t; i—=1
L = / (ti—T—5)"Ki(t,s,u(s))ds =) / }H(ti — T —5) “Ky(t;,s,u(s))ds
0 — |
j=0""%
i—1
~ a; 1Ky (ti, to, u(to)) + Y (aiji1 + Bij ) Ka (i, tj, u(t;) )+BiiKa (£, £, u(t) ), (3.2)
j=1

L= /Oti(fz' —5) PKa(t,s,u(s))ds = ];)/tfj+l(fi — ) PKa(ti,s, u(s))ds

i—1
~ &;1Ko(t;, to, u(to)) + “z]+1 + 51])K2 (tl,t],u( ) )+,Bz iKa (i, ti, u(t;) ). (3.3)
]—1
ou, pourtout0 <j<i—1

(oci,jﬂ %/t]tﬁl(h —T—5) "(tjy1 —8)ds,
Bij+1 % /t]tjﬂ(ti —T—5) (s —t)ds,
i % tjtjﬂ(tl $) Bt — s)ds,
Bun=7 [ -9 P~ s

. j

avec a;j1, B;j+1 sont calculables explicitement.

Il résulte que :
(

t = to; Uy = f(to),
io1

t=ti;  U(t) = f(t) + a1 Ko (b, to, u(to)) + Y (@ijer + Bij ) Ku(ti, £, u(t)))

. j=1

(L) i—1

+BiiKq (i, ti, u(t;)) + i1 Ko (£, to, uto)) + Y, (&ij41 + Bij ) Ko (i, tj,u(t;) )
=1

+Bi K (t, ti, u(t;) ).

U; approche les valeurs u(t;).
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3.1 Etude d’équation

Théoréme: Pour h suffisamment petit, 'équation (L) a une unique solution.

Preuve:

V(X) eR, || X |=[ X].

Pour tout 1 < i < n, Nous définissons :

i(X) = S+ BiiKq (ti, ti, X) ) +BiiKa (1, 1, X)),
ou,

i—1

S = f(t;) +a;1Ki(ti, to, Uo)) + Y (a1 + Bij ) Ki(ti, £, Uj))
=

i—1
_sz 1K2 tzr to, uO + Z “1]+1 + ,Bz] KZ (tz/ t]/ u )
j=1

Nous supposons que Uy, Uy, .., U;_1 sont connues, il est clair que I'’équation est composé
implicites tel que pour définir Uy,

X = ¢i(X). (3.4)

nous allons prouver que ¢; admet un unique point fixe,

i (X) = (X)) 1= 7 lln,

n = Bii(Ky (i, ti, X) =Ky (i, ti, X)) + Bii(Ka (ti, ti, X ) =Ko (ti, £, X')).
En appliquant la condition (2) de I'hypothése (H), nous obtenons

7] < Bii(A|X=X"|)+pii(B| X-X"])
< max(A,B)Bii(| X = X" |) + Bu(] X = X" ).
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Alors,
| ;(X) — ;(X) 1< max(A, B)(Bii, Bij) || X — X" |1 -

Mais, }lim max (B, ;, Bi ;) = 0, alors d’apres le théoréeme du point fixe de Banach est contrac-
—0 ’ ’

tante pour h assez petit. Par conséquent I'équation (®) admet une unique solution (X).

3.1.1 Analyse de l'erreur

Dans cette partie, nous allons démontrer que la méthode numérique construite dans la
partie précédente converge vers la solution exacte de I'équation, alors nous suivons deux
étapes :
premierement, nous montrons qu'elle est consistante. Pour cela nous définitions I'erreur de
consistance par la formule

A(h,t;) = 6(h,t;) +6(h, t;)

avec .
t; i
5(h,t;) = /0 (b — T — ) Ky (t,5,u(s))ds — Y uiiKy (b, t,u(t;) ),
j=0
o ti i
S(h,t;) :/0 (t:— s) " PKa(t,5,u(s))ds — Y iKa (£ i, u(t;) ).
j=0
Oou,

aj1, si j=0,
Hij = §aijr1+Bij, si 1<j<i+],
,Bi,i/ si ] =1
561'/1, Si ] = 0,

fij =  &ij1+Bij, si 1<j<i+1,

,gi,i/ si ]=1.
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Proposition :

max | A(h,t;) | < p(wo(h, )+ wo(h, Hy) + wo(h, Hy))

1<i<n

+  max wo(h, Ki(t,.,u)) || a |

a<t<buelR

+  max  wo(h, Ka(t,.,u)) || B I,

a<t<buelR
o,
wo(h, @) = max |@(v)—¢(0) |,

lv—0|<h

Vi€ [a,b), Hi(t) = /at(tT —§) K (b s, u(s))ds,

Ho(t) — /at(t—s)_ﬁKz(t,s,u(s))ds.

Preuve: Nous savons que,

| 5(h/ ti) | < ‘Vlzlea“)éh(' Kl(ti/ v,u(v)) - Kl(ti,v,u(O)) |

+\KﬂmMuwD—Kﬂmawm)DAZHf—T—ﬂ“I%,

27

< max | Ky(t;,v,u(v)) — Ky(t;, 0, u( |/ (ti—T—s)"%]|ds

a<t<b, u€eR

+ plwo(h, u)).

80t | < max (| Kalti,v,u(v)) — Kolt, v, u(0))|

+ [ Ka(ti, v, u(0)) — Ka(t;, 0,u(6)) D/Otj | (t; —s)7F | ds,

< max | Kot v,u(v)) — Ka(t;, 6, u(6 |/ (i —s)F | ds

a<t<b, uelR

+ p((U()(]’l, u))
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Mais,
0
u@) —u(v) = fo—f) +/O (0 — T —s) " "Ky(6,s,u(s))ds
- /Ov(v —T—5) “Kq(v,s,u(s))ds.
0
1(0) —i(v) = fo— f(v)+ [ (0—5)PKi(0,5,u(s))ds
- /OU(V — ) PKy(v,s,u(s))ds.
Alors,
Jmax, | u(f) —u(v) | = Jmax, | f(8) = f(v) |  max, | Hi(6) — Ha(v) | .
CUo(h,Ll) < wg(h,f) —I—(Uo(h,Hl).
et nous avons aussi,
Jmax, | 4(0) —a(v) | = Jmax, | £(6) = f(v) | + ma | H2(0) — Ha(v) | .
wo(h,u) < a)o(h,f) +CUO(h, Hz).
Donc,
[t | < Elwolh, £) + wollh, Hy) + wolh, Ha))
+ |v—9\r<r;flx uEIRwo(h,Kl(t,;,u)) ||l -
160 t) | < E(wolh f) + wolh, Hu) +wolh, Hy))

+ max wo(h, Ky(t,;, u .
lv—0|<h, ueR 0(, Ko DRIN:AS
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ce qui prouve que

max | A(ht) | < plwo(h, f) + wo(h, Hy) + wo(h, Ha))

1<i<n

_|_

h,K{(t,.
ﬂﬁtﬁnl;l;axuell{wo( Kt u)) [ e ]

—+ w I’l,K t,_’u )
s hax o o(h Ka(t,.,u)) || B[

On résulte que cette méthode est consistante car

lim(max || A(h, ) ||c) = 0.

h—0 1<i<n

Deuxiemement, nous allons montrer que cette méthode est convergente, et pour cela nous

avons besoin de définir 'erreur de discrétisation qui est donnée par

{Ci = U; —u(t;).

La méthode est dite convergente si,

li ; = 0.
tim (max | ¢ llc)
Théoréme: Siles hypotheses (H) sont satisfaites et I'intervalle [a, b] peut étre divisé en
T
un nombre fini de sous intervalles [a = Ty, T1], [T1, T2], ..., [Tm—1, Tm = b] tel que j, < f
qui est le plus grand entier, et y;; = fi;; = 0 pour j > 1, les poids p;;, fl;; vérifient la condition

suivante :

jv+1_1

max (A, B) (uij + flij)
1 —max(A, B) (pii + flii)

<p<l i>1 0<ov<m.

j:jv
Cette subdivision doit étre indépendante de #, alors,

1 m
max || & lle< (—) max || A(h ) llc— o 0.

1<i<n 1—p/) 1<i<n
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Preuve: En effet,
i
gi = Z ]’lij[Kl(til t], UJ) - Kl(til t]lu(t]))] - é(h’ tZ)
j=0

i
+ Z ,ﬁij[KZ(ti/ t]', U]) — Kz(tl', t]',u(t]'))] — (S(h, ti).
j=0

Il résulte que
1
IGi lle< Z max(A, B) (uij, i) 1| &j llc + | Al ) [lc -

Pour h petit, nous avons :

1 x(A, B) (uij + fij)

| Gillc < Z ax(A B)(]/l11+]/lzl
| Ak ti)c

1 —max(A, B) (i + flii)”

] IGi llc

_|_

A fin d’obtenir le résultat, nous utilisons le lemme de Gronewel.

Tests numériques

Nous avons donné exemple afin d’assurer la convergence et la précision de la méthode
d’intégration produit pour approximer les intégrales ou l'intégrant n’est pas borné et se

comporte mal.

Exemple: Considérons|’équations intégrales faiblement singulieres de Volterra donné

par:
/|t 2 —s| R+ +/ (t—s)~3 ¢ ds + f(t)
—2h — —s) .
”—l—l sin? u + cos?s + 1
Les noyaux

Ki(t,s,x) = Ble+1)

1\tro0 - efx_’_l s

ot

K>(t,s,x) = .
2( ) sin® x + cos?s + 1
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vérifient I'hypothese (H)(2) avec A = 3,B = 2.

Les parties faiblement singuliéres sont présentées comme suit :

Ly = (t—2h—s)74,

Les fonctions

sont continues sur [0, b].
La solution exacte du I'équation est

u(t) =t.

Le tableau suivant donne une estimation de 'erreur entre la solution exacte et la solution

approximative du systéme

E(h) = max | U; —u(t;) | .

0<i<n

h 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001

E (h) 1.42E — 002 4.78E — 003 3.96E — 004 1.37E — 004 1.19E — 005

TaBLE 3.1 — Numerical résultats of example by all methods
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous sommes intéressés a I’équation intégrale non linéaire de Volterra
avec deux noyaux faiblement singuliére. Nous avons effectue une étude analytique et numé-
rique de cette équation. Pour atteindre notre but, dans I’étude analytique on va basée sur
des hypotheses acceptable, qui donne le cadre fonctionnelle de notre probleme, pour que
notre équation admet une solution unique.

Dans I’étude numérique ou notre intégrale atteint une singularité faible, on na basée sur la
méthode "product intégral" pour construire une approximation numérique de cette équa-
tion, et on notre que cette approximation et consistance et converge vers la solution exacte
de notre équation comme perspectures, nous allons essayé de trouver une approximation
de la solution exacte de notre équation, dans le cas générale ou les deux points de singularité

et son lorgne d'un autre, et montre la consistance et la convergence dans ce cas.
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