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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse l’équation intégrale non linéaire de Volterra avec deux

noyaux faiblement singulières.

L’objectif de cette mémoire est mettre notre problème dans le cadre fonctionnelle, et de

mettre des hypothèses acceptable pour que notre équation admet une solution unique, et

avec la même condition on essaye de construire une méthode numérique adapter notre

équation, qui converge vers la solution exacte de notre équation.

Mots-clés : équation intégrale, équation intégrale de Volterra, point fixe,Équation non-

linéaire,méthode de Nyström, méthode de product intégration,
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Abstract

In this thesis, we are interested in the Volterra nonlinear integral equationwith twoweakly

singular kernels.

The purpose is to put the problemin a functional framework to come out with acceptable

hypotheses, so a unique solution is admitted by our equation. In the same contions we

attempted to build a numerical method to adaptthe equation and converge to wards the

exact solution of the equation.

Keywords : Integral equation, Volterra integral equation,Non linear equation, Fixed point,

Nyströmmethod.
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Introduction

L’équation intégrale de Volterra avec l’équation de Fredholm, et l’une des équations les

plus célèbres unmathématiques appliquées.

Dans ce mémoire, nous somme intéresser par l’équation intégrale de Volterra avec un noyau

non linéaire et avec double singularité, sous forme de deux intégrale avec singularité faible.

Ce travail est nouveau et complémentaire aux recherchés menées au niveau du laboratoire

et département mathématique de notre université, ou ont été les recherche menées sur les

différentes équations de Volterra, particulier :

• équation de Volterra avec noyau non linéaire,

• équation de Volterra intégro-différentielle,

• équation de Volterra de première espèce,

• systéme des équation de Volterra avec noyau singulière.

Notre travail est présenté en trois chapitres de la manière suivante :

chapitre 1 : nous rappelons quelques notions de base dans l’analyse fonctionnelle et

numérique qui seront utilisées dans les chapitres qui se suivent.

chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous présentons l’étude analytique d’un équations intégrales

non linéaires de Volterra. Notre étude sera basée sur la méthode des approximations suc-

cessives pour assurer l’existence et l’unicité de la solution du problème, avec des hypothèse

acceptable.

chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous allons produire une méthode numérique pour l’ap-

proximation de la solution de notre équation qui basé a la méthode de "product intégral"

pour montre efficacité de cette méthode.

Enfin, nous terminerons notre travail par une conclusion générale.

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa
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1
Résultats préliminaires et notations

Dans ce chapitre, on donne des notions et définitions sur des équations intégrales li-

néaires (non linéaires) et leurs types et quelques méthodes analytiques et numériques pour

résoudre des équations intégrales de Volterra.

1.1 classification de l’équation intégrale de Volterra

Dans cette section, nous donne une classification des équations intégrales de Volterra

basée les propriétés de leurs noyaux, comprendre les différents types d’intégrale de Volterra.

La forme la plus courante de ses équations sont données sous la forme suivante :

ϕ(x) = f (x) + λ
∫ x

a
K(x, t, ϕ(t))dt, (1)

est appelée équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde espèce, ϕ(t) est une

fonction inconnue et K(x, t) et f (x) sont des fonctions connues et λ un paramètre réel.

∫ x

a
K(x, t, ϕ(t))dt = f (x), (2)

est appelée équation intégrale de voltera non linéaire de première espèce, ϕ(t) est une fonc-

tion inconnue.

ϕ(x) = f (x) + λ
∫ x

a
K(x, t)(ϕ(t))dt, (3)

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa
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On appelle une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espèce, ϕ(t) est une

fonction inconnue et K(x, t) et f (x) sont des fonctions connues et λ un paramètre réel.

Si f (x) = 0 l’équation s’écrit.

ϕ(t) = λ
∫ x

a
K(x, t)(ϕ(t))dt, (4)

elle est appelée équation intégrale linéaire homogène de Volterra de seconde espèce. Une

équation à une inconnue ϕ(t), de la forme

∫ x

a
K(x, t)(ϕ(t))dt = f (t), (5)

est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de première espèce.

1.1.1 Propriété de dérivation

Définition : Soit ψ une fonction définit de [a, b]2 à image dans R, telle que pour tout

s ∈ [a, b],ψ(., s) ∈ C1[a, b]. On définit la fonction suivante :

∀t ∈ [a, b]; ϕ(t) =
∫ t

a
ψ(t, s)ds,

Proposition : Pour tout t ∈ [a, b], on a

ϕ′(t) = ψ(t, t) +
∫ t

a

∂ω

∂t
(t, s)ds,

Preuve : Nous avons :

ϕ′(t) = lim
h→0

∫ t+h
a ψ(t + h, s)ds−

∫ t
a ψ(t, s)ds

h

= lim
h→0

∫ t
a ψ(t + h, s)ds +

∫ t+h
t ψ(t + h, s)ds−

∫ t
a ψ(t, s)ds

h

= lim
h→0

1
h

∫ t+h

t
ψ(t + h, s)ds +

∫ t

a
lim
h→0

ψ(t + h, s)ds− ψ(t, s)
h

ds

= lim
h→0

1
h

∫ t+h

t
ψ(t + h, s)ds +

∫ t

a

dψ

dt
(t, s)ds.

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa



1.2 Notions d’analyse fonctionnelle 10

Mais, en utilisant le théorème des accroissements finis, il existe ξ ∈]0, h[ tel que

1
h

∫ t+h

t
ψ(t + h, s)ds = ψ(t + h, t + ξ),

Il suffit de faire tendre h vers 0 pour obtenir le résultat.

1.2 Notions d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Théorème du point fixe de Banach

Soit (B, ‖ · ‖) un espace de Banach, nous définissons l’application f de B dans B. Le

théorème de Banach nous permet de prouver l’existence et l’unicité d’un point fixe P∗ de f

tel que, p∗ = f (p∗).

définition : f est dite lipschitzienne si

∃K > 0, ∀x, y ∈ B, ‖ f (x)− f (y) ‖≤ K ‖ x− y ‖,

Si k < 1, alors f est contractante.

Théorème : f admet un unique point fixe p∗ ∈ B si f est contractante. De plus, nous avons

la suite récurrente  p0 ∈ B

pn+1 = f (pn)n ∈ N.

qui converge vers p∗ et vérifie la majoration suivante :

‖ pn − p∗ ‖≤ Kn

1− K
‖ p1 − p0 ‖ . (1.1)

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa
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1.3 Notions d’analyse numérique

1.3.1 Formule d’interpolation polynômial par morceaux

Soient une fonction f : [a, b] → R continue et σ = {a ≤ t0 < t1 < .... < tn = b}
avec (tj)0≤j≤n, une subdivision de l’intervalle [a, b], les points t0, t1, ..., tn , s’appellent points

d’interpolation.On définit la suite de fonctions
{

σj

}
n
j=1 par :

σj(t) =



t− tj−1

tj − tj−1
t ∈ [tj−1, tj],

tj+1 − t
tj+1 − tj

t ∈ [tj, tj+1], 2 ≤ j ≤ n− 1,

0 ailleurs.

σ0(t) =


t2 − t
t2 − t1

t ∈ [t1, t2],

0 ailleurs.

σn(t) =


t− tn−1

tn − tn−1
t ∈ [tn−1, tn],

0 ailleurs.

Ce qui s’appelle les fonctions chapeaux.

L’interpolant polynômiale par morceaux d’ordre 1 d’une fonction f ∈ C0([a, b]) est

donné par :

∀t ∈ [a, b], Pn,1[ f ](t) =
n

∑
j=1

f (tj)σj(t), (1.2)

Pour h > 0, la fonction suivante :

ω0(h, f ) = max
|s−x|<h,a≤s,x≤b

| f (s)− f (t) |,

est appelée le module de continuité de f . Donc, si h tend vers 0 alors w0(h, f ) tend vers 0,

puisque f est continue.

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa
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Théorème : Nous avons

sup
x∈[a,b]

| f (t)− Pn,1[ f ](t) |≤ ω0(hn, f ),

où

hn = max
1≤j≤n−1

(tj+1 − tj).

preuve : Nous avons d’après (1.2.2), pour tout t ∈ [tj, tj+1],

Pn,1[ f ](t) = f (tj)(1− αj(t)) + f (tj+1)αj(x),

où,

αj(t) =
t− tj

tj+1 − tj
∈ [0, 1],

Ceci montre que pour tout t ∈ [tj, tj+1],

Pn,1[ f ](t)− f (t) = ( f (tj)− f (t))(1− αj(t)) + ( f (tj+1)− f (t))αj(t),

et enfin,

sup
t∈[α,β]

| f (t)− Pn,1[ f ](t) |≤ ω0(hn, f ).

.

1.3.2 Méthode de Nyström

Soit f : [a, b]→ R une fonction continue, telle que a, b ∈ R et a < b. Dans l’approxima-

tion numérique d’une intégrale

I =
∫ b

a
f (t)dt,

on utilise la méthode de Nyström est définit par :

pour n > 1, la subdivision de l’intervalle [a, b] est :tj = a + jh, 0 ≤ j ≤ n et h =
b− a

n
,

Les formules d’intégrations numériques sont données par :

I =
∫ b

a
f (t)dt ' h

n

∑
j=0

wj f (tj),

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa
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où, pour tout n > 1, max
0≤j≤n

| wj |≤W.

méthode de Trapèze :

Dans ce présent l’étude numérique des solutions des équations intégrales de Volterra li-

néaires basées essentiellement dans la méthode quadratique intégrale et en utilisant l’in-

terpolation la méthode des trapèze , ce dernier la comparant avec les autres méthodes

(Simpson,...) cette méthode Les résultats obtenus assure la convergence du calcul sous la

condition de continuité uniquement.

Ce qui donne :

I =
∫ b

a
f (t)dt ' Tn =

h
2

f (t0) p + h
n−1

∑
j=1

f (tj) +
h
2

f (tn), (1.3)

où les poids sont donnés par la formule suivante : w0 = wn =
1
2

,

wj = 1, 1 ≤ j ≤ n− 1.

Théorème : Si f ∈ C([a, b]), alors

lim
n−→∞

| I − Tn( f ) |= 0.

Preuve : Un simple calcul nous montre que pour tout n ≥ 1.

Tn( f ) =
∫ b

a
Pn,1( f )(t)dt,

Où, Pn,1 est l’interpolant par morceaux d’ordre 1 de la fonction f correspondant à la

subdivision
{

xj
}n

j=0 = 1

Donc, en utilisant le Théorème nous obtenons

| I − Tn( f ) | =

∣∣∣∣∫ b

a
( f (t)− Pn,1( f )(t))dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)ω0(h, f ),

Et comme h tend vers 0 lorsque n tend vers+∞, le résultat est démontré.

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa
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1.3.3 Lemme demajoration

définition : Lemme de Gronewel soit {ξn }n≥0 ⊂ R, vérifiant :

∀n ∈ N, ; | ξn |≤ A
n−1

∑
i=0
| ξi | +Bn,

où,

A > 0 et | Bn |≤ B,

Alors

| ξn |≤ (1 + A)n−1(B + A | ξ0 |) ; ∀n ≥ 1,

preuve : Voir [11]

Lemme : Supposons que

| εn |≤
n−1

∑
j=0
| αnj || ε j | +B, n = r, r + 1, ...,

où, B > 0 et
r−1

∑
j=0
| ε j |≤ n,

Si

n−1

∑
j=0
| αnj |≤ α < 1, n = r, r + 1, ...,

alors,

| εn |≤
B + η

1− α
, n = 0, 1, ...

S’il existe des entiers 0 = J0 < J1 < ... < Jm < Jm+1, avec 0 ≤ r < J1 etJm ≤ n < Jm+1, tel

que pour v = 0, 1, ...m et n = r, r + 1, ...,

min(n,jn+1−1)

∑
j=jv

| αnj |≤ α < 1,

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa
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alors,

| εn |≤
B + η

(1− α)2

(
1

1− α

)m
.

preuve : Voir [11]

1.3.4 Produit intégration

L’undes outils le plus efficace pour traiter les intégrants qui se comportentmal est produit

intégration, et pour simplifier cette idée, nous supposons que l’intégrale qu’on cherche à

approximer est on sous la forme :

I =
∫ t

a
p(t)ϕ(t)dt,

où, ϕ(t) est supposée être régulière (continue), ainsi, quelles que soient les singularités ou

unmauvais comportement de l’intégrant, elles sont incluses dans p(t). Nous approchons

alors ϕ(t) par une fonction ϕ̂(t) telle qu’on peut calculer l’intégrale

Î =
∫ t

a
p(t)ϕ̂(t),

Dans notre travail, on approche ϕ(t) par l’interpolation par morceaux, puis nous devons

être capables d’évaluer explicitement des intégrales de la forme :

I =
∫ t

a
tp(t)dt,

Où les erreurs produites et leurs ordre de convergence sont liés par la relation :

| I − Î |≤ max
a≤t≤b

| ϕ(t)− ϕ̂(t)
∫ b

a
p(s)ds.

Alors, si p(t) se la forme p(t) = t−α avec 0 < α < 1, l’ordre de convergence et ce l’équation

forme h1−α et

| I − Î |≤ Ch1−α

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa
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Equations intégrales faiblement singulière a

double singularités de Volterra

Dans ce chapitre on présenter l’équation principale de notre étude. Cette équation de

type de Volterra non linéaire avec deux noyaux contient chaque une singularité faible on

va présenter le carde fonctionnelle pour que cette équation admet un solution unique . Le

problème est trouver, pour f donné dans C(0, b), une fonction u ∈ C(0, b) est l’inconnue

de l’équation suivante :

(P)


u(t) =

∫ t

0
(tτ − s)−αK1(t, s, u(s))ds +

∫ t

0
(t− s)−βK2(t, s, u(s))ds + f (t),

0 ≤ t < T, 0 < α < 1, 0 < β < 1. (2.1)

où,

tτ = t− τ , 0 < τ < t, s < τ < t.

f est donné dans C[0, b], u est une fonction inconnue on de trouver dans le mème espace

C[0, b].
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les noyaux K1, K2 présenter la partie régulier de notre équation, on supposer qui sont définit

par :

Ki : [0, b]2 ×R→ R,

(t, s, x) 7→ K(t, s, x).

est K1, K2 vérifient les conditions de l’hypothèse suivante :

(H)



(1) K1, K2 ∈ C[0, b]2 × R,

(2) ∃ A, B ∈ R, ∗+, ∀t, s ∈ [0, b], ∀x, y ∈ R,| K1(t, s, x)− K1(t, s, y) |≤ A | x− y |,

| K2(t, s, x)− K2(t, s, y) |≤ B | x− y | .

2.1 Etude analytique

Pour étudier l’existence et l’unicité de la solution u de l’équation (2.1) sur l’intervalle

[0, b], Nous allons utiliser la méthode de Picard, qui est basée sur la construction des suites

récurrentes {un(t) }n≥0 , {ϕn(t) }n≥0 qui sont définies par les formules suivantes :

pour tout t ∈ [a, b] et ∀n ∈ N :
u0(t) = f (t),

un+1(t) =
∫ t

0
(tτ − s)−αK1(t, s, un(s))ds +

∫ t

0
(t− s)−βK2(t, s, un(s))ds + f (t). (2.2)ϕ0 = f (t),

ϕn(t) = un+1 − un(t). (2.3)

2.1.1 Existence de la solution

Le théorème suivant donne un outre pratique pour étudier l’existence et l’unicité de

notre équation.
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Théorème : Si les hypothèses (H) est vérifie, S’il existe une subdivision

a = T0, T1, ..., Tn = b, tel que, pour 0 ≤ i ≤ n , et t ∈ [Ti, Ti+1].
A
∫ min(t,Ti+1)

Ti

(tτ − s)−αds <
ρ

2
<

1
2

, (2.4)

B
∫ min(t,Ti+1)

Ti

(t− s)−βds <
ρ

2
<

1
2

,

avec ρ ne dépend pas de t et de n , alors (P) admet une unique solution dans

C([0, b])).

Preuve : Nous allons prouver l’existence et l’unicité de la solution dans les sous intervalle

[Ti, Ti+1].

Existence de la solution sur [T0, T1] :

supposant t ∈ [T0, T1], nous définitions (un(t)), (ϕn(t))n≥0 comme avant.

ϕn(t) = un+1(t)−un(t) =
∫ t

0
(tτ− s)−αK1(t, s, un(s))ds+

∫ t

0
(t− s)−βK2(t, s, un(s))ds

+f(t)-
∫ t

0
(tτ − s)−αK1(t, s, un−1(s))ds−

∫ t

0
(t− s)−βK2(t, s, un−1(s))ds− f (t)

=
∫ t

0
(tτ − s)−α[K1(t, s, un(s))− K1(t, s, un−1(s))]ds

+
∫ t

0
(t− s)−β[K2(t, s, un(s))− K2(t, s, un−1(s))]ds

Nous utilisons la condition (2) de L’hypothèses (H) , et d’après (2.2)on trouve :

ϕn(t) =
∫ t

0
(tτ − s)−α A | un(s)− un−1(s) | ds +

∫ t

0
(t− s)−βB | un(s)− un−1(s) | ds

=
∫ t

0
(tτ − s)−α Aϕn−1(s)ds +

∫ t

0
(t− s)−βBϕn−1(s)ds,

Et comme la fonction ϕ est continue sur [0, b],
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| ϕn(t) | ≤
∫ t

0
A(tτ − s)−α | ϕn−1(s) | ds +

∫ t

0
B(t− s)−β | ϕn−1(s) | ds

≤ max
0≤s<t

| ϕn−1(s) |
∫ t

0
A(tτ − s)−αds + max

0≤s<t
| ϕn−1(s) |

∫ t

0
B(t− s)−βds

D’après la condition de théorème (2.4),

| ϕn(t) |≤
ρ

2
‖ ϕn−1(t) ‖C[T0,T1]

+
ρ

2
‖ ϕn−1(t) ‖C[T0,T1]

Où,

max | ϕn(t) | ≤
ρ

2
max ‖ ϕn−1(t) ‖ +

ρ

2
max ‖ ϕn−1(t) ‖C[T0,T1]

≤ ρ ‖ ϕn−1(t) ‖C[T0,T1]

Alors,

‖ ϕn ‖C[T0,T1]
≤ ρ ‖ ϕn−1 ‖C[T0,T1]

Ce qui donne :

‖ ϕn ‖C[T0,T1]
≤ ρ ‖ ϕn−1 ‖C[T0,T1]

≤ ρ2 ‖ ϕn−2 ‖C[T0,T1]
≤ ..... ≤ ρn ‖ ϕ0 ‖C[T0,T1]

et cette formelle implique

n

∑
i=0
‖ ϕi ‖C[T0,T1]

≤
n

∑
i=0

ρi ‖ ϕ0 ‖C[T0,T1]

≤ ‖ ϕ0 ‖C[T0,T1]
1− ρi+1

1− ρ

≤ 1
1− ρ

‖ ϕ0 ‖C[T0,T1]

Ce qui implique que,
∞

∑
n=0
‖ ϕn ‖C[T0,T1]

est convergente, par conséquent

∞

∑
n=0

ϕn est normalement convergente, Donc il existe u ∈ C([0, b]) tel que,

∞

∑
n=0

ϕn(t) = lim
n−→+∞

un(t) = u(t),
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Pour montrer que u(t) est un solution de l’équation (2.1) pour t ∈ [0, b] :

u(t) = un(t) + εn(t), (2.5)

avec

lim
n→∞

εn(t) = 0.

La soustraction de deux coté de notre équation donne, Nous remplacent ui(t) par la formule

(2.5) on trouve

∣∣∣∣u(t)− f (t)−
∫ t

0
(tτ − s)−αK1(t, s, u(s))ds−

∫ t

0
(t− s)−βK2(t, s, u(s))ds

∣∣∣∣

=
∣∣∣∣εn + un(t)− f (t)−

∫ t

0
(tτ − s)−αK1(t, s, u(s))ds−

∫ t

0
(t− s)−βK2(t, s, u(s))ds

∣∣∣∣
≤ |εn(t)|+

∣∣∣∣[∫ t

0
(tτ − s)−αK1(t, s, un−1(s))− K1(t, s, u(s)) ]|

+
[∫ t

0
(t− s)−βK2(t, s, un−1(s))− K2(t, s, u(s))

]
≤
∣∣∣∣εn(t)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ t

0
(tτ − s)−α A

∣∣∣∣εn−1(s)
∣∣∣∣ds +

∫ t

0
(t− s)−βB |εn−1(s) |ds|

≤
∣∣∣∣εn(t)

∣∣∣∣+ ‖ εn−1 ‖
∫ t

0
A(tτ − s)−αds+ ‖ εn−1 ‖

∫ t

0
B(t− s)−βds

≤
∣∣∣εn(t)

∣∣∣+ ‖ εn−1 ‖
ρ

2
+ ‖ εn−1 ‖

ρ

2

≤
∣∣∣εn(t)

∣∣∣+ρ ‖ εn−1 ‖C[T0,T1]

Où,

lim
n−→+∞

‖ εn(t) ‖C[T0,T1]
= 0.

Alors,u est la solution de (P).
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2.1.2 Unicité de la solution

Soient u1, u2 deux solutions du équation (P). Nous avons pour t ∈ [T0, T1]

| u1(t)− u2(t) |≤
[∫ t

0
(tτ − s)−αK1(t, s, u1(s))ds−

∫ t

0
(t− s)−βK2(t, s, u1(s))ds

]
-
[∫ t

0
(tτ − s)−αK1(t, s, u2(s))ds−

∫ t

0
(t− s)−βK2(t, s, u2(s))ds

]
≤
∫ t

0
(tτ − s)−α A | u1(s)− u2(s) | ds−

∫ t

0
(t− s)−βB | u1(s)− u2(s) | ds

≤ max
T0≤t≤T1

| u1 − u2 |
∫ t

0
A(tτ − s)−αds + max

T0≤t≤T1
| u1 − u2 |

∫ t

0
B(t− s)−βds

≤ ρ

2
max

T0≤t≤T1
| u1(t)− u2(t) | +

ρ

2
max

T0≤t≤T1
| u1(t)− u2(t) | .

Ce qui implique,

‖ u1(t)− u2(t) ‖C[T0,T1]
≤ ρ ‖ u1(t)− u2(t) ‖C[T0,T1]

,

Alors,

(1− ρ)( max
T0≤0≤T1

| u1(t)− u2(t) |) ≤ 0.

Puisque : 0 < ρ < 1 , alors (1− ρ) > 0, donc u1(t) = u2(t).

Enfin nous concluons le problème (P) admet une unique solution u sur l’intervalle

[T0, T1].

2.1.3 Prolongement de la solution

Notons (u0) la solution du problème réduite dans l’intervalle [T0, T1], et nous allons

étudier la solution du problème pour t ∈ [T1, T2] qui est notée par u1. Alors nous écrivons le

problème sous la forme suivante :∀t ∈ [T1, T2],
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{
u1(t) = F(t) +

∫ t

T1

(tτ − s)−αK1(t, s, u1(s))ds +
∫ t

T1

(t− s)−βK2(t, s, u1(s))ds.

avec,

F(t) = f (t) +
∫ T1

0
(tτ − s)−αK1(t, s, u0(s))ds +

∫ T1

0
(t− s)−βK2(t, s, u0(s))ds

Nous appliquons les mêmes étapes pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution

u1 dans l’intervalle [T1, T2].

Nous pouvons définir la solution du problème (p) dans l’intervalle [T1, T2] comme suit :

u(t) =

u0(t) t ∈ [T0, T1],

u1(t) t ∈ [T1, T2].

Il est clair que u ∈ C([T0, T2]) ce qui prouve que le problème (p) admet une unique

solution dans [T0, T2]. Nous allons prolonger la solution dans [0, b] avec la répétition des

mêmes étapes sur un nombre fini de sous intervalles.
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Etude numérique

Dans ce chapitre est consacrée à l’étude numérique des solutions des équations inté-

grales faiblement singulière de Volterra non linéaires basées essentiellement l‘équation 1

contient des noyaux qui sont composées de deux parties l’une est faiblement singulières, et

l’autre est régulière.

ou,l’existence et l’unicité de la solution de cette équation sont assurées par conditions des

hypothèse (H) proposées dans la chapitre 2 qui définie par :

u(t) =
∫ t

0
(tτ − s)−αK1(t, s, u(s))ds +

∫ t

0
(t− s)−βK2(t, s, u(s))ds + f (t). (3.1)

Nous utilisons la méthode du produit intégration pour enlever la singularité des noyaux.

Nous allons approcher les parties régulières K1, K2 par les fonctions chapeaux. Soit la subdi-

vision
{

tj
}

0≤j≤n , avec tj = a + jh , h =
a− b

n
:

Pn[K1](ti, s, u(s)) =
s− tj

h
k1(ti, tj+1, u(tj+1))

+
tj+1 − s

h
k1(ti, tj, u(tj)) , (tj ≤ s ≤ tj+1),

Pn[K2](ti, s, u(s)) =
s− tj

h
k2(ti, tj+1, u(tj+1))

+
tj+1 − s

h
k2(ti, tj, u(tj)) , (tj ≤ s ≤ tj+1).
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Ce qui donne l’approximation des intégrales suivantes,

I1 =
∫ ti

0
(ti − τ − s)−αK1(t, s, u(s))ds =

i−1

∑
j=0

∫ tj+1

tj

(ti − τ − s)−αK1(ti, s, u(s))ds

' αi,1K1(ti, t0, u(t0)) +
i−1

∑
j=1

(
αi,j+1 + βi,j

)
K1
(
ti, tj, u(tj) )+βi,iK1 (ti, ti, u(ti) ), (3.2)

I2 =
∫ ti

0
(ti − s)−βK2(t, s, u(s))ds =

i−1

∑
j=0

∫ tj+1

tj

(ti − s)−βK2(ti, s, u(s))ds

' α̂i,1K2(ti, t0, u(t0)) +
i−1

∑
j=1

(α̂i,j+1 + β̂i,j)K2
(
ti, tj, u(tj)

)
+β̂i,iK2 (ti, ti, u(ti) ). (3.3)

où, pour tout 0 ≤ j ≤ i− 1

αi,j+1 =
1
h

∫ tj+1

tj

(ti − τ − s)−α(tj+1 − s)ds,

βi,j+1 =
1
h

∫ tj+1

tj

(ti − τ − s)−α(s− tj)ds,

α̂i,j+1 =
1
h

∫ tj+1

tj

(ti − s)−β(tj+1 − s)ds,

β̂i,j+1 =
1
h

∫ tj+1

tj

(ti − s)−β(s− tj)ds.

avec αi,j+1, βi,j+1 sont calculables explicitement.

Il résulte que :

(L̆)



t = t0; U0 = f (t0),

t = ti; U(ti) = f (ti) + αi,1K1(ti, t0, u(t0)) +
i−1

∑
j=1

(
αi,j+1 + βi,j

)
K1(ti, tj, u(tj))

+βi,iK1(ti, ti, u(ti)) + α̂i,1K2(ti, t0, u(t0)) +
i−1

∑
j=1

(
α̂i,j+1 + β̂i,j

)
K2
(
ti, tj, u(tj) )

+β̂i,iK2 (ti, ti, u(ti) ).

Ui approche les valeurs u(ti).
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3.1 Etude d’équation

Théorème : Pour h suffisamment petit, l’équation (L̆) a une unique solution.

Preuve :

∀(X) ∈ R, ‖ X ‖=| X | .

Pour tout 1 ≤ i ≤ n, Nous définissons :

ψi(X) = S + βi,iK1
(
ti, ti, X)

)
+β̂i,iK2 (ti, ti, X) ),

Où,

S = f (ti) + αi,1K1(ti, t0, U0)) +
i−1

∑
j=1

(
αi,j+1 + βi,j

)
K1(ti, tj, Uj))

+α̂i,1K2(ti, t0, U0) +
i−1

∑
j=1

(
α̂i,j+1 + β̂i,j

)
K2
(
ti, tj, Uj ).

Nous supposons que U0, U1, .., Ui−1 sont connues, il est clair que l’équation est composé

implicites tel que pour définir UI ,

X = ψi(X). (3.4)

nous allons prouver que ψi admet un unique point fixe,

‖ ψi(X)− ψi(X′) ‖1=‖ η ‖1,

η = βi,i(K1
(
ti, ti, X

)
−K1

(
ti, ti, X′

)
) + β̂i,i(K2

(
ti, ti, X

)
−K2

(
ti, ti, X′ )).

En appliquant la condition (2) de l’hypothèse (H), nous obtenons

| η | ≤ βi,i(A | X− X′ |) + β̂i,i(B | X−X′ |)

≤ max(A, B)βi,i(| X− X′ |) + β̂ii(| X− X′ |).
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Alors,

‖ ψi(X)− ψi(X′) ‖1≤ max(A, B)(βi,i, β̂i,i) ‖ X− X′ ‖1 .

Mais, lim
h→0

max(βi,i, β̂i,i) = 0, alors d’après le théorème du point fixe de Banach est contrac-

tante pour h assez petit. Par conséquent l’équation (L) admet une unique solution (X).

3.1.1 Analyse de l’erreur

Dans cette partie, nous allons démontrer que la méthode numérique construite dans la

partie précédente converge vers la solution exacte de l’équation, alors nous suivons deux

étapes :

premièrement, nous montrons qu’elle est consistante. Pour cela nous définitions l’erreur de

consistance par la formule

∆(h, ti) = δ(h, ti) + δ̂(h, ti)

avec

δ(h, ti) =
∫ ti

0
(ti − τ − s)−αK1(t, s, u(s))ds−

i

∑
j=0

uijK1
(
ti, tj, u(tj) ) ,

δ̂(h, ti) =
∫ ti

0
(ti − s)−βK2(t, s, u(s))ds−

i

∑
j=0

ûijK2
(
ti, tj, u(tj) ) .

Où,

µij =


αi,1, si j = 0,

αi,j+1 + βi,j, si 1 ≤ j ≤ i + 1,

βi,i, si j = i.

µ̂ij =


α̃i,1, si j = 0,

α̃i,j+1 + β̃i,j, si 1 ≤ j ≤ i + 1,

β̃i,i, si j = i.
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Proposition :

max
1≤i≤n

| ∆(h, ti) | ≤ ρ(ω0(h, f ) + ω0(h, H1) + ω0(h, H2))

+ max
a≤t≤bu∈R

ω0(h, K1(t, ., u)) ‖ α ‖L1

+ max
a≤t≤bu∈R

ω0(h, K2(t, ., u)) ‖ β ‖L1 ,

Où,

ω0(h, ϕ) = max
|ν−θ|<h

| ϕ(ν)− ϕ(θ) |,

∀t ∈ [a, b], H1(t) =
∫ t

a
(tτ − s)−αK1(t, s, u(s))ds,

H2(t) =
∫ t

a
(t− s)−βK2(t, s, u(s))ds.

Preuve : Nous savons que,

| δ(h, ti) | ≤ max
|ν−θ|<h

(| K1(ti, ν, u(ν))− K1(ti, ν, u(θ)) |

+ | K1(ti, ν, u(θ))− K1(ti, θ, u(θ)) |)
∫ ti

0
| (ti − τ − s)−α | ds,

≤ max
a≤t≤b, u∈R

| K1(ti, ν, u(ν))− K1(ti, θ, u(θ)) |
∫ ti

0
| (ti − τ − s)−α | ds

+ ρ(ω0(h, u)).

| δ̂(h, ti) | ≤ max
|ν−θ|<h

(| K2(ti, ν, u(ν))− K2(ti, ν, u(θ)) |

+ | K2(ti, ν, u(θ))− K2(ti, θ, u(θ)) |)
∫ ti

0
| (ti − s)−β | ds,

≤ max
a≤t≤b, u∈R

| K2(ti, ν, u(ν))− K2(ti, θ, u(θ)) |
∫ ti

0
| (ti − s)−β | ds

+ ρ(ω0(h, u)).
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Mais,

u(θ)− u(ν) = fθ − f (ν) +
∫ θ

0
(θ − τ − s)−αK1(θ, s, u(s))ds

−
∫ ν

0
(ν− τ − s)−αK1(ν, s, u(s))ds.

û(θ)− û(ν) = fθ − f (ν) +
∫ θ

0
(θ − s)−βK1(θ, s, u(s))ds

−
∫ ν

0
(ν− s)−βK2(ν, s, u(s))ds.

Alors,

max
|ν−θ|<h

| u(θ)− u(ν) | = max
|ν−θ|<h

| f (θ)− f (ν) | + max
|ν−θ|<h

| H1(θ)− H1(ν) | .

ω0(h, u) ≤ ω0(h, f ) + ω0(h, H1).

et nous avons aussi,

max
|ν−θ|<h

| û(θ)− û(ν) | = max
|ν−θ|<h

| f (θ)− f (ν) | + max
|ν−θ|<h

| H2(θ)− H2(ν) | .

ω0(h, u) ≤ ω0(h, f ) + ω0(h, H2).

Donc,

| δ(h, ti) | ≤
ρ

2
(ω0(h, f ) + ω0(h, H1) + ω0(h, H2))

+ max
|ν−θ|<h, u∈R

ω0(h, K1(t, ; , u)) ‖ α ‖L1 .

| δ̂(h, ti) | ≤
ρ

2
(ω0(h, f ) + ω0(h, H1) + ω0(h, H2))

+ max
|ν−θ|<h, u∈R

ω0(h, K2(t, ; , u)) ‖ β ‖L1 .
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ce qui prouve que

max
1≤i≤n

| ∆(h, ti) | ≤ ρ(ω0(h, f ) + ω0(h, H1) + ω0(h, H2))

+ max
a≤t≤b; u∈R

ω0(h, K1(t, ., u)) ‖ α ‖L1

+ max
a≤t≤b; u∈R

ω0(h, K2(t, ., u)) ‖ β ‖L1 .

On résulte que cette méthode est consistante car

lim
h→0

( max
1≤i≤n

‖ ∆(h, ti) ‖C) = 0.

Deuxièmement, nous allons montrer que cette méthode est convergente, et pour cela nous

avons besoin de définir l’erreur de discrétisation qui est donnée par

{
ξi = Ui − u(ti).

La méthode est dite convergente si,

lim
h→0

( max
1≤i≤n

‖ ξi ‖C) = 0.

Théorème : Si les hypothèses (H) sont satisfaites et l’intervalle [a, b] peut être divisé en

un nombre fini de sous intervalles [a = T0, T1], [T1, T2], ..., [Tm−1, Tm = b] tel que jv ≤
Tv

h
qui est le plus grand entier, et µij = µ̂ij = 0 pour j > i, les poids µij, µ̂ij vérifient la condition

suivante :

jv+1−1

∑
j=jv

∣∣∣∣ max(A, B)(µij + µ̂ij)

1−max(A, B)(µii + µ̂ii)

∣∣∣∣ ≤ ρ < 1, i ≥ 1, 0 ≤ v ≤ m.

Cette subdivision doit être indépendante de h, alors,

max
1≤i≤n

‖ ξi ‖C≤
(

1
1− ρ

)m
max

1≤i≤n
‖ ∆(h, ti) ‖C−→h→0 0.
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Preuve : En effet,

ξi =
i

∑
j=0

µij[K1(ti, tj, Uj)− K1(ti, tj, u(tj))]− δ(h, ti)

+
i

∑
j=0

µ̂ij[K2(ti, tj, Uj)− K2(ti, tj, u(tj))]− δ̂(h, ti).

Il résulte que

‖ ξi ‖C≤
i

∑
j=0

[
max(A, B)(µij, µ̂ij)

]
‖ ξ j ‖C + ‖ ∆(h, ti) ‖C .

Pour h petit, nous avons :

‖ ξi ‖C ≤
i−1

∑
j=0

max(A, B)(µij + µ̂ij)

1−max(A, B)(µii + µ̂ii)
‖ ξi ‖C

+
‖ ∆(h, ti)C

1−max(A, B)(µii + µ̂ii)
.

A fin d’obtenir le résultat, nous utilisons le lemme de Gronewel.

Tests numériques

Nous avons donné exemple afin d’assurer la convergence et la précision de la méthode

d’intégration produit pour approximer les intégrales ou l’intégrant n’est pas borné et se

comporte mal.

Exemple : Considérons l’équations intégrales faiblement singulières de Volterra donné

par :

u(t) =
∫ t

0
|t− 2h− s|−

1
4

t3(e−s + 1)
e−u + 1

ds +
∫ t

0
(t− s)−

1
3

et

sin2 u + cos2 s + 1
ds + f (t).

Les noyaux

K1(t, s, x) =
t3(e−s + 1)

e−x + 1
,

K2(t, s, x) =
et

sin2 x + cos2 s + 1
.
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vérifient l’hypothèse (H)(2) avec A = 3, B = 2.

Les parties faiblement singulières sont présentées comme suit :

L1 = (t− 2h− s)−
1
4 ,

L2 = (t− s)−
1
3 .

Les fonctions

f (t) = t− 4
3

t3((2h)
3
4 + (t− 2h)

3
4 )− 3et.t

2
3 .

sont continues sur [0, b].

La solution exacte du l’équation est

u(t) = t.

Le tableau suivant donne une estimation de l’erreur entre la solution exacte et la solution

approximative du système

E(h) = max
0≤i≤n

| Ui − u(ti) | .

h 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001

E(h) 1.42E− 002 4.78E− 003 3.96E− 004 1.37E− 004 1.19E− 005

TABLE 3.1 – Numerical résultats of example by all methods

U. Guelma Département de Mathématiques labiod safa



Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous sommes intéressés a l’équation intégrale non linéaire de Volterra

avec deux noyaux faiblement singulière. Nous avons effectue une étude analytique et numé-

rique de cette équation. Pour atteindre notre but, dans l’étude analytique on va basée sur

des hypothèses acceptable, qui donne le cadre fonctionnelle de notre problème, pour que

notre équation admet une solution unique.

Dans l’étude numérique ou notre intégrale atteint une singularité faible, on na basée sur la

méthode "product intégral" pour construire une approximation numérique de cette équa-

tion, et on notre que cette approximation et consistance et converge vers la solution exacte

de notre équation comme perspectures, nous allons essayé de trouver une approximation

de la solution exacte de notre équation, dans le cas générale ou les deux points de singularité

et son lorgne d’un autre, et montre la consistance et la convergence dans ce cas.
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