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Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons a I’étude des systemes linéaires a coefficients
périodiques de la forme :
x=A(t)x,x € R".

A(t+T) = A(t).

Nous définissons quelques concepts initiaux liés aux systemes différentiels a coefficients
périodiques qui nous montrent 'existence de solutions périodiques grace a deux théories
importantes, et nous permettent de convertir ces systemes différentiels périodiques en

systemes différentiels constants grace a une transformation spécifique.

Mots-clés : Les systemes linéaires a coefficients périodiques, les multiplicateurs caractéris-

tiques, les solutions périodiques, les exposants caractéristiques.



Abstract

In this work, we are interested in studying the differential equation with periodic coeffi-

cients of the form :

i = A(H)x,x € R

where

Alt+T) = A(b).

We will define some initial concepts related to differential systems with periodic coeffi-
cients, which show us the existence of periodic solutions thanks to two important theories,
Which allow us to convert these periodic systems into fixed systems thanks to a simple
transformation.

Keywords : Linear systems with periodic coefficients, characteristic multipliers, periodic

solutions, characteristic exponents.
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Introduction

La théorie des systemes dynamiques désigne couramment la branche des mathématiques
qui s'efforce d’étudier les propriétés d'un systeme dynamique.
Cette recherche active se développe a la frontiere de la topologie, de I'analyse, de la géométrie,
de la théorie de la mesure et des probabilités. Pour plus de détails, voir [1], [6]
Les équations différentielles sont apparues a la fin du 17-iéme siécle avec I'invention du
calcul différentiel par newton et leibnitz.
Limportance des équations différentielles réside dans I'interprétation des phénomenes
scientifiques physiques et chimiques. La raison en est que nous pouvons écrire des équations
avec de nombreuses variables en fonction de dérivées telles que la vitesse et 'emplacement
de différents corps.

la théorie de floquet est I'’étude des systéemes différentiels ordinaires sous la forme :

i = A(H)x,x € R

A(t+T) = A(t).

Le théoreme démontré par Gaston Floquet prouve : si A(t) est une matrice périodique
de période minimale T et X(¢) le systeme fondamentale de solution associé a I’équation
x = A(t)x permet de transformer un systeme différentiel a coefficients périodiques a un
systeme différentiel a coefficients constants par une simple transformation.

La théorie de floquet [2] est trés importante dans |’étude des systemes différentiels pério-
diques grace a la notion des multiplicateurs caractéristiques et les exposants caractéristiques
elle permet de montrer I'existence d'une solution périodique pour une certaine valeur du

multiplicateur.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



Introduction 2

On a besoin de connaitre toutes les solutions pour trouver la transformation qui réduit le
systeme périodique a un systeme a coefficients constants.

Dans ce mémoire nous nous intéressons a I’étude des systemes linéaires a coefficients
périodiques de la forme :

x=A(t)x,x € R".

A(t+T) = A(t).

Nous définissons quelques concepts initiaux liés aux systemes différentiels a coefficients
périodiques qui nous montrent l'existence de solutions périodiques grace a deux théories
importantes, et nous permettent de convertir ces systemes différentiels périodiques en sys-
temes différentiels constants grace a une transformation spécifique.

Ce mémoire contient 5 chapitres :

e Le premier chapitre : Il se compose d'un ensemble de concepts de base importants

pour comprendre ce sujet.

e Le deuxieme chapitre : Etudie les systémes différentiels linéaires non autonomes.

e Le troisiéme chapitre : Etudie les systémes différentiels linéaires autonomes et illustre la

méthode de résolution.

e Le quatrieme chapitre : Est consacré a I’étude des systéemes différentiels a coefficients

périodiques, nous introduisons le théoreme de Floquet et celui de Lyapunov, nous définissons
la notion de multiplicateur et nous présentons sa relation avec l'existence des solutions
périodiques.

e Le dernier chapitre : Illustre quelques exemples concernant le calcul des multiplicateurs

de Floquet.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



CHAPITRE

Notions préliminaires et généralités

1.1 Systemes différentiels

Définition
Un systeme d’équations différentielles ordinaire :

k k ky
Pk(t/ yll ]//1/ cee ]/g 1)/ yz; y/2/ seer ]/é 2)/ seer ]/n/ y;y cees yi(’l )) = O (111)
résolu par rapport aux dérivées d’ordre le plus élevé y(Kl) , y(KZ) yeees y(K”) ,s’appelle systeme

canonique, il s’écrit sous la forme :

( k k1 — ko — kn—
yg 1) = fl(t/yllylll--'/yg ' 1)’y2’yl2/""y£ 2 1)""/yn,.../y1(1 1))

k ki—1 ko—1 kn—1
5 = fotyr v 8 v 08y i)

(1.1.2)

, ki—1 kp—1 kn—1
o = fult i e 0 2 v sy )

\

On appelle ordre du systeme (1.1.2) le nombre P = ki + ky + ... + ky,.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



1.1 Systémes différentiels 4

Exemple
Ramenons a la forme canonique le systéme d’équations :

yayi —In(yy —y1) = 0,...(a)
&2 — 1y —yp = O (b)

En effet :
de (a) : i) = y1 + e¥¥1,
de (b) : 5 = In(y1 + y2).

Donc le systeme canonique est :

yi =y e,
y2 = In(y1 + y2).

Cesysteme estdordre3: P =K; + K, =2+1 = 3.

Définition

Un systeme d’équations différentielles du 1 ordre :

d
% = filt y1, Y2, yn), t ER k=11 (1.1.3)

ou t la variable indépendante et 1, 1, ..., ¥, sont des fonctions inconnues de t s'appelle
systeme normale. Lordre du systeme (1.1.3) est 7.

Remarques

1) On dit que deux systémes sont équivalents s’ils posseédent les mémes solutions.

2) Tout systeme canonique (1.1.2) peut se ramener au systeme normale (1.1.3) (équivalent)

et I'ordre de ces deux systémes sera le méme.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



1.1 Systémes différentiels 5

Exemple

Ecrire sous la forme normale le systéeme différentiel suivant :

x"+2y =0,
ty —x =0.

En effet, ce systéme est équivalent a :

b -2y,
;X
y - t'
Lordre de ce systeme est:2 + 1 = 3.
D’autre part, posons :
Vi=x
y2 =¥,
Y5 =Y

On obtient le systéme normale équivalent qui est :

Vi =1,
vy = —2y3,
vy =2

Ce systeme est aussi d’ordre 3.

Remarque

Toute équation différentielle et tout systéme canonique peut se transformer a la forme

normale.

Définition

Le systeme

X = f(tx)

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



1.1 Systémes différentiels 6

.
o dt

est dit non autonome lorsque la variable indépendante t apparait explicitement dans

I'expression de f, dans le cas contraire il est dit autonome.

1.1.1 Théoreme (Existence)

Soit U un ouvert de R x R" . Si f : U — R" une fonction continue alors pour tout
(to,x9) € U, le probleme
x = f(t,x),

x(to) = xo,

(1.1.4)
admet au moins une solution.

Définition

Soient U un ouvertde R x R" et f = f(¢,x): U — R".
f estlocalement lipschitzienne en x, si pour tout fermé et borné (compact) K dans U, il

existe une constante L > 0 telle que

£ (8 x1) = f(£ x2) || < Lifx1 = 22

pour tout (¢, x1) et (¢, xp) dans K.

1.1.2 Théoreme (Unicité) [5]

Soit U un ouvertde R x R", f = f(t,x) :U — R" est continue et localement lipschit-

zienne en X, alors pour tout (to, xo) € U, le probleme (1.1.4) admet une solution unique.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



CHAPITRE

Systémes différentiels linéaires non autonomes

Définition

Un systeme différentiel non autonome est dit linéaire s'’il est de la forme :
x = A(t)x + B(¥) (2.0.1)

telle que A(t) : R" — R" est une matrice carrée d'ordre n et t € R.
eSiB (t) # 0, le systeme (1.2.1) est dit linéaire non autonome non homogene.

eSiB (t) = 0, le systéme (1.2.1) est dit linéaire non autonome homogene.

2.1 Théoreme (Existence et unicité de la solution)

Considérons le probléeme de Cauchy

X =A(t)x+ B(t), ceveeene. (P)
x(tp) = xp.
ou A(t) et B(t) sont continues sur un intervalle I de R. Alors pour tout ) € Tetxg € R,

le probléme (P) admet une unique solution x() dans I.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



2.2 Notion de matrice fondamentale 8

2.2 Notion de matrice fondamentale
Définition

Si ¢(t) est une matrice carrée ayant pour tout ¢ € I un déterminant non nulle et si ¢ ()
estsolutionde ¥ = A(t)x (iep(t) = A(t)¢(t)), alors ¢(t) est appelée matrice fondamentale
du systeme x = A(t)x.
Exemple

Soit le systéeme :

0 1
x=| -2 2 |xteR"
2ot
Vérifions que:
t?
p(t) =
2t 1

est bien une matrice fondamentale pour ce systeme.

En effet :
; 2t 1
Ona:¢(t) = , d’autre part
2 0
0 1 £t 2t 1
O\ 22 )T 20
t t
d’'ou
p(t) = A(t)p(t)
De plus

det(p(t)) = —t* #0,Vt € R*

Donc ¢(t) est une matrice fondamentale pour le systéme précédent.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



2.3 Théoreme de Liouville 9

Définition
Considérons une matrice fondamentale de x = A(f)x:

o(t) = [p1(t), p2(t), ..., pu(t)], alors

w(t) = det(¢(t)) = det|p1 (), a(t), . pu(t)]

est appelé le wronskien de la matrice fondamentale ¢(t). Le wronskien satisfait une

simple équation différentielle d’ordre 1.

2.3 Théoreme de Liouville
Considérons le systeme :

x = A(t)x

ou A(t) : R" — R" est une matrice carrée d’ordre 7 et soit ¢(+) une matrice fondamentale

de ce systeme, alors :
w(t) = det(¢(t))

satisfait I'équation différentielle :
w = (trace(A(t)))w(t).......(x).
Par conséquent :
w(t) = det(¢p(t)) = e tracelA®D),

Preuve [4]

Léquation () est équivalente a:

— N = trgce(A(t)) — /iUwT(tt)) = /traceA(t)dt

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



2.4 Méthode de résolution 10

= In(w(t)) = /traceA(t)dt

— w(t) = exp( / trace A(1)dt) = det(¢(t)).

D’ou le résultat.

Remarque

On voit qu'on peut toujours calculer le déterminant de la matrice fondamentale méme

lorsque la matrice fondamentale n'est pas connue.

2.4 Méthode de résolution

a) Solution générale du systéme linéaire homogene

Théoreme [4]

Soit ¢ (t) une matrice fondamentale du systeme linéaire homogene

X = A(t)x (2.4.1)

La solution générale de (1.2.2) est x(t) = ¢(t)C ol C est un vecteur constant. Si on
considere de plus la condition initiale x(to) = Xxg. L'unique solution de (1.2.2) vérifiant

x(tg) = xp est:

x(t) = ¢()¢ " (fo)xo.

b) Solution générale du systéme linéaire non homogene

Considérons le systeme

X = A(t)x + B(t) (2.4.2)

avec A(t) et B(t) sont continues sur I de R, la solution générale de(1.2.3) est donnée

par:

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



2.4 Méthode de résolution 11

H(0) = p(C +9(0) [ ¢ OB,

ol ¢(t) est une matrice fondamentale du systeme homogene associé :

x=A(t)x

et C un vecteur constant.

Si on considere de plus la condition initiale x(#y) = x(, 'unique solution de (1.2.3) sera :
-1 b
X() = ¢(9 ()30 + ¢(t) [ 971 (5)Bs)ds.
0

Preuve

La solution générale du systeme (1.2.3) est :
x(t) = xgu(t) + xp(t),
ol xgy(t) = ¢(t)C estla solution générale du systeme homogeéne associé :

x = A(t)x,

et x,(t) estla solution particuliere du systeme
% = A(t)x + B(t),

qu’on trouve par variation de la constante.

Substituons x,(t) = ¢(t)C(t) dans (1.2.3), on obtient :

POC(E) + POC(E) = A(t)xy(1) + B(2)
— A()9(1)C(H) + B(t)

= @()C(t) + p(t)C(t) = A()p(H)C(t) + B(t)

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



2.4 Méthode de résolution 12

= G()C(t) + @(£)C(t) = ¢(1)C(t) + B(t)

S ) = /tgbl(s)B(s)ds

to

= xp(t) = ¢(t) | ¢7'(s)B(s)ds.

Donc: ,
x(t) = ¢(+)C + ¢(t) / ¢~ 1(s)B(s)ds, C = vect constant.
to

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



CHAPITRE

Systemes différentiels linéaires autonomes

Définition

On appelle systeme différentiel linéaire autonome le systeme

X =Ax—+B (3.0.1)

telle que A : R" +— R”" est une matrice constante et B un vecteur constant.
e Si B # 0, le systeme (1.3.1) est dit linéaire autonome non homogene.

¢ Si B = 0, le systeme (1.3.1) est dit linéaire autonome homogene.

Définition
An
On appelle exponentielle de la matrice A(n x n), la série 2 — etonnote e ou exp A.
n!
n>0
e Soit le systeme

%= Ax, A € My(R). (3.0.2)
¢(t) = e est une matrice fondamentale de (1.3.2) vérifiant ¢(0) = 1.
A"
Onae?t = Z Tt Cherchons les solutions de (1.3.2) sous la forme
>0 ’

x = eMw, (3.0.3)

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



3.1 Méthode de résolution 14

ol w est un vecteur non nul.

En substituant (1.3.3) dans (1.3.2), on trouve :

AeMw = AeMw = eM(A — A)w =0

— A est une valeur propre de A.

Théoréme [4]

At

Le systéeme (1.3.2) admet une solution (non identiquement nulle) x = ¢”"w si et seule-

ment si A est une valeur propre de A et w le vecteur propre correspondant.

3.1 Méthode de résolution

a) Résolution d’un systeme différentiel linéaire autonome homogene :

Soit le systeme

x = Ax, A € My(R).

e 1° cas: Les valeurs propres de A sont réelles et distinctes.

Théoréme [4]

Soit Aq, Ay, ...., A, les valeurs propres de A réelles et distinctes et wy, w», ..., w;, les vecteurs

propres correspondants, alors une matrice fondamentale est donnée par :

ou C est un vecteur constant.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



3.1 Méthode de résolution 15

Si on rajoute la condition initiale x(ty) = x, alors I'unique solution du probléme sera :

1

x(t) = ¢(t)¢(to)  xo.

Exemple

Résolvons le systeme :

11
x(t) = x(t),
2 0
ou
x1(t
x(t)
En effet :
Les valeurs propres de la matrice A sont: A1 = —1, Ap = 2 (réelles distinctes).
-1
Les vecteurs propres correspondant sont respectivement : w; = 2 |,
1
1
WyH =
1
D’ou 1
Lot 2 —t
—e e —e 0
o=t =| 2 -
e*t eZt e_t et

—et c1

X(t) = ’
2e7t ¢ Co

N €1
ou = vecteur constant.

€2

e 2-iéme Cas : Les valeurs propres de A sont réelles multiples.

Soit A une valeur propre de A de multiplicité K < n, alors pour chaque K = 1; 1, chaque

solution non nulle w de (A — AT )kw = 0 s’appelle vecteur propre généralisé de A.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



3.1 Méthode de résolution

16
Théoreme [4]

Soit A une matrice réelle d’ordre n qui possede des valeurs propres réelles A1, Ay, ....A;
répétées selon leurs multiplicités, alors il existe une base de vecteurs propres généralisés

(w1, wy, ..., wy) et une matrice inversible P = [wq, wy, ..., w,] telle que A = S+ N ol

A 0]

p1lsp =

0 An

et N = A — S est une matrice nilpotente d’'ordre K < n (avec S et N commutative
SN =NS).
Corollaire

Sous les hypotheses du théoreme ci-dessus, le probléme :

x = Ax(t),
x(0) = xo,
possede une solution de la forme :
eMt 0
1 o
t)="P P t+ .. "
x(t) [+ Nt + +(k—1)! ]xo
0 et
Exemple

Considérons le systeme :

Univ. Guelma

Département de Mathématiques

Chorouk Kardoussi



3.1 Méthode de résolution 17

avec A =
-1 1

Ona:

les valeurs propres de A sont: A = 2(double).

1
Les vecteurs propres de A sont respectivement : wq = ,
-1
1
Wy =
0
1 1
Donc: P =
-1 0
0 —1
1 1

Maintenant de :

- 1 P
Ona:P~! = Jet(P) (comP)" = (

1 20 4
0 2 0 2
2
S =
(O
3 1 20
onobtient: N = A —-S = _
-1 1 0 2
1 1
Alors N =
-1 -1

La solution du probleme est alors :

2t
e 0
x(t) =P o | PTHIA NE+0+ .. 4 0]x
0 e
X
Lol xg = 01 = vecteur constant.
sz

e 3-ieme cas : Les valeurs propres de A sont complexes distinctes.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



3.1 Méthode de résolution
Théoreme [4]

Si la matrice A(2n x 2n) possede 2n valeurs propres complexes distinctes A =a;+
ibj,)\_j = aj — ibj,j = 1,n dont les vecteurs propres correspondants Wi = uj+ iv]',ﬁj =

u; — iv; alors U101, Up0y, ..., Uy Uy st une base de R?*; la matrice P = [01u1, voUt, ..., Vyly
est inversible et vérifie :

1 , aj —b; | .

P AP = diag ,j=1n.
bj 4

Cette matrice diagonale est une matrice réelle avec des blocs 2 x 2 le long de la matrice

diagonale.

Remarque

Notons que si a la place de la matrice P , nous utilisons la matrice inversible Q =
(101, Up0y, ..., uyvy,| alors Q vérifie :

Q'AQ =diag |
—bj g

Corollaire

Sous les hypotheses du théoreme ci dessus, la solution du probleme :

est donnée par :

bit) —sin(b;t
x(t) = Pdiag | "' cos(bjt) = sin(b;t) X0-
sin(bjt)  cos(bjt)

Exemple

Soit le systéme :
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3.1 Méthode de résolution 19

Les valeurs propres de la matrice Asont: A\ =1+i,A; =1 —1.

Les vecteurs propres de A sont respectivement :

1 0
Wy, = +1
0 1
01
Donc P =
10

d’ot1 la solution générale de ce systeme est :

xt)=p| ¢ cos(t) —sin(t) p-1c
sin(t)  cos(t)

elcost elsint c1

—efsint efcost o))

Sachant que : Pl =
0

e 4-iéme Cas : Les valeurs propres de A sont complexes multiples.

Théoreme [4]

Soit A une matrice réelle (2n x 2n) avec des valeurs propres complexes multiples Aj =

aj + Zb] eth =aj— Zb],] = 1,_71

Il existe une base de vecteur propre généralisé : w; = u; +iv;etw; = u; —ivj, j = L;n
de R?" : (101, UpVy, ..., Uy vy ). Pour une telle base, la matrice P = [v1111, Upuy, ..., Uyliy] €st

inversible et vérifie: A = S + N,

P AP = diag b] ] et N est nilpotente d’'ordre K < 27.
i 4
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Corollaire

Sous les hyphoteses du théoreme précédent, la solution du probléme

" est donnée par:
x(0) = xo,

x(t) = Pdiag | et | COSt) —sin(bit)

k—1
P I+ Nt+..
sin(bjt)  cos(bjt)

mtkil]xO.

e 5-ieme Cas : Les valeurs propres de A sont réelles et complexes distinctes.
Théoreme [4]

Si A admet de valeurs propres réelles distinctes A; dont les vecteurs propres vj, j = 1k

et elle possede aussi des valeurs propres complexes distinctes A; = a; + ibj et A; = a; — ib;
dont les vecteurs propres associés sont w; = u; + iv; et w; = u; — ivj, alors:

P = [v1,0y, .0k, U U1, Unlip)

et
M 0
A
P'AP = ?
Br+
0 Bn
a]- —b] . I
oulebloc: f; = ; etj=k+1;n.

a .
] ]
Alors la solution générale du systeme est donnée par :
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x(t) = PMP™IC,

ou C est un vecteur constant

avec :
eMt 0

Agt

cos(byyat) — sin(byiat)

sin(bxy1t)  cos(bet1t)

eak+1t

cos(bpt) —sin(byt)
sin(byt)  cos(byt)

0 et
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CHAPITRE

Théorie de Floquet

La forme générale des systemes linéaires a coefficients périodiques qu'on va étudier dans

ce chapitre est la suivante :

dx

E = A(t)x,

A(t+T) = A(t),

c’est a dire que A(t) est une matrice carrée, tous ses éléments sont périodiques.

Remarque

les systémes de type (2.0.1) peuvent avoir des solutions non périodiques. Montrons ceci
a travers cet exemple.
Exemple

Considérons le systeme :

dx

i (14 cos(t))x,x € R,t € R

A(t) =1+ cos(t).
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Ona:
A(t+T) =A(t+2m) =1+ cos(t +2m) =1+ cos(t) = A(t),

donc A(t) est périodique de période T = 27r.

D’autre part:

¥ = (1+cost)x = % = (1+cos(t))x = d% = (1 + cos(t))dt

= In(x) = t+sin(t) + C = x(t) = Ce! "), C = constante.

Remarquons que :

x(t + 27_() _ Cet+27r+sin(t+27r) _ Cet+27r+sin(t) _ CetJrsin(t)eZn _ x(t)eZN’

dot x(t + 27r) # x(t).
Ce qui signifie que x(t) n'est pas une solution périodique.
Théoréme

Soit ¢(t) une matrice fondamentale de (2.0.1), alors ¢(t + T) I'est aussi, et il existe une

matrice constante C inversible telle que :

p(t+T) = g(t)C

Preuve

Soit ¢(t) = (¢, ..., ") une matrice fondamentale de (2.0.1) o1 ¢',i = 1,..., n sont n
vecteurs solutions linéairement indépendants.

Ona:
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et
p(t+T)
dt

=A(t+T)p(t+T)=A(t)p(t+T).

= ¢(t + T) est aussi une matrice fondamentale (2.0.1).

D’autre part, on sait qu'on peut écrire :

(oW (t+T) = CpM (1) + .. + Cap™ (1)

P (t4+T) = Crap V(1) + ... + Cunp™(8)

d'ou

Ci1 . Cin
p(t+T) = (@ (tE+T),... " (t+T)) = (9 (1), ..., (1))
Cnl . Cnn
= ¢(t+T) = ¢(t)C. (4.0.1)

D’oul
C=¢ Y )p(t+T).
Pour t = 0, on obtient :
C=¢ (0)¢(T).

Si on suppose que ¢ () est telle que ¢(0) = I et on note: ¢(t) = ¢(t,0), onaura:¢p 1(0) = I
et

C = ¢(T) = ¢(T,0) (4.0.2)

par suite (2.0.2) devient :

¢(t+T,0) = ¢(t,0)¢(T,0) (4.0.3)
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La matrice inversible C définie par (2.0.3) s’appelle matrice principale ou matrice de
monodromie du systeme (2.0.1).
Définition

Les valeurs propres de la matrice de monodromie C définie par (2.0.3) sont appelées les
multiplicateurs caractéristiques du systeme (2.0.1).
Proposition [2]

Les multiplicateurs caractéristiques ne dépendent pas du choix de la matrice fondamen-

tale mais dépendent du systéeme (2.0.1).

Preuve

Etant ¢(t) une matrice fondamentale, Soit ¢(¢) une autre matrice fondamentale = 3

une matrice C :

¢(t+T) = ¢(+)C.

D’autre part, il existe une matrice constante inversible B telle que :

d'ou
P(t+T) = ¢(t)BC

et

P(t+T)=¢(t+T)B= ¢(t+T)=¢(t)CB
— BC =CB
— C=B"!CB

= C est semblable a C (donc ils ont les mémes valeurs propres). Donc C et C ont les

meémes multiplicateurs caractéristiques.
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D’ou le spectre de toutes ces matrices de monodromies correspondant a des matrice fonda-

mentales différentes est invariant.

Exemple

Soit le systéme linéaire périodique :

X1 1 1 X1
Xo 0 h(t) X2

(cost + sint)
(24 sint —cost)’

Ouh(t) =

Déterminons les multiplicateurs caractéristiques pour ce systéeme.
En effet :

Ce systeme est équivalent a :
X1 =x1+Xx2

Xy = h(t)X2

Remarquons que A(t) est bien périodique de période 27r.

De la deuxieme équation :

de(t)

T, = h(t)xz = dxz—(t)

X2

= h(t)dt

= In|xa(t)] = /h(t)dt

= In|xy(t)| = In(2 4 sint —cost) +¢

= xp(t) = (2+sint — cos t)e°
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= xp(f) = b(2 +sint — cost)

,Ou b = ¢° est une constante.
On remplace x;(f) par sa valeur dans la 1° équation : x; — x; = x, dont la solution

générale est: x1 = xgy + Xp.

e calcul de la solution homogene xgy de 'équation X1 — x1 = 0

d
5C1—X1:0:>%:xl

d

a1 g

X1

d

= ﬂ:/alt‘
X

= In|x| =t+c

= xcp = ce', ¢ = constante.

e calcul de la solution particuliére x, par variation de constante :

Onpose:x, = c(t)e! dans'équation %; — x; = X, on trouve :

xp(t) = —b(2 +sint),
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d’otl1 la solution générale du systeme est :

x1 = ce! —b(2+sint),c = cte

Par conséquent :

t F_b(2+sint
x1(t) _ ce (2 +sint) . (4.0.4)
x(t) b(2 +sint — cost)

Cherchons une matrice fondamentale ¢(t) : posons dans(2.0.5) :

x1(t —2 —sint
c=0b=1= 1) = , 1¢" vecteur solution.
x2(t) 2 +sint — cost

Maintenant on considere :

t
xq(t) e .\ .
c=1,b=0= = , 2-iéme vecteur solution.

XQ(t)

-

Alors la matrice ¢(t) = (¢ (1), ) (£))

—2 —sint et

2 +sint—cost 0O

est bien une matrice fondamentale.

D’aprés la définition la matrice de monodromie, C est définie par :

_ 1 0
C=¢ 1 (0)p21) = C = ) o
Les valeurs propres de C vérifient :
1-A 0
det(C—1IN) =0« =0
0 -
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s (1=A) (T —A) =0.

Donc les multiplicateurs caractéristiques sont :

s A=1oul =,

Remarque

Puisque la matrice C est inversible elle n'admet pas zéro comme valeur propre.

Théoréme

Si A un multiplicateur caractéristique de (2.0.1), alors il existe une solution non triviale

¢(t) de (2.0.1) telle que :
p(t+T) = Ag(t)

pour tout £.

Inversement

Si pour une solution non triviale ¢ de (2.0.1) ona:

¢(T) = Ag(0),

alors A est un multiplicateur caractéristique, et de plus ¢(0) est le vecteur propre corres-

pondant.

Univ. Guelma Département de Mathématiques Chorouk Kardoussi



Théorie de Floquet 30

Preuve

Soit A un multiplicateur caractéristique et S # 0 le vecteur propre correspondant.

Considérons la solution ¢(t) de (2.0.1) qui prend la valeur S pour t = 0: ¢(0) = S.

Ona:
p(t) = ¢(t,0)S
et

o(t+T) = ¢(t + T,0)S
— ¢(t,0)CS
— ¢(t,0)AS
= A¢(t,0)

= Ag(t)

d’ou1 le résultat.

Inversement

Supposons quon a: ¢(T) = A¢(0) pour une solution non triviale ¢(t).

Comme::

¢(T) = ¢(T,0)¢(0)

ceci signifie que :

¢(T,0)9(0) = A¢(0),

Cc'est a dire :

= (C—Al)g(0) =0
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= det(C—AI) =0

= A est un multiplicateur caractéristique et ¢(0) est bien le vecteur propre correspondant.

Ce qui acheve la démonstration.

Corollaire

Le systeme (2.0.1) posséde une solution T — priodique (resp . 2T Périodique) si et

seulement si le nombre 1 (resp . (—1)) est un multiplicateur caractéristique.

Preuve

Si 1 est un multiplicateur caractéristique = 3V £ 0 telle que : CV = V, cest a dire
$(T,0)V =1V.
Soit la solution ¢(t) telle que ¢(0) =V

ona:

= o(t+T) = ¢p(t)CV

donc ¢(t) est T-périodique.
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De méme:

Si (—1) est un multiplicateur caractéristique on a :

3V # Otelleque : CV = -V = ¢(T,0)V = —V.

Soit la solution ¢(t) telle que ¢(0) =V,

ona:

dou:

@(t+2T) = @(t+T+T) = p(t+T)CV

= —p(t+T)V

= ¢(t) est 2T-périodique.

Réciproquement :

Si @' (t) est une solution T-périodique non nulle, alors :

o' (t+T) = ¢'(t)

d’'ou
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ceci implique

Ce'(0) = ¢'(0)

donc 1 est un multiplicateur caractéristique car ¢*(0) # 0.

De méme:

Si ¢ (t) est une solution 2T-périodique non nulle,

¢*(2T) = C*¢*(0) = ¢*(0)
avec ¢?(0) # 0
= (C>—1)¢?*(0) =0
= 1 est une valeur propre de C?, (¢?(0) # 0)
= (C?¢?(0) = (C+1)(C —1)¢*(0) = 0, (¢*(0) #0)
= det(C + I)det(C— 1) =0

Si (—1) n’est pas un multiplicateur caractéristique alors :

det(C+1) #0

d’'ou

det(C—1)=0

= 1 est un multiplicateur caractristique c'est dire

donc ¢?(t) est T-périodique, ce qui contredit le fait que ¢ (t) est 2T-périodique (2T est le
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période minimale), on conclut que det(C — I) # 0 ce qui implique que det(C +1) = 0,

= (—1) est un multiplicateur caractéristique.

Corollaire

Sile systeme (2.0.1) possede k solutions linéairement indépendantes T-périodique (resp
. 2T-périodique), alors la multiplicité du multiplicateur caractéristique 1(resp.(—1)) est au

moins égale a k dans le polynome caractéristique de la matrice de monodromie.

Exemple

Soit le systéme :
X1 = —sin(2t)x; + (cos(2t) — 1)xp
Xy = (cos(2t) — 1)x1 + sin(2t)xp
27t-périodique.

une matrice fondamentale est définie par :

e'(cos(t) —sin(t)) e '(cos(t) + sin(t))

PO = ecostt) +sin(t) e4(—cos(t) +sin(t)

Trouvons la matrice de monodromie et les multiplicateurs caractéristiques.

En effet :
1 1
ona:¢(0) = ,
o=
1 1 -1 -1 1 1 1
dotr: ¢ 10) = ———[comep(0)]! = — S
00 def((l)(o))[ PO == -1 1 211 -1
1 1
271) =
pem=|
Donc la matrice de monodromie est :
_ 1/2 1/2 1 1 10
C=¢ 10)¢p(2n) = =
1/2 —-1/2 1 -1 01

Les valeurs propres de C sont: A1 = A, = 1 qui représentent les multiplicateurs ca-
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ractéristiques. De ce résultat et d’aprés le corollaire précédent, on obtient deux solutions

périodiques pour ce systeme.

4.1 Théoreme de Floquet

Théoréme (Floquet 1883 [2])

La matrice fondamentale ¢(#,0) du systeme (2.0.1) peut s’écrire sous la forme :
¢(t,0) = P(t)e”

ol P est une matrice T-périodique :

P(t+T) = P(t) et P(0) = I

et B est une matrice constante.

Preuve

Soit B une matrice qui satisfait :

Bt = C = ¢(T,0).

On peut écrire :

¢(t,0) = ¢(t,0)e Blebt,

Soit
P(t) = ¢(t,0)e ",
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ona:
P(t+T) = ¢(t+ T,0)e BU+T)

= ¢(t,0)¢(T,0)e BleBT

= ¢(t,0)e B

D’ou le résultat.

Définition

Les valeurs propres de la matrice B définie par :

et = C = ¢(T,0),

sont appelées les exposants caractéristiques du systeme

i = Ay, A(t+T) = A(1).
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Il est clair que :
(¢ est un exposant caractéristique) <= (A = e*T est un multiplicateur).

Notons que les exposants caractéristiques ne sont pas uniques. C'est a dire : Si #; est un

. 27tk ) )
exposant caractéristique alors u; + ZT avec k € IN 'est aussi.

Remarque

A chaque exposant caractéristique y , illui correspond une solution ¢(t) du systeme

(2.0.1) de la forme :

¢(t) = exp(ut)P(t),

ouP(t+T) = P(t).
En effet : Soit S le vecteur propre associé a y : BS = uS est soit la solution ¢(t) telle que :
¢(0) = S;ona
@(t) = P(t)eP's

= P(t)e"'s
— eMP(1)S
eMP(t)
olt P(t+ T) = P(t).

Exemple

Revenons a I'exemple, ou on a calculé les multiplicateurs du systéme considéré et on a

trouvé :

A =17 =,

Dans ce cas les exposants caractéristiques correspondants sont :
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1 =0,pp =1

4.2 Théoreme de Lyapunov

Théoréme (Lyapunov 1892 [3],[7])

Si A(t) estréelle, alors il existe une matrice T-périodique P qui satisfait : P(0) = I telle

que la transformation

transforme le systéme

en un systéme linéaire homogene a coefficients constants.

Preuve

Posons :

P(t) = ¢(t,00e™", (¢ = Ag).

Substituons x = P(t)z dans x = A(t)x on trouve :

Pz+ Pz = APz = 2 = P 1[AP — P)z

ol

P*l[AP o P] _ eBtcpfl[A(Peth o 4')€th _i_(PBeth]
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dottona:

Zz = Bz

avec B donnée par :
BT = C = ¢(T,0).

Nous avons défini les exposants caractéristiques du systeme (2.0.1) :

x = A(t)x,

comme les valeurs propres de la matrice B du systeme :

Zz = Bz.

Si nous considérons ce systeme comme un systeme périodique de période T, alors sa

matrice de monodromie est e?”. Donc le systeme :

Zz = Bz

considéré comme un systeme a coefficients périodiques a les mémes multiplicateurs carac-
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téristiques que le systeme (2.0.1) :
x=A(t)x,

ceci est un cas particulier d'une propriété générale qui est la suivante :

Sinous transformons le systeme (2.0.1) en un autre systéme par une transformation
périodique, alors les multiplicateurs de ce nouveau systeme seront les mémes que ce

du systeme (2.0.1).

Proposition

Soit S(t) une matrice périodique, S(t 4+ T) = S(t) telle que S™!(¢) existe, alors : S~ (#)

est aussi périodique.

Preuve

Supposons que :
STHt4+T) =S¢t

multiplions par S(¢ + T), on obtient :

St+T)STHt+T)=S(t+T)S7Ht) = I =S(t+T)S (¢

d’olr: S™1(t) est périodique.

Théoréme

Soit S(t), t € R4 une matrice T-périodique. La transformation

x = S(t)z
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transforme le systeme X = A(f)X..coovvvrrereneence. (%)

ol

en un systeme linéaire homogene a coefficients périodiques dont les multiplicateurs carac-
téristiques coincident avec ceux du systeme ().

Preuve

Mettons x = S(t)z dans (), on obtient :

S(t)z+S(t)z = A(t)S(t)z

z(t) satisfait donc le systeme :

cette matrice est continue et T-périodique.

Soit ¢(t,0) la matrice fondamentale de () telle que ¢(0,0) = I, alors :

P(t) = S~ ()g(t,0)

est aussi une matrice fondamentale de (xx). Les multiplicateurs caractéristiques de ()
sont les valeurs propres de : 1 (0)y(T) mais :

P~ (0)p(T) = ¢~'(0,0)5(0)S~(T)¢(T, 0)

= 15(0)s71(0)C
= IC

= C.
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Applications

5.1 Exemplel
Cherchons les multiplicateurs charactéristiques pour le systeme suivant :

cos(t)
1 -1

En premier, on résout ce systeme. Soit I’équation différentielle d’'ordre un:

t)

r— (1 _cos(t)

4 < T2 sin@
Sa solution générale est :

y1 = c1(t)e' (2 +sin(t))

Posons maintenant y; (¢) dans I'équation différentielle :

Ya=Y1— 2

Apres résolution, on trouve :

Yo = o1 (B)e! ( 14 25in(t)5— cos(t) ) Fex(t)e !
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d’'ou
" e'(2 +sin(t))
y(t) = ot 2sin(t) — cos(t)
( 1+ 5 >
et
=1 ",

Il s'ensuit qu'une matrice fondamentale est :

e' (2 +sin(t)) 0
= n(f) —
(1) o ( 1_|_25m(1,‘) cos(t) ) ot
5
Ainsi 1
L 0)p(2r) 5 0 27 0 AT 0
L= 2\ 2T e—2n 0 e—27r
5(z) 1 (5)
Les multiplicateurs charactéristiques sont : ; = > et i = e 2",
5.2 Exemple 2
On peut vérifier que :
e'(2 +sin(t))
t) = ; _
y(t) o < 1+ 2sin(t) — cos(t) )
5
est une solution pour le systeme :
cos(t)
I+ —=
y'(t) = 2 +sin(t) y. (5.2.1)
1 —1

Remarquons que :
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e 27(2 +sin(t)) )
y(t+2m) = | - ( 2sin(t) — cos(t) ) = eTy(t).
e 1+ =
"t est un multiplicateur charactéristique.

d’ot1 ¢

5.3 Exemple3
Soit le systeme :

x1:(1+%§)(t))xl

Xh = X1 — X2

On peut facilement résoudre ce systeme, on trouve :

x1 = c1e' (2 + sin(t))

1 1 _
X = cre! < 2+ 5 sin(t) — 5 cos(f) ) + et

On peut I'écrire comme suit :

t 2 +sin(t) »
x(t) = cre 1 1 + cae
2+ 5 sin(t) — 5 cos(t)

0

Une matrice fondamentale est donnée par :

e'(2 +sin(t)) 0

1 1
e'(2+ 5 sin(t) — 5 cos(t)) e’

¢(t) =

11 1 0 27 2T
2 Y 2r
2 2°¢

27 e~27 sont deux multiplicateurs charactéristiques.
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(5.3.2)

(5.3.3)

(5.3.4)
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les systemes différentiels ordinaires périodiques,
connu sous le nom de la théorie de Floquet qui est consacrée a I’étude des systemes diffé-
rentiels a coefficients périodiques, d’autre part, la notion du multiplicateur caractéristique
permet de montrer l'existence de solutions périodiques pour une certaine valeur du multi-

plicateur.

D’aprés cette étude, nous remarquons que :
1) Lensemble des multiplicateurs caractéristiques est un ensemble invariant d'un systéme
linéaire homogene a coefficients périodiques dans le sens que cet ensemble est invariant
par une transformation périodique.
2) Les propriétés de cet ensemble détermine le comportement des solutions et 'existence
d’une solution périodique.
3) Pour déterminer les multiplicateurs caractéristiques, on a besoin d’'une matrice fonda-

mentale, c’'est a dire on a besoin de connaitre toutes les solutions, ceci qui n'est pas facile.

D’autre part, la théorie de Lyapunov permet de transformer un systémes différentiels
a coefficients périodiques a un systemes différentiels a coefficients constants, mais pour
trouver la transformation qui réduit le systeme a coefficients périodiques, ce n’est pas facile
non plus, cependant on peut appliquer une méthode qui donne des approximations des

multiplicateurs caractéristiques.
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