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Résumeé

Dans ce mémoire, on étudie les cycles limites de trois classes
d'équations différentielles ordinaires autonomes et autonomes
non du quatrieme ordre. en utilisant la théorie de
moyennisation du premier ordre
La premiére classe prend la forme

X gk - x = &F (%, %, %, X)
ou q et € sont des parametres réels, € est suffisamment petit et
F est une fonction non linéaire.
La deuxieme classe est sous la forme

XY 4 g% + px = &F (t, X, %, X, X)

ou q, p et € sont des parametres réels, € est petit et F est une
fonction non linéaire. T-périodique en t.
La troisieme classe étudiéee est autonome de la forme

XY g%+ px = &F (X, X, %, X)
ou g, p et € sont des paramétres réels, € est petit et F est une
fonction non linéaire.



Abstract

We study the limit cycles of three classes of fourth order of
autonomous and non autonomous ordinary differential
equations. using the first order averaging theory
The first class is of the form

X“ gk —x = &F (X, %, % X)
where g and ¢ are real parameters, € issmall and F is a
nonlinear function.
The second class of the form

XY 4 g% + px = &F (t, X, %, X, X)

where q, p and ¢ are real parameters, € is small and F is a
nonlinear function, T-periodic in t.
The third class is autonomous of the form

XY 1+ X+ px = &F (X, X, X, X)
where q, p and ¢ are real parameters, € is small and F is a
nonlinear function.
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Introduction
Les équations différentielles ordinaires sont apparues au 17¢"¢ siécle dans travaux de
Newton et Leibnitz sur le mouvement des corps célestes et d’autres phénomeénes physiques.
Au 18°"¢ siecle, Euler & contribué de maniére significative au développement de la théorie
des équations différentielles ordinaires.
Le développement des équations différentielles ordinaires se poursuit au 19" siecle avec
Lagrange, Laplace et Jacobi. Ile ont développé des méthodes pour les résoudre. La
théorie des systemes dynamiques a commencé a émerger a cette époque, avec les travaux
de Poincaré et Lyapunov.
Aujourd’hui, les équations différentielles ordinaires et les systémes dynamiques sont des
domaines de recherche actifs en mathématiques. Ils ont des applications dans de nombreux
domaines, tels que la physique, I'ingénierie, la biologie, I’économie et bien d’autres
La théorie qualitative des équations différentielles et des systémes dynamiques étudie
le comportement des solutions sans nécessairement chercher a les trouver explicitement.
Elle se concentre sur les propriétés qualitatives, tels que les points d’équilibre, stabilité,
I’existence de solutions périodiques et des cycles limites, ...
La méthode de moyennisation est une technique utilisée pour étudier ’existence les cycles
limites d’une équation différentielle ordinaire.
Dans ce mémoire, on utilise la méthode de moyennisation du premier ordre pour étudier
I’existence des cycle limites de trois classes d’équations différentielles ordinaires du 4™¢
ordre.
L’étude des solutions périodiques des équations différentielles ordinaires du premier, sec-
ond, troisiéme et quatrieme ordre a été considére par plusieurs auteurs, on peut citer :
7], 18], 0], [14], [15], [17]
Notre mémoire comporte trois chapitres :

° Le premier chapitre est un chapitre préliminaire qui contient les contient les
concepts clés de la théorie qualitative des systémes dynamiques.

° Dans le deuxiéme chapitre, on introduit la méthode de moyennisation avec ses

différentes formes illustrées par des exemples.



° Le troisiéme chapitre, est consacré a 1’étude des cycles limites de quatriéme ordre,

autonomes et non autonomes via la méthode de moyennisation

i



CHAPITRE

1 Notions Préliminaires

Dans ce chapitre on va donner quelques notions générales de la théorie qualitative des
systémes dynamiques. Premierement on définit les systémes dynamiques et les notions de
: flot, point d’équilibre, linéarisation, stabilité, nature de points d’équilibre et on passe a

la définition du portrait de phase et cycles limites.

1.1 Systéme dynamique(flét, point d’équilibre et linéari-
sation)

Définition 1.1. Un systéme dynamique sur R” est une application U : RTx R" — R”
défnie sur tout Rt x R”, telle que

-U(.,z): Rt — R" est continue.

-U(t,.): R* — R" est continue.

-U(0,2) =x

-U(t+s,2)=U(t,U(s,z)) pour t,s € Rt x € R"

Exemple 1.1. Soit le systém différentiel

T = Ax
z(0) = xg

A est une matrice constante, la solution de (1.1) est

z(t) = g



1.1. Systéme dynamique(flot, point d’équilibre et linéarisation)

Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car ’application

U:R" xR" — R"”

définie par

Ut z) =ea
vérifie les quatre propriétés précédentes.

Définition 1.2. (flot) Soit le systéme non linéaire

i = f(z) (1.2)

VezeR" feR”
on appelle flot du systéme différentiel (1.2) ’ensemble des applications ¢, : R" — R™ et
définies par

¢y (z0) = &, (t, 70)

ou ¢, (t,zg) est la solution telle que ¢, (0, ) = .

Définition 1.3. (points d’équilibre): on appelle point d’équilibre d’un systéme différentiel
non linéaire tout point xy € R™ telle que f (xy) =0

Définition 1.4. (linéairisation): on appelle systéme linéarisé au voisinage du point
critique xg, le systém

T = Ax

ou A est la matrice jacobienne de f en x telle que

A= Df(x) = (d{if:,i) <x°)> s

J <hjsn

Définition 1.5. (Points d’équilibre hyperboliques) Si la jacobiene A = D f(x) n’a aucune
valeur propre avec une partie réelle nulle, alors le point d’équilibre est dit hyperbolique.

Définition 1.6. (Stabilité) : Soit le systéme différentiel non autonome et non linéaire



1.2. Nature des points d’équilibre

dz
azf(t,x), reR" teR". (1.3)
On suppose que f(t,z) satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité des

solutions. Une solution ¢(¢) du systéme (1.3) telle que

¢(t0) = ¢0

est dite stable au sens de Lyapunov si: Ve > 0,3 § > 0 telle que

lzo = @oll <6 = llz () =0 ()| <&, Vi=to

Si en plus : lim ||z (t) — ¢ (t) || = 0, alors la solution ¢ (¢) est asymptotiquement stable.

1.2 Nature des points d’équilibre

Soit le systéme différentiel linéaire

T = Ax
ou A est une matrice 2 X 2 , A1, Ay les valeurs propres de A. On distingue les différents
cas selon ces valeurs propres :

(1). Si A; et Ay sont réelles non nulles et de signes différents, alors le point d’équilibre

x = o est un point selle, il est toujours instable (Voir figure 1.1).
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1.2. Nature des points d’équilibre

(2). Si A; et Ay sont réelles non nulles et de méme signe, on a trois cas :
(a) Si A\ < Ag < 0, le point critique x = z est un noeud stable.

(b) Si 0 < A1 < Ag, le point critique x = x( est un noeud instable (Voir figure 1.2)
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(c) Si A1 = A = A le point critique est un noeud propre, il est stable si A < 0, sinon il est
instable

(3). Si A; et Ay sont des complexes conjuguées, telle que Re (A12) # 0, le point critique
xr = x( est un foyer, il est asymptotiquement stable si Re (A12) < 0 sinon il est instable

(Voir figure 1.3).



1.3. Portrait de phase et cycles limites

Fzgure (1 3) Foyer

(4). Si A\; et Ay sont des complexes conjuguées, telle que Re (A12) = 0, le point critique
xr = xo est un centre, il est stable mais pas asymptotiquement stable (Voir figure 1.4)
i s el i e s s e e s T, i, iy ey

e g e o (i e il i W e B, i, i, W,
e Wl Wl T s T o, P By, T

"y —
o, T, S, T, T, Sy Sl
g, T T T T

e e ——
S Y, . il Ll ol il

Figure(1.4) : Centre.

1.3 Portrait de phase et cycles limites

Définition 1.8. Soit le systéme planaire



1.3. Portrait de phase et cycles limites

t=FPlzy) (1.4)

y=Q(z,y)

o P et ) sont deux polynémes en x et y. Les solutions (z(t), y(t)) du systéme (1,3) sont
représentées dans le plan (z, y) par des courbes appelées orbites. Les points d’équilibre de
ce systéme sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme
ainsi que ces points d’équilibre représentés dans le plan (z,y) s’appelle portrait de phase,
et le plan (z,y) est appelé plan de phase.

Définition 1.9. (Solution périodique) On appelle solution périodique ou cycle toute
trajectoire Wy(x) du systéme différentiel non linéaire (1.2) telle qu’il existe un nombre

T > 0, vérifant

U(t+T,x)=Y(t,z) pourT > 0.

Le plus petit réel T' > 0 qui vérifle la formule précédente est appelé période.
Pour un systéme autonome, a toute solution périodique correspond une orbite fermée

dans 'espace de phase.

Définition 1.10. (Cycle limite) : Un cycle limite est une solution périodique isolée, c’est
a dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.
Définition 1.11. (Cycle limite hyperbolique): Soit E un ouvert de R? et f € C'(F),

Soit ¢(t) un cycle limite de période T' du systéme (1.2), alors ¢(t) est hyperbolique si
T

/Vf(go(t))dt # 0 ou Vf(p(t)) est la divergence de f en ¢(t)

0
T

a) ¢(t) est stable si /Vf(go(t))dt <0

0
T

b) ¢(t) est instable si /Vf(go(t))dt >0
0



CHAPITRE

2 Théorie de moyennisation

2.1 Premiére Méthode de moyennisation du premier
ordre pour les orbites périodiques
On consideére le systéme différentiel a valeur initiale suivant :
%x(t) = eF(t,x(t)) + 2R(t,x(t), ),,x(0) = X, (2.1)

Avec z(t) € D C R™, D est un domaine borné et ¢ > 0. On suppose que F' et R sont

T-périodiques en t. Le systéme moyenné associé au systéme (2.1) est défini par

i) =< "(w(t), 9(0) = 2.2)
P = | Fles (2.3

Le théoréme suivant nous donne les conditions pour lesquelles les points singuliers du
systéme moyenne (2.2) fournissent des solutions périodiques du systéme (2.1).
Théoréme 2.1. Considérons le systéme (2.1) et supposons que les fonctions vectorielles
F,R,D,F, D?F et D,R sont continues et bornées par une constante M (indépendante de
e) dans [0, 00 x D avec —gy < € < g¢. De plus, on suppose que F' et R sont T-périodiques
en t avec T- indépendante de ¢.

(a) Sip € D est un point singulier du systéme moyenné (2.2) tel que

det(D,.f(p)) # 0 (2.4)



2.1. Premiére Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

Alors pour |¢] > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique z.(t) du systéme
(2.1) telle que z.(t) — p quand € — 0.

(b) Si le point singulier y = p du systéme moyenné (2.2) est hyperbolique alors pour
le] > 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante z.(t) du systéme (2.1)
est unique, hyperbolique et de méme type de stabilité que p quand € — 0

Preuve voir [17]

Exemple 2.1. Soit I’équation différentielle
T4+ i=cl (x,,71)

On pose : & =y, & = z, alors ’équation (2.5) peut s’écrire sous la forme :

Z=—y+elF (v,y,2)
Le systéme (2.6) avec € = 0 admet un seul point critique a I’origine.

La matrice jacobienne admet les valeurs propres ¢, —i et 0.

Avec le changement linéaire des variables (X, Y, Z)T = C(z,y, 2)" avec

0 0 1
C = 0 1 O
-1 0 -1

nous transformons le systéme différentiel (2.6) en le systéme différentiel suivant telle que
la partie linéaire du systéme (2.6) se transforme & sa forme de Jordan réelle.

On obtient alors
X =-Y+eF(X,Y,2)

Y =X (2.7)
Z=—cF(X,Y,Z2)
ol F(X,Y,Z)=F(A,B,C)=F(-X - Z,Y,X)
Maintenant on passe des coordonnées cartésiennes (X, Y, Z) aux coordonnées cylindriques
(r,0,7) de R3, ou X = rcosf et Y = rsinf . Dans ces nouvelles variables, le systéme

différentiel (2.7) devient



2.1. Premiére Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

7 =¢eG(r,0,7)cost
e (2.8)
Z =—eG(r,0,7)

ou

G (r,0,Z) = F (rcosf,rsinb, Z)
En divisant sur # on obtient

& —eG(r,0,7)cosb + o(e?),

% = —eG(r,0,7) + o(c?)

avec (r,z) € D C R? et D un sous-ensemble ouvert dans R?.
Notons que le systeme (2.9) est sous la forme standard du systéme (2.1). Alors le systéme

différentiel moyenné de (2.9) est

dr dZ\
<@,@) =¢eg (r,2) (2.10)

(2.11)

1 [ G(r,0,Z)cosb
27?/0

90 (T7Z> = 5-
G (r,0,2)

Par le Théoréme 2.1 pour tout point singulier p = (79, Zp) du systéme (2.10) tel que

dq°
det <m) |(7‘7z):p§é 0 (212)

il existe une solution 27-périodique (7.(0), Z.(0)) du systeéme (2.9) telle que (r.(0), Z.(0)) —

p ; alors (2.12) équivaut a

9 (f1, f2)

det (m) |(r0.20) 7 0 (2.13)

ou
fi=2 [27G (1,0, Z) cos 06
fo= 2 [27G (1,0, 2)d0

3

pour F(z,&,%) =4 —x —1

alors les fonctions f; et fo du théoreme 2.1 sont données par

f1(ro, z0) = 37

fa (ro, 29) = {221



2.2. Deuxiéme Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

ce systéme admet la solution suivante.

(TS’ Zg) = (07 1) )
avec

d(f1, f2) 1

Alors, d’aprés le Théoréeme 2.1, il existe un cycle limite de I'équation (2.5).

2.2 Deuxiéme Méthode de moyennisation du premier
ordre pour les orbites périodiques

On considére le probléeme de la bifurcation des solutions T- périodiques d’un systéme

différentiel de la forme

%(t) = Fo(t,x) + eF(t,x(t)) + 2 F(t,x(t), ¢) (2.14)

avec ¢ suffisamment petit.

Les fonctions Fp, F1 : R x Q et Fy : Q x R X |—&g,£0[ — R" sont des fonctions de classe

C? T-périodiques en t et € est un ouvert de R,

Supposons que le systéme non perturbé

% = Fy(t,x) (2.15)

a une sous-variété de dimension k de solutions périodiques.
Soit x(t, z) la solution du systéme non perturbé (2.15) telle que z(0, z) = z, La linéarisa-

tion du systéme (2.15) le long de la solution périodique x(¢, z) est écrite comme
y = DxFy (X(t72’),t)y (216)

Dans la suite on note par M, (t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire

(2.16) et par £ : R¥ x R"* — RF la projection de R" sur ses k premiéres coordonnées

10



2.2. Deuxiéme Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

iel(xy,...,zn) = (1, ..., Tk)

Théoréme 2.2. [8] et [16] Soit V C R* un ouvert borné, 3, : V. — R"~* une fonction
C?. On suppose que

(i) Z = {20 = (o, By (@) ,a € V'} C Q et que pour chaque z, € Z la solution x (¢, z,) de
(2.15) est T-périodique.

(i7) Pour chaque z, € Z il existe une matrice fondamentale M, (t) de (2.16) telle que la
matrice M_'(0) — M_*(T) contient dans le haut coin droit la matrice nulle de dimensions

k x (n — k) et dans le bas coin droit une matrice A, ((n — k) x (n — k)) avec det A, # 0.

On considore la fonction F : V — RF

1 T
Fla) =€ (7 [ MR 20 (2.17)
0
S'il exite a € V telle que F(a) = 0 et de det (“£ (a)) # 0, alros il existe une solution
T-périodique ¢ (t,€) du systéme (2.14) telle que ¢ (t,€) — z quand ¢ — 0.
Preuve : Voir [14] et [15]
Corollaire 2.1. On suppose qu’il existe un ensemble ouvert et borné V avec V' C 2 telle

que pour chaque z € V, la solution x(t, z) est T—périodique et on considére la fonction

F :V — R" définie par :

F(z) = %/0 MMt 2)Fy (x(t, 2), ) dt (2.18)

S’il existe un a € V avec F(a) = 0 et det((%%)(a)) # 0, alors il existe une solution
T—périodique ¢ (t.€) — z quand € — 0.
Exemple 2.2. Soit I’équation

T —pi+ & — px =el(x, i, 1) (2.19)
on pose & =y, & = z, alors I’équation (2.19) peut s’écrire sous la forme
T=1

g=2z (2.20)
i=—y+p(@+z)+eF(zy2)
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2.2. Deuxiéme Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

Le systéme (2.20) avec ¢ = 0 admet un seul point critique a 1’origine.
La matrice jacobienne admet les valeurs propres i, —i et pu.

Avec le changement lineaire des variables (X,Y, Z)T = N(z,y,2)T avec

0 —p 1
N=| - 1 0
-1 0 -1

nous transformons le systéme différentiel (2.20) en le systéme différentiel suivant telle que
la partie linéaire du systéme (2.20) se transforme a sa forme de Jordan réelle.

On obtient alors

X =Y+l (X,Y,2)
Y =X (2.21)
Z=upZ —cF (XY, Z)

ou F(X,Y,Z)=F (A, B,0)

et

A= X+ Z4pY
= —LlJruQ

_ Y-u(X+2)
B = 1+p?

_ X+tu(Y—pZ)
C= 1+p2

Maintenant on passe des coordonnées cartésiennes (X, Y, Z) aux coordonnées cylindriques
(r,0,7Z) de R®, ou X = rcosf et Y = rsinf . Dans ces nouvelles variables, le systéme

différentiel (2.21) devient

7 =¢eG(r,0,7)cosb
9 —1_ gG(r,H,f) sin @ (222)
7 =pZ —eG(r,0,7)

ou

G (r,0,Z) = F (rcosf,rsind, Z)

En divisant sur @ on obtient

12



2.2. Deuxiéme Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

& —eG (r,0,Z) cosf + o(?),

. (2.23)
Y — 7 +etZHO G (1,0, Z) + o(€?)
Le systéme (2.23) est écrit sous la forme du systeme (2.14) , avec
r 0 G (r,0,7Z)cosf
X = ) Fg(@,l’)z ) Fl(ea*T?g): .
Z nz wEMOZ G (1,0, Z)
si € = 0 le systeme non perturbé
[
ZZ (2.24)
aw = HZ

possede les solutions 2w —périodiques en 6 suivantes (r (0),Z (0)) = (r¢,0). ¥V ro >0
Nous deécrirons les différents éléments qui apparaissent dans 1’énoncé du Théoréme 2.2
dans le cas particulier du systéme diffirentiel (2.23). Ainsi nous avons que k = 1 et n = 2.
Soit r; > 0 arbitrairement petit et soit ro > 0 arbitrairement grand.

Alors V =ry,re[, a =19 € V, B : [r1,72] — R défini comme (1) = 0. ’ensemble Z est
Z ={zy = (10,0),79 € [r1,72]}.

Clairement pour chaque z, € Z on peut considérer que la solution x(0) = z, = (79, 0) est
2m—périodique

En calculant la matrice fondamentale M, (t) du systéme différentiel linéaire (2.24) avec
e — 0 associé a la solution 2r—périodique z, = (79, 0) telle que M,_(0) soit I'identité de

R2, on obtient

La matrice

. . 1 0
M=) M " (2r) =
0 eHf
donc satisfait les hypothéses de 1’énoncé (ii) du Théoréeme 2.2, et nous pouvons donc

appliquer ce théoréme au systéme (2.23). Maintenant & : R? — R est £ (r, Z) = r. Nous

calculons la fonction (2.17)
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2.2. Deuxiéme Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

1 2T
F(ro) = %/0 Fi(A, B,C)cos (0) do

Pour F(z,%,%) = 2* + 2% — 2% — 222 + 2 + 1, la fonction F(ry) est

ro (Burg — 3rk — 4 — 4u?)

F(rg) =
(ro) 8+ 1612 + 814

La fonction F(rg) posséde une racine réelle

23— 1) (1 +47)
3 pw—1

To

Et on a

1
p?+1

Alors, d’aprés le théoréme 2.2, existe un cycle limite du systéme (2.23) qui tend vers rg

df(?"o): 7&0

quand ¢ — 0.

14



CHAPITRE

Solution périodiques de

trois classes d’équation
différentielles du

quatriéme ordre

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les solutions périodiques de trois classes d’équation
différentielles du quatriéme ordre,la premiére classe prend la forme:
24 qi —x=cF(x,8,8,7) (3.1)

ol ¢ et £ sont des parameétres réels, € est suffisamment petite et F' est une fonction non
linéaire.

la deuxiéme classe est sous la forme

W+ qi o+ pr = eF(t, 2, i, &, T)

ol q,p et € sont des parametres réels, £ est petit et F' est une fonction non linéaire.T-
périodique en t.

La troisiéme classe étudiée est autonome de la forme:

2+ qi+pr=cF(x,%,%, ) &9
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3.1. Etude de I'équation ‘2" + qi — v = eF(x, 4, %, 7)

ou q,p et € sont des parametres réels, ¢ est petit et F' est une fonction non linéaire.

3.1 Etude de I’équation 7"+ qi —x =cF(x, 1,3, T)

Soit I’équation (3.1) on a le théoérme suivant :
Théorém 3.1. [7] Pour tout zéro simple positif 7 de la fonction

27
—i/ V2sin F(A, B,C,D)df (3.4)

\/C]+ q*+4

ou

/.2

q*+4—q

A= — T cos 6
2(¢*>+4)

B = o sin @

VPt
gt/ > +4
C=—-—Yr—"2—rycosf
24/2(¢?+4)
¢*+4+q

=Y — rysinf
2¢/q*>+4 0

I'équation différentielle (3.1) admet une solution périodique x(¢, ¢) tendant vers la solution

périodique

V2 q+ \/q2+4t

x(t,e) = — cos

2/(@+ 4\ V@ +i+q ?

de ‘%" +¢% — 2 =0 quand £ — 0.

Preuve du Théoréme 3.1.

En introduisant les variables (z, y, z,v) = (z, &, &, ') nous écrivons I’équation différentielle
(3.1) du quatriéme ordre comme un systéme différentiel de premier ordre défini dans un

sous-ensemble ouvert 2 de R%. On a donc le systéme différentiel

T=y

=z
Y (3.5)
2=

. ®:$—QZ+5F(I7Q,Z,U)
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3.1. Etude de I'équation ‘2" + qi — v = eF(x, 4, %, 7)

Les valeurs propres du systéme non perturbé sont + @i, + %\/@ écrivons
le systéme (3.5) de maniére que la partie linéaire a l'origine sera sous la forme normale
réelle de Jordan.

En faisant le changement de variable (X,Y,Z, V)T = B(x,y,z,v)l = (z,y,z,0)7 =

B YX,Y,Z V)T telle que B est la matrice de changement de variables, avec la forme

normale réelle de Jordan est

2
; —“‘/jm 0 0 0
B 0 O —Q+\2/m O
0 0 O o —q+\/?>+4

On a
A=B'JB=BA—-JB=0

on trouve donc

N R IV/ T TTR

2 2

0 q— \Y4 q2+4

5 0 1
B =
\/\/q2+4+q VP +atg Vetig
2 2 2
B \/ V@Etite  V@rarg /P 1
2 2 2
d’ou
VPt v ?+4+q
X — 0 — 5 0 T
=/ ?+4
Y 0 2 0 1 Y
A B \/\/q2;4+q \/q2;r4+q 2V q2;4—q 1 p
Vv _\/\/q2+4+q VP+ite V@A +a—q 1 v
2

17



3.1. Etude de I'équation ‘2" + qi — v = eF(x, 4, %, 7)

Le nouveau systéme est :

q+\/q iy,

CNEH Y 4 G (XY, Z,V)

=YL 7 L G (XY, 2,V)
V= /Yy L G (XY, 2, V)

\

oun G(X,Y,Z,V)=F(A,B,C, D) avec

A=—- 2(2+4(V 20\ a+ @B +4+2X\//® +4 )

BZQM(V—2Y+Z)

— 1 2 — 2 —
C= 2\/2(q2_+4)(X g+ V@E+4+(V = Z2)\ /P +4 q)

D—

1 2 _ —
4\/@<(V+2Y+Z) Frd—q(V 2Y+Z)>

Remarquons que la partie linéaire du systéme différentiel (3.6) a lorigine est dans sa

forme normale réelle de Jordan.

Passons maintenant des variables cartésiennes (X,Y, Z, V') aux cylindriques (7,0, Z, V') de

R* ot X = rcosf et Y = rsinf . Dans ces nouvelles variables, le systéme différentiel

(3.7) peut s’écrire sous la forme:

(¢ = esin0H (1,0, 2,V)

h =V et (9 7, V)

q .
7=\ L cH (r,60,2,V)
V=YY Ll (r,0,2,V)

\

ou H(r,0,Z,V) = F(a,b,c,d) avec

a=— \/2(q2—+4(V Z) \/q—{— ¢ +4 —l—\/\/q +4 q2rcos€)

b=

2\/@ (V+Z —2rsiné)

c= _m <\/q+\/q2+4rcos9+(V—Z) \/q2+4—q)

18
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3.1. Etude de I'équation ‘2" + qi — v = eF(x, 4, %, 7)

_ 1 : 2 _ — s
4m((V+Z+2rsm9) P+4—q(V+2Z 2r51n9)>

Maintenant, nous changeons la variable indépendante de ¢ & 0, le systéme différentiel (3.7)

devient
4

o[22 2

= /q+\/msm€H(r,0,Z,V)+O(5)

iz \/m_qZ N €\/5((q+\/qz+4)r—\/\/q?+4—q\/q+\/ q2+420059) o
3

o i/ (et /1) o
v _ \/quv + &?ﬁ«qu q2+4)r+\/\/ -y gk /e cos 6)

| Ve (¢+/a4)

(r,0,Z, V) + O (£2)

H(r,0,Z,V)+ 0 (%)

(3.8)
Dans la suite, on va appliquer le théoréme (2.1) au systéme différentiel (3.8). Notons que

le systéme (3.8) peut étre écrit comme le systéme (2.14) en prenant

0
\/q2+4qu

X = 7 , t=20 Fo(e,X): q+ /q2+4
V o \/m_qV

a4/ ¢?+4

et
ARV *’2q2+4 sin 0 H
ﬁ((qu\/qzn)r—\/\/qQ%—Q\/qu\/ q2+426059)
H
Fl (t, X) =

(q+ q2+4) 5,
ﬂ((q+\/ q2+4)r+\/\/ q2+47q\/q+\/ q?+4V cos 9) o
(c+v/E+0) *r

Nous étudierons les solutions périodiques du systéme non perturbé (3.8) avec € = 0. il est
clair que ces solutions périodiques sont (r(0), Z(0),V(0)) = (ry,0,0) pour tout ro > 0.
Bien str toutes ces solutions périodiques dans les coordonnées (r, Z, V') ont une période
27 en la variable 6 .

Nous allons décrire les différents éléments qui apparaissent dans I’énoncé du théoréme

(2.1) dans le cas particulier du systéme différentiel (3.8), ainsi nous avons que k = 1 et
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3.1. Etude de I'équation ‘2" + qi — v = eF(x, 4, %, 7)

n = 3. Soit r; > 0 arbitrairement petit et soit r, > 0 arbitrairement grand. ensuite,
nous prenons le sous-ensemble borné ouvert V de R comme V' = |ry,rs[, a = r¢ et

B [r1, 9] — R? défini comme [(rg) = (0,0). 'ensemble Z est

Z ={z, = (r0,0,0),r9 € [r1,m2]}

Clairement pour chaque z, € Z on peut considérer que la solution x(t) = z, = (79,0, 0)
est 2mr—périodique

En calculant la matrice fondamentale M, () du systéme différentiel linéaire (3.8) avec
e — 0 associé a la solution 2r—périodique z, = (79,0, 0) telle que M,_(0) soit 'identité

de R3, on obtient

1 0 0
\/qug
Mza (0) = 0 eV atve?+4 0
_ \/@*QQ
0 0 e a+VaZ+4
On a donc
0 0 0
X X Nrerza
M70)—M"Q2r)=| 0 1—eVarvars 0
_ i,
0 0 1—e Vatva2ta

qui satisfait les hypothéses de I’énoncé (ii) du théoréme (2.1), que nous pouvons donc
lappliquer au systéme (3.8).
Or £:R®* — Rest &(r, Z,V) =r. On calcule la fonction

Fry) = F (Q/M' ﬂtx@me

1 27
- V2sing F(A,B,C, D)o

\/Q+ ¢>+4

ou les expressions de A, B,C' et D sont celles données dans 1’énoncé du Théoréme 3.1.

Alors, par le Théoréme 2.1 on a que pour tout zéro simple r§ € [r1,75] de la fonction

F(ro) on a une solution périodique (r, Z, V)(0,¢) du systéme (3.8) telle que

(r,Z,V)(0,e) — (r0,0,0) quand € — 0
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3.1. Etude de I'équation ‘2" + qi — v = eF(x, 4, %, 7)

posons ¢ = 0 dans le systéme (3.7) on obtient :0 = / TV V;QH = =/ VIt V2qz+4t

On a donc une solution périodique (7,0, Z, V')(t,e) du systéme (3.7) telle que

JE+4
(r0, Z,V)(t,2) — | e,/ VT2 0 0

5 quand € — 0

Par conséquent on obtient une solution périodique (X,Y, Z, V')(t, ) du systéme (3.7) telle

que

V@R +4 VG +4
(X,Y,Z,V)(t,e) — récos\/%t,résin\/%t,o,o .quand £ — 0

De plus,comme:

r=— V—2)\a+ V@ +4+2X\//¢?+4 )
2/2 (2 +4< Ve v

On a une solution périodique (z,vy, z,v)(t,e) du systéme (3.5) telle que :

x(t,e) — —

V2rg COS<\/q2—|—4—|—qt)
VIET D VE i+ :

quand € — 0. Bien str, il est facile de vérifier que I'expression précédente fournit une
solution périodique de I’équation différentielle 'z + qi — x = 0. D’ou le théoréme 3.1 est
prouvé.

Corollaire 3.1. On pose F(x,%,%, %) = & — (m)3 , pour g = 2, alors ’équation différen-

tielle (3.1) a une solution périodique tendant vers la solution

x(t,e) = —% (2 - \/§> V15 cos (\/ V2 + lt)

de 2°+2% —x=0quand ¢ — 0

Preuve du Corollaire 3.1. I'équation (3.1) devient
W2 —r = - (E)°

alors la fonction F(rg) de I’énoncé du théoréme 3.1 est

1 7o (—32—32v2 4 215 + 15r3V/2)

F(ro) = ——
0 128 2\/§+2
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3.2. Etude de I’équation ‘T + qi + pr = eF(t,z,&,%,T)

La fonction F(rg) possede une racine reelle
4
n=3v3(2-v2)

On a aussi

AF(r0) = —1\/2V3 + 240

Alors d’appreés le théoréme 3.1 ’équation 7"+ 2% —x = = — (ZE)3 posséde un cycle limite

ze(t)

3.2 Etude de ’équation 7"+ q& + pr =eF(t,x, 1,3, T)

Soit ’équation (3.2), on a le théorérme suivant

Théoréme 3.2. [10] Supposons que p < 0 dans I’équation différentielle (3.2). Soint

27

Fi(Xo,Yo) = 2& ) cos(at)F (t, A(t), B(t), C(t), D(t)) dt,
T Jo
Fo(Xo, Yo) = —; : sin(at) F (t, A(t), B(t), C(t), D(t)) dt
T Jo
avec a = |/ LVIH V2qQ+4, b = A VA VQQQH, (ott de maniére équivalente p = —a?p% < 0,

q = a® — B%) avec respectivement, o et 3, des nombres positifs, et

(Xo cos(at) — Yy sin (at))

Alt) = R
B = (oeoslat) + Xosin(at))
a2+
c) = _ a(Xocos(at) — }2/0 sin (it))
o+
D) = a? (Yy cos(at) + )2(0 sin (at))
a2+

Si la fonction F' est %r périodique par rapport a la variable ¢, alors pour tout (Xg,Yy")

solution du systéme
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3.2. Etude de I’équation ‘T + qi + pr = eF(t,z,&,%,T)

Fk(X(b%) = 07 k= 172

satisfaisant

0 (F1, F2)
det | ——=
< a (X07 }/E))

) #0 (3.10)
(Xo0,Y0)—(X5.Yg")

I’équation différentielle (3.2) admet une solution périodique z (¢, ¢) j tendant vers la solu-

(Xo cos(at)—Yp sin(at
e (a2 +,82)

tion x () donnée par ) de ‘% + ¢i + pr = 0 quand € — 0.

. PR £t 2
Notons que cette solution est périodique de période - .

Preuve du Théoréme 3.2.

En introduisant les variables (z, y, z,v) = (z, &, &, ') nous écrivons I’équation différentielle
(3.1) du quatriéme ordre comme un systéme différentiel de premier ordre défini dans un

sous-ensemble ouvert £ de R*. On a donc le systéme différentiel

r=y
.

Y (3.11)
Z=v

0= —pr—qz+eF(t,x,y,z,v)

\

/a2 _ _ \/a2—
Les valeurs propres du systéme non perturbé sont o = + MTM, 8=+ ﬁTM,

écrivons le systéme (3.11) de maniére que la partie linéaire a l’origine sera sous la forme
normale réelle de Jordan.

En faisant le changement de variabls (X,Y,Z, V)T = B(x,y,2,0) = (z,y,z,v)T =
B YX,Y,Z V)T telle que B est la matrice de changement de variables, avec la forme

normale réelle de Jordan est

0 —a 0 0
a 0 0 0
J =
0 0 B 0
0 0 0 -8

On a
A=B'JB=BA—-JB=0
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3.2. Etude de I’équation ‘T + qi + pr = eF(t,z,&,%,T)

on trouve donc

-~k —a 0
0 >0 1
B= g
-£ —a? B 1
£ —a® —p 1
d’ou
X x
-2 —a 0
Y 0 8 0 1 Y
N 2
Z —% —a® g 1 z
2
V g o A1 v
le nouveau systeme est
X =—aY
) Y =aX +¢F (t,A, B,C, D)
Z =pZ+¢eF(t,A B,C,D)
\ V =—BV +¢eF(t,A B,C,D)
ou
A ! ! (V 2XB — Za)
= —— (Va-— —Za
aff 202 + 232
1
B = ——Q2Y-Z-V)
202 4+ 20
1
s (2= V)8 - 2X0)
1
D = —— ((Z+V)p*>+2Ya?
ra o (ZH V)4 2a)

Remarquons que la partie linéaire du systéme différentiel (3.12) a l'origine est dans sa
forme normale réelle de Jordan.
Dans la suite, on va appliquer le théoréme 2.1 au systéme différentiel (3.12). Notons que

le systéme (3.12) peut étre écrit comme le systéme (2.14) en prenant
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3.2. Etude de I’équation ‘T + qi + pr = eF(t,z,&,%,T)

X —aY
Y aX
X = s t:t, F()(t,X):
A B4
% -6V
et
0
F(t,A,B,C’, D)
Fl (ta X) =
F(t,A,B,C’, D)
F(t,A,B,C, D)

Nous étudierons les solutions périodiques du systéme (2.15) dans notre cas, c’est-a-dire

les solutions périodiques du systéme (3.12) avec € = 0. Ces solutions périodiques sontion

X(t) Xo cos(at) — Yysin (at)
Y(t) | | Yocos(at)+ Xosin(at)
2 | 0
V(t) 0

La matrice fondamentale du systéme (3.12) avec £ = 0 asocié a cette solution périodique

est

La matrice inverse de M (t
cos(at)  sin ( 0
—sin (at) cos(at 0 0
Vo | N costar)
0 0 0
0 0 0 exp(ft)

qui vérifie
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3.2. Etude de I’équation ‘T + qi + pr = eF(t,z,&,%,T)

00 0 0
o |00 0 0
M(©O) - M) = 2
0 0 1—exp(—3%) 0
00 0 1 — exp(332)

Par conséquent toutes les hypothéses du théoréme 2.2 sont satisfaites. Il faut donc étudier
les zéros du systéme F(z) = 0 de deux équations & deux inconnues. Plus précisément,

nous avons

F(z) = (F1(Xo,Ys), F2(Xo, o)) on

Fi(Xo,Yy) = % FﬁCos(at)F(t,A(t),B(t),C’(t},D(t))dt
Fo(Xo,Ye) = a %sin(at)F(t,A(t),B(t),C’(t),D(t))dt

_%0

avec A(t), B(t),C(t) et D(t) comme dans I’énoncé du théoréme 3.2.

Les zéros (X§,Yy) du systéme

fQ(XO71/0> 0

par rapport aux variables Xy et Y, fournissent des orbites périodiques du systeme (3.12)

avece ¢ # 0 suffisamment petit si elles sont simples, c’est-a-dire si

0 (F1, F2)
det | ———=
) <a<xo,yo>

#0 (3.14)
(Xo,Yo)=(X3,Yy")

En remontant par le changement de variabls, pour tout zéro simple (X§,Yy) du systéme
(3.13), on obtient une solution %’T—périodique de 'équation différentielle (3.2) pour € # 0

suffisamment petit tendant vers la solution

(Xo cos(at) — Yy sin (at))

x(t) - o (oz2 + 62)
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3.2. Etude de I’équation ‘T + qi + pr = eF(t,z,&,%,T)

de 'Z" + g% + px = 0 quand ¢ — 0. Notons que cette solution est périodique de période

%’r .Ceci compléete la preuve du théoréeme 3.2

Corollaire 3.2. Si F(t,z,4,%,7) = cos(t) — & + Zx, alors 'équation différentielle (3.2)

avec p = —1 et ¢ = 0 & une solution périodique x;(¢, ¢) tendant vers la solution périodique

x1(t) donnée par

x1(t) = 2sin (¢)

de 2+x=0quand ¢ — 0

Preuve du Corollaire 3.2. Nous avons 1’équation
2 4z =cos(t) — T+ ix

On obtient o = 3 = 1. Les fonctions F; et F5 du théoréeme 3.2 sont

1 1
Fi (Xo,Yy) = —ZY[)+§
1
Fo (Xo,Yo) = _ZXO

Le systéme F; = F2 = 0 a la solution réelle (X, Yy) = (0,2), qui vérifie

8 (Fla f2) 1
det | o~ =570
< 9 (Xo, o) (X0,Y0)=(0,2) 16

(3.15)

D’apres le théoreme 3.2 I'équation (3.15) admet la solution périodique de 1’énoncé du

corollaire.

Théoréme 3.3. Supposons que p > 0, ¢ > 0 et ¢*> — 4p > 0 dans I’équation différentielle

(3.2). Définissons les fonction

Fi (X0, Y0, Zo, Vo) = 5= 02’” cos(Zt)F (t, A(t), B(t),C(t), D(t)) dt
Fa (Xo, Yo, Zo, Vo) = —gi= [2Tsin(™t) F (t, A(t), B(t), C(t), D(t)) dt
Fs (Xo, Yo, Zo, Vo) = 5= [257 cos(Zt)F (t, A(t), B(t), C(t), D(t)) dt

2km

Fi(Xo,Yo, Zo, Vo) = —50= [5 sin(%t)F (¢, A(t), B(t), C(t), D(t)) dt
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3.2. Etude de I’équation ‘T + qi + pr = eF(t,z,&,%,T)

\/m 2 2

a+ _m /-4 _ e, 22 m
avec \/ —5— = 7, \/ —%5—— =T, (ou de maniére équivalente p = T35, ¢ = "5 + )

avec m,n,r et s sont des entiers positifs, k = ppme(n, s).
Alt) = K [g (XO cos(™t) — Ypsin (%t)) - n (Zo cos(Zt) — Vpsin (gt))]

L [ZO cos(Zt) + Vpsin (gt) — Ypcos(™t) — Xosin (%t)]
C(t) = L[% (Zycos(tt) — Vpsin (£t)) — 2 (X cos(2t) — Ypsin (2¢))]

D(t)=1L [ZL—; (Yo cos(Zt) + Xosin (2¢)) — Z—z (Zo cos(£t) + Vo sin (Et))}

3.3 2.2
N _ n3s _ n?s
ou K = mr(m2s2—n2r2)> et L m2s2—n2r2°

Si la fonction F' est 2wk-périodique par rapport a la variable ¢, alors pour toute solution

(X5, Yy, Z5, V) du systeme
“,/rl(XO?}/b?ZO?‘/O):O, lzl,....,4,

ou

£0

d 8<F17F27‘7:37f4)
et
8<X07}/07Z07‘/0)

(XO,YO,ZO,VO):(Xg,YO*,Zg,VO*)>
I'équation différentielle (3.2) admet une solution périodique x(t, €) tendant vers la solution
zo(t) donnée par

K [g (XS‘ cos(%t) — Y] sin (%t)) - (ZS‘ cos(ft) — Vi sin (gt))}

n S

de 'Z" + g% + px = 0 quand ¢ — 0. Notons que cette solution est périodique de période
2rk.

Preuve du Théoréme 3.3.

Comme dans la preuve du théoreme 3.2, I'équation différentielle (3.2) peut étre écrite

comme le systéme différentiel (3.11). Le systéme non perturbé a un point singulier unique,

lorigine. Puisque p > 0 et ¢>—4p > 0 l’origine a deux paires de valeurs propres imaginaires
iﬁ@z =42, + —q‘\/fT“pz' = £

Nous écrirons le systéme (3.11) de telle sorte que la partie linéaire & l'origine soit sous

sa forme normale de Jordan réelle. En faisant le changement de variables (z,y, z,v) —

(X,Y,Z,V) donné par
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3.2. Etude de I’équation ‘T + qi + pr = eF(t,z,&,%,T)
X —mog _m x
Y 0 5 0 1 y
Z =20 -0 z
1% 0 = 0 1 v

Le systéme différentiel (3.11) devient

;

X=-%
Y =m2X+eF (t,A B,C,D)
Z=-t
\V:§Z+5F@¢LB(1D)
avec
0= B (X2 — Z2)

b= %2 (V-Y)

_ n?s? ( ro_ m)
C= mZsz_n22 Zs X n
2.2 2 2
_ s°n m r
d= m2s2—n2r2 (Y nZ VS_2>

(3.16)

Remarquons que la partie linéaire du systéme différentiel (3.16) a lorigine est dans sa

forme normale réelle de Jordan.

Dans la suite, on va appliquer le Corollaire 2.1 au systéme différentiel (3.16). Notons que

le systeéme (3.16) peut étre écrit comme le systéme (2.14) en prenant

X
Y
X = , t=t, Fy(t,x)=
Z
%
et
0
F(t,A,B,C,D)
Fl(tv)() =
0
F(t, A B,C,D)

29



3.2. Etude de I’équation ‘T + qi + pr = eF(t,z,&,%,T)

Nous étudierons les solutions périodiques du systéme (2.15) dans notre cas, c’est-a-dire

les solutions périodiques du systéme (3.16) avec € = 0. Ces solutions périodiques sont

X(t) Xo cos(Zt) — Yy sin (2¢)
Y(t) | | Yocos(’t) + Xosin (Z¢)
Z(t) N Zg cos(Lt) — Vysin (Lt)
V(t) Zg cos(£t) + Vysin (£t)

Cet ensemble d’orbites périodiques a la dimension quatre, toutes ayant la méme péri-
ode 27k, ou k est défini dans ’énoncé du Théoréme 3.3. Pour rechercher les solutions
périodiques de notre équation.(3.2) il faut calculer les zéros z = (X, Yo, Zo, Vo) du sys-
teme F(z) = 0, ou F(z) est donné par (2.18)La matrice fondamentale M (¢) du systéme

différentiel (3.16) avec € = 0 le long de toute solution périodique est

cos(Zt) —sin (2Z¢) 0 0
in (¢ L 0 0
M(H) = M.(1) = sin (2¢)  cos(2t)
0 0 cos(Zt) —sin (Lt)
0 0 sin (£t)  cos(%t)
1

téme F(z) = 0 peut s’écrire comme

F1 (Xo, Yo, Zo, Vo)
Fa (Xo, Yo, Zo, Vo)
F3 (Xo, Yo, Zo, Vo)
Fu (Xo, Yo, Zo, Vo)

(3.17)

o o o O

ou

Fi (X0, Yo, Zo, Vo) = 52 fQ’” cos(Zt)F (t, A(t), B(t),C(t), D(t)) dt

2km JO

F (X0, Yo, Zo, Vo) L [P sin(™e)F (t, A(t), B(t), C(t), D(t)) dt

" 2kr Jo
Fs (Xo, Yo, Zo, Vo) = 5= o™ cos(Z)F (t, A(t), B(t),C(t), D(t)) dt

2km JO

2km

Fu(Xo, Yo, Zo, Vo) = — g5z [y sin(Et)F (¢, A(#), B(t), C(t), D(t)) d
avec A(t), B(t),C(t) et D(t) comme dans I'énoncé du théoréme 3.3.
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3.2. Etude de I’équation ‘T + qi + pr = eF(t,z,&,%,T)

Les zéros (X§, Yy, Z5, V) du systéme (3.14) par rapport aux variables Xy, Yy, Zy et Vg
fournissent des orbites périodiques du systéme (3.16) avec € # 0 suffisamment petit s’ils

sont simples, c’est-a-dire si

det<a<fl7f27f37f4) (318)

# 0
9 (Xo, Yo, Zo, Vo) (Xo,yo,zo,vo)(Xg;,yo*,zg,vo*)>
En remontant par le changement de variables, pour tout zéro simple (X, Yy, Z5, V") du

systéme (3.14), on obtient une solution 27k périodique z(t) de I’équation différentielle

(3.2) pour ¢ # 0 suffisamment petit telle que z(t) tend vers la solution périodique

K E (XS‘ cos(%t) — Yy sin (%t)) _ (Zg cos(gt) — Vi sin (gt))}

n

de ‘2 4 qZ + pxr =0 quand € — 0, ou K est défini dans ’énoncé du théoréme 3.3. Notons
que cette solution est périodique de période 2mk. Ceci achéve la preuve du théoréme 3.3.
Corollaire 3.3. Si F(t,z,%,%, %) = (1 —2?)sin(t) + z, alors 1’équation différentielle
(3.2) avec p = % et ¢ = % a trois solutions périodiques 1 (t, ), tendant vers la solution

périodique

2 1 2 1
xr(t) = ~9 sin gt — §\/§cos gt
() 2 . 17,‘
x = —sin-
? 9°"3
2 1 2 1
x3(t) = ~3 sin §t+ 5\/§COS §t

ceee 13 .. 1 _
de T + 327 + 557 = 0 quand € — 0.
Preuve du Corollaire 3.3. Nous avons ’équation
B4 8204 ger = (1 — %) sin(t) + &
qui correspond au cas p = = et ¢ = 22 et F(t,x,&,&, %) = (1 —2?)sin(t) + z. Nous
obtenons m = 1, n = 2, r = 1, s = 3. les fonctions F; = F; (X, Yo, Zo, Vo) pour

[=1,2,3,4 du théoreme 3.3 sont
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3.3. Etude de I'équation 'T" + qi + pr = eF(x, 4, %, T)

P
Fy = —%YO

F3 = 1—520 (18+87548V0)

F4 = 115 <18V0— 43574% +%Z§)

Le systeme F; = F, = F3 = F4 = 0 a les trois solutions (X, Y, Z;, Vy") donnés par

(O 07@ 3’ 486) (0 0 O’ 243) (O O 486 3’_%86) :

Comme le jacobien

det a<f17f2>f3af4>
9 (Xo, Yo, Zo, Vo) (Xo,Yo,Z0,Vo)—(X§.Ye 25,V

pour ces trois solutions (X, Yy, Z5, V) est —%, on obtient respectivement par le

théoréme 3.3 les trois solutions données dans 1’énoncé du corollaire.

3.3 Etude de ’équation = + qi +pxr = cF(x, 2,3, 7)

Soit ’équation (3.3) on a le théoérme suivant :

Théoréme 3.4. Pour tout zéro simple positif rj de la fonction

2
/ fsme F(A, B,C, D)df
\/q +
ou
2p(4p—q?)
B=—

\/q;j)'r’o sin 6
C — Q+\/ q —4p

2(q%—4p)

D=Vi v47‘0 sin 0
24/ q%2—4p

I’équation différentielle (3.3) admet une solution périodique x(t, €) tendant vers la solution

7 COS 0

périodique
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3.3. Etude de I'équation 'T" + qi + pr = eF(x, 4, %, T)

_ v2rg cos | 1/4F Ve —4p,
2
V(@ —4p)\/a+/¢* —4p

(t)

de "+ g% — pxr = 0 quand € — 0.

Preuve du Théoréme 3.4.

En introduisant les variables (x,y, z,v) = (z, &, , ©) nous écrivons I’équation différentielle
(3.3) du quatriéme ordre comme un systéme différentiel de premier ordre défini dans un

sous-ensemble ouvert 2 de R%. On a donc le systéme différentiel

r=y
-
Y (3.19)
zZ=

| 0 =-pr—qz+cF(z,y,2,0)

. , q++/q?—4p . —q++/q?—4p .
Les valeurs propres du systéme non perturbé sont 41/ ——, +1/ —%——, Ecrivons

2

le systéme (3.19) de maniére que la partie linéaire a 1’origine sera sous la forme normale
réelle de Jordan.

En faisant le changement de variable (X,Y,Z, V)T = B(x,y,z,v)T = (z,y,z,0)7 =
B YX,Y,Z V)T telle que B est la matrice de changement de variables, avec la forme

normale réelle de Jordan est

On a
A=B'JB=BA—-JB=0

on trouve donc
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3.3. Etude de I'équation 'T" + qi + pr = eF(x, 4, %, T)

22 0 _y/ Ve
q+\/¢?—4p 2
0 _q+ V q2—4p O 1

2

-2 p _ q+\/;1274p —q+ 2qr2—4p 1
a1
2

V==
v2 \/\/q2—4p—q

d’ou

2_

O _Q+\/2q 4p 0 1

- ) p gt/ P—4p —q+\/>~4p 1

\/\/q2—4p—q 2

ﬂ¢ 2 _ /et ARV
v ¢®—4p—q

< N <

Le nouveau systeme est

¢

P =
Y =\ EVER X 4 G (XY, 2,V)
7=\ TNE g L cG(X,Y, Z,V)

V=- —“”\émv +eG(X,Y,Z,V)

\

oun G(X,Y,Z,V)=F(A,B,C, D) avec

A:—m<(V—Z)\/q+\/q2—4p—2X\/—q+\/q2—4p)
B =— L 2Y - Z -V
T )
-1 _ _ 2 _ _ 2 _
= 7i— ((Z V) =g+ Ve —dp—2X (4+/a 4p))

D= A (Z+v) (~a+ V@ =) +2v (a+ Vo>~ 2p))

(3.20)

Remarquons que la partie linéaire du systéme différentiel (3.20) a Porigine est dans sa

forme normale réelle de Jordan.



3.3. Etude de I'équation 'T" + qi + pr = eF(x, 4, %, T)

Passons maintenant des variables cartésiennes (X,Y, Z, V') aux cylindriques (1,6, Z, V') de
R* ot X = rcosf et Y = rsinf . Dans ces nouvelles variables, le systéme différentiel

(3.20) peut s’écrire sous la forme:

(7 = csingH (1,0, 2,V)

b= CVE | ceslp (9, 2,V)

2

. (3.21)
7=\ g cH (r,0,2,V)
V= Yy (6, 2,7
\

ou H(r,0,Z,V) = F(a,b,c,d) avec

a=——— r@p = <V Z) \/q+\/q - 2\/ g+ — prcos@)

b= — (2sinf — Z —V)

2 24;17

C_m<(Z_V)\/_q+\/M—2rcosﬁ(q+\/q2—4P)>
o ((Z+v) (~a+ /@ =) +25in0 (q+ v/ —4p))

Maintenant, nous changeons la variable indépendante de ¢t & 6, le systéme différentiel

(3.21) devient

d=

(

& —¢ Sm@H(r@ZV)—i—O( %)

n —q2 il q ) \/\/m q\/qu 4pZ cos 9)

d@ q+\/q2 4p <q+m)3r
V2 2_4 r 2_4 2—4 V cos O
2 _ NZD _4p_qv+€ ((q+ V) r /@ —ap- q3\/q+ P —4p ) H (0. ZV)+ 0 ()
-t/ ®—4p (H@) r

H(r,0,Z,V)+ O (£?)

(3.22)
Dans la suite, on va appliquer le théoréme 2.1 au systéme différentiel (3.22). Notons que

le systéme (3.22) peut étre écrit comme le systéme (2.14) en prenant

0
vV ?—4p—q
Z |, t=0 F(tx) = q+\/mz
. =
q+v/a®—4p
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3.3. Etude de I'équation 'T" + qi + pr = eF(x, 4, %, T)

et

2 .
—=——sinfH
q+v/q>—4p

ﬁ((q#—@)’”_\/\/m_“/ﬁ\/mz o 0) H

Fy(0,%) = (a+v/a—m)
(o) Vi )

(a+v/E—p) s

Nous étudierons les solutions périodiques du systéme non perturbé (3.22) avec ¢ = 0.

Il est clair que ces solutions périodiques sont (r(0), Z(6),V(0)) = (r0,0,0), pour tout
ro > 0 . Bien sir toutes ces solutions périodiques dans les coordonnées (r, Z, V') ont une
période 27 en la variable 6 .

Nous allons décrire les différents éléments qui apparaissent dans ’énoncé du théoréme 2.2
dans le cas particulier du systéme différentiel (3.22), ainsi nous avons que k = 1 et n = 3.
Soit r; > 0 arbitrairement petit et soit ro > 0 arbitrairement grand. Ensuite, nous prenons
le sous-ensemble borné ouvert V de R comme V = |ry,mf, a = ry et B : [r, 1] — R?

défini comme (5(rg) = (0,0). Pensemble Z est

Z ={z, = (19,0,0) 19 € [11,72]}

Clairement pour chaque z, € Z on peut considérer que la solution x(t) = z, = (79,0, 0)
est 2m—périodique.

En calculant la matrice fondamentale M, (t) du systéme différentiel linéaire (3.20) avec
e — 0 associé a la solution 2r—périodique z, = (19,0, 0) telle que M,_(0) soit 'identité

de R3, on obtient

1 0 0
a?—dp—qg
M@=, 0= 0 EE
_ \/E*QG
0 0 e Varvar o
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3.3. Etude de I'équation 'T" + qi + pr = eF(x, 4, %, T)

On a donc
0 0 0
" 1 _ Ve ap—ay
M~ (0)—M7 (27‘()2 0 1—e Vatve?-p 0
\/q2—4p don
0 0 1 —eV arvai-ap

qui satisfait les hypothéses de I’énoncé (ii) du théoréme (2.2), que nous pouvons donc
lappliquer au systéme (3.22).
Or £:R?* — Rest &(r, Z,V) =r. On calcule la fonction

F(ro) = ( /M t) Fy (t, X (t, za))dt)

2
:1 V2sin @ F(A,B.C.D)

o

ou les expressions de A, B,C' et D sont celles données dans ’énoncé du Théoréme 3.4.

Alors, par le Théoréme (2.1) on a que pour tout zéro simple r§ € [rq, 73] de la fonction

F(ro) on a une solution périodique (r, Z,V)(0, ) du systéme (3.22) telle que
(r, Z,V)(0,e) — (ry,0,0) quand € — 0

posons £ = 0 dans le systéme (3.21) on obtient § = \/ TV V;L4p = =/ VTR Vf_4pt

Alors, on a une solution périodique (r,0, Z,V')(t, ) du systeme (2.21) telle que

JE—1
(r,0, Z,V)(t,e) — [ re, 4/ VL2 6 g

5 quand € — 0

Par conséquent on obtient une solution périodique (X,Y,Z, V)(t,e) du systeme (3.20)
telle que

/ /2 — 4 / /2 — 4
(X,Y,Z,V)(t,e) — | 1 cos %t,rﬁsin %t,o,o

De plus, comme

x:—2 L 5 ((V—Z)\/qu\/i 2X\/ q—l—F)

2p (4p — ¢
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3.3. Etude de I'équation 'T" + qi + pr = eF(x, 4, %, T)

on a une solution périodique (z,y, z,v)(t, &) du systéme (3.18) telle que

V2 cos | 1LV~ p,
V(@ —4ph/a+ @ —4p 2

Corollaire 3.4. On pose F(z, &, &, %) = (¥)' + (&)* — (i) =z + & — 1, pour ¢ = 2 et

x(t,e) —

p = —1 alors 'équation diffirentielle (3.3) admet une solution périodique z(t, €)
1 1
o(t) = $V2Y/3v2 + 2VBcos (§ (2+ v6) t)

de'fé'+2j—%x20quand€—>0

Preuve du Corollaire 3.4. L’équation (3.3) prnd la forme

z —|—29’§—§x: (P + (&) — (&) —2zd + 7 — 1,

alors la fonction F(rg) de ’énoncé du théoréeme 3.4 est
1 7o (8v3+12v2 — r3V/3)

48 2+6

La fonction F(rg) posséde une racine réelle

F(ro) =

ro = g\/\/é (3\/§+2¢§>

On a aussi

lwﬁ”ﬁ;&o
2+6

Alors d’appres le théoréme 3.4 I'équation ‘7" + 27 — Lo = (%) + (#)* — ()? —2d + % — 1

df(ro) =

posséde un cycle limite z.(¢) qui tend vers la solution x(t) de I’énoncé du corollaire.
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Concluion
Dans ce mémoire, on a appliqué la méthode de moyennisation du premier ordre a la
recherche des cycles limites de trois classes d’équations différentielles ordinaires du qua-
trieme ordre.
La méthode de les moyennisation nous a permis d’obtenir des conditions suffisantes de
I’existence des cycles limites en transformant le probléme de la recherche des cycles limites
d’un systéme différentiel en un probléme algébrique de
la recherche des racines non dégénérées d’un systéme non linéaire, et donne une condition
suffisante pour 'existence des cycles limites.
Cette méthode donne de bons résultats pour certaines classes d’équations différentielles

ordinaires, mais elle ne donne pas toute les solutions périodiques de ’'EDO.
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