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Introduction

Les équations intégrales et intégro-différentielles de Volterra jouent un role crucial
dans de nombreux domaines des mathématiques appliquées et de la modélisation des phé-
nomeénes physiques. Leur étude approfondie permet de mieux comprendre les systémes
dynamiques complexes et de résoudre des problémes pratiques dans divers domaines tels
que la physique, I’économie, 'ingénierie et la biologie. Au fil des années, de nombreux
chercheurs se sont penchés sur ces équations afin d’en explorer les propriétés et de déve-
lopper des méthodes d’approximation efficaces pour les résoudre.|8|

Les travaux de recherche antérieurs ont apporté d’importantes contributions a I’analyse
et a la résolution de ces équations, notamment les études menées par Aissaoui, Bounaya,
Guebbai, Lemita, Segni, Wassim, Merchela, Selma, Ghiat, Debbar, Khalla et d’autres
chercheurs. Parmi ces travaux, ceux de Linz et de Salah ont joué un roéle significatif
dans la compréhension des équations intégro-différentielles de Volterra et ont contribué a
'élaboration de nouvelles méthodes d’approximation|4, 6, 14, 13, 17, 7|. Linz, dans son
ouvrage de référence intitulé "Analytical and Numerical Methods for Volterra Equations"
publié en 1985, a présenté des méthodes analytiques et numériques avancées pour résoudre
les équations de Volterra, y compris les équations intégro-différentielles. Ses travaux ont
jeté les bases de nombreuses approches modernes utilisées dans I’étude de ces équations
complexes. Les techniques développées par Linz ont permis de mieux appréhender les
propriétés fondamentales des solutions des équations intégrales et intégro-différentielles
de Volterra.

De méme, les travaux de Salah|9] ont apporté des contributions significatives a ’étude
des équations intégro-différentielles de Volterra non linéaires. Dans un article publié en
2020 dans le journal "Boletim da Sociedade Paranaense de Matematica", Salah, en colla-
boration avec Guebbai, Lemita et Aissaoui, a étudié la solution d’'une équation intégro-
différentielle non linéaire de Volterra dans le contexte d’'un modéle de séisme. Leurs re-
cherches ont permis de mieux comprendre les phénoménes dynamiques complexes liés aux
séismes et d’élaborer des méthodes spécifiques pour résoudre ces équations.

Dans le cadre de ce mémoire de master, nous nous concentrons sur une nouvelle équa-



tion intégro-différentielle de Volterra avec un terme retard :

alt
Vi € [a;b], wu(t) = ()N(t,s,u(s),u’(s))ds + f(t),
a
Notre objectif principal est de démontrer I'existence et 'unicité de la solution de cette

équation en utilisant une suite de Picard, une méthode couramment utilisée dans ’ana-
lyse des équations intégrales et intégro-différentielles. De plus, nous proposons d’utiliser
une méthode de Nystrém pour construire une approximation numérique de la solution
analytique.

En nous appuyant sur les travaux antérieurs de Linz et de Salah, nous souhaitons
contribuer a I’avancement des connaissances dans le domaine des équations intégro-différentielles
de Volterra non linéaires avec terme retard. Les techniques développées par Linz nous per-
mettront de mieux comprendre les propriétés fondamentales de la solution, tandis que les
travaux de Salah nous offriront des perspectives précieuses pour résoudre cette équation
spécifique liée & un modeéle de séisme. Nous démontrerons la convergence de la méthode
de Nystrom pour notre équation intégro-différentielle, garantissant ainsi la précision de
notre approximation numeérique. Des tests numériques seront réalisés pour évaluer I'effi-
cacité de notre approche et comparer les résultats avec des solutions analytiques connues
ou d’autres méthodes d’approximation existantes. Ces tests contribueront & illustrer la
pertinence et la fiabilité de notre méthode dans la résolution de ces équations complexes.

En somme, ce mémoire de master vise & approfondir notre compréhension des équa-
tions intégro-différentielles de Volterra avec terme retard, en tirant parti des contributions
essentielles de Linz et de Salah. Nous espérons que nos travaux fourniront des résultats
significatifs dans la résolution de ces équations complexes et auront des implications im-
portantes dans divers domaines de recherche utilisant ces modéles mathématiques pour
étudier des phénoménes dynamiques.



Chapitre 1

Outils mathématiques

L’objectif de ce chapitre est d’introduire et de présenter les notions de base et les outils
mathématiques nécessaires pour la compréhension de notre travail . La plupart des outils
présentes dans ce chapitre seront mieux compris au fil du mémoire.

1.1 Historique de I’équation :

Nous allons présenter un historique trés particulier pour décrire notre équation objec-
tive.
Cette facon sera trés particuliére, mais elle nous permettras de mieux appréhender 'as-
pect philosophique derriére notre vision.
Nous conseillons le lecteur de notre travail de commencer par lire peterlinz [ref] & fin de
comprendre en premier lieu ’étude analytique et numérique de I’équation :

u(t) :/ G(t,s,u(s))ds+ f(t), Vtea,b]

Il montre qu’en utilisant

(JL >0

Vt, s € la,b], Vz,y€R,

|G(t,s,2) = G(t,s,y)] < Lz —yl,

\

il arrive & montrer 'existence et 'unicité u € C%a,b] , pour tout f € C°a,b].

Comme il montre que la méthode de Nystrom est parfaitement convergente .

En deuxiéme lieu , nous demandons qui lecteur de lieu les articles . Guebbai et al [réf] et
Segni et al [réf] pour mieux comprendre le traitement de I’équation :
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u(t) = /tk‘(t,s,u(s),ul(s))ds + f(t), Vtela,b]
Ils ont montré que sous les hypothéses suivantes :
( (%)K'(t) € C°([a, b’R?)
(*)3A,B,A,B € R, Vt s€a,b], VYz,T,y,7€R,

€ [a,
|K(t,s,z,y) — K(t,5,7,7)| < Alr — 7| + Bly — 7l
’K (t)(t,s,x,y) - K (t)( E y)| < A[x—x] +B‘y Z/‘

[ (x)B <1
L’équation précédente admet une unique solution u € C'[a, b] pour tout f € C*{a,b] ,
comme ils ont obtenue une convergence numérique pour la solution approchée .

Dans ce travail , nous intéressons a 1’équation intégrodifférentielle de voltera non linéaire
avec terme retard :

a(t)
ut) = [ Ktsu(s) ()ds + @), Ve b
Ou ,a est le terme retard , puisque

a<a(t)<t, Vtela,l]

1.2 Propriété de dérivation :

Dans cette partie nous présentons une propriété mathématique qui permet le calcule
de la dérivée u .

Théoréme 1.2.1. Soient p € C'[a,b)?, « € C'a,b]

et ¢ définie par

a(t)
velatl v = [ eltods
Alors , ¢ € C'a,b] et

Vi e la,b], ¥(t) = ot



Preuve 1.2.1.

’

Viela b, w0 = lm (6t h) - b(0)

|
h—0

1 a(t+h) a(t)
— lim / o(t + b, )ds + / (p(t + hy ) — ot 5))ds)
h—0 h’ a(t) a

a(t+h) — oz(t)(p

= lim
h—0

(£ + h, at) +£(h))

a(t)
+ /a %(go(t + h,s) — (t,s))ds

’

= & (et o) + / 2 (1)(t, )ds.

1.3 Lemme de Gronwall :

Cette section est dédiée au lemme de Gronwall version discréte.

L’utilité de ce lemme sera comprise dans la partie numérique de notre travail.

Théoréme 1.3.1. Soit [§;];>0 une suite de réelles qui vérifient

n—1
6l SAD |G+ B, m>,

i=0
o A>0, 0<B,<B, I &l <n
Alors |
6] < (1+ AP 7(B+4,),¥n > 1.

Preuve 1.3.1. Voir le livre de linz [réf] page 101 .






Chapitre 2

étude Analytique

Ce chapitre représente la premiére partie de notre travail,dans le quel nous allons
construire une solution analytique de I'équation intégrodifférentielle de voltera avec un
terme retard .

2.1 Position du probléme

Soit N : [a,b]? x R? — R une fonction non linéaire qui vérifie les conditions suivantes
(C1) : ;N € C°([a, b]? x R?)

(Cy) :Vt, s € [a,b], Vr,ye RV, 7eR

(C)R |N(t,s,2,y) — N(t,s,7,9)| < L1 |x —T| + Li2|ly — 7|

|atN(t7 57%9) - 8tN(t7 S7fay)| S L21|ZE - E| + L22|y _@|

(03) : bL12 <1

Notre objectif est d’étudier analytiquement,c-a-d montrer 1'existence et 'unicité de la
solution v € C*[a, b] qui vérifie le probléme suivant :

a(t)
Vt € [a;b], wu(t) = N(t,s,u(s),u'(s))ds + f(t),

a

ou, f estune fonction donnée dans C'[a,b], et « la fonction de retard supposée vérifiée
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les conditions suivantes :

[ (Cay) :VEE[a,b], a<alt)<t,

(Ca)§ (Ch2):a € Cla,b.

L (Cajg) : HC(/(t)HCO[a,b]Ll,Z <1

Pour mieux notre équation(),nous devons dériver les deux cotés de cette équation pour
cela,nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.1. Soient

v: R? SR
(t,s) (),

Tel que ' (t) € C°(R?),  a vérifiant (Cy) et

a(t)
o(t) = / W(t,s)ds, Yt > a.

Alors |
a(t)
S =d o)+ [ O Vi>a
Preuve 2.1.1.
/ 1
p(t) = [lim (et +h) —(t))
1 a(t+h) a(t)
= hlinO E(/a Yt +h,s)ds — /a W(t, s)ds)
' a(t+s) 1 1 a(t+h)

= Jim ([ e he) — v ois ;[ L)

Mazs,

a(t+h)
%/(t) WY(t, s)ds =
Ou. lim €(th) = alt)

Done, ¢ (t) =o' (t)Y(t, at)) + faa(t) Y (t)(t, 8)ds, Vt>a.

(a(t + h) — alt)b(t,£(t, b)),

| =
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En appliquant ce dernier résultat,nous obtenons;

Vi€ [a,b); W'(t) = o/ ()N, alt), ula(t)),u (at)))

a(t)
+ / ON(t,s,u(s),u'(s))ds+ f (t)

Cette équation est difficile a traiter dans cette forme,pour cela,nous utilisons un chan-
gement de variable adéquat dans le but de la vendre facile a traiter numériquement et
analytiquement.

Nous utilisons le changement de variable proposé par les suivant :
t
Vit € [a,b];  u(t) ) = / s)ds —/ v(s)ds = u(t) :/ v(s)ds + u(a)
Mais, o«(a) =a=u(a) = f(a), ce qui donne

U) = [ ws)ds + fla)

Notre probleme devient ;trouver v € C°a, b] tel que
Vit € [a, b]

a(t)
v(t) = N(t,aft / (s)ds + f(a),v(a(t))

+/ t,s,/v Jdo + f(a), v(s))ds

+ [ (2.1)

2.2 Existence et unicité de la solution

Pour construire une solution de notre nouvelle équation nous introduisons(vy,),,, la
suite de Picard 8,11 par :Vt € [a, D]

Unia(t) = & (N (t, a(t), [2 v,(s)ds + f(a), va(a(t))

L+ [TV ON(, s, [T va(0)do + f(a),va(s))ds + f'(E), ¥n > 0.

a partir de cette suite, nous définissons la suite de fonctions (w,,),>¢ pour tout ¢t €
[a,b], par:



Wy 11(t) = Vg1 (t) — va(t).

le théoréme suivant lexistence et 'unicité de la solution de ’équation (2)

Théoréme 2.2.1. Supposons que le noyau N vérifie les hypotheéses (C) et que le terme
de retard o vérifie les hypothéses (C,), alors l'équation (2) admet une unique solution

v e C%a,b.
Preuve 2.2.1. Nous définissons une sur b division de |a,b] par
a="Ty<T) <Ts.... < Ty =0,
qui est supposée vérifier la condition suivante :
pour tout 0<j<N—-1,
(L1y(Tjs1 — Tj) + Lig) + (Tj1 — T;)* Loy + (Tjs1 — Tj) Loy < p < 1
Pour tout  t € [Ty, T1],

(Waa @] = o (t) = va(1)]

IN

, a()

@ OINEa@), [ wlsds + F(a). ()
a(t)
- Nta®), [ veals)ds+ fla)va(alt)
a(t) s

= [N s, [ uoldot (o). (s)ds
- atN(tv 57/ Un—l(o)do + f(a)a Un—l(s))|d8
< HO/HCO[a,b]((Tl - To)Lnan - UnAHCO[TO,Tl]-i-LmHUn - UanHCO[To,Tl}
+ (Ty — Tp)*Loa||vn — Vp—1l||copry, ) + (11 — To) Loz ||vn — V1l copmy )

< plIWallcomm,,m

Done, Yn > 1,
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|wnllcomem) < pllwn-1llcomm,ns

A

= anf HCO[TO,Tﬂ'

Ce qui signifie que la série > - w, est normalement convergente dans C°[Ty, Ty, c-
a-d

'€ T, 1), D w, =0
n=0

Mais, ¥n > 1, v, =Y 7wy

Alors, la suite de picard (v,),>o est convergente dans C°[Ty, T]

lim v, = v'.
n—0o0

Montrons maintenant que v est la solution de ’équation (2) dans lintervalle [Ty, T1] pour
cela, on introduit cette nouvelle fonction ;

Vn>1, Vte[Ty,Ti], Au(t) =v ) —v.(t).

11



a(t)
- Nialt), [ w(o)ds + fla) vla(t)
a(t) s
_ / (ON(t, s, / v (0)do + f(a), v'(s))

—  ON(t,s, /S vp(0)do + f(a),v,(s)))ds|

12|+ | coam (T1 = To) Lua || D o+ Lazll 2 llcogay)

IA

_|_

(T — To)* Lo || L || coan+(T1 — To) Laa|| Ay [ cofay
< (+p)ll A ooy

Ce qui montre parfaitement que v' est une solution de (2) dans Uintervalle [Ty, T].

pour montrer que cette solution est unique, nous supposons qu’il existe une autre solu-
tion de notre équation (2) dans [Ty,Ti], notée 0 alors, pour tout t € [Ty, Ty] et en
utilisant les mémes étapes précédentes de calcul, nous obtenons,

o' () = 8 ()] < pllv" — ' llcormy .

1

Ce qui montre que v* = 0 puisque p<l.

Donc, nous venons de une solution unique v' pour notre équation (2) dans lintervalle
[Ty, T1].

a fin, de procéder avec lintervalle suivant [T, Tz],nous utilisons la solution v',obtenue
dans|To, T1],pour modifier I’équation (2) comme suit :

pour tout t € [Ty, Ty,

12



a(t) s
+ / DN (t, s, / v(0)do + Fl(a), v(s))ds

T1 Tl
+ G(),

ou , F(a)= f:,z;l v'(s)ds + f'(a),

G(t) = lt?tN(t, s, /Svl(o)do + F(a),v'(s))ds + f (t).

To

Cette nouvelle équation & la méme forme que U'équation (2), mais cette foit € [T}, Ts].

Donc, en procédant de la méme maniere, nous construisant une solution unique pour

cette équation sur lintervalle [Ty, Ty], qui sera notée v2.

Nous répétons le méme procédé dans le but d’obtenir la fonction suivante :

( Ul(t> t e [T07T1]7

o(t) =4 V() te[T, T,

L UN<t> t e [TN—I;TN]-

Par construction v € C°a,b] et elle est l'unique solution de ’équation (2) sur linter-

valle [a, b]

corollaire 2.2.1. [’équation(1) admet une unique solution u € C*[a,b] sous les hypothéses

(C) et (Cy).

Preuve 2.2.2. Dans le théoréme précédent, nous avons construit une unique solution v

de (2),

Il suffit de prendre pour t € [a,b),

13
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Chapitre 3

Etude numeérique :

Dans le chapitre précédent, nous avons montrer que notre équation intégrodifféren-
tielle non linéaire de voltera avec terme de retard admet une unique solution sous les
hypothéses (C) et (C,) et surtout, aprés I’avoir modifier en une nouvelle équation a tra-
vers un chargement de variable basé sur I'intégration du terme dérivée.

Notre idée reste I’application de la méthode de Nystrém développée abondamment et dans
différentes formes dans la littérature[8, 9, 11, 17, 19] pour traiter cette classe d’équations
non linéaire de voltera par contre, nous allons améliorer et adapter la version classique de
la Méthode de Nystrom dans le but de la rendre applicable dans le cadre du terme retard.

3.1 Construction du systéme

Pour n € N* nous définissons une subdivision de I'intervalle [a, b] comme suit ;

- b—a

Soit (O;)7_; une famille de poids bien choisie pour vérifie les conditions suivantes :
(1) ) Z 2, maXlSan‘O]" S 0< oo,

(Cw) (2) : Yw € C%a, b,

b n
lim \/ w(tydt —h'S" Out;)| = 0
a =1

n—oo

L’hypothése (C\, —2) va étre remplacer dans la suite de notre travail pour étre mieux
compatible avec notre équation et la nouvelle version de Méthodes de Nystrom.

En premier lieu, nous remplagons ¢ par ¢; dans I’équation (2)

15



Ce qui donne «a(ty) =t; = a et

v(ty) = o' (a)N(a,a, f(a),v(t)) + f (t1),

qui sera remplacé en phase programmation par

Vi == a/(a)N(a,a, f(a), V1) + [ (1) (3.1)

En deuxiéme lieu, nous t par t;, 2<i<mn, danslméme équation ce qui donne

’

a(ti)
v(t;) = Oz(ti)N(ti,a(ti),/ v(s)ds + f(a),v(a(t;))

a(t;) s
+ / &tN(ti,s,/ v(o)do + f(a),v(s))ds

+ f(t)
Soit maintenant  t,q € (t;)%—; qui vérifie
(k) ~ tyol = mina(t) — |

En utilisant ce nouveau paramétre, nous définissons  (0(¢;)), par :

/

tp(i)
Bt) = o ()Nt by, / 3(s)ds + f(a), 3(t,))
+ / " Nt s, / “5(0)do+ f(a), 5(s))ds

+ f(t)
En troisiéme lieu, nous remplagons tout les intégrales en appliquant la quadrature.
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ce qui donne,

0(t:) = a'(t) N (ti, ty th] a), 0(tpm))
p(i)

+ hzw]atN tl,tj,/j@(o)do+f(a),ﬁ(tj))

+ f(t)
/ p(1)
— o/ (E)N (ts, tpisy, thﬁ(t;-) + f(a), 5(tp))

p(i) J
+ h Z ’LUjatN(ti, tj, h Z wqﬁ(tq) + f(a), ?7(1%))
j=1 q=1

+ f ().

Ce qui donne, pour tout 2 <1i<n,

p(3)

Vi = o (ti)N(tiv ta(i)s h Z wjvj + f(a)v V}J(i)) (3'2)
(3.3)

(i)
+ thji?tN tl,tj,thqV + f(a),V;) (3.4)
3.5)
+ [ (t) 3.6)

Donc, notre méthode consiste a résoudre () et (Sz) pour obtenir (V;)",, ou Vj=
v(ty) et

3.2 étude du systéme

Avons de procéder a I'étude de la convergence et aux tests numériques , nous devons
tout d’abord montrer que le systéme (S7) — (S2) admet une unique solution.

Théoréme 3.2.1. Pour h suffisamment petit, (n suffisamment grand), le systéme (S;) —
(S2) admet une unique solution.
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Preuve 3.2.1. Nous commengons par(Sy), on met
Ve €R, ¢i(r) = (a)N(a,a, f(a), ),
Done, (S1) est équivalent a

v = p1(v1).

Maintenant, Vx,y € R,

p1(2) = r(y)l = la'(a)N(a,a, f(a),2)

/

— a(a)N(a,a, f(a),y)|

< ||0/HCO[a,b}L21|$ — |

Qui prouve que @1 est une contraction et admet un point fixe selon le théoréme de
Banach

Maintenant, pour 2 <i<n, sip(i) <1

Alors (S3) donne explicitement V; en fonction des V;, 1 < j < p qui sont supposés
et connus et déterminer dans les élapes précédentes par contre, si p(i) =i, nous inlro-
duisons la fonction p; par : Vx € R,

i—1

pi(r) = o (L)N(ti, t;, Wiz +h Y W;Vi + f(a), z)
j=1
i—1

+ hWiN(ti,t, Wiz + bYWV, + f(a), z)

j=1

i—1 i
+ By WiON(tity by W,V + f(a),V))

j=1 qg=1

+ f(a).

Ce qui renvient a dire que la solution de (S3) est un point fize de ¢; , c-a-d
Vi= %‘(Vi)
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On a NVr,y € R,

i—1 i—1
pi(x) = @ily)] < o' (G)IN(ti tis Wiz + h Y WiV + f(a),x) = N(ti,ti, AWay +h Y WiV + f(a),
j=1 j=1
i—1
+ WWil|ON (b, t, BWix + 1Y W;Vi + f(a), )
j=1
i—1
— ON(ti, ti, Wiy + b > W;Vi+ f(a),y)
j=1

IN

e[| cofan (AW Lit|z — y| + Lislz — y])

+  (WPW?Lyt|z — y| + hW |z — y))

IA

(' l|coasPW Lis -+ || copap L1z + h2W?2 Loy + hW)|z — y|

Ce qui montre que pour h assez petit, la fonction p; est une contraction.

En appliquant le théoréme de Banach, nous concluons que (Ss) admet une unique so-
lution pour h assez petil

Convergence de la méthode :

Pour étre proche d’un lecteur de niveau master, nous allons présenter cette partie d’'une
maniére constructive, c-a-d nous montrons les étapes de démonstration avant d’annoncer
le théoréme.

Notre objectif est d’estimer la quantité

max|&| = max [v(t;) — Vil.

Nous savons que pour tout 2 <1 < n,

’

a(t;) a(t;) s
v(t) = « (ti)N(ti,a(ti),/ v(s)ds + f(a),v(a(t;))) —i—/ &gN(ti,s,/ v(s)ds + f(a),a(s))ds
+ f(t)
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Mais, pour i = 1, on a

v(t) = o/ (a)N(a, a, f(a),v(t)) + f (a).
v(ty) =o' (a)N(a, a, f(a),v(t1)) + f'(a).

Donc ,

&l = Ju(t) = Vi

o' (a)||N(a, a, f(a),v(t)) — N(a,a, f(a), )]
< e lleoap Lizlv(ts) — VA
< kl&l

Ce qui donne , |§| =0

Maintenant , pour 2 < i < n,

&Gl = (k) = Vi

< Ju(ts) —o(t)] + |o(t:) — Vil

Nous intéressons a |0(t;) — V;| , pour 2 < i < n, en premier lieu , car c¢’est une vision
classique , pour cela , nous introduisons les deux erreurs de consistances suivantes , pour
2<1<n,

N0 0
(51,1‘ = / ﬁ(S)dS - thﬁ)(t]),
a jil
tp(i) $
f = [ o, [ a0+ f(a).0(s))ds
bp(i) J
j=1 q=1

Pour 2 < < n,

|0(t:) — Vil = [ ()N (ti, tyys 7@ 0(5)ds + f(a), B(ty)
— o (t)N (ti, tyay, h 2 wiV; + f(a), Vi)

+ [P N (L, s, [25(0)do + f(a),0(s))ds
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— B PO wi BN (i, 15, R Y weVy + f(a), V)
< |/ ()| L] [ 6(s)d th( N

+ o' (E:) | L12|0(tp)) = Vi) | + 182,

+ AW SPONON (i, 1, h Y20 wyd(ty) + f(a), 0(t5) — QN (L, ty, h S0 weVy + f(a),

< Jo (t)|Lan||01] + @ () [LushW 20 [i5(t5) = V)
+ |a (t) | Laal0(tpi)) = Vool + 1024

+ BAW2Ly Y0 ST [i(tg) — Vil

+hW SH () — V|

Ce qui donne , si p(i) < i —1,

i—1

() = Vil < D I lleo( max (Lyq) + A(AW Loy + W))[5(t;) — V|
J=1
+ e fleo L 6v4] + 162
Par contre , si p(i) =
1—1
- HO& |lcoh(hW Loy + W) .
o(t;) — Vil < t;)—V;
) == 2 ook — Al ) Y

02,3 |+l [| 0o |61,4]

+ / /
1—|[a'|lco L1z — hlle’||co LW

En appliquant , le théoréme de Gronwall , on conclut qu’il existe C' > 0 tel que ,

maxi<;<n|0(t:) — Vi| < Cmaxi<i<n(|014] + [02,])-
Reste a estimer |0(t;) — V;| , Pour 1 <i<mn,
On fait que

alors , il est que ,
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maxi<i<,|v(t;) — 0(t;)|
Donc , nous concluons que si la quadrature est consistante , c-a-d si
maxi <i<n(|01,] 4 [024]) = 0

Y

alors , notre méthode est convergente .
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Chapitre 4

Tests Numériques

Dans ce chapitre nous allons présenter quelques exemples numériques développés dans
le but de montrer 'exactitude théorique de nos théorémes analytiques et fournir un apuie

visuel pour valider la méthode numérique.

4.1 Exemple 1
Dans cet exemple nous chisissons,

(t = s)

N(t,s,x,y) = T
ft) = 14+025((t —t"°)* =),
alt) = '
u(t) = 1.

Dans les graphes suivants, nous montrons la solution exacte, la solution approchée et

surtout 'erreure pour différentes valeurs de n.

4.2 Exemple 2

Dans cet exemple nous chisissons,

(t - 9)

) = ity
ft) = 140250 — %),
at) = —t*+t,

u(t) = L

Dans les graphes suivants, nous montrons la solution exacte, la solution approchée et
surtout I'erreure pour différentes valeurs de n.
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Conclusion

En conclusion, ce mémoire de master a abordé les équations intégrales et intégro-
différentielles de Volterra, mettant en évidence leur réle crucial dans la modélisation des
phénomeénes physiques et I'étude des systémes dynamiques complexes. Nous avons souli-
gné I'importance de ces équations dans divers domaines tels que la physique, I’économie,
Iingénierie et la biologie.

En nous appuyant sur les travaux de chercheurs tels que Linz et Salah, nous avons
exploré les propriétés fondamentales de ces équations complexes et développé des mé-
thodes d’approximation efficaces pour les résoudre. Les contributions de Linz ont jeté les
bases des approches modernes utilisées dans I'analyse des équations de Volterra, tandis
que les recherches de Salah ont apporté des perspectives précieuses pour la résolution de
problémes spécifiques, tels que ceux liés aux séismes.

Dans le cadre de ce mémoire de master, nous nous sommes concentrés sur une nou-
velle équation intégro-différentielle de Volterra avec un terme retard, représentant une
nouveauté importante dans notre travail. En utilisant une suite de Picard, nous avons
démontré I'existence et 'unicité de la solution de cette équation, et nous avons proposé la
méthode de Nystrom pour construire une approximation numérique de la solution analy-
tique.

Nos travaux ont permis d’approfondir la compréhension des équations intégro-différentielles
de Volterra non linéaires avec terme retard, en tirant parti des contributions essentielles
de chercheurs renommés. Nous avons démontré la convergence de notre méthode d’ap-
proximation numeérique, garantissant ainsi la précision de nos résultats. De plus, nous
avons mené des tests numeériques en variant spécifiquement le terme retard, mettant ainsi
en évidence son impact significatif sur la solution de I’équation.

De plus, dans le cadre des tests numériques, nous avons spécifiquement choisi de va-
rier le terme retard de I'équation. Ce choix est motivé par le fait que le terme retard
est I’élément le plus important et novateur de notre équation. En explorant différentes
valeurs du terme retard, nous avons pu évaluer I'impact de ce paramétre sur la solution
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de I'équation intégro-différentielle de Volterra. Cette approche nous a permis de mettre en
évidence I'influence significative du terme retard sur le comportement global du systéme,
ainsi que sur la précision de notre méthode d’approximation numérique.

En modifiant le terme retard, nous avons pu observer des variations significatives dans
les résultats numériques obtenus, ce qui confirme I'importance de prendre en compte ce
facteur dans ’analyse des équations intégro-différentielles de Volterra. Ces tests ont éga-
lement démontré la robustesse et la flexibilité de notre approche, qui peut étre adaptée
pour traiter différentes valeurs du terme retard et fournir des résultats précis et cohérents.

En conclusion, notre étude a mis en évidence I'importance du terme retard dans les
équations intégro-différentielles de Volterra non linéaires. En prenant en compte ce fac-
teur et en développant des méthodes d’approximation numérique efficaces, nous avons pu
obtenir des résultats significatifs et pertinents pour la résolution de notre équation spéci-
fique. Ces travaux ouvrent la voie a de nouvelles perspectives de recherche pour I'analyse
et la résolution d’équations intégro-différentielles avec des termes retard, et offrent des
outils précieux pour mieux comprendre les systémes dynamiques complexes présents dans
de nombreux domaines d’application.

En résumé, notre travail de recherche a contribué a ’avancement des connaissances
dans le domaine des équations intégro-différentielles de Volterra avec terme retard. Nous
avons montré 'importance de prendre en compte ce terme dans ’analyse des équations,
ainsi que 'efficacité de notre méthode d’approximation numérique. Ces résultats ont des
implications importantes dans divers domaines de recherche utilisant ces modéles mathé-
matiques pour étudier des phénoménes dynamiques.

Nous espérons que nos travaux inspireront d’autres chercheurs & approfondir cette
thématique et a développer de nouvelles approches pour 'analyse et la résolution des
équations intégro-différentielles de Volterra. Les techniques développées dans ce mémoire
offrent des outils précieux pour résoudre des problémes pratiques et contribuer a une
meilleure compréhension des systémes complexes présents dans de nombreux domaines
d’application.
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