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Abstract

The aim of this memory, is to study the Euler-Simpson type
inequalities for functions whose first derivatives are s-convex,
bounded as well as Holderian. For this we propose :

In the first chapter, a preliminaries concerning some classes
of classical convexity, as well as some classes of functions.

In the second chapter, we discuss some classical three-point
Newton-Cotes types inequalities.

While the last chapter is devoted to some new results
regarding Euler-Simpson integral inequalities.

Keywords : Euler-Simpson inequality, Holder inequality, s-
convex functions, bounded functions, Holderian functions.



Résumé

Dans ce mémoire, nous allons étudier les inégalités intégrales
de type Euler-Simpson pour les fonctions dont les dérivées
premiéres en valeurs absolues sont s-convexe.

Dans le premier chapitre, nous donnons un bref rappelle
concernant quelques types de convexité classique ainsi que
qguelques identités intégrales que nous utiliserons
ultérieurement.

Dans le deuxieme chapitre, nous citons certains résultats
classiques concernant les inégalités de type Newton-Cotes a
trois points.

Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré aux
nouvelles inégalités intégrales de type Euler-Simpson pour
les fonctions dont les dérivées premieres sont s-convexes.

Mots clés : Inégalité de type Euler-Simpson, inégalités de
Holder, fonctions convexes, fonctions s-convexes, fonctions
bornées, fonctions Holderienne.
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Introduction

Les inégalités jouent un réle important dans diverses branches des mathématiques
modernes telles que la théorie de 'espace de Hilbert, la théorie des probabilités et des
statistiques, I’analyse réelle, ’analyse complexe, I’analyse numérique, la théorie qualita-
tive des équations différentielles et des équations aux différences, etc. Elles représentent
un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours des
182me et 19°™¢ sidcles par d’éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Cebysev.
Dans les années qui suivirent, le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré,
Lyapunov, Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littérature dans
ce contexte est vaste et variée parmi les ouvrages dont on peut trouver une trés bonne
description de I’évolution historique des inégalités que 1'on peut consulter, Mitrinovi¢,
Pecari¢ et Fink [6,7, 8].

Cette théorie ne cesse d’évoluer dans plusieurs directions et par différentes maniéres.
Des nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, extensions
ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fraction-
naires et discrets.

L’objectif de ce mémoire est de faire une petite synthése concernant les inégalités
intégrales de type Euler-Simpson et d’établir de nouvelles généralisations de ce type
d’inégalités intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques classes de fonctions ainsi que
quelques identités et inégalités intégrales utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant les inégalités
intégrales de type Newton-Cotes a trois points.

Tandis que le dernier chapitre sera entiérement consacré aux nouvelles inégalités de
type Euler-Simpson dont ces nouveaux résultats sont accepté pour la publication dans la

revue Computational Mathematics and Modeling.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, concernant la convexité en peut consulter [8].

1.1 Quelques classes de fonctions
Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 ([10]) Un ensemble I C R, est dit convexe si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0,1], on a :
tr+(1—t)yel.

Définition 1.2 ([10]) Une fonction f: 1 — R est dite convexe, si

flz+ 1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1) fy)
est satisfaite pour tout x,y € I et toutt € [0, 1].

Définition 1.3 ([1]) Une fonction positive f : I C R — R* = [0, 00[ est dite s-convexe



au second sens pour un certain nombre fixé s € |0,1], si

fltz+ (1 —t)y) <tflx)+ 1 —1)°f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et t € [0, 1].

Définition 1.4 ([4]) Une fonction f est dite bornée sur I, s’il existe des constantes

—oo < m < M < +oo telles que

pour tout x € I.

Définition 1.5 ([4]) Une fonction f est dite L-Lipschitzienne sur I, s%il existe L > 0

telle que
|f(x) = fy)l < L]z -yl

est satisfaite pour tout x,y € 1.

Définition 1.6 ([4]) Une fonction f est dite r-L-Holderienne sur [a,b], s’il existe L > 0

et 0 <r <1 telles que
|f(z) = f(y)l < L]z —y|"

est satisfaite pour tout x,y € I.



1.2 Quelques identités et inégalités intégrales impor-

tantes

1.2.1 Inégalité de Holder

Théoréme 1.1 ([7]) Soitp > 1 et ;}4—% = 1. Si f et g sont des fonctions réelles définies

sur [a,b], et si de plus |f|" et |g|? sont intégrables sur [a,b], alors

[r@swias (116 \pdz)‘l’(/ab|g<x>|qu)‘l’

1.2.2 Inégalité des moyennes d’ordre ¢

Théoréme 1.2 ([2]) Soientx = (zi),_, 5, €tp = (Pi)i_1,, ., deuzn-uplets de nombres

----------

strictement positifs et soit ¢ € R, linégalité des moyens d’ordre q pondérés par p est

définie par :

1
q
sz pour q # —o0, 0, 400,
Zpkz
la) — no O\ 2P
S P
min (zq, T, ..., T,) pour ¢ = —oo,
max (1, T, ..., Tp) pour ¢ = +0o0.

\
Pour —co <g<r<4o00,0na:

M,[f] My[,r] )

Remarque 1.1 ([2]) La version intégrale du Théoréme 1.2 est : pour ¢ > 1 et si |f| et

lg|? sont intégrables sur [a,b], alors :

[ 17w |dx<(/ @) . (/abv(x)ug(qux)i



1.3 Quelques identités intégrales importantes

Lemme 1.1 ([6]) Soit f: I C R — R une fonction absolument continue sur I” telle que

€ LY a,b], ot a,b €I’ avec a < b, alors I’égalité suivante est satisfaite

L(37 (3522) 1o (452) + 3f (252)) — 1L [f (u

1
= S5 1—ta+t5“+b)dt+f (t— 1) f (1 —t) =2 4 1) dt

(= 8) £ (1 — 1) 2=+ 2eg?) dt

_|_
O\H O%H

_l’_

(-7 (0= 05 ) ).
Preuve. Posons

tf (1 —t)a+t2%2) dt,

~
iy
Il

ST,

) (=) 2 vegt) dt,

&
I

en.
|
O —hr O—r O~—+~
—~
~
|

(1= 2) £ (1 1) 252+ 145) o

et
Iy :h(t— 1) f' (1 —t) <52 + tb) dt.
0

En intégrant par partie I;, on obtient :

t=1 1
L= @tf((l—t)aﬂwﬁ*”))t:o—m,?:@{f(<1—t>a+t5“§b)dt
1
= sl () e /L (L=t a+t252) dt
0
Bett

= 20— a)f(5a+b) (b,gay { f(u) du



D’une maniére analogue, on obtient :

a+b
L =gl (%) +sataf OF0) - & a>z5J; flw)du (1.2)
%5!7
I = g° a)f (=£2) 4+ 8(b9—a)f (£2) — ﬁ {b f (u) du (1.3)
2
et
Iy = 2(b— a)f(a+5b) (b— a) f f (1'4)

a+5b

—a

En additionnant (1.1)-(1.4), puis en multipliant 1’égalité résultante par bT, on obtient

le résultat souhaité. Ainsi la preuve est terminée. m

Lemme 1.2 ([5]) Soit f : I C R — R une fonction absolument continue sur I" telle que

€ L'a,b], owa,b €I’ avec a < b, alors ’égalité suivante est satisfaite

(2 (@) — £ (522) + 27 (8)) — 2 [ £ (u) du

(g

Wl

(t=2) ' (1—t)a+tet)dt

Il
o
.&‘I
IS
(SR

1
e [ (t+ 1) f((1—t) =2+ tb) dt.
0
Preuve. Considérons les intégrales suivantes :

L=[(@t-%Fr(1-t)a+t)dt

O%)—\

et

L=[(t+3)f((1—1t) L +1)d.

O%»—A



En intégrant par partie I;, on obtient :
L, =

= T 30— a)f(%) 30— a)f

. _ 8 _
= 3(b—a)f (a)
D’une maniére similaire on obtient :

I, =

soal (57— (5

1

-2 [f(Q—t)a+te)at
0
a+b

2% [ f (u) du

F(a-

F(a-

En additionnant (1.5)-(1.6), puis en multipliant I’égalité résultante par

le résultat souhaité. Ainsi la preuve est terminée. m

—a

4

ﬁ(t—3)f((1—t)a+ta+b)}to bij (1= t)a+ tett) dt

t) 2+ tb) di

t) 4 4 tb) dt

(1.5)

(1.6)

b=a " on obtient



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Newton-Cotes a trois points

2.1 Inégalités intégrales de type Maclaurin

Dans cette sous section nous allons nous intéressé & la quadrature dite Maclaurin,

dont la forme est la suivante :
[ 7 = (o7 (52) 25 (530) w7 (559).

2.1.1 Inégalités intégrales de type Maclaurin pour les fonctions

dont les dérivées premiéres sont s-convexes

Théoréme 2.1 ([6]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction différentiable sur [a,b] telle

que ' € L'[a,b] avec 0 < a < b. Si|f'| est s-convexe ot ¢ > 1, alors :

L(3f (3822) 4+ 2f (22) + 3f (222)) b%}f (1) d

b—a [f"(@)[+1£7(B)] + (Ss 2 +4 s+2) f
)

< 9(s+1)(s+2) ( 4
(B 2@7) (7

)



Preuve. En utilisant le Lemme 1.1, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité des

moyennes d’ordre ¢ et la s-convexité de |f’|, on obtient :

§ (3 (5%52) +2f (“4) +3f (“52)) - ﬁ}f (u) du

< ’)9< el ( l—ta—l—t5“+b)‘dt—|—f‘t—f{‘f’((1 t) Seth 4 patb) | gy
\ (- “+b+t“+65b)\dt+£4(l—t)|f’((1—t)“+65b+tb)\dt)
< bg(zz (10 1 @]+ 2|7 (52
TG0 (@0 | ) 17 (250 a
(=3 (@0 | () 4|7 (230 )
G0 (=] ()] el (5 ) a
=9 (=0 | () |7 (52 )
A= (A= |7 (52)] 01 ) )
= bga<|f’(a)\Z}1t(1—t dt+ | f' (5“+b)\zits+ldt
P G- @t | ()] G- o ra
I (=D =0 e |7 (S]] (=D v
7 EII G 0= |7 ()] (G- ra
1P| = =0t | (5] (= 9 v

10



oolw

el )| [ G- e [ (- Hra

oo\oo%»—t

1
+{)& - S“dt)ﬂf byf tSdt)

—a a S— 2 a
et (P (B2 4 ()77 17 ()]

(2077 (7 50+ 17 (=52)).

ol nous avons utilisé

1 1
{%t(l—t)*dt = {i(l—t)tsdt 4(S+1§(5+2),
1 1
[irsar = JEO=07" i = gl
1
(-0-nd = [ (== ol (524 (9)7)
8
3
s & 3 s 1 3\s+2
(t—35) Q—1)°dt = {(g—t)tdt:m(g) )

11

(2.1)

(2.2)



s s+2
(t=9) A —=)dt = i (B)

S ~— i
—
ool
~
SN—"
~

w

Q

~
0w ~— =

et

s s s— 5+2
(=B ed =] G- 0 -0 i= e (324 Q7). @9

OO\U!%»—\
o ~—mwlw

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.2 ([6]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que
€ L'[a,b] avec 0 < a < b. Si |f'|? est s-convexe au second sens pour un certain

nombre s € |0,1] fizé et q,p > 1 et 113 + % =1, alors l'inégalité suivante est satisfaite

B (B) 42 (452) 437 (552) - 7 () du

1 1
b—g \f’(a)|q+|f’(5a—+b)|q q |f’(ﬂ)|q+\f’(b)\q q
< <2 < T +2 o

72(p+1)%
1 1
& (mge)? (('f'<5“6*”>|"+|ff<a;b>|q>q - (e >>
8 s+1 s+1 :

Preuve. En utilisant le Lemme 1.1, les propriétés de la valeur absolue, 'inégalité de

Q —

Holder et la s-convexité au second sens de |f’|?, on obtient :

b
s B (37 +27 (557) 37 (%5%)) — 5/ f (w) du

< bt iQtpdt);(zvl((l_t)a“mgbﬂth)q
c(f-ra) (Jira-ome e mra)
+<;f }t—ﬁy’dty’ @U' ((l—t)a;_l)—f—ta"é%”th);

+4 (f < —t>pdf> (f £ (=) gt ”b”q‘”)i)

12



< 5 (1) (- rrerelr @ a)

_|_
o
o “~— ool

—
oo lut
|

~
SN—

3
QL
~

00|t —y =

—
~
|
oo jut
SN—

i
QL
~

S =

+
o
o ~—mwlw

—
wlw
|

~
N—

=
QL
~
+

0] —

—
~
|
olw
SN—

i
QL
~

S =

<(fa=olrEnrelr e a)

1 (8)" (Fa-oir “*5")Iq+t|f<>r‘1)dt)l)

0

1 1
_ @I+ ()| (=528 1) *
a 72(p+1)% (2 ( s+1 +2 : s+1

(g ((v (o >|>1 i (e >|q;|f'<a+5b>\>3>>,

La preuve est ainsi achevée. m

2.2 Inégalités intégrales de type Milne

Dans cette seconde sous section nous allons nous intéressé & la premiére quadrature

de Milne donnée comme suit :

/f<x>dmb;(2f<a>—f(+)+2f<))

13



2.2.1 Inégalités intégrales de type Milne pour les fonctions dont

les dérivées premiéres sont s-convexes

Théoréme 2.3 ([5]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction différentiable sur [a,b] telle

que ' € L [a,b]. Si|f'| est s-convexe sur [a,b], alors l'inégalité suivante est satisfaite

L (2f (a)— F(22) +2F () — o [ £ (u
f

4s+5 25410

b—a 4545
< 4 (3(s+1) (s+2) |f ( )| + 3(s+1)(s+2) ( )‘ + 3(s+1+s+2) |f ( )|)

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de I'identité du Lemme

1.2, ensuite faisons appelle & la s-convexité de |f’| sur [a, b], on obtient :

Wl

(2F () = f (582) +27 () — 1 [ f (u

IN
o-'
g
~

4l (=0 a e a hthf( (05t + )] ar
0

1

—t) [f (A —t)a+t25)|dt + f( )}f’((l—f)‘g“’ﬂb)\dt)

=) (L= [f (@)l + £ [ f" (452)]) dt

OO\»&

O —r O—r~ O~—+~
OJMk

t+3) (=07 | (<) + 2|7 (b)]) dt

AN
@'
~[I
S/ N o~ N 7 N 7

—t) (1 —t)*dt+|f (52 )\}(%—t)tsdt
(t+3) (1=t dt+|f (b Z( )tsdt>

b—a 4s 25+10 +b 4545
- 4 (3(3+1;r2+2 |f ( )‘ + s+1+(s+2) ‘f ( )‘ + 3(s+1+s+2) |f ( )|)

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.4 ([5]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction différentiable sur [a,b] telle
que f' € L'[a,b]. Si |f'|? est s-conveze sur [a,b] pour ¢ > 1 ou % +$ =1etse(0,1],

14



alors :
LRf (@)~ (5) 420 0) — 525 £ ()

< _ba (4p+1_1> ((|f’(a)|q+|f'(a;b)\“> <|f( )!+|f(b)|‘1>>
— 1 3p+1 s+1 s+1 '

4(p+1)P
Preuve. En utilisant le Lemme 1.2, les propriétés de la valeur absolue, 'inégalité de

Q=

Holder et la s-convexité de |f’|?, on obtient :

L (2 (a) = £ (552) + 20 () — o [

)1 (f|f (1—t)a+te) \th>

IN
@‘
~[I
/\
O%»—A
Q‘
~

+<z<t+w>P<@f«1_m\qﬁy>
i} (5)’ ((f (A=D1 @I + 2| (# )V)dt)
" (f (A= () + el o) dt>;>

1 1
_ b7a7<4”1 1) @it (=5 |£( )+ @)\ ®
apr1)r \ 3 s+1 s+1 '

La preuve est ainsi achevée. =

1
q

IN
]

15



Chapitre 3

Inégalités intégrales de type

Euler-Simpson

Dans ce chapitre, nous allons d’abord démontrer une nouvelle identité, en s’appuyant
sur cette derniére nous prouverons de nouvelles inégalités de type Newton-Cotes & trois

points, dont la forme est la suivante :

[ e b (s (52) - 7 (532) + 51 (252)).

Lemme 3.1 ([3]) Soit f: 1 C R — R une fonction différentiable sur I°, a,b € I° avec

a<betf €La,bl], alors I’égalité suivante est vérifiée

b
L (8F (%52) — f (%49) + 87 (=52)) — L. f ()
= b;;(ftf’((l—t)aﬂ?’@jb)dt
[e=8) 7 (=05t et a
0
(0 B) S (10 5 4 v
01
I
0

(t—1)f’((1—t)atf’b+tb)dt>.

16



Preuve. Considérons les intégrales suivantes :

1

L= [tf' (1 —t)a+t2%2) dt,
0
1

b= [0 7 (-0t v
1

Iy = [ (t+2) 7 ((1-1) 258 +e252) it
0

et

(t—1) f (1 —t) %3 +¢b) dt.

~
OHH

En intégrant par partie I;, on obtient :

I, = Hf((l—t)a+t3a+b)}t0 —

O%»—A

f((1—t)a+t32t) dt

1
= 038 - (L=t a+ 24 dt
0

3a+b
4
= ﬁ (3a4+b) _ (bii)2 f f (u) du. (3.1)
D’une maniére similaire, on obtient :
o= g (=10 f (022 v o) |
1
ST )
- _%a)f (43°) + 50— a)f<3a+b)
—7ff( 3a+b +ta+b) dt
= _15(§—a)f(a7+b) 15(b— a)f(3a+b) (b— a)2 3f+bf (3.2)

17



I = gt (b ) S (= 1) gt e
1
—ma S (L —=1) 5+ ) dt
0
= 15(?;8—a)f (a+43b) - 15(§—a)f (GTH)>
1
(1) )
0
%ﬁib
= 15(?)8—a)f (a—ZSb) _ 15(1?—(1)]0 (QT-H)) - (bii)2 {b f(U) du (3.3)

2

et
“ -1
I = (-1 f(Q—t)=2+w)|~
1
— [ (1 —t) <3 4 ¢b) dt
0
1
= () — eSS (=) 5 1 th) dt
0
b
= f(atR) (biz)Q [ f(u)du. (3.4)
a+3b
4
ol . KT . s b—a .
En additionnant (3.1)-(3.4), puis en multipliant 1'égalité résultante par *7*, on obtient

le résultat souhaite. m

Théoréme 3.1 ([3]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que
/€ L' [a,b] avec 0 < a <b. Si|f'| ests-convere au second sens pour certain s € ]0,1]

fixé, on a :

b

15 (8F (35%) = [ (57) + 8/ (45%) — 52/ f (w)du

a

< (685+136)(b—a)
= 135(s+1)(s+2)

15(f'(a)|+(32s+34)| /(2452 ) |+ (4s+38)| £/ (252 ) |+ (382s+34) | /(<522 ) |+15] £/ ()]
X 6851136 ‘

18



Preuve. A partir du Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue et la s-convexité

au second sens de |f'[, on a :

IN

IN
o7

b

w5 (87 (%7) =/ (%5°) +87 (“4%)) — 7/ f (w) du

a

bg(ft\f ((1—t)a+t342)|dt
1
+f‘t— Hf( 3a+b+ta+b)‘dt

+[ (%) [ (1= 0) 552 i) [ de

Ho%»—lo

+ =0 ((1- “+3b+tb)\dt)

o

—a (Zt (L= |f ()| + ¢ | f" (32)]) de

+

+
o— O—r O—

(5 =) (=07 |/ G [+ | (52)]) e
(t+5) (A= |/ (D) [+ [ (=52)]) de

_l’_

A=) (1= 0 | (=2)] 1 |7 ) dt)

= (17 @)

4 |f (3a+b)‘

<o

—_—

t(1—t)dt+ |f 3a+b)\ft5+1dt

© ‘

(=) (=07 dt |7 (52| (1) var

—r ot—r ©
O—r O—~

L (4 35) A=) de [ (52) | [ (14 55) e

o
O%»—A

+] (=)
(685+136) (b—a)
135(s+1)(s+2)
" <15f’(a)|+(325+34)|f’(3“2'b)‘+(4s+38)|f’(“2“’)’+(32s+34)’f’(‘”§1‘°’b)’+15|f’(b)|)

(1=t dt+|f (b Ul” 1—t) tdt)
0

685+136
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ol nous avons utilisé

Z"t(l —t)°dt = Z(l — 1) t°dt = WM (3.5)
Zﬁ“dt = z (1—t)*rdt = 2, (3.6)
z(;g_ Y-ty dt = z(t+é)tsdt_15éf§(f+2) (3.7)
et
i<“’ ) thdt = Z(Hé) (1—t)5dt:%. (3.8)

La preuve est ainsi terminée. m

Corollaire 3.1 ([3]) Pour s =1, le Théoréme 3.1 donne :

b
15 (85 (35%) =/ (257) + 87 (45%)) — 52 f (w) du

D) 451 £ (b >|) .

Corollaire 3.2 ([3]) En utilisant la s-convezité de |f'| le Théoréme 3.1 devient :

g ) (2

34(b—a) [ 5IF(@)+22] £/ (2520) |4 1a] (2
135 68

15 (8F (34) — f(452) +8f (“5*)) - %{
) (15 (s + 1) + 2175 (325 + 34)) (| (a)| + | (B)])

S 135(s+1)%(s+2)

+ (2277 (325 +34) + (s + 1) (45 +38)) | /' (“£2) ) (3.9)
—a s 3—s s s 3—2s s
< 135(s(+b1)2)(8+2) (15( +1)2423-5(9 +188+)1 1)+23-25(32 +34)> (1F (@] + |F (B)]).

Corollaire 3.3 ([3]) Pour s =1, le Corollaire 3.2 donne :

i (B (34) — f(“52) +8f (“52)) — 52/ f (u) du
O (81f ()] + 18| (<22) | + 81 (b))
=) (|1 (a)| + £ (B)]) -

IN

IN
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Théoréme 3.2 ([3]) Soit [ : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que
1€ LY a,b] avec 0 < a < b. Si|f'|? est s-convexe au second sens pour un certain nombre

1,01 _ .
s €1]0,1] et q>1 avec ;45 =1, ona:

b

15 (87 (%5%) = f (57) + 8 (45%)) — 52 f (w) du

a

1 1 1
boa (1 )7 [ (@GN D)o
< T(ﬁ) (( s+1 : + 4s+1
1 1
anptioore o (7)) L (1) ()]
T\ P T P :

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, I’inégalité de

Holder et la s-convexité au second sens de |f’|?, on obtient :

—J (%
< ”9<<ftpdt) (Z ((1—1) a+t3“+b)\th)

‘fl 3a+b + taer ‘q dt)

_|_

_|_
N -~/

-
_|_
,_.
01

—_—— 0%~
GIn
|
@4.
‘ \/

(105t e ar)

+
N

IN

o

w‘\
7/ N\ o=~ ©

(1—t”dt> (f]f — 1) 52 )| dt )

1 1 q
) ([ =01y @r el () i)
0
1
(17)P+172p+1 »
+ (o) (
1
(17)P 1 _gp+1 ) p
+<(15)”+1(p+1) (

1

() (f( (L= |7 (=) + £ 1)) dt>q>

/N
’ﬁ
+
=

(=0 |7 () |7 (52) ) )

OHH O%»—I

(=0 | (3 o | ()7 ot
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1 l
Cbma (N7 [ (1@ )TN () )
= 9 \ptt s+1 + s+1
1 1
b (L) ((’f'(ai“ﬂqﬂf'(ﬁb)‘q)q + (’f’<“¥">\"+\f'(w)‘q) >>
(15)PT1 s+1 st1 :

La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 3.4 ([3]) En utilisant la s-convexité de |f'|?, le Théoreme 3.2, donne :
b
15 (8 (%7) = F(%57) +87 (=5%)) - 7 [ S (

1
< ba 1 ((s+1)2+2173(3+1+2175))\f/(a)|q+22725\f'(b)|q q
= 9 \ptl

(s+1)°
1
22725 /()| 7+ ((s+1)%+21* (s+14217°) ) | F/(B)|? |
+ (s+1)°

=

(15771 (s+1)°

1
n 215 (4142179 [ £ ()| 7+21 (2542421 7°) [ /()| |
(s+1)° '

Corollaire 3.5 ([3]) En utilisant l'inégalité des moyennes d’ordre q discréte le Corollaire

1
Jr((17)@“ 2P+1> ((21—8(2s+2+21—3)|f’(a)q+21—8(s+1+21—3)f’(b)q>q

8.4, donne :

L (8 (B52) - 7 (222) 87 (452) — L
< 20-a) (1 g ((s+1)2 42175 (s+142175)+22-2%) 7
o 9 <m> (s+1)3

1
I T ] G e AR W AT G IO
(15)P*1 (s41)3 2

f(u)du

@%@‘
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Corollaire 3.6 ([3]) Pour s =1, le Théoréme 3.2, donne

1 3a+b a+b a+3b 1
15 (8 (357) = F(57) +8f (“5%)) — 72/ f (w) du
1 1
b—a [ 1 31 ()| +] F (<2)]" | |#(<E2)|"+3l £/ ®) )
< T(m) (( i + ]
1 1
anyrt oo (1@l ()" ¢ (sl () o) @
T @ 1 + 1 :

Corollaire 3.7 ([3]) En utilisant la convezité de |f'|*, le Corollaire 3.6, donne :

8~

D=

5 (8 (35) = F(43°) +8f (*5*)) — v
1 1 1
< z%a (ﬁ) <(7f <a>|q8+\f (b)\q)q X (\f (a)lq;ﬂf (b)|q)q

1 1 1
Anrl—2ptt N\ p [ (511 (@)"+3]F (D) ) @ 3/ ()|"+51 ()| ) @
(1) () (rargsrer)) ).

Corollaire 3.8 ([3]) En utilisant l'inégalité des moyennes d’ordre q discréte le Corollaire

3.7, donne :

f(u)du

2 —

b
15 (8F (35%) = [ (557) + 87 (45%) — 55/ f (w)du
1 1 1
2(b—0) ’ anrHogrt o (I @I o)) @
< 20 (g)" (1 () ) (e

Théoréme 3.3 ([3]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que

f € L' a,b] avec0 < a <b. Si|f'|? est s-conveze au second sens pour un certain nombre
s€]0,1] fizeetq>1, ona:

b

15 (87 (%5) = £ (%5%) +8F (“5%)) — 52 [ (w) du

a

1

1 1
< e ((”/(‘”q”““ﬂf'(w)\q)q g (b ORIl ()

(s+1)(s+2) 15 19(s+1)(s+2)
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1 1
19 [ (as+38)| /(52 |"+(34s+38) |/ (=522)|" | ¢ 2(s+1)| £/ (<22) " +21 7/ (0)17 | ¢
+ 1 19(s+1)(s+2) + (s+1)(s+2) :
Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, I'inégalité des moyennes d’ordre ¢ et la s-convexité
de [f']7, on a :

b

15 (8 (%45) = £ (%5%) + 8 (“4%)) — o2 [ f (w) du

a

s () (Jeir 0 ama%)\th)l

<
(Ta-w) " (FaE-olr@-n=emra)
(4 <t+fs>dt)l_; (Jera)lr (<1—t>g+b+taz%)}th)q
(fn-nw) " (Fo-ore +tb>\th)3)

< ((%)1_3 @f((l — O @)+ | (B5) |7 dt)‘§

(=0 (=7 () + 1 (5)]) dt)q

1

1

1
q

(i —1) tsdt)
(t+ &) tsdt>

1
q

O%»—A O%H

O (e fa-otaror fo-ora))
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1 1
bo [ ((2S@I2ADIF (TN T g (s8] (25| rasias)| £ (#5)[") 7
= 1) (12) 15

19(s+1)(s+2)
1 1
19 [ (4s+38)| ' (2£2) | +(34s+38)| /7 (2422 |" | 2(s+1) | £/(222) | "+21 7/ ()] @
+ 15 19(s+1)(s+2) + (s+1)(s+2) )

ol nous avons utilisé (3.5)-(3.8). La preuve est terminée. m

Corollaire 3.9 ([3]) Pour s =1, le Théoréme 3.3, donne

b

15 (8 (*5) = £ (%5%) + 8 (“4%)) — o2/ f (w) du
< l);Ta ((|f’(a)|q+2‘;'(:ﬂ“’)‘q>q " (2’f’(“+43”)3‘q+f/(b)|q>q
(e (o))

Corollaire 3.10 ([3]) En utilisant la s-convexité de |f'|? le Théoréme 3.3, donne :

iz (87 (%) — £ (457) +8/ (“5%)) — 772/ (w)du

1 1
< b—a (2+22—s)‘f/(a)|q+22—s‘f/(aTer)|‘7 q 22—s|f/(aT+b)|q+(22—s+2)|f/(b)|q q
= 18 (s+1)(s+2) + (s+1)(s+2)
1
19 [ 2'7%(34s+38) a4 21— 5(34s+38)+(4s+38)(s+1 a+b q
S (B 1 @ + 2O ey | () )
1
19 [ 2175(345+38)+(4s+38)(s+1) | o7 fa+b) |9 |, 217°(345+38) | pr AN
+ 15 ( 19(s+1)2(s+2) ‘f (T)‘ + 19(5+1)2(5+2) ‘f (b)| ) > .

Corollaire 3.11 ([3]) En utilisant la s-convexité de |f'|* le Corollaire 3.10, donne

b—a

b
15 (8F (%7) = £(*37) +8f (“4*)) — 522/ £ () du
< b ((((2+22S)(s+1)+2325)|f’(a)q+2323|f/(b)lq>;
— 18

(s+1)%(s+2)
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1
L (@I () ) O
(s+1)2(s+2)

19 [ 22725(345+38)+2!%(385+76)(s+1) | o/ q
+15< 19(s+1)3(s+2) | (a)]
1

2%72%(345438) 42" (454+38)(s+1) | p/ (p(9) ¢

+ 19(s+1)%(s+2) £ () )
19 [ 22729(345+38)+21~° (45+38)(s+1) | a

+T5 ( 19(s+1)3(s+2) ‘f (a)]

1
22-25(345438) 421~ %(385+76) (s+1) | ¢/ (114 ) 9
+ 19(s+1)3(s42) |f (b)‘ ) ) .

Corollaire 3.12 ([3]) En utilisant l'inégalité des moyennes d’ordre q discréte le Corol-

laire 8.11, donne :

L (8F (35) — f (252) +8f («52)) — ;2 [ f (w) du

< b<M)1 (24227 ) (s D)2t +19<2“8(34s+38>+218<423+114><s+1>>§
> 7 2 (s+1)%(5+2) 15 19(s+1)%(s+2) ’

Q= 0 S— o

Corollaire 3.13 ([3]) Pour s =1, le Corollaire 3.10, donne :

b
15 (BF (34) — £ (%52) +8f (“52)) — 5%/ f (u) du
< b (<2f'<a>|‘I+\3f’<a2+b>r)3 N (|ff<z+b>|;+z|ff<b>|q)i

1 1
10 (Sl @+1s[ (45| (sl el o) ¢
+ 15 << 19 * + * 19 :

Corollaire 3.14 ([3]) Pour s =1, le Corollaire 3.11, donne :

L (8f (3552) — F (52) 4 8F (“52)) — L[ f (u) du

< b <<5f'<a>|q6+f'(b>Q>§+ (f'(a)|‘1+65|f'(b)|‘f>§

1 1
19 (251" (@) 18]/ (®)|* | @ 13]f'(a)|*425| ' (b)|* | @
T (( 38 > + ( 38 ) )> :
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Corollaire 3.15 ([3]) En utilisant ’inégalité des moyennes d’ordre q discréte le Corol-

laire 8.14, donne :

1
q

b q ! q
ST (5%) = 1 (439) 487 (45) — o (o) < ) (o)

Théoréme 3.4 ([3]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que

f € L']a,b] avec a < b. Si f'(x) est bornée, alors :

b

15 (87 (%57%) =/ (57) + 8 (45%)) — 52 f (w) du

a

(b—a)(M—m)
< Lmaom)

Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, on a :

b

B (87 (3442) — £ (%5%) + 87 (“4)) — 22/ f (w) du

a
1

=t (10 (@ 0 o) - mp ) gy
0

(0= 12) (7 (1~ ) Bt 4 regt) — mgat 4 mgar) g

_l’_

(14 2) (7 (1 1) 252 + o) — ety susar)

+
ot— O—rH O—

_l’_

(t—1) (f'((l—t)aff’b—l—tb)—my\/f—i-m;M)dt)

T
]

=t (Jr (@ nasrs) - g a

0

—_

_|_

t—15) (f (1 —t) 2ok oty — mEM) gy
15 4 2 2

) (7 (1 1) 24t 4 1emm) — gt g

_l’_

+ o
o O —rH O—

=

+

&l

(t—1) (f (1 —t) 2+ th) — M) dt) : (3.10)
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oll nous avons pris en considération que :
1
ftdt+f(t—ﬂ)dt+f(t+15)dt+f (t—1)dt =0.
0

En appliquant la valeur absolue des deux cotés de (3.10), on obtient :

b

15 (8F (35%) = F(37) + 81 (%)) — 2 f (w) du

a

(jt\f (1 —t)a+ 3ty — miM] gy

1
S 12 eegt) - =
1
£ (o 55) [ (1) 252 o+ aeg®) — gt
1
+ [ A=) |f (1 —1t) 3 +1b) — m;M\dt) (3.11)
0

Puisque m < f'(z) < M pour tout = € [a,b], on a :

| f/ ((1—t a+ tieth) — miM | < Mom (3.12)
|f ( 3(L+b _'_ta ) mgk[‘ S M;mv (313)
|f ( _ a+b +ta b) m+M| S M;m7 (314)

‘f/ ((1 o a+3b 4 tb) m;M‘ < M;m (315)

En substituant (3.12)-(3.15) dans (3.11), on obtient :

b
15 (87 (%57) = 1 (57) +87 (“5%)) — 7S/ (

<ba>Mm>(fthf(”—t)dHf(Hﬁ,)dt+f<1—t)dt)

(b—a)(M—m)
I E—

IN

La preuve est terminée. m
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Théoréme 3.5 ([3]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que

'€ LY [a,b] avec a < b. Si f' est une fonction r-L-Hélderienne sur [a,b], alors :

b

15 (81 (35) = f(25%) + 8 (“5%)) — g [ f (u) du

a
L (b—a\"t1 347468 15x37+19
= 60 ( 4 ) ((r+1)(r+2) + 2 :

Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, on a :

L (8f (352) — F (52) 4 8F (“52)) — L[ f (u) du
= b;—; (Zt (f'(A=t)a+t222) — ' (a) + [ (a)) dt

(= 35) (F (L) 22+ aeg2) — 7 (32) + f (3)) dt

_l’_

(¢4 35) (f (L= 0) 552+ 0252) — f(257) + S/ (%57)) dt

_|_

+
o — O —r O~—

=D (7 (=052 5 ) £ (22) 4 1 (252)) )

T
IS}

= (}t (f (1 =t)a+t3%2) — f'(a)) dt

0

=

+

(8= 35) (f (=) 2 +ae58) — f(340)) dt

(t+35) (f (L —1) 552 - 225) — f(57)) dt

_l’_

(t=1)(f (1 —t) =2 4 1) — f/ (“42)) dt
(f (@) = £ (=52) + 55 (£ (537) =/ (*51)) - (3.16)

+

_|_
i ©5 = O~ o——~ *

En appliquant la valeur absolue des deux cotés de (3.16), et en utilisant le fait que f’ est

une fonction r-L-Holderienne sur [a, b], on obtient :
b
15 (87 (%57%) = F(57) + 87 (45)) — 52/ f (w) du
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< (ft\f(l—ta+t3“+b) [ (a)|dt
+z< 7 (=022 4 1242) — (252 a
#f (4 ) (=0 2+ 125) (350 | a
T (0= 1) = 4 gb) — () dy
P @ - ()] 817 (450 - 7 (5)
<

1
L (boa)™t (ft’““dHf (L —t)rrdt + [ (t+ Z)tdt
0

4
+[(A-t)tdt+ % +19>

1
0
(b a)TH 34r468 | 15x3"+19

4 (r4+1)(r+2) 2 ’

8l

ol nous avons utilisé (3.5)-(3.8) en remplacant le s par r. La preuve est terminée. m

Corollaire 3.16 ([3]) Sous les hypothéses du Théoréme 3.5 et si f' est une fonction

L-Lipschitzienne, on a :

b
15 (8F (%57) = £ (55%) + 87 (55%) — o2/ f (W du| < 55 (b — a)" L.

3.1 Applications

3.1.1 Applications aux quadratures

Soit Y la partition des points a = 29 < 71 < ... < 2z, = b de U'intervalle [a, b] et

considérons la formule de quadrature

ol
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n—1

A(f, ) = Yo teiots (g (Bt ) _ f (2mi) oy g (LB

=0

et R(f,Y) désigne l'erreur d’approximation associée.

Proposition 3.1 Soit n € N et f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] avec

0<a<betf e€La,b]l. Si|f| est s-conveze, alors on a :

n—1

(wip1—2;)? 15(s+1) 42372 (95+18) (s+1)+23~25(325+34)

IR(f,T)] < 2135(;:1)2(%2)( st )
=0

< (1 ()] + 1F (i) -

Preuve. En appliquant 'inégalité (3.9) du Corollaire 3.2 sur les sous-intervalles

[, xi11] pour (i =0,1,...,n — 1) de la partition Y, on obtient :

Ti+1

TIS (8f (3%"?#) _ f (m#) + 8f (Iz’-‘rifriJrl)) _ x7;+1lfw1: f f(u) du

Tip1—T; 15(s+1)242375(954+18)(s+1)+2325(325+34
< i (BN ) B B ) (7 ()| 4| ((301))])

En multipliant les deux cotés de I'inégalité ci-dessus par (z;41 — z;), puis en additionnant
les inégalités obtenues pour tout ¢ = 0,1,...,n — 1 et en utilisant I'inégalité triangulaire,

nous obtenons le résultat souhaité. m

Proposition 3.2 Soit n € N et f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] avec

0<a<betf elLa,b]. Si|f|? est conveze, alors on a :

[R(f,T)]

n—1 1 1
2wip1—:)® (1 \P A7) —2pt N\ )T ()] ) @
< Yot ()7 (14 (U050 ) (et
1=0

Preuve. En appliquant le Corollaire 3.10 sur les sous-intervalles [x;, x;,1] pour (i =
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0,1,...,n — 1) de la partition T, on obtient :

Ti+1

3$1‘ xX; XTi1TTq s 3$¢
w5 (87 (F55) — S (55) +8/ (555) — s [ S (w)du
< e (1 )7 (1 (APt \ B (1t ) o
= 9 p+1 T (15)PFL 2 :

En multipliant les deux cotés de I'inégalité ci-dessus par (z;41 — z;), puis en additionnant

les inégalités obtenues pour tout ¢ = 0,1,...,n — 1 et en utilisant I'inégalité triangulaire,

nous obtenons le résultat souhaité. m

Proposition 3.3 Soit n € N et f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] avec

0<a<betf €Lab]. Si|f|? ests-conveze, alors on a :

n—1 1
e e e G
i=0
1
o (242275 (s+1)+21725 | 419 (2325(34s+38)+215(42$+114)(s+1)>;
(s+1)%(s+2) 15 19(s+1)3(s42) )

Preuve. En appliquant le Corollaire 3.13 sur les sous-intervalles [x;, x;,1] pour (i =

0,1,...,n — 1) de la partition T, on obtient :

Tit+1

5 (B (F2m) — £ (2555) + 8f (2452 — ot [ S (W) du

1 1
< T <<<2+22_5)(s+1)+24_28> a 419 <23—28(345+38)+21—S(42s+114)(s+1))q)
=~ 9 15

(s+1)%(s+2) 19(s+1)3(s42)

X (f’(mi)"Jréf’(mm)lq); :

En multipliant les deux cotés de I'inégalité ci-dessus par (z;41 — ;), puis en additionnant
les inégalités obtenues pour tout ¢ = 0,1,...,n — 1 et en utilisant I'inégalité triangulaire,

nous obtenons le résultat souhaité. m
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3.1.2 Applications aux moyennes spéciales

Pour des nombres réels quelconques a, b, ¢, on a :

La moyenne arithmétique : A (a,b) = 2 et A (a,b,c,d) = atbtetd,

La moyenne p-logarithmique : L, (a,b) = (%)p, a,b > 0,a # b et p €
R\{—1,0}.

Proposition 3.4 Soit a,b € R avec 0 < a <b et q > 1, alors on a
18A% (a,a,a,b) — A® (a, b) +84%(a,b,b,b) — 15L3 (a,b)|

1
< 30(b a) P (7a‘1+b‘1 aq+7bq)%
— p+1 8
1
P

(17)PT1_op+1 a‘1+3b‘1 % 3a945b4 %
+ ()" (e (o)) ).

Preuve. L’assertion découle du Corollaire 3.7, appliquée a la fonction f(z) = z°. =

Proposition 3.5 Soit a,b € R avec 0 < a <b et q > 1, alors on a

84% (a,a,a,b) — A® (a,b) + 8A% (a,b,b,b) — 15L3 (a,b)| < 2T (b — a)”b.

Preuve. L’assertion découle du Corollaire 3.16, appliquée a la fonction f(x) = 23. =

Conclusion

La problématique de ce mémoire était d’étudier d’une part, certaines inégalités de
type Euler-Simpson et de se familiarisé avec certaines outils nécessaires utiliser dans les
démonstrations de ce genre de problémes, et d’autre part essayer d’établir des nouvelles
estimations concernant ce type d’inégalités.

Dans la premiére partie, nous nous sommes intéressés a rappeler quelques classes de
fonctions ainsi que quelques identités.

Dans la seconde partie nous avons étudié quelques inégalités de type Newton-Cotes

a trois points via certains genres de convexités.
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Et dans la troisiéme partie nous avons discuté des nouveaux résultats concernant les

inégalités de type Euler-Simpson pour les fonctions s-convexes, bornées et Holderiennes.
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