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RESUME

Ce mémoire discute une méthode d’éléments finis mixte combinés avec la méthode
Euler implicite pour étudier I’équation hyperbolique p bi-Laplace, ou I'existence et
I'unicité de la solution pour le probleme discrétisé sont montrés dans les espaces
Lebesgue et Sobolev. Une formulation mixte et une condition d’inf-sup sont alors
données pour prouver la pertinence du schéma et des estimations d’erreur a priori
optimales pour les schémas entierement discrets sont extraites.

Mots-clés : Evolution d’équation p-bi-Laplace, méthode d’élément finit mixte, condi-

tion d’inf-sup et la formulation mixte, existence et unicité.
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ABSTRACT

The aim of this work is to discusses a mixed finite element method combined with
the backward-Euler method to study the hyperbolic p—bi-Laplace equation, where
the existence and uniqueness of solution for the discretized problem are shown in
Lebesgue and Sobolev spaces. A mixed formulation and an inf-sup condition are
then given to prove the well-posedness of the scheme and optimal a priori error
estimates for fully discrete schemes are extracted.

Keywords : Evolution p-bi-Laplace equation, mixed finite element method, inf-sup

condition and mixed formulation, existence and uniqueness.



INTRODUCTION

Ces dernieres années, des progres substantiels ont été réalisés dans 1’étude des
problémes de quatrieme ordre qui sont une généralisation non linéaire des problemes
bi-laplaciens. L’objectif principal de I’étude (2.1) découle des diverses applications
dans le domaine de I'élasticité qui sont utilisées avec précision dans la modélisation

des ondes de déplacement dans les ponts en suspension [16].

Des EDP d’ordre élevé avec un exposant constant ont été étudiés par plusieurs
auteurs dans diverses conditions sur les données et par différentes méthodes, par
exemple ([3], [5], [14]). Nous nous référons également a quelques références intéres-
santes dans ’étude de ce type d’équations avec un exposant variable comme dans
(17, [21).

Une des options proposées pour résoudre notre probleme est d'utiliser des éléments
finis mixtes en ce qui concerne la distance et la méthode Euler implicite en ce qui

concerne le temps.

Les éléments finis mixtes sont parmi les méthodes les plus populaires utilisées
pour étudier cette famille de probléemes. Cette méthode permet de résoudre des
problémes mixtes lorsque les inconnues sont deux fonctions. Pour plus de détails

sur cette méthode, voir ([8], [11]). En outre, la convergence de cette méthode est



INTRODUCTION

soumise a des conditions d’inf-sup tirées de ([12], [19]).

Notre mémoire est organisé comme suit, on commence par introduire des maté-
riaux nécessaires et fondamentaux du p-bi-laplacien.
Le deuxieme chapitre de ces travaux a été consacré a l'extraction d’un schéma de
semi-discrétisation basé sur la méthode Euler implicite et a la preuve de I'existence
et de 'unicité de la solution pour ce schéma.
Dans le dernier chapitre on donne une formulation mixte et une condition d’inf-sup
pour prouver que le probleme d’approximation mixte est bien posé, et on calcule
des estimations d’erreurs avec l'aide de l'opérateur de projection de Ritz et des

propriétés orthogonales de Galerkin.

UNIV GUELMA 2023
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CHAPITRE 1 PRELIMINAIRE ET RAPPEL D’ANALYSE FONCTIONNELLE

1.1 Notions des espaces

Espaces L?(Q2)
Soit Q un ouvert non vide de RY et soit p € R avec 1 < p < 00, on pose :
LP(Q2) = {f : Q — R; f mesurable et /]f|pdx < 00 p.p} .
Q

On munit l'espace LP(Q2) de la norme suivante :

1 fllze = (/Q\f@)v?dx)’l’.

Sip = oo, L'espace appelé L, généralise les espaces L, a p = co. Aucune intégration

n’est utilisée pour les définir, a la place, la norme sur L., est donnée par,
1flloo = inf{M >0 |f(z)] < M p.p sur Q}.

Espaces WP ()

Soit € un ouvert non vide de RN, 1 < p < oo, et m € N. On définit 'espace de
Sobolev W™?()) par :

Wwmr(Q) = {u e LP(), D € LP(Q),Va € N"; |a| < m},

ou D%u est une dérivée partielle de u au sens faible (au sens des distributions).

On munit 'espace W™P(Q)) de la norme suivante :

1
<Z\a|§m||DauHip(Q)> ’ s11<p<oo,

|ul|wme ) =
maX|a|§m||Dau||poo(Q) St p= 400

UNIV GUELMA 2023



CHAPITRE 1 PRELIMINAIRE ET RAPPEL D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Espaces W;'""(Q)
On a definit Pespace Wi (£2) comme cela :
WP (Q) = {f e W™P(Q); D*f\oa =0, |a| <m—1},
L’espace Wy"(Q) est la fermeture de C§°(€2) dans 'espace WP((QQ).
Espaces W:7(Q)
On a definit espace W2P(Q) comme cela :
WeP(Q) = {f € W*P(Q); D*f\oo =0, |a <1},

avec :

w2 @) = e @

Espaces dual W~"4(Q)

Soient p, g deux réels vérifiant, 1 < ¢ < oo, avec % + % =1, et m un entier de N*.

On appelle espace de Sobolev et on note W~"4(Q) le dual de W;""(Q).

1.2 Convergence faible

Définition 1.2.1 :

u, converge faiblement dans un espace de Banach E vers u si 'on a :

lim (v, u,) = (v,u) & lim (v, u, —u) =0,Vu' € E'.

n—:aoQ n——~oo

avec E' l'espace dual de E.

UNIV GUELMA 2023



CHAPITRE 1 PRELIMINAIRE ET RAPPEL D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Notation 1.2.1 :

1. On note par u,, — u la convergence faible dans F.
2. On note par u,—u la convergence forte dans F.

Remarque 1.2.1 :

Si u,—u fortement (||u, — u||p—0) = u, — u car :
Vu' € E' (U u, — ) < ||u]|]]u, — ul]—0.

Remarque 1.2.2 :

La convergence faible n’implique pas la convergence forte. On peut considérer une
suite orthogonale dans un espace de Hilbert de dimension infinie et montrer ensuite
qu’elle converge faiblement vers 0, mais on ne peut en extraire aucune sous-suite

fortement convergente.

1.3 Notions des opérateurs

Soit E un espace de Banach.
Définition 1.3.1 :
Soit A : E — E un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A est

coercive ssi :

(A(u),u) : Crochet de dualité.

UNIV GUELMA 2023



CHAPITRE 1 PRELIMINAIRE ET RAPPEL D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Définition 1.3.2 :
Soit A : E — FE un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A est

monotone ssi :

<A(U1) — A(U2)7u1 — UQ> 2 K||u1 — UQH,VUl,UQ S E,u1 7& Ug.

Définition 1.3.3 :

Soit A : E — E un opérateur dans un espace réel de Banach, on dit que A est

)faiblﬂz}ent A(

semi continue ssi u,—u implique A(u, w) pour tout u,,u € E.

1.4 Les inégalités utilisées

1.4.1 Inégalité de Poincaré

Supposons que €2 est un ouvert borné, 1 < p < oo. Alors, il existe une constante

C = C(Q,p) telle que :
HuHLp(Q) < CHVUHLP(Q),VU € Wol’p(Q).

1.4.2 Inégalité de Holder

Soit 1 < p < oo, on désigne par q 'exposant conjugué de p telles que :

1 1
S+ =1
P q

Siue€ LP(Q) et v e LIN), alors uv € L (Q) et :

/ fu(z)o(@)|dz < [fully o],
Q

UNIV GUELMA 2023



CHAPITRE 1 PRELIMINAIRE ET RAPPEL D’ANALYSE FONCTIONNELLE

e Inégalité de Holder avec trois parametres :
Soient p > 0, ¢ > 0 et r > 0 satisfaite %+% =L etsiue LP(Q) et v € LI(Q), alors
wv € L7(Q) et :

[woll, < flullpllvlly.

1.4.3 Inégalité de Young

Soient p et q deux réels vérifiant % + % = 1., alors :

v 1
Y(a,b) € R2 Ve > 0,ab < —aP + —17.
p qet

1.5 Quelques théoremes utilisées

1.5.1 Normes équivalentes

Deux normes ||.||; et ||.]|2 sur un méme espace vectoriel normé E sont équivalentes

s’il existe deux constantes a, 8 > 0 telles que :

Vo € E;allzly < [lzfls < Bz

1.5.2 Formules de Green

Soit © un ouvert borné de frontiére 92 réguliere, alors : Vu,v € H'(2), on a :

Ou vdr = — / U Ov dz + / w.v.y;ds.
q 0x; o Oz o0

Ou v; la iéme composante du vecteur unitaire normale exterieure.

UNIV GUELMA 2023



CHAPITRE 1 PRELIMINAIRE ET RAPPEL D’ANALYSE FONCTIONNELLE

En remarquant que Au = div(Vu) alors on a :

/Au.vdmz—/Vqudx—l—/ (Vu.n)vds.
0 Q o9

1.5.3 Théoréeme de Valeur moyenne

Pour toute fonction f a valeurs réelles, définie et continue sur [a,b], avec a < b, il

existe un réel ¢ compris entre a et b vérifiant :

1) = 5= | e

1.5.4 Lemme de Gronwall

— Cas continu : Soient a, § et 7y prennent leurs valeurs dans I = [1, co[ comme
fonction réelle, en supposant que 3 et v sont deux fonctions continues. Si
est non-négative, o est non-décroissante et si v satisfait 'inégalité intégrale

suivante :
t
WO <alt)+ [ (s el
alors :

() < altyess | tﬁ(S)dS) |

— Cas discret : Siy, >0, o, > 1, 8; >0 et

n—1

Vng&n_FZﬁj’Yj TLEO,
7=0

alors :

n—1
Tn S Qp €XP (Z ﬁ]) .
7=0

UNIV GUELMA 2023



CHAPITRE 1 PRELIMINAIRE ET RAPPEL D’ANALYSE FONCTIONNELLE

1.5.5 Théoréme de Browder [2]

Soit V un espace de Banach réflexif, et A : V. — V un opérateur borné, semi
continue, coercif et monotone sur V. Alors I"équation A(u) = f admet au moins
une solution u € V pour toute f € V. De plus si A est strictement monotone alors

I'équation A(u) = f admet une solution unique u € V' pour toute f € V.

1.6 Rappel de la méthode des éléments finis

1.6.1 Formulation variationnelle

La méthode des éléments finis repose sur la formulation variationnelle d’une équa-
tion aux dérivées partielles. Pour se fixer les idées nous prendrons par exemple le
probleme de laplacien dans un domaine €2 de frontiere 0f2, avec une condition de
bord de Dirichlet homogene :

—Au = f dans €,

(P)
up =0 sur 0f)

Avec Q un ouvert borné de R2.

On peut donc définir la formulation variationnelle du probléme (P) comme suit :

Trouver ue'V  tel que
(Q)
a(u,v) =1lv) YveV.

Avec a( -, +) une forme bilinéaire symétrique, et [( - ) une forme linéaire.

UNIV GUELMA 10 2023



CHAPITRE 1 PRELIMINAIRE ET RAPPEL D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Rappelons que le théoreme fondamental de Lax-Milgram nous donne l'existence
et I'unicité de la solution d’un tel probleme sous certaines conditions de régularité

sur a et [ dans le cas linéaire, et le théoreme de Browder dans le cas non-linéaire.

1.6.2 Espace d’approximation

Les espaces d’approximations V}, sont définis de la méme facon qu’en dimension
un, en choisissant des fonctions qui sont globalement continue sur €2 et qui sont

polynomiale sur chaque triangle du maillage. Pour I’approximation P, on a :

Vi, = {v € O(Q) tel que vk, € Py pour tout K; € 771},

Avec K est un triangle.

On définit aussi le sous-espace V' par :

Vi = {v €V, tel que v =0 sur 0N} .

UNIV GUELMA 1 2023
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CHAPITRE 2 PROBLEME SEMI DISCRETISE

2.1 Position du probleme

Soit 2 un

ensemble ouvert et bornée dans R avec une frontiére contractante

et continue 0€2. Soit T le temps final. Fixons T > 0 et considérons le probleme

hyperbolique suivant :

(

u - A(div(|AulP=2Vu)) = f(a,t)  dans [0;T] x Q,

u=0, Vu=0 dans [0;T] x 09, -

u(0,x) = uy, %(O,x) =U, dans Q,

\

ou 2 < p < 400, f(t) une fonction donné dans L?(52).

Définition 2.

;

1.1 : La fonction u est la solution faible du probléme (2.1) si :
Lu € L>2([0,T), WZP(Q)) n Whee([0,T], L*(Q)) tel que
Vo € L=((0, 7], Wy () n W ([0, T], L*(2))

2. fo <8t2’ >dt—|—f0 (|AuP~2Au, Av)dt = fo (f,v).

2.2 Semi discrétisation

On divise I’

notons par u'

intervalle de temps [0,7] en n sous-intervalles de longueur 7 = £ et

les valeurs de u a t; = 47,0 =0,1,...,n et que :

UNIV GUELMA 2023
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CHAPITRE 2 PROBLEME SEMI DISCRETISE

_ du'(x) — 5ui_1(ac).

T

82’ (z)

Définissons ! par : v !(z) = u’(z) — 7u!'(z). Pour i = 1,...,n, un schéma d’ap-
proximation récurrent est de la forme suivante :

trouver u' = u(.,t;), telle que
2.2

(62u,v) + (| Aul|P-2 A0, Av) = (f1,0)

Cela implique

trouver u' = u(.,t;), telle que

2.3
(0u® — ou'1, v) + T(|JAu' P2 A, Av) = 7(f,v)

Théoréme 2.2.1
Soit f € L%(Q), le probleme (2.3) admet une solution faible unique u € Wy"(Q)

pour 1 <7 < n.

Preuve

Définissons 'opérateur A comme suit,

A W) — (W37(@)'

tel que :
Au' = du' + TAf)ui, 24

UNIV GUELMA 1 2023



CHAPITRE 2 PROBLEME SEMI DISCRETISE

avec .

A;ui = A(JAul/P2Au). 2.5

On a appliqué la théorie des opérateurs monotones pour prouver que A est un
opérateur semi-continu, coercif et monotone. Soit le fonctionnel K dans W (Q)

comme suit,

K(ui):/ Lisuiy? + A da. 2.6
a\2 p

(K'(u?),v) = %{A(ul + tv) o = % {% /Q[é(uz + tv))2dx + ]ID /Q|A(ul + tv)\pdx}tzo

= {/ S(u' + tv)vdr + T/|A(ui + tv)|p_1Avdx}
Q Q

:/5uivdx+T/(|Aui|p_2Aui)Avdx
Q 0

t=0

:/5uivd:r+7/A(|Aui|p_2Aui)vd:v
0

Q
= (0u',v) + 7(Afu',v) = (Au',v) Vo € WEP(Q).

2.7
Cela implique que K' = A et K différentiable au sens de Gateau, c’est-a-dire semi-
continu.
En utilisant I'inégalité dans [18], pour p € [1,00) et a,b € R", on a :

|b—al”

2T 1 28

bl > |al” + plal”*a(b — a) +

UNIV GUELMA 15 2023



CHAPITRE 2 PROBLEME SEMI DISCRETISE

et par le théoreme de valeur moyenne on obtient :

(A(u') = A(v), v’ —v) = (0(v’ —v),u’ —v) + 7(A2u’ — Alv,u’ —v)
= %(5”1& — | + 7(A2u" — Adv,u’ —v)
> C(7)|Ju" —v||* 4+ (A2’ — Alv,u’ —v)
> 7(A2u' — Alv,u’ — )

=T / |Au P2 AU (Au’ — Av)dxr — T / |Av|P2Av(Au’ — Av)dx
Q Q

2 .
= —— [ |Au' — Av]Pd
s - A
2 i
= mHA(u —0)|[fpdz

> Cllu’ — U”Wg’p-
2.9

Comme la norme ||.||W02,p(m est équivalente a la semi norme [|A(.)||zr(q) sur Pespace

WP (Q), on a :

i i i P
(A(u') — Av,u" —v) > C(p)|lu’ — v||W02,p(Q). 2.10

Cela prouve que A est monotone , puis
(Al), ) 2 CO) i s 211

D’ou on a conclue la coercivité de A . Par 'inégalité de Holder on obtient :

(F0)] = \ [ rude] < Aol 2.12
et en utilisant Wy (Q) < LP(Q), on aura :
o)l < CE oy 2.13

Cela implique que fi € (WZP(Q))* = W~24(Q).

UNIV GUELMA 16 2023
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CHAPITRE 3 PROBLEME COMPLETEMENT DISCRETISE

3.1 Formulation mixte
En prenant X = W;P(Q) et Y = L4(Q), introduisons une variable auxiliaire
w' = |Au' P2 A’ 3.1

On sait que I'inverse de la fonction ¥(z) = |z[P~22 est donné par : ¢~ (2) = sgn(z) x

|z|ﬁz = |2]9722, on peut écrire le probleme (2.2) comme cela :

AU — ’wi’q—2wi’

3.2
—Aw' = f — 6%l
Le systeme mixte peut étre écrit comme suit :
a(w',v) + c(u’,v) =0 Yo € X,
3.3
c(w',n) = Ly(n) Vney.
avec
a(w',v) :—/[wilqzwivd:ﬁ, 3.4
Q
c(w',n) = / —Aw'ndz, 3.5
Q
Lv(n) = [ (7'~ S, 3.6
0
ou f'= f(t;, z).
UNIV GUELMA 2023
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CHAPITRE 3 PROBLEME COMPLETEMENT DISCRETISE

Proposition (condition d’inf-sup)
Pour u € X on a:

V< C ot s D) 3.7
0£NEY gruicx ||l Ixlnlly

Preuve

Soit u* € WP (), prenons = |Au/[P~2Au’, on a :
Il 2oy = AU P~ oy = 1A 750
et

c(u',n) = | Au'[|7, ),

Par conséquent
i i ip—1 i i
c(u',n) = | Au 7o o) 1 AU 700 | A% | o) = [[AW ]| o) 0]l 2a(e-

Cela implique
<o)

lullyzr = 1| o)
o 111l Loy

Ainsi, on conclue que :

%
v<C it sup LD

Ceci complete la preuve.

UNIV GUELMA 19 2023



CHAPITRE 3 PROBLEME COMPLETEMENT DISCRETISE

3.2 Discrétisation complete

Soit Y7 est une triangulation faite de triangles T' tel que l'intersection de deux

éléments différents est soit un sommet, un bord, ou vide.
hr
du>0,—<pu VI ey, 3.8
PT

ou hr est le diametre de T' et pr est le diametre de la plus grande boule contenue a
I'intérieur de T'. On définie les bords par e et on définie :
h = max hr.

TeEYr

Soit P¥(T},) définir 'espace de polyndmes par morceaux de degré k sur une trian-

gulation Y, :

P (1) = {¢: p\r € PK(T) VT € Ty}

Les espaces finis discrets suivants sont donnés par :
XM =P*T,) N Co(Q),

et
X ={¢ € X" ¢jp0 = 0},

Ici R est I'opérateur de projection de Ritz tel que :

/ V(Rv)V¢ = / VuVedr Vo e XN HLHQ).
Q Q

UNIV GUELMA 90 2023



CHAPITRE 3 PROBLEME COMPLETEMENT DISCRETISE

L’opérateur de Laplace discrétisé est défini par :
(Apv)\r == A(wr) vI'eT. 3.9

Le schéma enti¢rement discret pour (3.3) comme cela : trouver une paire (uf, w?) €

X x X" tel que :

a(wi,v) + cp(ul,v) =0,

3.10
cn(wi,m) = L) V(v,n) € X" x X

En appliquant la formulation de Green on aura :

cn(up,v) = / Vu,Vodr = / Vu,Vudz. 3.11
TeYy,
En substituant (3.11) dans (3.10) le probleme (3.3) peut s’écrire comme cela :

Jolwh |9 ?whvdx + [, Vuj, Vode = 0,

3.12

Jo VwiVndz = [, (f' = 6*u')ndz  V(v,n) € X" x X{.

Lemme 3.2.1 [13]

Pour m > 2 et u € W™4(Q), on a :

ot — Rl oy + [11(V0) = V(Rut) oy + (Znhmu— (Ru)%, )

TeY

S Chm+1|u|Wm+1,q(Q). 313
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CHAPITRE 3 PROBLEME COMPLETEMENT DISCRETISE

Lemme 3.2.2 [20]
Pour w; € LI(Q),wi, v, € X" et p > 2, il existe des constantes positives C, Cy et
C5 telles que :

1w — wp|[eg

— i
2 |l paoy lwill oo

C . . . o ‘
+ 5 [Pt = 2 o = ujds

i

< a(w',w' —w;) — a(w), w" —w}). 3.14

a(w', w' —vp,) — a(w}, w" — vy)

< (4 (/||w’|q_2wz — |wlh|q_2w}1 w' — w2|dx) lw" = val| Laq).- 3.15
Q

Théoréme 3.2.1

Pour m > 2, il existe C' > 0 tel que :

[0

% 7
||u - uh| wZ,P(Q

. . . g .
) ' = willzs) < C(h%(m+1)|wz|§/m+1,q(m T hm+1|wZ|Wm+1aq(Q)
B e [T hm+1|52ui‘wm+1,q(m). 3.16

Preuve

En utilisant I'inégalité triangulaire, on aura :

' = i oy < 1B = lhyeoey + ' = Bufllyny. 37

UNIV GUELMA 99 2023



CHAPITRE 3 PROBLEME COMPLETEMENT DISCRETISE

Par la condition d’inf-sup discréte dans la proposition, en obtiens :

ch(Rui B u;w 77)

|Ru® — i |l y2wiy < Sup
W) nEX I (Q)m#£0 ||77||Lg(9)

C ap i) —alwln)

nEX(Q)n#0 ||77||L'1(Q)

Jollw?=?w* — Jwj |P~?w}||[w' — w),dx)

FIETS
1
. . . . . . P
< 0 [ =2t = i -2’ — i
Q

En appliquant le Lemme 3.2.2 et en utilisant I'inégalité de Young, on aura :

3.18

hSA

o Inlzrco

Cz/ [lw' P~ *w" — Jwh [Py | [w” — whldr < a(w', ' —w}) — a(w, w' —wj,)
Q

1
p . .
(/Hw P72 — fwp [P, | —wh|d$> [w" = wj [ Lo

< Gl — oy + S /waz w2l — wi|dz. 319
qe

Choisissant e suffisamment petit ou % <lona:
2 = il 2w = wilde < Clle' = wille 320
En substituant (3.20) dans (3.18), on obtiendra :
S , g
En soustrayant (3.10) de (3.3), on obtient :

a(w',v) — a(w,v) + cp(u’ — ul,v) =0,
" " 3.22

Ch(wi - wﬁm 77) = 0.
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CHAPITRE 3 PROBLEME COMPLETEMENT DISCRETISE

De la semi-linéarité de a(.,.), on conclut :

a(w’, w' —wi) — a(wh, w' —wi) = a(w’, W' —v) — a(w,, w" —v)

%

+a(w', v —w}) — alw), v —w})

= a(w',w'" —v) — a(w}, w" — vl—l—g;l(ui — Ul w — v).

I I

En appliquant le Lemme 3.2.2; on obtient :
Cl le o w;zH%’-I(Q)

2 [lwllzadoy + lwil zaley

C , , , A
+72 /Q || [P~ 2w’ — |wi [P~ 2wl | [w' —wi |de < 41, 3.23
Maintenant, en utilisant I'inégalité de Young bien que le Lemme 3.2.2, on aura :

I < 03(/ [lw'[* 1w — Jwp |~ w[[w' — whlde)? [|w' — val|L, @)
Q

P ‘ . . - . ¢ 3.24
< " /Q w9 2w — [wi 972w [|w' — wi|da + i”wZ - ”h”%q(ﬂ)'
En choisissant € tel que % = %, ona :
R G e = e’ = wilde + C@)le = ol 325
D’autre part, on a :
I = cp(u' — u}, wi —v)
= cp(u' —ul, — R(u" — u}), w), —v) + cp(R(u’ — ul,), w), — v)
= cp(u' — Ru', wj, — v) + ep(Ru' — ujy, wj, — v) 520
= cp(u' — Ru',wj, —v) + /Q 6 (u' — up) (Ru' — uj))dx.
En outre, en utilisant la continuité de ¢, on obtient
cn(ut — Rul,wi —v) < Cllu’ — Rui“Wz,prz — V|| L)
2
= ol = B2 + S~ ol
2
= ol = a2 + S — 0 gy + ' vl
3.27
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CHAPITRE 3 PROBLEME COMPLETEMENT DISCRETISE

o 11 D D
[, 62(ui — ) (Rui — u)dar < (5+5) 162 — )| oo | R — 2o

< C16* (uj, — u) | ooy 1R’ = w20 ) 328

C i i € i i
< ?\52(% — u')||Zag) + S llRu’ = Uh||§v}g,p(ﬂ).

En appliquant I'inégalité triangulaire et (3.21) au cdté droit de (3.28), en remplagant
(3.25)—(3.28) dans (3.23) et on choisissant € assez petit, on trouve :

=0 ey < C (I = 0y + IR = 122 + o = 0llFacey + 10— RE () [y ) -
3.29
D’apres les propriétés de la projection de Ritz et le lemme 3.2.1, on a I’éstimation

i i
de w' — wj,.
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