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Abstract

The aim of this memory, is to study the Boole type inequalities for
functions whose first derivatives are s-convex, bounded as well as
Holderian. For this we propose :

In the first chapter, a preliminaries concerning some classes of
classical convexity, as well as some classes of functions.

In the second chapter, we discuss some classical three-point
Newton-Cotes types inequalities.

While the last chapter is devoted to some new results regarding
Boole integral inequalities.

Keywords :

Boole inequality, Holder inequality, s-convex functions, bounded
functions, Holderian functions.



Résumeé

Dans ce mémoire, nous allons étudier les inégalités intégrales de
type Boole pour les fonctions dont les dérivées premiéres en
valeurs absolues sont s-convexe.

Dans le premier chapitre, nous donnons un bref rappel sur certains
types de convexité classique ainsi que sur certaines identités
intégrales que nous utiliserons plus tard.

Dans le deuxiéme chapitre, nous citons certains résultats
classiques concernant les inégalités de type Newton-Cotes a trois
points.

Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré aux
nouvelles inégalités intégrales de type Boole pour les fonctions dont
les dérivées premiéeres sont s-convexes.

Mots clés :

Inégalité de type Boole, inégalités de Holder, fonctions convexes,
fonctions s-convexes, fonctions bornées, fonctions Holderienne.
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Introduction

Les inégalités jouent un role important dans diverses branches des mathématiques
modernes telles que la théorie de I'espace de Hilbert, la théorie des probabilités et des
statistiques, I'analyse réelle, ’analyse complexe, I'analyse numérique, la théorie qualita-
tive des équations différentielles et des équations aux différences, etc. Elles représentent
un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours des
182™¢ et 19°™€ sidcles par d’éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Cebysev.
Dans les années qui suivirent, le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré,
Lyapunov, Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littérature dans
ce contexte est vaste et variée parmi les ouvrages dont on peut trouver une trés bonne
description de I’évolution historique des inégalités que 'on peut consulter, Mitrinovic,
Pecari¢ et Fink [6,7, 8].

Cette théorie évolue constamment dans plusieurs directions et de différentes maniéres.
De nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, des exten-
sions ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels,
fractionnaires et discrets.

L’objectif de ce mémoire est de faire une petite synthése concernant les inégalités
intégrales de type Boole et d’établir de nouvelles généralisations de ce type d’inégalités
intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques classes de fonctions ainsi que
quelques identités et inégalités intégrales utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant les inégalités
intégrales de type Newton-Cotes a trois points.

Tandis que le dernier chapitre sera entiérement consacré aux nouvelles inégalités de

type Boole dont ces nouveaux résultats sont soumis pour une éventuelle publication.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions. Concernant la convexité en peut consulter [9].

1.1 Quelques classes de fonctions
Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 ([9]) Un ensemble I C R, est dit convexe si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0,1], on a :
tr+(1—-t)yel.

Définition 1.2 ([9]) Une fonction f : I — R est dite conveze, si
flz+ A -t)y) <tf(x)+(1-1) fy)

est satisfaite pour tout x,y € I et toutt € [0, 1].

Définition 1.3 ([1]) Une fonction positive f : I C [0,00— R est dite s-convexe au



second sens pour un certain nombre fizé s € 10,1], si

flte+ (1 =t)y) <t°f(x)+(1—1)f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I et t € [0,1].

Définition 1.4 ([4]) Une fonction f est dite bornée sur I, s’il existe des constantes

—00o < m < M < +o0o telles que

pour tout x € I.

Définition 1.5 ([4]) Une fonction f est dite L-Lipschitzienne sur I, s’il existe L > 0

telle que
|f(z) = f(y)l < L]z -y

est satisfaite pour tout x,y € I.

Définition 1.6 ([4]) Une fonction f est dite r-L-Hélderienne sur [a,b], sl existe L > 0

et 0 <r <1 telles que

|f(x) = f(y)| < Llz —y["

est satisfaite pour tout x,y € I.



1.2 Quelques identités et inégalités intégrales impor-

tantes

1.2.1 Inégalité de Holder

Théoréme 1.1 ( [6]) Soitp > 1 et }—17—1-% = 1. Si f et g sont des fonctions réelles définies

sur [a,b], et si de plus |f|" et |g|? sont intégrables sur [a,b], alors :

[r@swies ([ 116 |pdx)’1’(/:|g<x>|wx);

1.2.2 Inégalité des moyennes d’ordre ¢

Théoréme 1.2 ([2]) Soientx = (z;),_,, , €etp = (Pi)i_y .., deuxn-uplets de nombres

7777777777

strictement positifs et soit ¢ € R, linégalité des moyens d’ordre ¢ pondérés par p est

définie par :

‘
sz pour q # —oo, 0, +00,
Zpkz
lq _ n zpk
My" = (Hmfl) ~ pour q =0,
min (21, g, ..., Ty) POUr ¢ = —00,
max (21, g, ..., Ty) POUr q = +00.

\
Pour —oco < g<r <400, ona:

Ml < pplrl,

Remarque 1.1 ([2]) La version intégrale du Théoréme 1.2 est pour g > 1 et si |f]| et

lg|? sont intégrables sur [a,b], alors on a :

[ir@siar< ([ 17@ia) . (/abrf<sc>||g<sc>|wx);



1.3 Quelques identités intégrales importantes

Lemme 1.1 ([10]) Soit f : [ C R — R une fonction absolument continue sur I telle

que f' € L'[a,b], otva,b € I' avec a < b, alors I’égalité suivante est satisfaite

b

et

1
Bo= [ (=3 r (4 ta) a
0

1
b= [ G-9r a5 a




En sommant (1.2) et (1.3), puis en multipliant I'identité résultante par 2% on trouve

'identité souhaitée dans (1.1). =

Lemme 1.2 ([3]) Soit f: I C R — R une fonction absolument continue sur I" telle que

f' € LY[a,b], ot a,be I avec a < b, alors I’égalité suivante est satisfaite
(o () — 7 (5 +27 (=52)) - % [ st
(ftf(l—t a+t3“+b)dt+f( B) f((1 —t) Bt 4 potb) gt

+ (t+%>f'(<1—t)“%bw%%)dtﬂ(t—1>f’(<1—t>%3b+tb>dt)~

ot~ r

Preuve. Posons

L :th’((l—t)ajtt‘g“T”’) dt,
12:Z(t—g)f’((l—t)%ﬂ%“’)dt,
Igzi(t+§)f’((1—t)“7+b+t%3b)dt,
I :z(t—l)f ((1—¢t) «L22 4 tb) dt.

En intégrant par partie /1, on trouve :

L = ﬁ f((l_t>a+t3a+b)‘t 0
bij (1_t)a+t3a+b>dt
0
= P ()~ (- e )
0
= S ()~ % [ S () du (1.4



D’une maniére analogue, on obtient :

atb
2
I = _3(68—a)f (aTH]) + 3(1;2Ea)f (Safb) - (biiy fbf(u) du, (1.5)
3a+b
4
a-l;l3b
_ 20 a+3b 8 atb 16
I3 = 3(b—a)f( Z ) - 3(b—a)f (T) T (—a)? {bf(“) du (1.6)
R
et
b
_ 4 g (a+3b 16
Iy = mf (+T) ~ Ga)y anr;bf (u) du. (1.7)
5
En additionnant (1.4)-(1.7), puis en multipliant le résultat par % nous obtenons le

résultat souhaité. m



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Newton-Cotes a trois points

Dans tout ce que suit I désigne un intervalle de R, dont I'intérieur est noté par I,

a,b € I’ avec a < b et on note par L'[a,b] I'espace des fonctions intégrables sur [a, b].

2.1 Inégalités intégrales de type Simpson

Dans cette premiére sous section nous allons nous intéressé a la premiére quadrature

de Simpson dite aussi %—Simpson donnée comme suit :
f@)de ~ 22 (f (a) +4f (<22) + £ (D).

2.1.1 Inégalités intégrales de type Simpson pour les fonctions

dont les dérivées premiéres sont convexes

Dans l’article [10], Sarikaya et ses collaborateurs ont établi les résultats suivants basés

sur l'identité donnée par le Lemme 1.1.



Le résultat suivant concerne les fonctions dont la valeur absolue de la dérivée premiere

est convexe.

Théoréme 2.1 ([10]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction différentiable sur [a,b] telle

que f' € L' [a,b]. Si|f'| est convexe sur [a,b], alors 'inégalité suivante est satisfaite

s (f (@) +4f (55°) + f (1) —ﬁ/ f (x)de| < S (|f (@) + | (b))

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de I'identité du Lemme

1.1, ensuite faisons appelle a la convexité de | f’| sur [a, b, on obtient :

b

1 1
[l alr st sgta a3 417 (gtas 50 )

IN
T
S

VAN

k=l
w||
Q

= La(|f (@) + |f (b)) 0 |5 —5ldt,

1
L_l‘ =5
/0‘2 5| dt = 55-

Concernant les fonctions dont la valeur absolue de la dérivée premiére & une certaine

ol nous avons utilisé le fait

La preuve est ainsi achevée. m

puissance est convexe, ils ont établi le théoréme suivant.

10



Théoréme 2.2 ([10]) Soit [ : [a,b] C R — R une fonction différentiable sur [a,b] telle

que ' € L' [a,b]. Si |f'|? est convexe sur [a,b] pour q > 1 et s €0,1], alors on a :

b
HI@+4F (5 +F0) - % [ )
< b <1+2p+1>1/p ((slf’(b)qurf’(a)Iq)l/q X (3f’(a)q+|f’(b)|q)1/q)
- 12 3(p+1) 4 4 )

1,1
ou =+ ==1.
P+q

Preuve. En utilisant le Lemme 1.1, les propriétés de la valeur absolue, 1'inégalité de

Holder et le fait que |f’|? est convexe, on obtient :

(f 153" ([ 1o s
([ - sra) ([ 1 e spa))
</ 5= é\pdt)i ((/ (L1 ) + 5 @) dt>;
w ([ e @i on dt);>
_ ”‘T“</01|%—§v°dt)¢((%|f'<b>|Q/01<1H)dt+%V,(Umq/ol(l_M)é

1 1 %
v (sr@r [aroaiiror [fa-na) )
0 0
_ b (1+2p+1)1/p (<3|f’(b)lq+f’(a)|q)1/q n <3f’(a)q+|f’(b)lq)1/q)
1 3(p+1) 4 4 ’

ou nous avons utilisé les faits que

VAN
M|T'
Q
VR

IN
7
S}



et

1 2 1
[li-apae = [G-prae [ G-y
3

e 1 t=1
= G 69T

3
- HO A

_ 2 2P+1+ _ 2 142,11\ _ 149prt!
- p+1 \erf1 6Pt ) T p+1 6pt1 T 6P x3(p+l) -

La preuve est ainsi achevée. m

Une variante du Théoréme 2.2 est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 2.3 ([10]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction différentiable sur [a,b] telle

que f' € L*[a,b]. Si|f'|" est conveze sur [a,b] pour ¢ > 1 et s €]0,1], alors on a :

L@ 1 (5) 4 £0) - 5 [ 7@

1(p) |9 a\ 1/4a q a\ 1/a
5(b—a) 6111 (5)7+29| " (a)]| 61[f'(a)|?+29]f"(b)]
< (( ALl ) Ty (el ) ) -

72

Preuve. En utilisant le Lemme 1.1, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité des

moyennes dordse g ct 1a convexité de /[, on obtient -

@17 () 4+ 70) -5 [ @

%((/W;—%\dt)l_;(/j 15 Ot st )

([ ) 1(/111 {17 o))

< ”‘T“(/Ollé—%}d) ((/ 53] (35t (b>\q+%|f’(a)\")dt)é
([ =g @r s o d ))

12

IN



61|f'(b

U +t)ydt+1

LH(1+t)dt+5

)1+29]f"(a)|*

(¢

611/ (0)|?+291f"(a

oy

648

90

((

1
q

7@ /1\2 =)
/|-—- 1—tdt)l>
)")

611f"(a)|*+29]f'(b)|*

648

|94-29| f!

>|q)1/q + (B

ou nous avons utilisé les faits que

et

La preuve est ainsi achevée. m

— 1_t
= /|3 2‘(1"’_
0
_ 3(1 t
= 373
0
- [t _ 2 _B
= \37 12 " %
— 22 _ 1 61
= 81 12 324

t=2

t=0

90

(b)|Q)1/ q)

)(1+z&)dt+l1 (L-1)a+t)dt

3

+ (—§+%+§)

t=1

3

Wl

2 1
3
- [G-pa-var [ G-Ha-na
3
t=2 t=1
_ t 5t2 3 3 t 5t2 t3
N <§ E_’_E) 7&:0_’_<_3+E E) t*%
— 14 _ 1 _ 29
1 12 324"

13



2.2 Inégalités intégrales de type dual Simpson

Dans cette sous section nous allons nous intéressé a la quadrature dite dual Simpson,

dont la forme est la suivante :
b
| ot o (52) — 7 (+42) + 21 (42).

2.2.1 Inégalités intégrales de type dual Simpson pour les fonc-

tions dont les dérivées premiéres sont s-convexes

Dans le papier [3], Chiheb et ses collaborateurs ont exploré 'inégalité de dual Simpson

via la s-convexité de la premiéere dérivée, dont ils ont obtenu les résultats suivants.

Théoréme 2.4 ([3]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction différentiable sur [a,b] telle
que f' € L'[a,b] avec 0 < a < b. Si |f'| est s-convexe au second sens pour un certain

nombre fixé s € ]0,1], alors on a :

b ()~ £ (41) 427 (5) - o1 )
< 5 (e (F @1+ 17O + sttt [ (422)]

+ <|f i) [ (252))))

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de I'identité du Lemme

1.2, ensuite faisons appelle a la s-convexité de | f’| sur [a, b], on obtient :

j‘t ‘f ((1 _ t)a+t3a+b)‘dt+ f |f 3a+b +ta+b)‘dt
0

IA
i

(t+§)|f’((1—t)“7+b+t%3b)\dt+i(l—t)\f/((l—t)%%ﬂb)\dt)
(Zt((l—t)ﬂf’ (a)|+t$}f’ (%“’){)dt

14



O 1F G+ [ (457)]) e

!
+§u+§wa—wwf@#ﬂ+fuw%%ww
Z

(L= 1) (1= 0° |7 (=2)] + £ () dt)

- b—G((ftl—t dt) |f'(a )y+(}f“dwi(%—t)(l—t)sdt) /()]

0

wa)vwﬂ%

1
+(] —ttsdt—l—f (t+2

0
+ (} tSdt+f s+1dt> |/ (e3t) <j" (1—t)t dt) )|>

0 0

= ( ey L@+ 10+ 3(sisf)r(ls4+2) | (45°)

+@ﬁﬁwﬂf&“\+v(”%D)

ol nous avons utilisé

1

1
{t(l—t)sdt = {ts(l—t)dt:m,
1 1
{ts“dt = {(1—t)5+1dt:$,
F 5 s F 2 5547
{(ﬁ_t) (1—t)"dt = {ts <t+§) dt:3(5+f;“(8+2),
1 1
[o G = [+ -0 = it

La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 2.1 ([3]) Dans le Théoréme 2.4, si on prend s = 1, on obtient :

b
3 (2 (557) = £ (557) +27 (%5%)) = 2/ £ () du
< 5<b—a)( ol (22) ol (5 >|+6|f(a+3b>\+\f b)l)
— 24 20

15



Théoréme 2.5 ([3]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction différentiable sur [a,b] telle
que f' € L'[a,b] avec 0 < a < b. Si |f'|? est s-convexe au second sens pour un certain

nombre fixé s € 10,1] ou q > 1 tel que 11—) + % =1, alors on a :

5 (2f (557) = (57) +2/ (%
< 16(1;1) ((If ‘q+1|i’83a+b > < HS >1
b ()’ <(!f(3“*”)\1;!f( Y (e )))

Preuve. En utilisant le Lemme 1.2, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité de

) = it f £ 0 do

RS0

Holder, ensuite faisons appelle a la s-convexité de |f’|?, on obtient :

A ()~ £ (55 +27 (459)) - 2/ ()

f ((1—t)a+t?%+b)\th)q

Sl OH»—A

fl ((1 _ t) 3a+b + ta—f—b |q dt)

Z"
!1)" }f/ ((1 _ t) a+tb + 2fa+3b ‘q )
J

+
N

| ((1—t) <52+ 1b) |* at >

IN

_b-a _ ((Z ((1—75)8‘]“ (a)’q+t5|fl(3a+b)’ )dt)

1
16(p+1)P

() (Ha-oir e el e a)
F(fa-wirepr e ena))

16



0

1 1
v [(wrres (e o
16(p+1)7 1+s 1+s
1 l
st \ 5 (72 () ()| "+ ()
+ 3p+1 1+s 1+s .

La preuve est ainsi achevée. m

+ (} (L0 [ (=2) " 1 2 1)) dt)q)

Théoréme 2.6 ([3]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction différentiable sur [a,b] telle
que f' € L'[a,b] avec 0 < a < b. Si |f'|? est s-convexe au second sens pour un certain

nombre fizé s €10,1] ou g > 1, alors on a :

Q%O“

s (B (3%) =27 (457) +37 (45%)) — 52 f (W) du

1 1
< ba (1)1—5 /(@) T+ (s+ 1) | F/(242) " @ s+ (“52) "+ @7 @
= 16 2 (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

1
) (<5s+7>|f'(33%)|q+<2s+7>|f'(“;b)lq)q

+

3(+1)(s12)
1
it (Conlr (ol (=)

+ (6) 3(s+1)(s+2) '

Preuve. En utilisant le Lemme 1.2, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité des

moyennes d’ordre ¢, ensuite faisons appelle a la s-convexité de |f’|?, on obtient :

< b (ftdt) <}t\f/(1—ta+t3a+b)\th)q

0

(g o t) |f/ ((1 t) 3a+b —i—taer)‘q dt)

f
) (Feenir oy cespa)



+( (1—t)dt)1; (jl“ 1=t f(1- “+3b+tb)\th)l>

B (Jra-o i@ e | el )

(VAN
5|7
]
7 N ot~

G0 (@=e7 | G+ e[ (52)]) dt

N———
Qe

1
q

(t+§)tsdt>
|/ (“+3b)\q} O dt+ | f (b yqjl" 1—1) tsdt>q>
0 0

1 1
_ ba ((1)1—3 ((f’(a>Q+<s+1)|f’(‘”“T’)|q) T (<s+1)|f’(“i‘°”’)| +f’(b)|q> q>
16 2 (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

1
N (%)1—% ((5s+7)|f’(?"ﬁl“’)\q+(25+7)\f’(“2+”)]q> a

3(s+1)(s+2)
1
7\ 1-1 (@t ()| e £ (52" ©
+(§) 3(s+1)(s+2) ’

ot nous avons utilisé (2.1)-(2.4). La preuve est ainsi achevée. m
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Chapitre 3

Inégalités intégrales de type Boole

Dans ce chapitre, nous allons d’abord démontrer une nouvelle identité, en s’appuyant
sur cette derniére nous prouverons de nouvelles inégalités de type Newton-Cotes a cing-

points, dont la forme est la suivante :

b
/ fa)de ~ 52 (7f (a) + 32 (“2) + 121 (442) + 32 (342) + 71 (b)) -

Cette derniére peut étre vue comme combinaison de la méthode de Simpson et celle du

dual Simpson. Ces nouveaux résultats sont soumis pour une éventuelle publication [5].

Lemme 3.1 ([5]) Soit f: I C R — R une fonction différentiable sur I°, a,b € I° avec

a<betf €L a,b], alors l’égalité suivante est vérifiée

& (Tf (a) +32f (2£30) 4 12f (2£2) + 32f (32E2) + 71 (b)) — ﬁ}f(u)du
F(E=2) 5 (L=t at 42550 de o [ (6= 1) f (1= ) 2222 4+ o) gy

=AY (- ey g ( —%)f’((l—t)%%ﬂb)dt).
0 0

19



Preuve. Considérons les intégrales suivantes :

L - Z(t—}l—‘;)f’((l—t)anLt?’“TJ“b)dt,
o= [ B0k a
I - z(t—%)f’((l—t)%“’ﬂ%?’b)dt,
L - i( ) (- 62 ) d,

En intégrant par partie /;, on obtient :

ho= (-2 /(- natrg?)[T

—ﬁzf (1 —t)a+t2%2)adt

1
= 45%52)10 (STb) + 45(%(ia)f (a) — ﬁff (<1 —t)a+ tgaTer) dt
0

Batb
4
= 45%52)][ (3ajb) + 45(51’)6_a)f (a) — —(bii)z [ f(u)du. (3.1)
D’une maniére similaire, on obtient :
a a t=1
L= g5 (t=5) (-3 + )]
1
i S (L= ) 252 4 o2 e
_ 16 a+b 44 3a+b
o 15(b7a)f(%) + 15(b7a)f( 4+)
1
—pta [ (1= 1) 255 4 pegt) dt
0
atb
2
_ 16 a+b 44 3a-+b 16
- 15(b—a)f (T) + 15(b—a)f( : ) (b—a)? 3f;bf(u) du (3.2)

20



o= (-8 £ (-5 s i)

t=0
1
—ﬁ{f((l — 1) &b 4 et gy
= 15— a)f(a+3b) 15(b— a)f(i)
(=05 12 a

et

L= 75 (t-%) /(0

— 56 124
o 45(b7a)f(b) + 45(b—a)

ﬁjl"f (1 —1t) 2“2 4 1p) dt
0

- 15(b a)f (a+3b> + 15(%)€a)f (aTb) - ﬁf

— 1) ¢y 1p) |7

dt
(a+3b)
dt

— (1 —t) =2 +tb) dt

124

— 56
- 45(b—a)f (b) + 45(b—a)

En additionnant (3.1)-(3.4), puis en multipliant I’égalité résultante par

le résultat souhaite. m

b
F(22) = 2 [ f(w)du

(3.4)

on obtient

Théoréme 3.1 ([5]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que

€ LY [a,b] avec 0 < a < b. Si |f'| est s-convexe au second sens pour certain s € 10, 1]

fixé, on a :

o (TS (a) +32f (2£30) + 12 (25) + 32f (32E) + 71 (b)) — ;&

< Tt ((1415” +2(2)) (1F @]+ 1 O)

45 s+2

+2(4 7+2<—;>8“) 7 (=59)1)-

2 (2 1 2

3a+b

21

)+ 17 (=52))

f(u)du



Preuve. A partir du Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue et la s-convexité

au second sens de |f’|, on a :

o (Tf (a) +32f (2530) + 12f (252) +32f (3422) + 71 (b)) —ﬁ}f(u)du

IN

1
b;—;(f\t— B (1 —t)a+ 32ty | at
+f|t_ Hf 3a+b+ta+b |dt
#1107 (A= 0552+ o) ar

+ht—%|}f’((l—t)%‘”’bﬂb)}dt)

IN

st (J =210y @]+ |7 (=) a
=Bl =017 @) <o |7 () a
Hfle= A @017 ()41 ) )
F LB =07 ()] + el o) d )

= ( |f]t— (1—1) dt+|f(3“+b)\f|t— 3| ¢odt

+UPﬁth——1—tﬁ+U%§WZH—%ﬁﬁ
1

NN L Ll

0
+|f (a+3b)\f|t— (1—t)°dt +|f'( )yf|t—%\t8dt>
= el ((148 2 (2—1)5“) (1 @] +1f )
2 (125010 4 OV (1 (252)] 4| ()
(i

+2GSH@«@”?V ).

£ (45 Ult—
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ol nous avons utilisé

gzlﬁ

et

La preuve est ainsi terminée. m

\t —dia-v f |t — 3L *dt
(iii>612> + G (iéf”’
1
[|t—2|tdt = |t— (1—t)"dt
0

31s+17 14) s+2

Bt (o7 T (s+1)(5+2) (45

Y

1
ﬂt— (1—1¢) dt:f\t—%}tSdt

11s+7 2 ( 4 ) s+2

Be)(s12) | G112

1
[|t—1|tvdt = f|t— (1—t)"dt
0
s 5+2
(sil)(zw) + oI (1)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Corollaire 3.1 ([5]) Sous les hypothéses du Théoréme 3.1, et si |f'| est une fonction

convere, on a :

oo (7/(a) +32f (453%) +12f (457) + 32 (*42) + 77 () — 75

e — o

IN

87480

645300

6453(b—a) (53507|f'(a)|+215494|f’(3‘34“’) |-+107298| £/ (42 )| +215494| (4422 ) | +53507] ' (b)|
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Corollaire 3.2 ([5]) En utilisant la convexité de |f'| le Corollaire 3.1 donne :

& (Tf (a) +32f (2£30) + 12f (2£2) +32f (322) + 7f (b ))—ﬁ}f(u)du

239(b—a) [ 80627|f'(a)|+161396] /(42 )|+80627| ' (b)|

< 3240 ( $29650 (3.9)
239(b—a "(a "(b

< B <\f( >|;\f(>\) ' (3.10)

Théoréme 3.2 ([5]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que
f e L' [a,b] avec0 < a < b. Si|f'|? est s-convexe ou second sens pour un certain nombre

1,1 _ .
€]0,1] et g>1 avec ; + =1, ona:

o (7f (a) +32f (2£30) + 12 (252) + 32f (32) + 71 (b)) — 3 [ f (u) du

f
1
o ba [ (@rteept\E (@l CE)N T ()] e
- 16 (457 (p+1) s+1 ]
1
L (b ((ER I (e
(15)7* 1 (p+1) st+1 + P} .

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, 'inégalité de

Q —

Holder et la s-convexité au second sens de |f'|?, on obtient :

o (Tf (a) +32f (2£30) 4 12f (2£) +32f (32E2) + 71 (b)) — 2

< e ((f t—u ]pdt) (f{f (1—t a+t3“+b){th);
=)’
|t—%v’dt);

|t — 31\pdt)

S (u) du

Q —

+

+
/N -~

7 (-0 e )
(-0 ) )

(- “*f’”+tb)\th)q)

o~ O —r OS—r
/\ VR
o ~— O —r O~—r

+
VR
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(j(l—t ( |q—|—t8‘f 3a+b dt)
0

(=0 [ C5) |+ [ (50)[) dt

+
7~ N /N
%»—‘ OHH
T~
|
b o
S
W
~
~~_
=

(L=t | f ()" + ¢ | f (=52) dt)
(1= 1 7 (=) 1 )

~
|

Bl

U=

=

QL

~
~__
S |
N\

S o—r O —r Oo~—~

YRR
O%»—A
T~
|

Hle
"B
(ﬂ-
N—

@i CE) ()] )
s+1 s+1
1
p | ( |q |f/ |+|f’ u.+3b |q
(( s“ R s+1
_ba [ (0t s [ (1r@Er G\ T ()] e
= % | Cwrom = )
b (Lo ((wmm (3t )V)q ' (wﬂ;)\ (e )
(15)7 " (p+1) s+1 pe]

La preuve est ainsi achevée. m

))
)

Corollaire 3.3 ([5]) Sous les hypothéses du Théoréme 3.2, et si |f'|* est une fonction

conveze, on obtient :
b
o (7f (a) +32f (2£30) + 12 (25) + 32f (322) + 71 (b)) — 2 [ f (u) du
1
< ba (((14)P+1+(31)”“>; ((lf’(a)“lf’(s%*”)lq)q + <|f' (=) | +IF' ) )
= 16 5T (p+1) 2
1 q q 1 ’ a
b (e ((IrELr el (el
(157 (1) 2 2 '

Corollaire 3.4 ([5]) En utilisant la convezité de |f'|*, le Corollaire 3.3 donne :

L (Tf (a) 4+ 32f (2£30) + 12f (2£2) + 32f (322) + 71 (b)) — ﬁ}f(u)du

25



1 1
< oo [ (e \ e [ (BP@IHI )Y T (S srer) |
= 16 @5 T (p+1) 4 4

1 1
et \ o [ 1 @rs (5] T (e
MANCE RS 1 2 '

Corollaire 3.5 ([5]) En utilisant la convexité de |f’'|?, le Corollaire 3.4 donne :

b
o (7f (a) +32f (“222) +12f (L) +32F (3%2) + 7f (b)) — += [ f (u) du
< b (@7 rert e ((Ar@e e If’(a)|q+7|f’(b)lq>‘11
= 16 (45" (p+1) 8 8
1
(e \e (@) Lo
@7 (D) g 5 :

Corollaire 3.6 ([5]) En utilisant ’inégalité des moyennes d’ordre q discréte, le Corol-

laire 3.5 donne :

b
o (7f (a) + 32 (2£30) + 12 (252) + 32f (322) + 71 (b)) — 2 [ f (u) du
1 1 1
b—a [ (AP +EDPT P AP ()P TEN B ) (1f@THF () @
S 5 <( (45" T (p+1) ) T ((15)”+I(p+1)) )( 2 > (3.11)
1
b—a (AP HEH)PTI(2)PH 4 (33)P ! lf" ()| 7+ ()| ) @
< M( 90(p+1) ) < 2 ) ‘ (3.12)

Théoréme 3.3 ([5]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur |a,b] telle que
€ LY [a,b] avec 0 < a < b. Si|f'|? est s-conveze au second sens pour un certain nombre

€10,1] fire et g > 1, on a :

%(7f(a)+32f(%%)+12f(%’)+32f(%)+7f(b))—,}}f(u)du

5 ()" 01 @ + 07 (5 + () (01 (522
+Q4s|f<2>|> (87 (s 17 (5)]" + Qa7 (=227
(D) (|7 ()] + QI 1Y)

»Q\»—‘
Q|-
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ot O 5, Qa5, Q35 €t Qy 5 sont définis par (3.5)-(3.8) respectivement.

Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, 'inégalité des moyennes d’ordre ¢ et la s-convexité

de |f'|9, nous avons

o (Tf (a) +32f (2£30) 4 12f (2£2) +32f (3222) + 7/ (b )—%}

< b—6((f>t— ) (Fie= 117 (00 +t3aT+b>\th);

1-1 1
o= gla) (- B (-0 e i)
0
-5 /1 7
4l ({»t—%!|f'<<1—t>a7+b+t%3b>\th)
1-1 1
+( |t—f;—;]dt) (jl‘}t (1= “+3b+tb)|th)>
0

i
l(uaz;) F(Fie- gl @—ir@r el e o)

IA
i

(=Bl e ) i)

Q=

iéél‘@t— (@017 (O +0 17 (=) )
R VI ICETIAC SN dt);)

- () (o - Bl e e )

+ 4y (\f’ (%”)Iq}“\t—% (-t di+|f (%%)\qht_%wdt)q

R (I Tl a0 |7 () - )
+ (3) (!f’ “”’b}f!t— (1—)"dt+|f'( >|Q{\t—%|t5dt)q>
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7 ()"
"

@
—_
|°° °‘|
»Q\b—‘ <:>

+ (35
+ (55

b—‘rlk
\IO

1—

Q\H

1

+ (355)

) (Qus | (@) + Qo [ £ (342
(a1 (52)[" + 0,
(s |7 (52)]" + a7 (=52) 1)’
(o [ (52)]" 4 Q|7 1)) 7).

7

ot 5,85, Q35 et Qg sont définis par (3.5)-(3.8) respectivement. m

Théoréme 3.4 ([5]) Soit f :

f € L' a,b] avec 0 < a <b. Si f'(x) est bornée, alors on a :

o (Tf (a) +32f (2£30) + 12 (25) + 32f (32H2) + 7 (b)) — 1

239(b—a)(M—m)

< 6480

Preuve. D’apres le Lemme 3.1, on a :

(7f (a) +32f (2£32) + 12f (2t

gl

oS—r

11

+

_|_

+
S O —r O—~

45

|G“
[e=]

11

+

—~
~
|

31

-5 (-t

_|_

+
ot— Ot—r O—r ©
=

D) +32f (B2) + 71 (b)) — =

) F1(F (L= 1) 52 22) — =5

(6= 1) (7 (1~ )+ £ — medt et gy

(1= ) (7 (1 1) 230 o) it s

)22 1)

) dt

(1= ) (7 (=022 ) = 244 2 )
(-3 0 (@ -na i) =)
B 7 (0= 0252 4 0532) = )

(= 55) (f (1 — ) 552 4 pet) — =gt dt

- ar)

28

[a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que

f(u)du

f(u)du

(3.13)



oll nous avons pris en considération que

(t—g)dt+f(t—2)dt+f( )dt+}(t—i—;)dt:0.

o~

En appliquant la valeur absolue aux deux cotés de (3.13), on obtient :

& (7f (a) + 32f (253) + 12 (%) + 32f (322) + 7£ (b)) —ﬁ}f(u)du

1

<t (Fle- B (- o o) - =98] a
1

+f [t = B — 1) Bt ety — ) gy
0
1

= (= 1) g i) — g
0

+}\t—%|}f’((1—t)%%+tb)—%\dt). (3.14)
0

Puisque m < f’(x) < M pour tout x € [a,b], on a :

|f (1 —t)a+t35h) — =M < Mo (3.15)
|f (1 —t) 322 pogt) — maM | < Mom, (3.16)
(L=t o5t o) —mit] < A (3.17)
et
|f (1 —1) 253 4 ¢p) — mEM| < Mom (3.18)
En substituant (3.15)-(3.18) dans (3.14), on a :
b
a5 (T (a) +32f (“52) +12f (%42) +32f (342) + 7/ (b)) — 5= [ f (u) du

1 1 L i
< Lo (e e [ o Bdros [lo- e [ - 3 ae)
0 0 0 0

— 32

239(b—a)(M —m)
6480 ’



ol nous avons utilisé

1 1 1 1
{|t—%ldt:{]t—i—é}dt:%et{‘t—%}dt={|t—%{dt=%-

La preuve est terminée. m

Théoréme 3.5 ([5]) Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] telle que

€ Lta,b] avec 0 < a <b. Si f est une fonction r-L-Hélderienne sur |a,b], on a :

o (Tf (a) +32f (2530) + 12f (252) +32f (3422) + 71 (b)) —ﬁ}f(u)du

< (b—a)™*! I 1807+(3" x 17421) (r+1) (r+2) 4 (14)"T24(12)" T2 4(33)" T2 4(31)" 2
— 2273 (r41)(r+2) 180 (45)7 2 )

Preuve. D’apres le Lemme 3.1, on a :

b
a5 (7 (a) +32f (“520) + 12 (422) +32f (342) + 7/ (b)) — 52/ f () du

(t=2)(f (1 =t)a+t2%) — f'(a) + f'(a)) dt

I
H|‘|’"
|

N

+
o —

+
ot O —r O—~

(= 55) (f (=) S aegt) = J7 (32) + /' (3472)) dt

(t=35) (fF (A=) 52+ e52) = f1(957) + /' (57)) dt

+
—~
|
&l
ot

) (7 (1= 52 +10) — 1 (552) + ' (52)) )

(t—2) (F (1 —t)a+t2%) — f'(a)) dt

I
H|°|‘
Q
VRS

+
o=

+
O—+r O —r O—~ ©

(= 55) (F (L —0) 2 4 aegt) — f1 (3)) dt

(= 55) (f (A=) 52+ 125%) = f' (%57)) dt

+

~~

B -0 ) - (5
@] (= K dre p () (- )
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7 (=) de p (55) ] (1= B )

= s ([ -9 0 (- Daris) - w)a

+

_l_
O @ —=r O—r Oo—~
—
~
|
Gl

(8= 3) (/" (=) 2+ aeg?) — f (3) ) dt

7 (=125t 1252) = 1 (e52))

_|_

—~
~
|

) (1 (1 1) 252 4 1) — ' (=52)) d

oo (F (@) = f1(=5%) + 55 (" (457) = /" (%)) (3.19)

+
Slw

En appliquant la valeur absolue aux deux cotés de (3.19), et en utilisant le fait que f” est

une fonction r-L-Holderienne sur [a, b], on obtient :

b
o5 (7 (a) +32f (“522) +12f (942) +32f (342) + 7/ (b)) — 5=/ f () du
< b;—;(jl"\t— B (1 —t)a+t32L) — f'(a)| dt
0
L= B (L 0322 4 peg2) — pr (3252
0

wf o= 1 (-0 52 02) — f(52) o
L= B (-0 = ) — (52 ar

0
FEF @) - () 5| (52) - F () )

1 1 1
e () L ([ le-lvans [lo=leae o ] var
0 0 0

IN

1
—f—{‘t- |trdt+ 3""><17_’_370>

= 5 (550" L (Do + Quy + Doy + Quyp + 5557+ )

_ (b—a)™+! 1807+ (3" x17421) (r+1) (r+2)
22r+3(r41)(r+2) L < 180 +

(14)'r+2+(12)'r+2+(33)'r+2+(31)'r+2
(45)"+2 ’

ol nous avons utilisé (3.5)-(3.8) en remplagant le s par . La preuve est terminée. m
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Corollaire 3.7 ([5]) Sous les hypothéses du Théoréme 3.6, et si f' est une fonction L-

Lipschitzienne, nous avons

L (TF (a) + 32f (“£3) 4 12f (2£2) 4 32f (3%22) + 7£ (b)) —ﬁ}f(u)du < %

3.1 Applications

3.1.1 Applications aux quadratures

Soit Y la partition des points a = 2o < ;1 < ... < x, = b de lintervalle [a,b] et

considérons la formule de quadrature

b

Jf (w)du=X(f,T)+R(fT),

a

ou

n—l(z;4—a; z; Switwipy Tt Tipg zi+3zi 41 o
M) = 3 ) (74 (@) +82f (ZE )+12£§ S ) a2f (P ) 47 f (y10)

=0

et R(f,T) désigne l'erreur d’approximation associée.

Proposition 3.1 Soitn € N et f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] avec

0<a<betf €L a,b]. Sil|f| est conveze, alors on a :

IR(f, )| < E16453($i+1—90i)2 (|f’(a:i)|+|2f’(xi+1)|) .
1=0

87480

Preuve. En appliquant I'inégalité (3.10) du Corollaire 3.2 sur les sous-intervalles

32



[z;, x;11] pour (i =0,1,...,n — 1) de la partition T, on a :

7f(wi)+32f (FEEL ) pa2p (SR ) o (PP ) 17 (04 LT
90 - Tit1—T; f f(u) du
z;
< 6453(mip1—ai) <\f’(xi)\+|f’(xi+1)\>
= 87480 2 :

En multipliant les deux cotés de I'inégalité ci-dessus par (z;41 — x;), puis en additionnant
les inégalités obtenues pour tout ¢ = 0,1, ...,n — 1 et en utilisant I'inégalité triangulaire,

nous obtenons le résultat souhaité. m

Proposition 3.2 Soitn € N et f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] avec

0<a<betf eLab]l. Si|f|? est convexe, alors on a :

[R(f,7)]

< nz_:l(ziﬂ—zi)z ((14)”1'*‘(31)”1)’1’4_(_4P+1+(11)p+1>71' (f’(wi)q+|f’(xi+1)q>‘11
- = ¢ (45)" T (p+1) (15)" T (p+1) 2 '

Preuve. En appliquant I'inégalité (3.11) du Corollaire 3.6 sur les sous-intervalles

[z;, x;11] pour (i =0,1,...,n — 1) de la partition T, on a :

) 32f<3mi+fi 1) 12f<967;+;i+1) 32}‘(% +1> Tf(ziz1) . :L'i‘flf (u) "
90 Tit1— T
x;

< maos ((QOPTEDTY Y (A B () )l
- 8 (45)" (p+1) (15)" (p+1) 2 ‘

En multipliant les deux cotés de I'inégalité ci-dessus par (x;41 — x;), puis en additionnant

les inégalités obtenues pour tout ¢ = 0,1, ...,n — 1 et en utilisant I'inégalité triangulaire,

nous obtenons le résultat souhaité. m

3.1.2 Applications aux moyennes spéciales

Pour des nombres réels quelconques a, b, c, on a :

La moyenne arithmétique : A (a,b) = ‘ITJF” et A(a,b,c,d) = a+b1—c+d'
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La moyenne p-logarithmique : L, (a,b) = (%)E, a,b > 0,a # betp €
R\{—1,0}.

Proposition 3.3 Soit a,b € R avec 0 < a < b et ¢ > 1, alors on a :
7A (a®,b) + 6A% (a,b) + 16A* (a,b,b,b) + 16A% (a,a,a,b) — 4513 (a,b)| < 22 (b* — a?).

Preuve. L’assertion découle de 'inégalité (3.10) du Corollaire 3.2, appliquée a la

fonction f(z) = 2% m

Proposition 3.4 Soit a,b € R avec 0 <a <betq>1, alors on a :

239(b—a) (b%—a?)
43 :

}714 (a3, b3) +6A3% (a,b) + 164° (a, b, b, b) + 16 A% (a,a,a,b) — 45L3 (a, b){ <

Preuve. L’assertion découle du Théoréme 3.4, appliquée a la fonction f(x) = 23, dont
la dérivée f'(x) = 3% est comprise entre 3a? et 3b? i.e. Vz € [a, ], 3a® < f'(x) < 3b%. m

Conclusion

La problématique de ce mémoire était d’étudier d’une part, certaines inégalités de type
Boole et de se familiarisé avec certaines outils nécessaires utiliser dans les démonstrations
de ce genre de problémes, et d’autre part essayer d’établir des nouvelles estimations
concernant ce type d’inégalités.

Dans la premiére partie, nous nous sommes intéressés a rappeler quelques classes de
fonctions ainsi que quelques identités.

Dans la seconde partie nous avons étudié quelques inégalités intégrales de type Newton-
Cotes a trois points via certains genres de convexités.

Et dans la troisiéme partie nous avons discuté des nouveaux résultats concernant les

inégalités intégrales de type Newton-Cotes & cinq points.
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