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Résumé

L’objectif de ce mémoire est d’étudier les cycles limites des équations différentielles
du second ordre perturbées par un petit parameétre, et les cycles limites de 1’équation
différentielle de Duffing en utilisant la méthode de la moyennisation du premier ordre.

Mots clés : Cycle limite, Méthode de la moyennisation, Systéme différentiel, Solution

périodique, Equation de Duffing.



Abstract

The objective of this memory is to study the limit cycles of the differential equations of
second order perturbed by a small parameter, and the limit cycles of Duffing differential
equation by using the averaging method of the first order.

Key words : Limit cycle, Averaging method, Differential system, Periodic solution,

Duffing’s equation.



Introduction

Les équations différentielles de Duffing sont un ensemble d’équations différentielles
non linéaires qui décrivent ’évolution temporelle d’'un systéme oscillant. Elles ont été
introduites par le physicien allemand Georg Duffing en 1918. Les équations de Duffing
ont une grande importance en dynamique non linéaire car elles fournissent un modele
simple mais réaliste pour de nombreux systémes physiques

Les équations de Duffing sont importantes en dynamique non linéaire car elles per-
mettent de comprendre le comportement complexe des systémes oscillants. Elles peuvent
étre utilisées pour modéliser des phénomeénes tels que la résonance, I'amortissement et
les effets non linéaires dans les oscillateurs mécaniques et électriques.

Les solutions périodiques sont des solutions qui se répétent aprés un certain intervalle
de temps. Elles sont importantes en dynamique non linéaire car elles permettent de
comprendre le comportement a long terme des systémes dynamiques. Les deux classes de
solutions périodiques pour les équations différentielles de Duffing que nous allons explorer
sont les solutions périodiques harmoniques et les solutions périodiques sous-harmoniques.

La premiére classe de solutions périodiques pour les équations différentielles de Duffing
est la classe des solutions périodiques harmoniques. Ces solutions sont caractérisées par
une fréquence qui est un multiple entier de la fréquence fondamentale du systéme. Les
solutions périodiques harmoniques ont été largement étudiées en dynamique non linéaire
et ont une grande importance en physique.

Les solutions périodiques harmoniques peuvent étre illustrées par I’exemple d’un os-
cillateur harmonique simple, qui est un systéme physique bien connu. Dans le cas de 1’os-
cillateur harmonique, la solution périodique harmonique est simplement une oscillation
sinusoidale avec une fréquence donnée. Cependant, pour les équations différentielles de
Dulffing, les solutions périodiques harmoniques peuvent avoir des formes plus complexes,
telles que des oscillations & double fréquence ou des oscillations & plusieurs modes.

La deuxiéme classe de solutions périodiques pour les équations différentielles de Duf-

fing est la classe des solutions périodiques sous-harmoniques. Ces solutions sont caracté-
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risées par une fréquence qui n’est pas un multiple entier de la fréquence fondamentale du
systéme. Les solutions périodiques sous-harmoniques sont moins étudiées que les solutions
périodiques harmoniques, mais elles ont une grande importance en physique.

Les solutions périodiques sous-harmoniques peuvent étre illustrées par I’exemple d’un
systeéme oscillant avec un comportement chaotique. Dans ce cas, la solution périodique
sous-harmonique est une oscillation dont la fréquence est liée & des rapports de nombres
entiers simples. Les solutions périodiques sous-harmoniques sont importantes car elles
permettent de comprendre le comportement complexe des systémes dynamiques non
linéaires.

Au cours de ce manuscrit, nous allons introduire ce que sont les équations différen-
tielles de Duffing, les cycles limites puis comment appliquer la méthode de la moyenne
pour étudier les cycles.

Ce mémoire comporte quatre chapitres ou se divise

Le premier chapitre : "Notions préliminaires" :

Ce chapitre est consacré aux définitions des différents outils mathématiques qui seront
utilisés par la suite. On représentera alors quelques rappels, et notions préliminaires sur
les systémes différentiels planaires.

Le deuxiéme chapitre : "Calcul trigonométrique" :

Ce chapitre proposera des exemples qui nous aideront plus tard & résoudre des sys-
témes différentiels en utilisant la méthode technique de la moyennisation.

Le troisiéme chapitre :"théorie de la moyennisation" :

Ce chapitre portera sur la théorie de la moyennisation du premier ordre pour étudier
le nombre des cycles limites d’un systéme différentiel planaire.

Le quatriéme chapitre :"Les cycles limites d’'une classe des équations différentielles
de second ordre et de ’équation de Duffing" :

Ce chapitre contient une étude des cycles limites d’'une classe d’équations différen-
tielles du second ordre et les équations différentielles du Duffing. On utilisera la méthode

de la moyennisation du premier ordre.



Chapitre 1
Notions préliminaires

L’objectif essentiel de ce chapitre est d’étudier quelques notions générales et prélimi-
naires pour I’étude qualitative des systémes dynamiques et des équations différentielles
ordinaires. On commence par donner les notions de systéme dynamique, point critique,
et linéarisation. Ensuite nous examinons la classification des points d’équilibres. On in-
troduisons aussi quelques rappels sur portrait de phase et cycle limite. Enfin on achéve

par définir ’ensemble d’isochrone, les sous variétés et définition de I’équation de Duffing.

1.1 Systémes dynamiques

Définition 1.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application :
U:RT xR" — R"

définie sur tout Rt x R", telle que :
o U(.,z):RT — R" est continue.
U(t,.): R" — R™ est continue.
U(0,z) =

U(

t+s,x2)=U(t,U(s,x)) pourt,s € R* z € R".



Exemple 1.1 Soit le systéeme linéaire :

T = Ax

, teRT, z e R™ (1.1)
z(0) = xg

ot A est une matrice constante. la solution de (1.1) est :
z(t) = ey
le systéme (1.1) engendré un systéeme dynamique, car l'application :
U:Rt xR" — R"
qui o tout t € RT, x € R" associe :
Ult,z) = e (1.2)

vérifie les quatre propriétés précédentes.

1.2 Points critiques

Définition 1.2 Soit le systéme non linéaire
&= f(x) (1.3)
On appelle point critique ou point d’équilibre du systéme (1.3), le point xy € R™ tel que :
f (zo) =0.

Remarque 1.1 Un point qui n’est pas critique est dit régulier.



1.3 Linéarisation

Définition 1.3 Considérons le systéeme (1.3) :
Le systéme :

T = Az

ol

A= () = Dfta1 <0 <0

et
f(z0) =0

est appelé linéarisation de (1.3) en xy.

Définition 1.4 On appelle point critique hyperbolique de (1.3), le point xq telle que A

n’a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle.

1.4 Classification des points d’équilibre

1.4.1 Cas des systémes linéaires

Considérons le systéme linéaire :

&= Az ((1.4))

ou x = (z1,...,o,) et A une matrice constante inversible. Soient Ay, ..., A, les valeurs
propres de A.

-Si les valeurs propres Ay, ..., A, sont réelles et du méme signe, la solution = = 0 est
appelée noeud.

-Si les valeurs propres Aq, ..., A, sont réelles, non nulles et de signe différent, la solution
x = 0 est appelée selle.

- Si les valeurs propres Aq, ..., A\, sont complexes avec Im()\;) # 0,7 = 1,...,n. La

solution x = 0 est appelée foyer.

10



- Si les valeurs propres Ag,..., A, sont complexes avec Re(\;) = 0 et Im()\;) # 0,

t =1,....,n. La solution x = 0 est appelée centre.

1.4.2 Cas des systémes non linéaires

Considérons maintenant le systéme non-linéaire
&= f(z) (1.5)

oux = (x1,....xn), f=(f1, fn)

Définition 1.5 Un point critique xo de (1.5) est appelé puits si toutes les valeurs
propres de la matrice A = D f(xq) ont des parties réelles négatives. 1l est appelé source si
toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(xg) ont des parties réelles positives; Il
est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = D f(xo) a au moins une valeur propre avec

une partie réelle positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

1.5 Portrait de phase et cycles limites

Définition 1.6 Soit le systéme planaire :

&= P(z,y)

(1.6)

ot P, Q sont des polynomes en x et y, les solutions (x (t),y (t)) du systéme (1.6) repré-
sentent dans le plan (z,y) des courbes appelés orbites. Les points critiques de ce systéme
sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi que ces
points critiques représentés dans le plan (z,y) s’appelle portrait de phase, et le plan (x,y)

est appelé plan de phase.
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Définition 1.7 Une solution périodique du systéme (1.6) est une solution telle que :
(@@+T),yt+T)) = (x(t),y(t)) pour T >0

A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans l’espace des phases.

Définition 1.8 Un cycle limite du systéme (1.6) est une orbite fermée isolée, c’est a

dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.

Définition 1.9 L’amplitude d’un cycle limite est la valeur maximale de la variable x sur

le cycle limite.

1.6 Stabilité des cycles limites

Soit :

d
d—‘f — f(t,z),s €R"teR (1.7)

Définition 1.10 Une solution ®(t) du systéme (1.7) telle que ®(ty) = g est dite stable
au sens de Lyapunov si Ve > 0, 30 > 0, tel que toute solution x(t) de (1.7) dont la valeur

initiale x(to) vérifie :
lz(to) — ®ol| < & = [lz(t) — @(t)|| <&, Vi=to,
st en plus de cette définition on a :

lim l(2) — @(#)[| = 0

t——+o0

alors la solution est dite asymptotiquement stable.

Quand ®(t) = 0 la définition devient :
Ve >0, 30 > 0, tel que toute solution x(t) de (1.7) dont la valeur initiale x(ty) vérifie :

[z(to)l| < & = [lz()]| <&, V= to,
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si en plus :

lim {lz(¢)|| = 0,

t——+o0

alors ®(t) = 0 est asymptotiquement stable.

Pourn=1 on a :

L’étude de la stabilité de la solution ®(t) peut étre ramenée a celle de la solution nulle

y =0 d’un systéme (Analogue) au systéme (1.7).
Preuve. En effet : posons y(t) = z(t) — ®(¢) ou y(t) est la nouvelle fonction inconnue.

dv dy d®(t)
P S GUR S )

dy
% - f(t>y+q))_f(taq))

= g(t,y)
On voit bien que y = 0 est une solution de ce systéme. m

Exemple 1.2 n=1)

W 1 e0) =1
= e+ a(0) =1

La solution telle que x(0) =z est :
z(t) = (zg — e "+ 1.
La solution ®(t) telle que (0) =1 est (t) =1
lz(t) — ®(t)] = }(:co — l)e_t‘ < |xg—1], Vt > 0.

Il suffit de prendre 6 < e; § =c = ®(t) est stable.

Stabilité asymptotique :

lim [|lz(t) — ®(¢)] = lim [(zo — 1)e™"| =0,

t—+o00 ——+00
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d’ot ®(t) est asymptotiquement stable.

Exemple 1.3 Soit le systéme

x(t) xTocost — ypsint 0

y(t) xosint + yo cost 0

Ve >0, 30 > 0 telle que :

T x(t)
Yo

= |z(t)| + |y(t)| = |wocost — yosint| + |zgsint + yo cost| < 2(|xo| + |yo|)

y(t)
Zo € €
=2 <26, On prend 6 < —; 6 = =
2 2
Yo
0
d’ou ®(t) = est stable au sens de Lyapunov.
0
2
x(t 0
lim 0 - = lim 2*() +y*(t) =2 + 9y =c>0-»0
t—+o00 y(t) 0 t——+o00

donc la solution n’est pas asymptotiquement stable.

Remarque 1.2 1] est possible que la solution ®(t) soit non bornée et stable et méme

asymptotiquement stable. De méme il est possible que la solution soit bornée et non stable.
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Exemple 1.4 e Dans le premier cas, on a les deuxr exemples.

1) % —=1; 2(0) =0.

2) %= —x+t+1;2(0)=0.

e Dans le deuxieme cas, on a l’exemple.

2 — sin*(z); 2(0) = 0, ®(t) = 0.

a)i+i+xz=0

On pose
r =T
T = Ty
alors
Ty = Ty
j,’g = —T1 — T2
La solution ®(t) = de ce systéme est asymptotiquement stable.
b) Ziil = —T
$.2 = —X2
0 :
d(t) = est asymptotiquement stable.
0

1.7 Ensemble isochrone

Définition 1.11 L’ensemble isochrone est un ensemble formé uniquement par des solu-

tions périodiques, qui ont la méme période.

1.8 Sous-variétés

Définition 1.12 Les sous-variétés sont les parties des espaces R" sur lesquelles on peut

appliquer les méthodes du calcul différentiel.
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1.9 Equation de duffing

Définition 1.13 L’équation de Duffing est une équation différentielle de second ordre
non linéaire de la forme :

E+ci+g(z)=p(t)

ot g : R — R est une fonction continue et localement Lipschitzienne, c est une constante
et c>0,p:R — R est continue, et T'—périodique. Une classe importante de I’équation

est donnée par [’équation
i+ 61 + ax + B’ = v cos (wt)

ol o, B,7,0 sont des constantes.
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Chapitre 2

Calcul trigonométrique

Le calcul trigonométrique est une méthode de calcul utilisée dans la méthode de la
moyenne. Dans ce chapitre, on va présenter quelques exemples en utilisant ces techniques

dans le but de les utiliser dans le chapitre suivant.

2.1 Reésultats auxiliaires :

Comme :
z = exp(if) = cos @ + isinf 2™ = exp(inf) = cosnb + isinnf
—
1 =z =exp(—if) = cos0 —isin0 -+ = exp(—inf) = cosnfd — isinnf
Alors :
z+1=2cos0 = cosl = 3(1 +2) 2"+ -5 = 2cosnf cosnfl = 2(z" + =)
— —>
z—1=2isinf = sinf = L(z—1) 2" — & = 2isinnf sinnf = (2" — =)

2.1.1 Proposition : (Formulation du binome) :

n
pour tous complexes (réels) a et b et tout entier n : (a +b)" = > ;_, akpnF,
k

17



pour tous 0 < k < n, on pose

n !
n:

= Bn—k)

n
Les nombres sont appelés coefficients binomiaux.

cos? 6

sin? 6

2

1.1 2 k 2—kik __ 1 0,2 1 1 2 1 _ 1 2 1

12 —kz_ocza = (G + Gz + Gy 3) = (7 4 5 +2).
2

—1 1 2 k _2—kik 1 0.2 1 1 2 1 1 2 1

2.1.2 Application : (linéarisation) :

A T’aide du binome de Newton et de la formule d’Euler, pour tout entier n > 2, on peut

transformer cos”(x) et sin”"(x) en somme de termes de la forme cos(kzx) et sin(kx), k

€ N*.

Exemple 2.1

1 1
19 _ 1 L4
cos*f = 16(z+z)

4
1
— E E C’faA‘_kbk
k=0

1 1 1 1 1

E(0224+Ci 23; +C4222; +CSZ; +Ci;)
1 4 9 4 1

= 1—6(2 + 4z +6+;+;)

1,1 1,

= E(z +;)+Z(Z +

1 1 3
= gcos46’+§cos29+ g

1)+3
22 8

18



Exemple 2.2

1 1
sin'd = —(z—-)*
16 z
1., . 4 1
_ Ll 1,3 10
- 16 4 8 422 16z*
1., 1. 1,, 1. 3
= E( —4)—1(2 +—2)+§

1 1
= —cos40 — —cos20+§.
8 2 8

Il y a une autre méthode pour la linéarisation de cos™ # et sin™ # on va ’aborder par la

suite.

Lemme 2.1 pour n € N, on définit :

W[z
|
i

. 1 [ n n

cos"f = 7| . + on Z cos((n — 2k)0).
D) k=0

_ 1 {n 2 i1, L

sin”f = — +—= ) (—1)2~ cos((n — 2k)0).

2n n 2n k
D) k=0
Exemple 2.3

1 2 o
6 _ 3 F —
cos’ ) = 6406 + 61 go Cg cos((6 — 2k)0)

20 2

ol + —64(cos 66 + 6 cos 40 + 15 cos 26)
5 1 3 15

= T + 3—2c0869—|— 1—600849+ @COS%-

19



Exemple 2.4

cos® = —C4 % Z C¥ cos((8 — 2k)0)
_ + 2 (cos 80 + 8 cos 60 + 28 cos 40 + 56 cos 26)
256 256
35 1 1 7 7
193 + 198 cos 80 + 16 cos 60 + 39 cos 40 + 16 cos 20.
Exemple 2.5
1 2 o
sin®f = 503+ 55 ), (—1)*7Cg cos((6 — 2K)0)
k=0
20 2
= = 40 — 1 2
64+64( cos 60 + 6 cos 460 5 cos 20)
5 1

2.2 Les Intégrales trigonométrique

Lemme 2.2 pour n,m € N, on définit :

21
Iy = / cos™ 0 sin™ 0d0
0

alors
m—1
I’m,'n, = —-[m—2,'n,
m-+n
et
n—1
Im;n, - Im,n—Z
m-+n

Corollaire 2.1 -Sim et n sont pairs I, ., = coef f(m,n)x lyo = coef f(m,n) x 27 (on
abaissant m et n, de 2 en 2, jusqu’a arriver a 0 et 0).
-Sinon Iy, = coef f(m,n) x I o ou bien Ioy = 0 & chaque fois.

Donc I,,,, # 0 si et seulement st m et n sont pairs tous les deux.

20



Preuve.

2
Iy, = / cos™ 6 sin™ 0d6
0

2
= / cos f cos™ ! fsin™ 0df
0
= [sin 6 cos™ ! fsin™ 9] iﬁ
2
— / sind ((m — 1) (— sin ) cos™ " #sin™ 6 + n cos § cos™ " Osin"~' §) df
0
2T
= / [(m — 1) cos™ 2 #sin""?§ — ncos™ G sin” ] db
027r
= / [(m — 1) cos™ 2 fsin" 0 (l — cos® 0) —ncos™ fsin” 0} do
0
2m
= / [(m — 1) (cos™ 2@ sin™ 6§ — cos™ Osin™ #) — ncos™ G sin" §] df
’ 27 2
= (m— cos™ " “ fsin —(m+n— cos™ 6 sin
1 =20 sin" 0do 1 "™ sin" 6d6
0 0

= m—1) 1Ly on—(m+n—1)1,,

= Lynt+(m4n—1)1n,=m—1)1, 2,

—1
- Imn = m [m—2 n-
9 m+n )
I B m—1 7m—1m—2—1
T " mtiam—24n
m—1 m-—3 m—2>5
]m—47n = m—6,n
mi+nm-—2+nm-—4+n
~ m—1 m-3 m—2>5 m—"7
T o mAnm—24nm—4+nm—6+n "0"
B _m—l m—3 m—>5 m—"7 1 ]
T T mAnm—24nm—44nm—6+n"24n "
]
Application :

Dans cette partie, on va proposer quelques exemples.
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Exemple 2.6

27
/ cos0df =
0

27 1 1
(5 + 3 COS 29) do

S—

1 1 2w
= .
Exemple 2.7
27
/ cos® O sin® 0df = / cos?(1 — cos? ) df
0
= / cos® 0 — cos* 0)df
B 3
= T
_ T
= 7
Exemple 2.8
o 3 15
6
/ cos’ 0df = / +—00860—|——cos49+—00s29 do
0 0 16 32
5 11 31 151 o
= |—=0+ ——=sin60 + ——sin46 + —=sin 26
{16 3267 T2 M T3 L
B 5
- 8"
Exemple 2.9

2 2
/ cos® Osin* fdf = / cos?(1 — cos® §)20d6
0 0

27
= / <0082 0 — 2cos* 6 + cos® 9) do
0

237T+57T
= T —2— —_
4 8
S
= 3
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Exemple 2.10

2 2T
35 1 1 7 7
/ cos®0dp = / (— + —— cos 80 + — cos 60 + — cos 40 + — cos 29) do
0 0

128 128 16 32 16
35 11 11 71 71 o
= | =0+ —=<sin80 + ——~sin60 + ——sin4f + — —sin 20
{128 +1288sm8 +166sm6 +324sm +16281n L
35
= —T.
64

Exemple 2.11

21 27
/ cos® 0sin® 0df = / cos? 0(1 — cos® 0)3d6
0 027T
= / cos? 6 (1 —3cos? 0+ 3costH — cos® 9) df
027r
= / ((3082 6 — 3cos* 0 + 3 cos® @ — cos® (9) do
0

o)) ()

)
= —T.

64

23



Chapitre 3

Théorie de la moyennisation

Dans ce chapitre on va étudier la méthode de moyennisation est 'une des plus impor-
tantes méthodes perturbatives utilisées actuellement dans 1’étude des cycles limites des
systémes dynamiques. Cette méthode a une longue histoire qui commence avec les tra-
vaux classiques de Lagrange et Laplace en 1788 qui ont donné une justificationintuitive

de la méthode.

3.1 Meéthode de la moyenne

Théoréme 3.1 Considérons les deux équations suivantes :

i =¢F (t,z) +e*G (t,x,¢)

(3.1)
z(0) = zo
et
y=efy) (3.2)
y(0) =z

ot x, Yy, xog € D un intervalle ouvert de R, t € [0,00), € € (0,&0], F' et G sont périodiques

de période T par rapport & la variable t, et fo(y) est la fonction moyenne de F(t,y) en
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ce qui concerne t c-a-d :

on suppose :

(i) F,0F |0z,0°F /0% G et G /0X sont définies,continues et bornées par une constante
idépendante de € dans

(1) T est une constane indépendante de ¢.

(111) y(t) appartient & D sur le temps échelle 1/¢.

Alors les propriétées suivantes sont vérifées.

(a) Sur le temps échelle 1/ on a
z(t) —y(t) =0 (e), quand e — 0

(b) Si p est un point d’équilibre du systéme moyenne (3.2),tel que

Alors il éxiste une solution T périodique ® (t, ) de ’équation (3,1) proche de p tel que
® (t,e) — p, quand e — 0.

(¢) Si (3,3) est négative, alors la solution périodique corréspondante de ® (t,e) de l’équa-
tion (3,2) dans 'éspace (t,z) est asymptotiquement stable pour € suffisamment petit.si

(3,3) est positive, alors c’est instable.

3.2 Forme générale

Soit I’équation :

T4+ef(x)t+x=0 (3.4)
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qui équivalante a le systeme

qui équivalante aussi a le systéme

ou [ est une fonction pair et

En posant
xr=rcosf, y=rsinf
on obtient
7 = cosfx + sinfy
= cosfrsinf —sinf (rcosf + ersindf (rcosh))
= —ersin®0f (rcosf)
et
- AR S
0 = arctan (—) = — (cos 0y — sin 01)
x T

1

= —(—cosf(rcosf +ersinff (rcosf)) —sinf (rsinf))
T

= —1—ccosfsindf (rcosf)

26
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donc

ersin® 0 f (rcosd)
—1 —¢ecosfsinfdf (rcosh)
= ersin?0f (rcosf) + &G (0,r,¢) .

-~

=F(6,r)

| =3-

Exemple 3.1 Soit l’équation suivante :

et

t=—ytex(zt—22+1
y ( ) (3.7)

. 4 43 2 139
j=x+ey (v 4yt — 1)

cos 0T + sin 0y

cosf (—7“ sinf + er cos 0 (7’4 cos*@ — r? cos? 0 + 1))

108 144
43 139
5 6 . 6 3 4 . 4 29 .2
15 (7“ (Cos 0 + sin 9) +r ( cos 9+—108 sin 9) +r (cos 0 Tad sin 9))

43 139
+sinf (r cosf + ersinf (r4 sin*0 + —7r%sin% 0 — —))

43 139
4 6 .6 2( 4 4 2 .2
er <r (cos® 0 +sin®0) +r ( cos” 0 + Tog Sin 9) + (cos™ 0 Taz 2 9))

- 7 1
arctan (Q) = — (cos by + sin O)
T r
1 ] 4.4 43 5 ., 139
TCOSQ(TCOSH“‘&TSIHG(T sin”® 6 + 108T sin“ 0 — Tl

— sin @ [—r sinf + er cosf (r4 costd — r?cos? 6 + 1)]

43 139
1 . 4.4 A4 4 2 i 2 2 29 1)
—l—acos&sm@(r sin® 6 — r* cos <9+—1087" sin“ @ + r“ cos” 0 Tad
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Donc

r er (r* (cos® 0 + sin®0) 4 r? (— cos* 6 + 15 sin 9) + (cos? 0 — 13%sin*0))
0  1+ccosfsinb (r4 sin* @ — 4 cost 6 + 140387“2 sin® @ + 12 cos2 6 — }ii — 1)

4 1
= er (7’4 (cos® 6 + sin® 0) + r? < cos* 0 + 038 sin 9) + (cos® 6 — % sin? 0)) + %G (e,0,7).

N s
-~

=F(0,r)
D’ot
1 2
0 = F(0,r)do
Py = = [ren
0
] 2
= 2—7"/[ (cos® @ + sin® ) <—cos 0 + —— sin 9)} do
T
1 2
—|——r/ (0082 0 — sin? 9) do
T 4
0
13 1
_ 4_ Y2 -
T (r 36T + 36)
Alors

Donc 1l existe deux cycles limites d’amplitude % et %

Ona :
13 1

I
[EL_% =3 [57“ — Er + 36] 1 576 (positif)

=2
Donc le cycle limite d’amplitude % est instable.
af° 9 13 1 25
{0_{“] T = [57“ —ri4 %} = ——— (négatif)
3

8 12 1296

ol

Donc le cycle limite d’amplitude % est stable.
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Chapitre 4

Cycles limites d’une classe
d’équations différentielles de second
ordre et de I’équation différentielle

de Duffing

Ce chapitre est le fruit de notre travail on va étudier les cycles limites des équations
différentielles de seconde ordre et précisément les cycles limites de I’équation différentielle

de Duffing en utilisant la méthode de la moyennisation du premier ordre
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4.1 Deuxiéme méthode de la moyennisation du pre-
mier ordre

Considérons le systeme différentiel :
X = Fy(t, X) + eFy(t, X) + 2Fy(t, X, €), (4.1.1)

ol € € (—eg,e0) pour g suffisamment petit. Les fonctions Fp, F; : R x Q@ — R” et
Fy : R x Q x (—&g,g0) = R" sont des fonctions de classe C?, T-périodique en ¢ et  est

un ouvert de R”. Supposons que le systéme non perturbé
X = Fy(t, X) (4.1.2)

a une sous-variété de solutions périodiques. Une de ces solutions est donnée par la théorie
de la moyennisation.
Soit X (t,2) la solution du systéme non perturbé (4.1.2) telle que X (0,2) = z. La

linéarisation du systéme non perturbé (4.1.2) le long de la solution X (t, z) s’écrit
Y = DxFy(t, X (t,2))Y (4.1.3)

Notons par M., (t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire (4.1.3). Sup-
posons qu’il existe un ensemble ouvert V avec V C Q, tel que pour chaque z € V,
X(t,z,0) est T-périodique, ou X (¢, z,0) est la solution du systéme non perturbé (4.1.2),
avec X (0,2,0) = 2. L’ensemble V' est isochrone pour le systéme (4.1.1). Alors, on a le
résultat suivant.

Théoréme 4.1 : (Perturbation d’un ensemble isochrone) :

Soit V un ensemble ouvert et borné avec V C  tel que pour chaque z € V, la solution
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X(t, ) est T-périodique, considérons la fonction F : V' — R”
1 T
Fz) = T/ Mt (t2) Fy(t, X (t,2)) dt (4.1.4)
0

S'il existe a € V avec F(a) = 0 et det (%€ (a)) # 0, alors il existe une solution 7T-
périodique ¢(t,e) du systéme (4.1.1) telle que ¢ (0,e) — a quand € — 0.
Preuve : Voir le corollaire 1 de l'article [10].

Exemple 4.1.1 : Considérons le systeme différentiel :

T=1y

(4.1.5)
y=—x+ ¢ (krcos®t —2cos’t)

ou ¢ suffisamment petit et k£ est une constante. Ce systéme peut s’écrire sous la forme

(4.1.1) avec

Y 0

Y —x kx cos®t — 2cos®t

(4.1.6)

Il correspond a l'oscillateur harmonique simple dont la solution est :

x (t) = zgcost + yosint
y(t) = —xosint + yo cost

Nous observons que pour toute condition initiale (zg,1o) € R?\ {(0,0)}, la solution
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correspondante est 2w-périodique et peut étre écrite comme

x(t) =rcos(a—t)
y(t) =rsin(a —1t)

our > 0 et a est une constantes.
Soit X (t, z, ) la solution du systeme (4.1.5) tel que X (0, z,¢) = z = (r, a). L’équation
du systéme non perturbé (4.1.6) le long de la solution périodique X (¢, z,0) est :

Y = DxFy(t, X (t,2,0)Y
Soit M (t) la matrice fondamentale de ce systéme différentiel linéaire, elle s’écrit :

cost sint
M(t) = M,(t) =

—sint cost
D’aprés 'équation (4.1.4) on a :
Fi(r,a) —Lkrsina
F(z) = =1, 8 ,
Fo(r,a) ckrcosa — 3

qui a une seule racine pour 1y > 0 donnée par (19, ag) = (%, 0) avec k > 0.

Le Jacobien est :

O (F1, F2) 3
det (W) /<r07a0) = 32k' 7£ 0.

Alors d’aprés le théoréme 4.1, le systéme (4.1.5) a une solution unique 27-périodique

x(t,e) qui tend vers la solution périodique %cost quand ¢ — 0.
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4.2 Cycles limites de I’équation différentielle © + x —
f(t) =eF(t, x, i)

Dans cette section, nous allons appliquer le théoréme 4.2 pour ’étude des solutions

périodiques de I’équation différentielle du second ordre de la forme
T+x— f(t)=cF(t,z, &) (4.2.1)

Théoréme 4.2 : On considére 1'équation différentielle (4.2.1), o ¢ est suffisamment

petit, F(t 4+ 2w, x,4) = F(t,z, %) et f est 2rw-périodique tel que

/0ﬂf(t)sin(t)dt:/oFf(t)cos(t)dt:O.

Soit
F (0, 0) =~ 27 sin (6) F (6, 6) (1) e o
Fo (20,90) = o= [T cos (t) F (t,a (t) ,y (1)) dt,
ou
2 (t) = zgcost +yosint + [) £ (0)sin (t — ) b,
y(t) = —wgsint + yocost + fot f(0)cos (t — 0) db.
Alors, pour chaque (zf,y5) solution du systéme :
F1 (2o, 40) = 0, Fo (z0,%0) =0, (4.2.3)
avec
0 (fla fZ))
det [ LS L72) 0, 4.2.4
( 9 (w0, 40) /" owo=(=5.45) 7 ( )

I'équation différentielle (4.2.1) a une solution périodique z(¢, ) qui tend vers la solution
périodique :

t
x(t) = xycost + y,sint + / f(0)sin(t —0)do, (4.2.5)
0
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de l'équation différentielle & + « — f(t) = 0 quand € — 0.
Preuve. En introduisant les variables (z,y) = (z, &) ’équation différentielle du second
ordre (4.2.1) s’écrit comme un systéme différentiel du premier ordre défini dans un sous-

ensemble ouvert 2 de R? de la facon suivante :

T =y,

y=—x+f({t)+eF(t,z,y).

(4.2.6)

Appliquons le théoréme 4.1 de la moyennisation d’ordre 1 pour le systéme (4.2.6). On

note que ce systéme peut s’écrit sous la forme du systéme (4.1.1) avec

x Y 0
X = , Fo(t, X) = et Fi(t,X) =

y —r+ £ (1) F(t, X)

Le systéme non perturbé du systéme (4.2.6) est :

T =1y,
| (4.2.7)
ce systéme admet une solution périodique si est seulement si
27 2
/ f(t)sin (t)dt = / f(t)cos(t)dt =0.
0 0
Alors, les solutions 2m-périodiques de (4.2.7) sont (z(t),y(t)) telle que :
x(t) T cost+yosint+fgf(0) sin (t — 0) df (128)
y (¢) —xosint—|—yocost+f0tf(9)cos(t—9)d9 ' -

Soit X(t,z,¢) la solution du systéme (4.2.6) tel que X (0,2,0) = z = (zg,y0). La li-

néarisation du systéme non perturbé (4.2.7) le long de la solution périodique X (t, z,0)
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est :

Y = DxFy(t, X (t,2))Y.

Soit M (t) La matrice fondamentale du systéme non perturbé (4.2.7)

cost sint

—sint cost

M) cost —sint
sint cost

Soit V' # @ un ouvert borné de R? et soit z = (z,y5) € V. Toutes les hypothéses du
théoreme 4.1 sont satisfaites. Par conséquent, nous allons étudier les zéros z de la fonction

F(z) donnée par :

1 27
Fo)= & / M1t 2) Fy (8, X (,2)) dt
2m J,
c.a.d
F1 (xo,
Flz) = 1 (70, %o)
FQ (LE(), yO)
On obtient

Fi (w0, 50) = —5= Jy " sint F (L (t),y () dt,
Fa(wo,90) = & fy " cost F (t,z(t),y () dt,

ou z (t),y (t) sont données par (4.2.8).

Alors, pour chaque (3, y§) solution du systéme

fl (x07y0) - 07 fQ (‘T()uyo) = 07

avec

a(f17f2)>
det | ——2==22 0
< 0(x07y0> /(movyo):(mé,yg) 7&
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L’équation différentielle (4.2.1) a une seule solution 27-périodique z(t, €) telle que z(t, €)

tend vers

t
x (t) = zgcost + y; sint—l—/ f(0)sin(t —0)do,
0

de 'équation différentielle & + z — f(t) = 0 quand £ — 0. Ceci termine la démonstration
du théoréme 4.2.1
Applications :

Nous donnons deux exemples concernant le théoréeme 4.2.

Exemple 4.2.1 : Soit I’équation différentielle
. 3 . :
T+ a+ 6% = —3sin 2¢, (4.2.9)

qui est équivalente a Déquation différentielle (4.2.1) avec F(t,x,&) = —3& et f(t) =
—3sin 2t.

Les fonctions F (xo, yo) et Fa (zo, yo) données par (4.2.2) sont respectivement

fl (x())yO) = _%‘7"07
Fa (x0,50) = =550 + 3.

Le systéme F; = F> = 0 a une seule racine (z§, y5) = (0,2). Comme

a(fl,f2)> 9
det | =22 = — 40,
( 9 (o, Yo) / Gov)=(x5.45) 16 7

alors d’apres le théoréeme 4.2, I’équation (4.2.9) admet une solution périodique qui tend
vers la solution z(t) = sin 2¢ de ’équation différentielle & 4 x + 3sin 2t = 0 quand ¢ — 0.

Exemple 4.2.2 : Considérons I’équation différentielle :
i+x+sin®t = e (ar® +b2® + cx +d) (4.2.10)

avec b # %c et b # %c.
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Prenons F(t,x,#) = ax® + b + cx +d et f(t) = —sin®t dans I'équation différentielle

(4.2.1), les fonctions Fi (xg, yo) , Fa (x0, Yo) sont respectivement

Fi (0, 90) = g% (150 — 32¢)

_ 8 25 1 5
fQ (.CIZ'o, yo) = gc — 6_4be + 501’0 — %b

Le systéme F; = F» = 0 a une seule racine (z, y5) = (‘%; ). Comne
a(flvfé) 1

det | 7~ — < = (15— 32¢) (25b — 32¢) £ 0

‘ ( 9 (0, Yo) /(10»90):(167116) 4096 ( c) ( c) # 0,

d’apres le théoréme 4.2, 'équation (4.2.10) admet une solution périodique qui tend vers

la solution

5 1 5
H)=——— t 4+ —cos4t — — cos 2t
x(t) 6~ 1190 cos 6t + 50 O 75 C08

de I'équation différentielle # + x + sin®t = 0 quand € — 0.

4.3 Cycles limites de I’équation différentielle = + = =
eF(t,z, %)

Dans cette section, nous allons appliquer le théoréme 4.2 pour ’étude des solutions

périodiques de I’équation différentielle du second ordre de la forme :
I+x=cF(tx ). (4.3.1)

Ces orbites bifurquent des orbites périodiques de ’équation différentielle & + x = 0.
Théoréme 4.3 : Considérons ’équation différentielle (4.3.1), ot € est suffisamment petit

et F(t+2mx,8)=F(t,z,1).
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Soit :

F1(x0,90) = —% fo% sint F (t,zgcost + ypsint, —xgsint + yg cost) dt, (432)

Fo (xo,90) = % f027r cost F'(t,xgcost + yosint, —xgsint + yo cost) dt.

Alors, pour chaque (z,ys) solution du systéme (4.2.3) satisfaisant (4.2.4), I’équation

différentielle (4.3.1) a une solution périodique x(t,e) qui tend vers la solution périodique
x(t) = x5 cost + y; sint, (4.3.3)

de I'équation différentielle & + x = 0 quand ¢ — 0.
Preuve : L'équation (4.3.1) est un cas particulier de 'équation (4.2.1) du théoréme 4.2
lorsque f(t) = 0. Nous omettons la preuve.ll

Corollaire 4.3 : Soit I’équation différentielle suivante :
I4+zx+e(f(z)+g(d)) =ch(t) (4.3.4)

ou h(t+2m) = h(t) et ¢ est suffisamment petit.

Alors, pour chaque (xf,ys) solution du systéme (4.2.3) satisfaisant (4.2.4), I’équation
différentielle (4.3.4) a une solution périodique z(t, ) qui tend vers la solution périodique
(4.3.3) de 'équation différentielle & + x = 0 quand ¢ — 0.

Preuve : Pour la démonstration, on a besoin du théoreme 4.3.

L’équation différentielle (4.3.4) est équivalente a I’équation (4.3.1) ou F' (t,z, &) = h (t) —
flax)—g(@).

Le systéme différentiel associé a I’équation différentielle (4.3.4) est :

T=y
y=-z+e(h(t)—f(z)—g(¥))
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En calculant les fonctions F; et Fy définies par (4.3.2), on obtient :

Fi(z0,50) = =55 Jy " sint (h(t) = f(x) — g (y)) dt
Fa (z0,90) = % f027r cost (h(t)— f(x)—g(y))dt

ou x(t) et y(t) sont donnés par :

x(t Togcost + ypsint
W) _ o v . (4.3.5)
y(t) —xgsint + yocost

Les zéros (zf,y5) du systéme (4.2.3) par rapport aux variables x et yo fournissent les
orbites périodiques de I’équation (4.3.4) si (4.2.4) est satisfaite. Alors ’équation différen-

tielle (4.3.4) a une solution de 2w —périodique z(,¢) qui tend vers la solution périodique
z(t) = zjcost + yg sint,

de I’équation différentielle ¥ + x = 0 quand ¢ — 0. Ceci termine la preuve du corollaire

4.3.1

4.4 Cycles limites de I’équation différentielle de Duf-
fing

Dans cette section on s’intéresse & la recherche des solutions périodiques de la classe

d’équations différentielles de second ordre dite équation de Duffing de la forme :
T+ax+cef(xr) =ecost (4.4.1)

ou ¢ est suffisamment petit.
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Soit ’équation différentielle de Duffing (4.4.1), et soit les équations différentielles associées

¥+ x+¢e(ap + a1x) = ecost (4.4.2)
i+ 2+ e(ag + a17 + axr® + azz®) = ecost (4.4.3)
i+ x4 eag + a1w + azr® + azz® + agx® + asa®) = s cost (4.4.4)

Proposition 4.4 :

1. L’équation de Duffing (4.4.2) ot a; # 0 posséde un seul cycle limite.

2. L’équation de Duffing (4.4.3) ot az # 0 a un cycle limite si A < 0, et trois cycles
limites si A > 0 ou

A\ = —48a3(16a? + 8las).

3. Considérons I'équation de Duffing (4.4.4) ot a5 # 0 et soient :

Dy, —= _%,
5@5
9603
Ds = g5, (100mas — 27a3)
128
Di = 5550 o3 (972a3a1 — 7920aia3as + 9375aza3 + 16000a7a3),
4096
Ds = 7812547 (300000azajai — 121500a,a3as + 2592a3a’ (4.4.5)
+13122a3 — 23040@%@3@5 + 5120()@1% + 390625@?,
2304a2
b = 15625a3§ (4800a;a5a5 — 1296105 + 1562505).
o - _38tamos
25 a2

On a les quatres cas suivants :

i) L’équation de Duffing (4.4.4) a un cycle limite si

D5 > O/\(l)4f§ 0V D3 <0V Dy < 0)
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ou

D5:0/\D4:0/\D37é0/\E27£0

ou

Ds =0ANDy <0

ou

Ds=0ADs=0AD;=0ADy#0NAF,=0.

ii) L’équation de Duffing (4.4.4) a deux cycles limites si
Ds=0ADy=0ADs>0AFE,=0.
iii) L’équation de Duffing (4.4.4) a trois cycles limites si
D5 <0

ou

Ds=0ANDy>0

iv) L’équation de Duffing (4.4.4) a cinq cycles limites si
Ds>0ADy>0AD3>0A Dy > 0.

Preuve :

1. Soit I’équation de Duffing (4.4.2). Les fonctions F; et F» définies dans (5.16) sont :

Fi (1’073/0) = 501Yo,

1

2

_1_ 1

Fa (T0,%0) = 5 — 301 70-

Le systeme F; = F» = 0 a une seule solution (zf,y5) = (a_117 0). Le Jacobien est donné
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par :

a (f17 fQ)) 2
det | ————= = —a 0.
< 0 (l‘g, yo) (wo,yo)=(x6,yg) 4 1 ?é

D’apres le corollaire 4.3, I'équation (4.4.2) a une solution de 27-périodique z(t, ) qui
tend vers la solution périodique

t) = — t
x(t) allcos ,

de I’équation différentielle ¥ + x = 0 quand € — 0.

2. Soit I’équation de Duffing (4.4.3). Les fonctions F; et F» définies dans (5.16) sont :

F1(z0,90) = %?JO (4ay + 3az (x5 + u3)) ,
Fa (w0, y0) = § (4 — ¢ (4ay + 3az (23 + 143))) ,

et

o (Fi, F 1
det <W) = o1 (4a1 + 3as (xg + yg)) (46L1 + 9as (553 + 9(2))) :

8(3@071/0)) (w0w0)=(5.v5 )
(F1,F2), qui peuvent fournir des solutions périodiques sont données par (z,0) tel que

= 0. Ainsi les zéros de

x4 est une racine réelle de ’équation cubique
—4 + o (4a1 + 3azzg) = 0. (4.4.6)

Le nombre de zéros réels de cette équation du troisiéme degré est déterminé par son
discriminant A = —48a3 (16a3 + 81az). Or ’équation (4.4.6) a une racine réelle simple si
A < 0, et trois racines réelles simples si A > 0. D’apres le corollaire 4.3, I’équation de
Duffing (4.4.3) posséde une ou trois solutions 27-périodiques.

3. Soit I’équation de Duffing (4.4.4). Les fonctions F; et F, définies dans (5.16) sont :

Fi (z0,0) = 530 (81 + Gag (a3 + 1) +5 (2 + 18)°) .

Fo (o, y0) = 5 (1 — arao) — 2asxo (23 + y3) — aswo (2 + ).
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Le jacobien associé a ces fonctions est :

8(F17f2) o 1 9 9 ) 2
ot (G ) = 555 (5 s o+ 48) + 505 o34 18)°)

X (8@1 + 18az (zf + yg) + 25a5 (2§ + y§)2> :

; 2 2 2 2\2 _ O(F1,F2)
Si 8ay + 6as (25 + y5) + bas (g + y5)” = 0, alors det (W) o= (5

les zéros de (Fy, Fs) qui peuvent fournir des solutions périodiques & 1’aide du corollaire

= 0. Ainsi

4.3 sont donnés par (zf,0) tels que xj est une racine réelle de 1'équation de degré 5

a - - I O. 4.4.

D’apres 'appendice 1, équation (4.4.7) est équivalente a 1’équation (4.5.1) avec

6 8 8
p:—%, :O,r:—ﬂets:——.
5@5

i) L’équation (4.4.7) admet une racine simple réelle si

D5>O/\<D4§0\/D3SO\/D2SO)

ou
Ds=0ADy=0AD3#£0AEy#0
ou
Ds=0ADy<0
ou

D5:O/\D4:O/\D3:O/\D2#O/\FQZO

ou Dy, pour k = 2,5, By et Fy sont données par (4.4.2). Alors I'équation (4.4.4) posséde

un seul cycle limite.
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ii) L’équation (4.4.7) a deux racines réelles simples si
Ds=0ADy;,=0ADs>0AFEy=0.

Alors I'équation (4.4.4) posséde deux cycles limites.

iii) L’équation (4.4.7) a trois racines réelles simples si

Ds <0

ou

Ds=0AN Dy > 0.

Alors 'équation (4.4.4) possede trois cycles limites.

iv) L’équation (4.4.7) a cinq racines réelles simples si

D5>0/\D4>0/\D3>0/\D2>0.

Alors 'équation (4.4.4) possede cing cycles limites. Ceci termine la preuve de la propo-
sition 4.4.1

Applications :

Nous donnons quelques exemples de I’équation de Duffing en appliquant le théoréeme 4.3,
le corollaire 4.3 et la proposition 4.4.

Exemple 4.4.1 : Considérons 1’équation de Duffing :
i+ x—ex® =casint (4.4.8)

ou ¢ est suffisamment petit et a # 0.
En appliquant le théoréme 4.3, cette équation est équivalente a I’équation (4.3.1) avec

F(t,z,) = 2® + asint.
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Calculons les fonctions Fi (g, yo) et Fa (2o, yo) données par (4.3.2), on trouve :

_ 3.3 3.2 1
Fi (20, %0) = —gY% — gToYo — 34,

Fa (z0,y0) = w0 (23 + 12) -

Puisque le systéme F; = F, = 0 posséde une seule racine (z,ys) = (0, —{”/%a) qui

O (F1, F) 2744\
det < 2 (0, o) ) /(Io»yo):(16=y6‘) 64 (3@) 70

alors, I’équation (4.4.8) a une seule solution périodique z(¢,¢) qui tend vers la solution

vérifie :

périodique

de I’équation & 4+ x = 0 quand £ — 0.

Exemple 4.4.2 : Considérons I’équation de Duffing forcée :
i+ 2+ eax® +efi = e cost, (4.4.9)

oy #0eta#0.

En appliquant le corollaire 4.3, 'équation (4.4.9) est équivalente a 1’équation (4.3.4) avec
f(z) = ax?, g (&) = Bi et h(t) = ycost.

Les fonctions Fy, = Fi(z0,y0) pour k = 1,2 définies dans (5.16) sont :

Fi(z0,%0) = %ayg - %51’0 + %0495%3/0,

Fa (20, 40) = —38y0 — Sawoyd + 57 — Sad.
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Calculons les racine du systéeme F; = F, = 0, on obtient :

2 2
((810472 +3v/31/643° + 24304274) b 1252>
1

27 2 )

ay (81&72 +3v31/645° + 24304274> :

(25, Yp) = :
B ((810472 + 3v/3/648° + 24304%‘*) _ 1252>
2
s 1
ary (810472 + 3v/31/643° + 243@274) 3
Comme le Jacobien
0 (F1,F) 1, 27, , b2
det [ ———2==2 _ 1 27 . . 0
‘ (8(950,%) /(wo»yo>=(m3,y3) 45 + 64a ((xO) + (yo) ) #0,

alors I’équation (4.4.9) a une solution périodique z(t, ) qui tend vers la solution pério-

dique

2 2 2
1 <(81a’y2+3\/§\/6456+243a274 )3 12ﬁ2> o8 <(810472+3\/§\/6456+243042'y4> 3 1262>
— cost+—

2 1
27, (81a72+3\/§\/6456+243a2'y4) 3 9 . <81a72+3\/§\/ 64,86+243a2'y4> 3

x(t) =

sint,

quand € — 0.

Exemple 4.4.3 : Soit I’équation de Duffing :
.. 5 3 2 9
TH+ax+e|x’—02°+ 200 +%x+48 = ecost.
Selon la proposition 4.4 on a :

D5 = —1.889029213 x 10** < 0.

Puisque la condition (iii) est vérifiée, on conclut que cette équation admet trois cycles li-
mites x;(t, €) pour k = 1, 3 qui tendent vers les solutions périodiques x; (t) = 2.461652621 cos t,
xo(t) = —0.6877650408 cost et x3(t) = —2.416031742cost, de 'équation différentielle
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4+ 2 =0 quand € — 0.

Exemple 4.4.4 : Soit I’équation de Duffing :
i+z+e(a®—52° + 4z —8) = ccost.

Selon la proposition 4.4, on & :

244864 784330752
et Dy = —————

2= 06, D5 = 1056, Dy 25 3125

Puisque la condition de (iv) est vérifiée, on conclut que cette équation admet cing

cycles limites x4 (t,€) pour k = 1,5 qui tendent vers les solutions périodiques z;(t) =
0.2677877780 cost, z5(t) = 0.9684740107 cost, x3(t) = 2.196452433 cos t, z4(t) = —1.346099741 cos t
et x5(t) = —2.086614481 cost, de I’équation ¥ + = = 0 quand € — 0.

4.5 Appendice

4.5.1 Classification des racines d’un polynéme de degré 5.

Soit g5(x) un polynéme de degré cinq donné par :

gs5(z) = 2° + px® + q2® +rz + . (4.5.1)
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Le tableau suivant donne le nombre des racines réelles et imaginaires, et la multiplicité

des racines répétées du polyndéme g5 de degré 5 dans tous les cas :

(1) Ds >0ANDy>0AD3>0ADy >0 {1,1,1,1,1}
Ds>0A(Dy<0VD3<0VDy<0) {1}

Ds <0 {1,1,1}

Ds=0ADs>0 {2,1,1,1}

Ds=0ADy<0 {2,1}
Ds=0ADy=0AD3>0AE;, #0 {2,2,1}
Ds=0ADy=0AD3>0AFE,=0 {3,1,1}
Ds=0ADs=0AD3<0AFy,#0 {1}
Ds=0ADy=0AD3<0AE;=0 {3}

10) Ds =0ADy=0AD3s=0ADy £0ANF, #0 {3,2}
11) Ds=0AD;=0AD3=0ADy #0ANF, =0 {4,1}
12) Ds=0ADy=0AD3s=0ADy =0 {5}

- W N

D

(4.5.2)

co ot
' N e N N N N SN

/-\/—\/\@/—\/-\/—\/-\/-\/—\/-\
-

ou

Dy = —p,

Dy = 40rp — 12p3 — 45¢2,

Dy = 12p*r — 4p3q? + 117prq? — 88r2p? — 40qp?s + 125ps? — 27¢* — 300qrs + 16073,

D5 = —1600gsr® — 3750ps3q + 2000ps3r? — 4p>¢®r? + 16p3¢3s — 900rs?p?® + 825¢%p?s>
+ 144pg®r3 + 2250¢%rs? + 16p*r3 + 108p°s? — 128r1p? — 27¢*r? + 108¢°s + 2567°
+ 31255* — T2p*rsq + 560r’p*sq — 630pre®s,

Ey = 160r%p® 4 900¢%r? — 48rp® + 60¢*p*r + 15007psq + 16¢*p*
— 1100gp3s + 625s%p* — 3375¢° s,

Fy = 3¢ — 8rp.
(4.5.3)

Ces six polyndémes forment un systéme de discrimination qui est suffisante pour la clas-

sification des racines du polyndéme de degré cinq ci-dessus.
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La colonne de droite du tableau décrit les situations des racines. Par exemple, {1,1,1,1,1}
signifie cinqg racines réelles simples et {2,2, 1} signifie deux racines réelles doubles et une
racine réelle simple. Il n’ya qu’'une seule racine réelle simple, a la fois dans les cas (2) et
(8), cependant, pas de racines répétée dans le cas (2), tandis que deux racines doubles
imaginaires dans le cas (8).

Pour plus de détails voir 'annexe A dans 'article [9)].
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Conclusion

En conclusion, la méthode de la moyenne est une technique mathématique utile pour
résoudre ’équation de Duffing et d’autres équations différentielles non-linéaires. Elle per-
met de simplifier considérablement la résolution de ces équations tout en conservant les
caractéristiques essentielles du mouvement des systémes physiques.

Nous espérons que cette présentation vous a permis de mieux comprendre 'importance
de I’équation de Duffing et de la méthode de la moyenne dans la physique. Nous vous

encourageons a poursuivre votre exploration de ce sujet fascinant.
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