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Résumé

Ce mémoire est consacré a 1’étude d’une équation hyperbolique viscoélastique non
linéaire & exposants variables. Nous rappelons quelques notions de bases fondamentales
d’analyse fonctionnelle, en partculier les espaces de Banach et les espaces de Sobolev. En-
suite, nous introduisons les espaces de fonctions de type Orlicz-Sobolev et nous donnons
une bréve description de leurs propriétés essentielles.

En utilisant la méthode de Galerkin, nous montrons ’existence de solutions faibles
ainsi que leurs explosions, cette derniére est établie sous des hypothéses appropriées des
conditions suffisantes sur m, p et des données initiales.

Mots cléfs : Equation hyperbolique viscoélastique non linéaire, méthode de Galerkin,

exposants variables, solutions faibles.



Abstract

This work is devoted to the study of a nonlinear viscoelastic hyperbolic equation with
variable exponents. We recall some basic notions of functional analysis, in particular
Banach spaces and Sobolev spaces. Then, we introduce the function spaces of Orlicz-
Sobolev and we give a brief description of their main properties. Using Galerkin’s method,
we prove the existence of weak solutions as well as their explosion, the latter being
established under appropriate assumptions of sufficient conditions on m, p and initial
data.

Key words : Viscoelastic hyperbolic nonlinear equation, Galerkin’s method, variable

exponents, weak solutions, blow up.



Introduction

Les équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires modélisent la pluspart
des phénomeénes physiques, mécaniques, chimiques et biologiques,..etc. L’étude de ces
équations nécéssite la connaissance de leurs proprietés qualitatives et les différents pro-
blemes qu’elles modélisent, par exemple, les équations de type elliptique interviennent
souvent dans la modélisation des phénomeénes stationnaire c-a-d n’évoluant pas au cours
du temps, I’équation de Laplace est 'exemple le plus simple. Les équations de type pa-
rabolique et hyperbolique modélisent des phénoménes dépendant du temps, les exemples
modeles sont ’équation de la chaleur, I’équation de transport et I’équation des ondes.

Dans les problémes réels, des fois on peut avoir les trois catégories en méme temps
comme pour le systéme de Navier-Stokes. Ainsi, en changeant I'ordre des dérivées ou en
changeant les conditions, parfois, en ajoutant des exposants ou d’autres termes, comme
une intégrale dans I’équation ou dans les conditions, on obtient une nouvelle équation
qui correspond au probléme voulu.

Bien que la résolution directe des équations aux dérivées partielles trouve des diffi-
cultés considérables, I'utilisation des méthodes numériques a pris une grande importance
dans la recherche de solutions approchées des problémes considérés. Pour contribuer au
développement de ces sciences, il est nécessaire de bien comprendre les propriétés des
solutions de ces équations.

Il existe de nombreuses méthodes d’approximation numériques pour résoudre les équa-

tions aux dérivées partielles, parmi lesquelles la méthode de Galerkin, celle ci est trés utile



d’un point de vu théorique.

Dans ce mémoire, nous cherchons a établir ’existance et ’explosion de solutions faibles
d’une équation hyperbolique viscoélastique non linéaire & exposants variables, définie de
la maniére suivante

;

|ue|Pue + Au + Auyy + fgg(t — 8)Au (8) ds + |ug|"@ 20y = [uP® 2, (z,t) € Qr,

u(z,t) =0, (z,t) € Sr,

u(z,0) = ug(x), ur(z,0) = uy(z), = € Q,

\

1)
o Q C R™ (n > 2) un domaine borné Lipchitzien, Q7 = Qx (0,7], 0 < T < oo, et St
désigne la limite latérale du cylindre Q7.

Le cas ou les exposants m, p sont des constantes, de nombreux résultats concer-
nant 'existence et les propriétés d’explosion de solutions ont été etablit comme dans
18] - [28]) .

Ces derniéres années, une grande importance a été portée a I’étude des modéles ma-
thématiques de fluides électro-rhéologiques. Ces modeéles comprénent des équations hy-
perboliques, paraboliques ou elliptiques qui sont non linéaires par rapport au gradient
de la solution cherchée et avec des exposants variables de non-linéarité ; comme dans les
références([6] — [15] —[18] — [26] — [27]). On peut mentionner que les questions d’existence,
d’unicité et de régularité de solutions faibles des équations paraboliques et elliptiques ont
été étudiées par de nombreux auteurs sous des conditions diverses sur les données et par

différentes méthodes [[4], [5]]



A notre connaissance, il n’existe que quelques travaux sur les équations hyperboliques
viscoélastiques avec des exposants variables de non-linéarité. Dans [7], les auteurs ont
étudié I'explosion en temps fini des solutions d’équations hyperboliques viscoélastiques
et dans [8], les auteurs n’ont discuté que le probléme hyperbolique viscoélastique avec des
exposants constants. Motivés par les travaux de [[7], [8]], nous allons étudier 1'existence
et 'explosion des solutions de notre probléme.

Notre mémoire est répartie en trois chapitres.

Au premier chapitre, nous rappelons des notions d’analyse fonctionnelle ainsi que
quelques définitions et théorémes utiles. Nous introduisons les espaces de fonctions de
type Orlicz-Sobolev et une bréve description de leurs propriétés éssentielles.

Dans le deuxiéme chapitre, nous montrons ’existence de solutions faibles du probléme
considéré en utilisant la méthode de Galerkin.

Dans le dernier chapitre, on établit la propriété d’explosion de solutions faibles sous

des hypothéses appropriées des conditions suffisantes sur m, p et des données initiales.



Chapitre 1

Rappel d’analyse fonctionnelle

Le contenu de ce chapitre s’appuie sur quelques notions de bases fondamentales d’ana-
lyse fonctionnelle, définitions élémentaires et lemmes essentiels. Le choix étant réduit aux
définitions et aux propriétés introduites dans ce mémoire.

La majorité des rappels énoncés dans ce chapitre sont tirés des références [[1], [2] et

[3]]-

Dans toute la suite 2 désigne un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue dz.



1.1 Espaces de Banach

Définition 1.1 Une application ||.| : X — R, est une norme si elle vérifie les conditions

suivantes

|lul| =0< u=0,Vue X.

Xl = A |lul| VA € R,u € X. (1.1)

Vu, v € X+ flu 4 of| < lufl + vl
\

Le couple (X, |.]|) est alors appelé un espace vectoriel normé.

Définition 1.2 (Suite de Cauchy) On dit qu’une suite (u,) d’éléments d’un espace normé

X est une suite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante

Ve >0, AN EN; V(p,q) EN*>, p> N et ¢> N = |uy, — ugl| -

Définition 1.3 L’espace vectoriel normé (X, ||.||) est dit complet si toute suite de Cauchy

dans X est convergente.
Définition 1.4 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

Définition 1.5 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire

N[

(u,v) et qui est complet pour la norme (u,v)?2.



1.2 Espaces de Sobolev

Définition 1.6 Soit p € R avec 1 < p < 0o ; on pose

LP(Q) =< u:Q — R; u mesurable et / lu(z)|P de < oo
0

On note

hSA

el = / ju () de

Q

la norme correspondante.

Définition 1.7 On pose
L (Q) = {u: Q — R; u mesurable et 3 une constante C' telle que |u(x)| < C p.p sur Q }.

On note

|ul| oo = Inf{C; |u(z)] < C p.p. sur Q},

la norme correspondante.
Théoréme 1.1 [1] (Fischer-Riesz) LY est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

Définition 1.8 On définit l'espace L? () des fonctions mesurables de carrée sommable

dans ). Muni du produit scalaire

(u,0) = /u (2) v (z) dz.

10



L?(Q) est un espace de Hilbert. On note

N

el oy = / w(@)2de |

Q
la norme correspondante.
Définition 1.9 (Dérivation faible) Soit v une fonction de L* (Q). On dit que v est déri-

vable au sens faible dans L? () s’il existe des fonctions v; € L* (), pouri € {1,... N},

telles que, pour toute fonction ¢ € CF (2), on a

/u (2) gi (2) do = —/m (2) 6 (2) da.
Q

Q

Chaque v; est appelée la i-eme dérivée partielle faible de v; et notée par d%“

Définition 1.10 Soit Q un ouvert de R". L’espace de Sobolev H' () est défini par :

H'(Q) = {u € L*(Q) tel queV i€ {1,..,n}, aa;i € L? (Q)} : (1.2)

Y est la dérivée partielle faible de u.

ol
8xi

Proposition 1.1 [2] Muni du produit scalaire

0 0
(u, ) 1) = (u,v) 2 —1—2 Y v (1.3)

11



et de la norme
N ou
I o= (H wlay + 31 \!%zm)) ,
i=1 v

l’espace de Sobolev H' () est un espace de Hilbert.

Définition 1.11 L’espace H} () est le sous-espace de H' (Q) constitué des fonctions
qui s’annulent sur le bord 0. Il est définit aussi comme l'adhérence de CgF () dans
H' (Q), tel que CZ () est l’espace des fonctions de classe C™ & support compact dans

Q.

Remarque 1.1 Nous utiliserons linjection H()) — LP () pour 2 < p < 2n/(n — 2)

sin>3oup>2sin=1,2. La constante d’injection notée par C, est donnée par
[ ullp< Coll Vu 2. (1.4)
Définition 1.12 Soit Q C RY et soit p € R avec 1 < p < oo, WIP(Q) est défini par

WP (Q) = {u €LP(Q);Fve P (Q) tel que /IW' = — /Iw Vi € C} (Q)} . (1.5)

L’espace WP muni du produit scalaire

N
ou

I o=l e+ 70 5= Nl (1.6)
i=1 v

On désigne par W, 7(Q) la fermture de C2° (Q) dans W(Q).

12



1.3 Espaces de Boschner

On definit les espaces de Banach suivants
1- C(I, L2 (Q)) = {u: I — L* () qui associe a t, u(t) € L?(Q) continue} muni de
la norme

||u||C(I,L2(Q)) = G HUHL2(Q) : (1.7)

2- L2 (1, L% (Q)) ={u: I — L*(Q) a carrée intégrable} muni de la norme

||u||L2(I7L2(Q)) :/Q||u||L2(Q)) dt. (1.8)

3-L*(I,H [ (Q)) ={u:I— H}(Q) essentiellement bornées} muni de la norme

||u||Loo<]’H (1](9)) :SUPHUHH%)(Q)‘ (19)

1.4 Espaces de Orlicz-Sobolev
Définition 1.13 On pose
L@ (Q) = {u (x) : u est mesurable dans 2, Ap(y (u) = / | u(x) P dx < oo} ,
Q

(1.10)

avec la norme de type Lurembourg

| [lpy=inf{X >0, Ay (u/ A) <1}. (1.11)

13



Définition 1.14 On pose

whrt) (Q) = {ue LPO(Q) tel que Vu eziste et |Vu| € Lp(')Q} . (1.12)

Cet espace est un espace de Banach par rapport a la norme :

| w ”WLPO(Q):” u ||p(~) + || Vu ||p(~) :

Nous définissons I'espace W, * © (Q) comme étant la fermeture de C5°(£2) dans W0 (Q).
Nous notons ici que l'espace VVO1 P (')(Q) est généralement défini d’une maniere diffé-
rente pour le cas de 'exposant variable. Cependant, les deux définitions sont équivalentes
(voir [13]).
Le dual de W, *"(Q) est défini comme W 1’p/(‘)(Q); de la méme manicre que les
1

espaces de Sobolev classiques, ol OTro T 1.

14



1.5 Propriétés essentielles

Lemme 1.1 (/6]) Pour tout u € LP® (), les relations suivantes sont verifiées :

1. | ulp<l(=1>1) & Ay (u) < 1(=1;> 1), (1.13)
2. I llpy< L=l w )< Apy(u) <[lu 17

I llpy> L=l w )= Ay (u) 2w 175 (1.14)
3. I wllpy= 0 Apey(u) = 0 [ w flp()— 00 & Ap(y(u) — oo, (1.15)

Lemme 1.2 (/29]) Pour tout u € Wol’p(') (Q), si p satisfait la condition (2.2), la p(.)-

iméqgalité de Poincaré

| [p@) < Cll Vu |lpe) - (1.16)
est vérifiée, ou la constante positive C' dépend de p et de §2.

Remarque 1.2 Notons que l'inégalité suivante

/|u|p(x)dx§C'/ V| d, (1.17)
Q Q

n’est pas vérifiée en générale.

Lemme 1.3 (/13]) Soit Q un domaine ouvert (qui peut étre non borné) dans R"™. Si

15



p(z) : Q — R est une fonction continue de Lipschitz satisfaisant

1 < p<pt<o,
k
et r(x) Q) — R est mesurable et satisfait
pa) < 7le) < p() = O €
- n — kp(z) ’

alors il existe une injectiotion continue WHP@(Q) — L@ (()).

16
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Chapitre 2

Existence de solutions faibles

2.1 Description du probléme

Soit & C R™ (n > 2) un domaine borné Lipchitzien et Qr = Q x (0,7, 0 < T' < oo,

considérons le probléme suivant

)
|ug|Pug + Au 4+ Augy + fot g(t — 8)Au(s) ds + |uy|™" @2y, = [uP® =2, (z,t) € Qr

u(z,t) =0, (z,t) € Sr,

u(z,0) = ug(x), ur(z,0) = uy(x), v € Q,

K (2.1)

ol St désigne la limite latérale du cylindre Q.

Nous supposons que les exposants m(x) et p(z) verifient les conditions suivantes :

17



1 < m =essinfm(z) <m(z) <m' = esssupm (z) < oo, (2.2)

z€ Q z€
1 < p =essinfp(x) <p(x) <p" =esssupp(z) < oo. (2.3)
z€ Q) z€e Q

De plus m(z) et p(x) sont continus sur €2 avec un module logarithmique de continuité :

V2, € Q[ z =<1 [m(z) =m (&) [+ [p(2) —p(E) [Sw(lz—-£]), (2.4)
ou
lim supw (7) lml =(C < +o0. (2.5)
T—0F T

Nous supposons aussi que

(H;y) : p est une constante qui satisfait

in>3
n_QSIn_

etp > 0sin=1, 2.
(Hy) : g: IRy — IR, est une fonction bornée de classe C! qui satisfait

g(0) >0, 1—/ g(s)ds =1>0.
0

18



(Hs) : 1l existe & > 0 tel que

g'(t) < =&g(t), t >0.

Le résultat principal de ce chapitre est donné dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 Soit ug, u; € H}(Q) données. Supposons que les exposants m (), p(z)
verifient les conditions (2,2) — (2,4). Alors le probléme (2,1) a au moins une solution
u: Q% (0,00) — R telles que u, u', u" sont dans la classe L™ ((0,00); H § (Q)), et l'une

des conditions suivantes est vérifiée :

(A1) 2 < p <p' <max{n, np boo2<m <mt <p;
n—p-

2n
n+2

3p~ —2
P

(A2) max{l, } < p <pt<2, 1<m <m'<

2.2 Approximation variationnelle

H}(Q) est un espace de Hilbert séparable de dimention infinie, d’aprés la proposition

12.1.15[2], il existe une base hilbertienne orthogonale {wj;}52, de Hj(Q) telle que

—ij = )\jwj, T € Q,

w; = O, x € 0f).

19



Notons par Vj, le sous-espace engendré par les k£ premiers vecteurs de la base
{w}s2, (Vi = Span{wy,....,wy}). Par normalisation, nous avons | w; [[o= 1.
Multiplions I’équation (2.1) par une fonction ¢ € Vj, et intégrons sur 2, ensuite défi-

nissons 'opérateur

¢
< Lu,p >= / {|ut|putt¢ +VuVep+ Vuy Vo — / g(t — s)Vqubds
Q 0
+|ut]m(x)—2ut¢ — a|u|p(“”)_2u¢] dz, ¢ € V.

k
Pour tout entier k donné, on considére la solution approchée uy, = > cf(t)w;, qui satisfait
i=1

< Lug,w; >=0, 1 =1,2, ...k
(2.6)

ur(0) = uok, ure(0) = ugg,
ou

k k

Uok = Z(Uo,wi)wi, Uik = ZWL wi)w; et oy, — g, Uy — g dans Hy(Q).
i=1 =1

Le probléme(2.1) est approché par le systéme de k équations différentielles ordinaires

suivant

20



(o) wi) |7 (e (1), w:)" = =Xick(t) + A [y gt — s)ck(s)ds

1S @), w) 702 (SADY, w)
z:lk i=1 (27)
| (S eke)w) 177 (D0, w3),

D’apres le théoréme des systémes des EDO, le probléme (2.7) admet une solution unique
cF(t) sur [0,t], ot #, > 0. Alors nous pouvons obtenir une solution approchée wuy(t)
pour(2.1) dans Vj, sur [0, t]. Cette solution peut étre étendue a [0, T, pour tout 7" > 0,

donné par ’estimation ci-dessous.

2.3 Estimations a priori

Dans cette section, nous établissons quelques estimations a priori utiles.
En multipliant I’équation (2.6) par (cF(¢))’ et par somation par rapport 4 i, on obtient

la relation

2
4 (o g 1255 5 1 Vo I3 +5 1 Ve 13) + Jo [ @ da

—4 (f(fg(t —3) fQ(Vuk(s)Vu;ﬂ(t)dxds)) —ad (fﬂ ﬁ | g [P@) dx) —0

(2.8)

En multipliant (2.6) par (cf(t)), en intégrant par parties sur Q7 et en utilisant la formule

de Green, on obtient

21



—/0 g(t—s)/Q(Vuk(s),Vu;(t))dxds = %%(goVuk)(t)

1, ., 1d [t 1
——(gowk)(t)———/g(s)ds | Vg |13 +29(0) || Vg |13, (2.9)
2 2dt J, 2

avec
(60 V)t /m—snw() Vip(s) |12 ds.

En utilisant les relations (2.3)-(2.4) et les hypothéses (Hz)-(Hs), on obtient

d 1 1
(g ok 223 4+ 1 9 1 + 300 V)0

1 t 1
+ — 1—/ sds) Vu 2—a/—u p(”")dx)
5 (1= [ o) 1 vul o [ ]

1 1
= S(goVu)(t) = 59(0) || Ve [5 —/Q|U§g|m(m)dx- (2.10)

En intégrant (2.10) sur (0,t), et en utilisant les hypotheses (2.2) — (2.4), on obtient .

t

1 1 1
o2 |k IIZE IIV 13 + 5 1—/9(8)d8 | Vug |15 + (9<>Vwe)()
0
1
—— | m |p(f€)§ Ch,
p(r)

ot C; est une constante positive dépendant uniquement de || uo ||z, || w1 |5y -

D’aprés le lemme (1.1), nous avons aussi

22



t

1 1 1 1
125 1V 1+ (1= [a(s)ds | I Fue B+ (g Tu) 1)
0

1 1 +

Compte tenu de (H;)-(Hz)-(Hs) et (A1)-(Az), on obtient
i 1532 + | Vg, (15 +(g 0 Vur)(2) < Co, (2.12)

ot Cy est une constante positive ne dépendant que de || ug HH&, || w1 ||Hé,l, p,pt.

Il s’ensuit de(2.12) que

uy, est uniformément bornée dans L>(0, T'; Hy (Q)). (2.13)

u), est uniformément bornée dans L>(0, T’; Hy()). (2.14)

Ensuite, en multipliant (2.1) par (cf(t))”, puis en faisant la somme par rapport a i, on

obtient le résultat suivant

Jo Il o+ 1| Vi 3+ (g i) = = fo, Vs Ve

(2.15)
+ Jo9(t = 5) [ Vur(s)Vuj (t) dzds + a [ [up[P™~2uu)dz.
Notons que nous avons les estimations suivantes pour € > 0.
P P 1 "
| wp|luglade < Co | Jug? 15+ i 5 - (2.16)

23



et

a || Juxl”

' /Vuk.Vu dz| < el Vuj |3 + H Vuy, |5, (2.17)
|— [ gt —s) fo, Vug(s) Vi (t)dads |
$)Vug(s)ds)*dx + € || Vull ||
i Jo Iy (9 k(s)ds) | 2 218)

<el Vup |3 ++ fo s)ds f(f g(t —s) [ | Vug(s) |* dads

l
<e|| Va3 +87229 11 Vuy(s) |13 ds,

(0% (6] _ 2
O 2w (1< ae || ug 15+ I Tl [3< ae || a3 +E/Q (w2 u) " do.

4e
(2.19)

Du lemme 1.2, nous avons

et

[l 15 C* | Vg |15, (2.20)

/(|u;|p<$>—2uk)2dx _ /|uk|2<p(x>—1>ukdx
Q Q

< max{/ |uk|2(”__1)dm,/|uk|2(”+_1)dx} (2.21)
Q Q

< max {C"% T | Yy [[570, 05 || Vg |57}

24



ou C, C* sont des constantes d’injection. En tenant compte de (2.15)-(2.21), on obtient

Ce oy IVugda + L [, |uf2dz + (1 — 26 — aeC) || Vil ||2 +4 (=L

m(@) |u;<; |m(x))

< e | Ve 3 +5522 f7 1 Vu(s) 3 ds (2.22)

w1 1 w1 1
+max {O"T D | Vg |77, O | Vg [777

En intégrant (2.22) sur (0, t), en utilisant (2.12) et le lemme 1.3 on obtient

t
ceTc§P+4i/ | |2 de+ (1= 26 — aeC) /H Val |2 ds
€
0
1 1 m(x)
- < = — )
+/m(x)\uk| dr < L (CH(-DgO)T)+Ch (2.23)
Q

ou Cy est une constante positive dépendant uniquement de || u; || Hi- En prenant «, €

suffisamment petit dans (2.23), on obtient I'estimation

1 I m(x
o A e A (2.04)

Dong, selon le lemme 1.1, nous avons

. 1 1
& e dsmin g i f <G @29

ot C5 est une constante positive ne dépendant que de || ug ||z, [| w1 |2, 1, 9(0), T-
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2.4 Reésultats de convergence

D’apres 'estimation (2.25), nous avons

u}, est uniformément bornée dans L*(0,T; Hy(f2)). (2.26)

De (2.12)-(2.14) et (2.26), nous déduisons qu’il existe une sous-suite u; de uy et une

fonction u telle que

u; — wudans L=(0,T; H}(Q)), (2.27)
u; — wdans LP (0, T; WP®(Q)), (2.28)
u; — ' dans L*(0,T; Hy(S2)), (2.29)
uf — " dans L*(0,T; Hy(Q)). (2.30)

Ensuite, nous allons traiter le terme non linéaire. D’apres le théoréme de Aubin-Lions,
voir [23], suivant (2.29) et (2.30) il existe une sous-suite de u; toujours représentée par la
méme notation, telle que u; — u' dans L?(0,T; L*()),ce qui implique que v, — u’ p.p

dans  x (0,7),Ainsi, de (2.27) - (2.30), nous avons

wifPul = Ju'[Pu” dans Q x (0,T), (2.31)
;PO 20, —  |ulP72 4 dans Q x (0,7), (2.32)
luf @2y @72y pop. dans Q x (0, 7). (2.33)
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Maintenant nous allons montré le théoréme 2.1

Preuve. D’apres les estimations a priori et les résultats de convergence vus dans les
sections précédentes, en multipliant (2.7) par ¢(t) € C(0,7T") (ou C(0,T") est ’espace des
fonctions C'™ a support compact dans (0,7")) et en intégrant le resultat obtenu sur (0,7),
on obtient

< Lug,w;op(t) >=0, i =1,2, ..., k. (2.34)

Notons que {w;}%°, est une base de H} (). La convergence (2.27)-(2.33) est sufisante

pour passer & la limite dans (2.34) pour avoir
t
|ut\putt—Au—Autt+/ g(t—5)Au(s)ds+|u| ™ 2u, = |[u[P@~2u, dans L*(0,T; H}()),
0

pour un 7' > 0 arbitraire. D’apres (2.27) - (2.30), on déduit que u;(0) — u(0) dans
HY(9), uy(0) — ' (0) dans H ().

Ainsi , on a u(0) = ug, u1(0) = wu;. Alors on conclu, la preuve du théoréme 2.1. m
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Chapitre 3

Explosion de solutions

Dans ce chapitre, nous allons montrer le résultat principal concernant I’explosion des

solutions donné dans le théoréme 2.1. Pour cela, on définit

t
B(t) = 55 w1553 +5 1 Vue B +5 (1= Jo g(s)ds) | Vu |3

(3.1)
+3(go Vu)(t) — 5 T ullp,
ou
> b_1 p? — 2p 1
(gow)(t) = / g(s)v(t —s)ds < —2 = =1-—7 (3.2)
0 F-l+g (-1)° (p—1)°
Lemme 3.1 (/25]) La fonction énergétique modifiée satisfait la solution de (2.1)
! 1 / 1 2 m 1 /
E(t) < 5(g 0 Vu)(t) = 59(t) || Vult) [l = | w [ln= 5(g o Va)(t). (3.3)

28



Lemme 3.2 Supposons que

2(n—1)

> 3. 3.4
n—2 = (3-4)

max{m, p} <

Alors il existe une constante positive C' > 1 dépendant uniquement de ) telle que pour

tout u € H} () et2<s<p, ona

T i< UMV lz + 1w llp)- (3-5)

Preuve.
L oSi|| w [[,< 1alors || u [|5<]] w ||2< C || Vu [[3, selon les théorémes d’injection de
Sobolev.
2. 8i | u[[,> 1 alors || u [|P<[[ w7 .

D’ou la relation(3.5) m

Posons

Dans tout ce qui suit, nous utilisons C' pour désigner une constante positive dépendant

uniquement de . Comme résultat de (3.1) et (3.5) nous avons

Corollaire 3.1 Supposons que les conditions du lemme 3.2 sont verifiées. Alors nous

avons l'inégalité suivante pour tout t € [0,T")

lu < C=HO = [ ue 543 + 1| Ve 3 = | Vu |3 =(g 0 Vu)(O)+ [ u ). (3.6)
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2("__21), n > 3, supposons de plus ug, u; €

Hi () et E(0) < 0. Alors la solution du théoréme 2.1 explose en temps fini

C(1—a)
~ eyaLa (0)

*

Preuve. En multipliant ’équation (2.1) par (—u;) et en intégrant sur {2 on obtient

%{—ﬁ fo "2z = § o IVafde = § o [Vl + 2 oo

+ [T gt — 8) [y Vu(t)Vu(s)dads = [, Ju,|™dz,

(3.7)

pour toute solution réguliere. Ce résultat peut étre étendu aux solutions faibles par

densité. Mais

/t (t—S)/Vut()Vu( )dzds
= //Wt [Vu(s) U(t)‘dl’ds‘i‘/otg(t—s)/Vut(t).Vu(t)dxds

_ 2/ t—sdt/]Vu )\dxder/ <dt2/\w |da:>ds
- _%%U t—s/|Vu )]dxds]JrgE{/ /Wu \d:cds}

/ (t—s) /|Vu — Vu(t)|? d:cds——g /|Vu )|?dxds. (3.8)
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En remplagant cette derniére relation dans (3.7) on obtient

T
_li / (t — s) /|Vu u(t)|*dzdr +—— / /|Vu )[*dzds
2 dt 2dt | J,

/Q|ut|md:zc — 5/ (t—s / |Vu(s) u(t)|Pdwds + ;g( t) | Vu(t) ||*.  (3.9)

En utilisant la définition de H(t), I’estimation (3.9) devient

’t):/9|ut|mdx—%/ (t— ) /|Vu u(t) 2dzds —l—;g( B || Vu(t) 2> 0.
(3.10)

Par conséquent, nous avons

1
0<HO)<H({) <= [ul}. (3.11)
p
On défini
L(t) = H'"(t) + L/ |ug|Pugude + 8/ Vu.Vudz, (3.12)
p+1Jq Q
ou ¢ sera choisi petit et
O<a< P~ )
m—1
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En prenant la dérivée de (3.12) et en utilisant (2.1), on obtient

L(t) = —5(1— @) H(t) [y 9'(t = 5) [ [Vu(s) = Vu(t)*dxds
(1= @) H(t) { fq [us " + 3g(t) || Vult) P} + 555 [T 543 — | V|13 (3.13)

+e || Vug |3 +¢ [ gt — s) [, Vu(s).Vu(t)ds — & [, |u|" 2w dz+e || u |2

En utilisant I'inégalité de Young, et la relation (3.1) pour remplacer [, [u(z,t)[Pdz, alors

(3.13) devient

L) = (1= ) B0 (0) | e I 4557 e 1523 == (1= [y g(s)ds) || Vu |3

+e || Vg |13 —en(g o Vu) — 4 =[5 g(s)ds || Vu |13 —¢ [, [ue ™ 2upudzs + €2(g o Vu)
e (PH() + 25 e 133+ | Ve I3 +5 (1= Jy 9(s)ds) || Vu )

> (L= a)H' () | w7+ (51 + 23) e 535 +epH()

+(E-1) = (5-145) fi9) | Vuld+e (G —n) (g0 Vu) +e (5 +1) | Vu 3
(3.14)

pour un certain nombre 1 avec 0 < 7 < £. En utilisant (3.2), 'estimation (3.14) devient

L(t)> (1= a) B2 () w5 +e (G + 525 ) w1553

(3.15)
+epH(t) + cai(g o Vu) + eay || Vu |3 +eas || Vuy [|3 —¢ [ [ ?uu de,

ou

1 t
al:]_)_77>()’ a2:(]—)—1)—(2—j—1+—>/g(S)d8>0, a3:g+1>0.
0
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Pour estimer le dernier terme de (3.15), nous utilisons a nouveau I'inégalité de Young

XYS%XT—F%Y‘I, X,Y >0, pour tout 4 > 0, %—i—%:l,aVeC?“:metq:(mnil)'

On a donc

_ oM m—1__—-m_
bl e > TS
si on remplace dans (3.15), on obtient pour tout 6 > 0

L(t)> [(1 = a)H o (t) = 226 | || u |7 +eag | Vg [§ —22 | u |
(3.16)

+e (p—il + ﬁ) | e 1955 +epH(t) + car(g o Vu) +eaz || Vu |[3 .

L’inégalité (3.16) reste valable méme si § dépend du temps puisque 'intégrale est prise
sur la variable z. Par conséquent, en prenant o tel que o oD = kH ~*(t), pour un k

grand qui sera determiné plus tard, et en remplacant dans (3.16) on obtient

(8) 2 [(1— o) — m2tek] Hoo0) [ I+ () 1 1632
+eai(go Vu) +eas || Vu |3 +eas || Vg ||3 + (ﬁ) (K7 Vess (3.17)

te [pH() = S @) ]
En utilisant (3.11) et I'inégalité|| u [|;;< C || u ||;*, on obtient

a(m— m 1 a(m—1) m—+4ap(m—
HO () (| u < (]—)) C | w [yrertm=),
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donc, a partir de (3.17), on obtient

L'(t) > [(1—a) — 2=tek] H(t) || ue |17

+e (m + pg) | 1555 +ear(g o V) + as || Vu |[3 +eas || Vu |3 (3.18)

—m a(m—1) m+ap(m—1
e [pH(t) = 1) u e

m

Maintenant, nous utilisons le corollaire 3.1 pour s = m + a(m — 1) < p, on déduit de

(3.18) que

L'(t) = [(1— o) = =5tek] H7(0) || ue |I7;
e (R 525) w153 +eaa(g 0 V) + 20 || Vu [ +2as || T |3
telpH (1) — Cok" " {=H ()= || e g5z + || Ve 5 = | V|3 —(g 0 Vu)()+ [ w [[2}]

> [(1— ) = =Lk H(0) | e g+ (i + 225+ Ok ) w133

pt1 p+2 p+2

+e(ar; + C1k' ™) (g o Vu) +e(ag + C1E™) || Vu |13

t+e(ag — Cyk=™) || Vg |2 42 (p+ Cyk'=™) H(t) — eCyk™=™ || u ||2,
(3.19)

a(m—1)
ou C = G)) C'/m. En notant que

1 1 1 1
H(t) > ——— | Vg 2 == || Vu |2 == (g0 V) + = || u |2,
(t) = p+2\| U o2 =5 I Ve [l =5 [ Va [z =5 (g 0 u>+pHUHp
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En écrivant p = 2a4 + (p — 2a4), ou ay = min {as, a, ag}, I'estimation (3.19) donne

@) > [(1—a)—2=Lek] Ho(t) || u ||
ve (b + O —an) e 1533 +e (20— k=) L u g

te(a; — C1k' ™™ — aq)(g o Vu) + e(az + C1k'™™ —a4) || Vu ||3

+5(CL3 — Clkl—m — CL4) H Vut Hg —i—é‘(p + Clkl—m — 2@4)H<t>

On choisit & suffisamment grand, alors (3.20) devient

L'(t) > [(1—a) — 2ek] H(t) || u Iy,

ey [HE)+ [ e llp3z + | Vae 13+ 1| Vull3 +(g 0 Va)(0)+ [ w 2],

(3.20)

(3.21)

ot v > 0 est le minimum des coefficients de H(t),|| u |3, || v ||} et (g o Vu)(t) dans

(3.21). Si on fixe k (donc ), on choisit ¢ suffisamment petit alors

et
€

L(0) = H'(0) + P

/ |ug|Puquode + 5/ Vuy.Vugdxr > 0.
Q Q

Donc (3.21) devient

L'(t) 2 ey [H(O)+ w52 + || Ve I3 + 1| Ve |15 +(g 0 V) O+ [| e 5] -
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Par conséquent, nous avons L(t) > L(0) > 0, pour tout ¢ > 0.

Maintenant, nous estimons
\/Q!ut!”utudx <[l e 5520w llpsa< C Hl ue 152530 [lp,

nous avons

p1
1

_1 T— % p,ilﬂ %
| [t [P < |15 < 0 (H w 1557w )

1-a)(p+2)

ol }% + 5 = 1. On choisit 1 = ( i (> 1), alors

0 p+2
—a (-a)p+2-(+1 7

En utilisant le corollaire 3.1, on obtient pour tout ¢ > 0
1
| / Jue|Puuda |5 < C [H(t) [|ue 15752 + | Ve |3 + | Vo [l3 —(g 0 Va) (0)+ || e |12]
Q

Par conséquent,

Lﬁ(t) = (H'"7(t) + ﬁ Jo luePuudz + [ Vut.Vuda:)ﬁ

2

< C |l llp5 +HO+ || Vae |5+ (| Va7 + [[u |, V= 0.

(3.23)
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Comme

2 9 P
172a< Cm < —H t

il résulte de (3.23) et (3.24) que

_1
Lra(t) < [l 1975 + || Ve 13+ | w 3] ,VE > 0.

La combinaison des relations (3.22) et (3.25), donne

En intégrant (3.26) sur (0,¢) on obtient

L7a(t) > — ! :
Li==(0) — eyta/|C(1 — )

Ceci montre que L(t) explose en temps fini.

C(l—a)
- evaLﬁ(O)'

*

Ce qui termine la preuve. m
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(3.27)
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons établit ’existence de solutions faibles d’une équation
hyperbolique viscoélastique non linéaire & exposants variables, en utilisant la méthode
de Galerkin.

Ensuite, nous avons montré que sous certaines hypotheses et conditions appropriées

sur m et p les solutions faibles de cette équation explose en un temps fini.
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