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Résumé

Dans ce travail, nous considérons un probleme d’identification d'une source indépen-
dante du temps de I'équation parabolique compléte dans R" a partir de données bruitées.
C’est un probleme mal-posé au sens d’'Hadamard. Pour compenser le facteur qui cause
I'instabilité, une famille d’'opérateurs de régularisation paramétrique est introduite, ou la
regle pour sélectionner la valeur du parametre de régularisation est basée sur un choix a
priori. Cette regle, connue sous le nom de régle de choix des parametres de régularisation,
dépend du niveau de bruit, des données et du degré de régularité que I'on suppose pour
la source. La preuve de la stabilité et la convergence de la méthode de régularisation est
présentée et une estimation d’erreur de type Holder est obtenu. Des exemples numériques

sont inclus pour illustrer l'efficacité de cette approche de régularisation.

Mots-clés : Problemes mal posés, problemes inverses d’identification, régularisation.
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Abstract

In this work, we consider the problem of identifying the time independent source for
full parabolic equations in IR” from noisy data. This is an ill-posed problem in the sense
of Hadamard. To compensate the factor that causes the instability, a family of parametric
regularization operators is introduced, where the rule to select the value of the regularization
parameter is based on a priori parameter choice. This rule, known as regularization parameter
choice rule, depends on the data noise level and the degree of smoothness that it is assumed
for the source. The proof for the stability and convergence of the regularization method is
presented and a Holder type bound is obtained for the estimation error. Numerical examples

are included to illustrate the effectiveness of this regularization approach.

Keywords : Ill-posed problems, identification inverse problems, regularization.
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Introduction

Le probleme d’identification des sources a été étudié et analysé dans différentes do-
maines des mathématiques appliquées au cours des dernieres décennies. Des applications
peuvent étre trouvées dans les problemes liés a la conduction thermique [2], 'identification
des fissures [13], la prospection géophysique [1], la détection de contaminants [12] et dé-
tection des cellules tumorales [10]. La détermination des sources s’avere étre en général un
probléme mal posé au sens d’'Hadamard [5] puisque la solution ne dépend pas contintiment

des données.

Parmi les outils les plus significatifs utilisés pour déterminer une source, on peut trouver
dans la littérature, la méthode de convexité logarithmique [11], la méthode des fonctions de
Green [6], la méthode de résolution fondamentale (MFS) [7]. En ce qui concerne le terme
de transport dans les équations différentielles paraboliques, il y a peu d’articles publiés pour
le cas général, la plupart des articles disponibles dans la litérature centrés sur I'équation
de la chaleur. De nombreux articles analysent des cas particuliers avec des simplifications
ou des restrictions sur les modeles mathématiques, sur le type de source, les conditions, la

frontieres ou le domaine.

D’autre part, les méthodes de régularisation [3} 8] jouent un role important dans I'estima-
tion des solutions instables. Les approches les plus utilisées sont la méthode de régularisation
itérative, la méthode simplifiée de régularisation de Tikhonov, la méthode de de trancature
de Fourier, méthode de mollification. REcemment, le probleme d’identification du terme
source a été résolu par la méthode de quasi-réversibilité, voir [9]. Cette méthode peut étre
utilisée pour les équations paraboliques non linéaires, la différence de ce manuscrit sont les

données d’observation.
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Introduction 2

Dans ce travail, le but principal est la détermination, a partir de mesures bruitées ef-
fectuées a un temps fixe arbitraire, de la fonction f a valeurs réelles de n variables réelles,
indépendante du temps, pour une équation de transport dans un domaine non borné. C’est
un probleme mal posé au sens d’'Hadamard. Une famille d’opérateurs de régularisation est
concue pour compenser les facteurs qui provoque l'instabilité de 'opérateur inverse. La
régularisation proposée donne une famille de problémes bien posés qui converge vers le
probleme mal posé initial. La stabilité et la convergence de cette méthode de régularisation
sont analysées et une borne de type Holder est dérivée pour I'estimation d’erreur. Afin d’illus-
trer les performances de la méthode de régularisation, quelques exemples numériques pour

le 1D et 2D sont inclus.
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CHAPITRE

Rappels et notations

Lobjectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront utilisés

tout au long de ce travail.

1.1 Préface

Dans les problemes directs de physique mathématique, les chercheurs tentent de trouver
des fonctions exactes ou approximatives qui décrivent divers phénomenes physique tels que
la propagation du son, de la chaleur, des ondes sismiques, des ondes électromagnétiques,
ect.

Dans ces problemes, les propriétés du milieu (exprimées par les coeflicients de I'équation)
et I’état initial du processus étudié (dans le cas non stationnaire) ou ses propriétés sur la
frontiere (dans le cas d'un domaine borné et/ou dans le cas stationnaire ) sont supposées
étre connu. Cependant, ce sont précisément les propriétés des milieux qui sont souvent
inconnues. Ceci conduit a des problemes inverses, dans lesquels il est nécessaire de déter-
miner les coefficients de I'équation a partir des informations sur la solution du probleme
direct. En général, les problemes d’identification de parameétres traitent de la reconstruc-
tion de fonctions inconnues ou d’objets géométriques apparaissant comme des parametres
(coeflicients, frontiere, valeurs) dans les systemes d’équations différentielles. Un probleme
d’identification de parametres est ce qu'on appelle probleme inverse, dans le sens ot il

inverse en quelque sorte le processus de résolution de I’équation différentielle.




1.2 Problemes directs en EDP 4

1.2 Problemes directs en EDP

Systeme T

) { )

(XD =1 s —>Cd D
Entree I Sortie

(sollicitation) (reponse)

FIGURE 1.1 — Probleme direct

Le probléme direct consiste a calculer la réponse d a partir de la donnée des sollicitations

X et des parametres p. Les équations de la physique donnent en général la réponse d comme
fonction implicite de X, p :

G(X,d;p) =0 1.2.1)

La notation G symbolise les équations de la physique du probléme considéré; on parle
parfois du modeéle physique.

Dans la pratique, les données ne sont pas toujours accessible a la mesure. (voir figurel.2)

Vibrabor Truck Recording Channeis 3 Recorder Truck

FIGURE 1.2 — P Pétroliere
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1.3 Problemes inverses d’identification en EDP 5

Potentiels mesurés Potentiels & identifier

F1GURE 1.3 — Thorax

Electrocardiographie Est-il possible de connaitre les valeurs des potentiels électriques
a la surface du coeur ? La frontiere du Thorax est constituée d’'une frontiere externe,(la
surface du thorax), et d'une frontiere interne,(la surface du coeur). Les mesures fournies
par I'électrocardiogramme donnent les conditions aux limites sur la frontiere externe. La
résolution numérique du probléme de Cauchy permet d’identifier les potentiels électriques

a la surface du coeur.

1.3 Problemes inverses d’identification en EDP

Etant donné un domaine ) C R”, on s’intéresse aux solutions u :

us + F(t, x,aﬁiu,...,aizu) =f
Bjj_1ou = gi
u(x,0) = up(x)

A partir d'une connaissance partielle de la solution u de 'EDP (mesures internes, mesures
frontieres), retrouver :

— f,81,--,§3 — ldentification de sources.

— uy — Identification de données initiales.

— F — Identification de coefficients

— () — Identification géométrique.

U. Guelma Département de Mathématiques W Ghouila. F



1.4 Problémes mal posés 6

1.4 Problémes mal posés

Définition 1.4.1. [Hadamard 1923] Soient X, ) deux espaces de Banach, et T : D(T) :
X — Y un opérateur (linéaire ou non-linéaire). Le probleme inverse Tx = y est bien posé
au sens de Hadamard si

Existence : Pour touty € Vil existex € X telque Tx = v.

Unicité : Pour touty € ), il y a au plus une solution x € X.

Stabilité : La solution x dépend continiment de la donnée y.

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le probléeme est dit mal
posé. En pratique, cela veut souvent dire qu’il n'existe pas de solution unique ou que, si elle
existe, une légere modification des données conduit a des solutions trées différentes.

Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et ) est bien stir trés important dans cette
définition. La stabilité est une condition primordiale. En effet, s’il y a un probléme de stabilité,
le calcul numérique de la solution peut devenir impossible a cause des erreurs de mesures
ou d’arrondis. La définition donnée par Hadamard est treés contraignante dans la pratique. 11

faut donc relaxer la définition d’'un probléme bien posé.

Définition 1.4.2. [Lavrentiev 1959] Soit T : D(T) : X — ) un opérateur fermé, densé-
ment défini. On dit que le probleme Tx = y est conditionnellement stable (ou correct au

sens de Tikhonov) sur M C D(T) s’ il existe une fonction
w : Ry — R4, continue en 0 avec w(0) = 0,

telle que l'on ait ||x; — x1|| < w(||Txa — Txq|]), Vx1, xp € M.

L'ensemble M est appelée ensemble des informations a priori (ou ensemble des contraintes).
Lappartenance de u a M signifie certaine régularité ou certaine bornitude vérifie par la

solution u.

Exemple 1.4.1. Considérons le probleme de Cauchy pour I'équation de Laplace

0° 0°
32t y) + a_y2”(x’y> =0, (xy) € Rx(0,00),
u(x,0) =0, x € R, (1.4.1)

dyu(x,0) = Pe(x), x €R,

U. Guelma Département de Mathématiques % Ghouila. F



1.4 Problémes mal posés 7

ol ¢ (x) = esin <%>,s > 0.

On vérifie aisément que u,(x,y) = esinh (%) ¢¢(x) est une solution du probleme

(2.2.14]). On remarque que (pour tout x fixé)

lim ¢ (x) = 0 mais lim u,(x,y) = oo.
e—0 e—0

Ce qui prouve que les solutions des problemes (2.2.14)) ne dépendent pas contintiment

des données initiales, d’ou le probléme est mal posé au sens de Hadamard.

Exemple 1.4.2. Considérons le probleme rétrograde pour I’équation de la chaleur

9 0°

gu(x, t) — Wu(x, t) =0, (x,t)€(0,m)x(0,T),

u(x, T) = (x), 0<x<m, (1.4.2)
u(0,t) = u(m,t) =0, 0<t<T,

o1 € L?(0, 77) est une fonction donnée.

Ce probléme consiste a déterminer u#(x,0) = uy(x) (condition initiale inconnue), sa-
chant que le champ de temperature u(x, t) vérifié ([1.4.2)). Par la méthode de Fourier, on peut
expliciter la solution du probleme ({1.4.2)) sous la forme :

u(x, t) =Y eT=0m e (),
n=1

ou 1, est le coefficient de Fourier d’ordre n de ¢, donnée par :

P = (P, en) = \/g /O " p(x) sin(nx)dx avec eq(x) = \E sin(nx).

Soit ¢(x) = u(x,0) la température initiale. Alors d’apres I'égalité de Parseval, on a:

o
2 2 2
ol =Y & [al”.
n=1

On considere maintenant le probléme ([1.4.2]) avec des données bruitées ¥y (x) = P(x) +

U. Guelma Département de Mathématiques %f Ghouila. F



1.4 Problémes mal posés 8

1
Eek(x). On remarque que

1.2
1 er

P — oosik — oo.

[ — || = 0sik — co mais ||gr — ¢|| =

On voit tres clairement que le probléeme rétrograde pour I’équation de la chaleur ( pro-
bleme ((1.4.2)) ) est instable donc mal posé.
La solution de I'équation de la chaleur avec la condition initiale ¢(x) = u(x,0), telle que

@ € L2(0, 7r) est donnée par la formule :

7T2°°

Z et sin(nx) sin(ny)]¢(y)dy.

Ze “puen(x —/

Ainsi, u est solution du probléme (|1 si et seulement si ¢ satisfait 'équation de

Fredholm de premiere espéce :

Ko = ¢/ (xy)ey)dy =¢(x), 0 <x <,

ottk(x,y) Z e~ T sin(nx) sin(ny).

Lopérateur 1ntegral K est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’ou K~ nest pas

borné. Ce qui montre le caractére mal posé du probleme ([1.4.2)).

Exemple 1.4.3. Soit 'opérateur A défini par
X
A:C([0,1;R) — C([0,1; R, (Au)(x) = / u(t)dt,x € (0,1).
0

Il est facile de voir que si f € C([0,1];R) et f(0) = 0le probleme Au = f est équivalent

u(t) = (ALf)(t) = f'(1).

On considére maintenant le probleme Au = f avec des données bruitées f‘s(x) =

f(x)+dsin (%) ol1d € (0,1). On remarque que

Hf‘s—fHoo — 0sid — 0 mais Hu(s—uHoo = 2 Hsm (52>H _>00515_>()

On voit tres clairement que le probléme Au = f est instable donc mal posé au sens de

U. Guelma Département de Mathématiques %f Ghouila. F



1.4 Problémes mal posés 9

Hadamard.

Exemple 1.4.4. Considérons le probleme de Cauchy suivant

A2
() = f(1), te(0,T), (1.4.3)
u(0) =0, 710 =0,

Supposons maintenant que la fonction f(#) est inconnue, mais la fonction u(t) peut étre
mesurée a tout instant ¢ (ou en certains points de I'intervalle (0, T). Notre question est de
reconstruire f(t) a partir de u(t).

Considérons les perturbations de la solution au probleme direct :

() = u(t) + %cos(nt).

Ces perturbations correspondent a la fonction f, (), olt

fu(t) = f(t) —ncos(nt).
On remarque que
|un — 1), = O0sin — oo mais ||f;, — f||,, — cosin — oco.

Le probléme inverse de trouver f a partir de u est instable donc mal posé.

On remarque d’apres les exemples donnés, qu’il y a deux questions sérieuses liées a cette
catégorie de problémes :

1- Lanon unicité. Pour cette question, il nous faut des informations supplémentaires sur
la solution et une bonne connaissance de la nature physique du probléme, pour récupérer
I'unicité.

2- Linstabilité. Ce caractere est le plus problématique, surtout dans I'implémentation
numérique. Cela veut dire qu’il est impossible de donner un schéma numérique convergeant
et stable quel que soit la performance de la méthode proposée. Pour traiter ce caractére
d’instabilité, on régularise par un probleme proche (dans un certain sens) qui est stable.

Les méthodes de régularisation sont variées, chaque probléme nécessite un traitement

U. Guelma Département de Mathématiques % Ghouila. F



1.4 Problémes mal posés 10

spécifique selon sa complexité et son degré de mal position (Pour une bonne référence sur

les méthodes de régularisation, on cite le livre de H.W. EngelE[).

1. Engl. H. W, Hanke, M. Neubauer. A, 1996. Regularization of inverse problems. Vol. 375. Springer Science
& Business Media.

U. Guelma Département de Mathématiques % Ghouila. F



CHAPITRE

Probleme inverse d’identification de source

2.1 Position du probleme

Soit le probléme d’identification de source f pour I'’équation parabolique suivante :

up(x,t) = a’Au(x, t) — B.Vu(x,t) — qu(x,t) + f(x),x € R",t >0
u(x,0) =0, (2.1.1)
u(x, ty) =y(x),x € R", ty >0,

ot a?, n > 0,B € R" sont des constantes données, A est 'opérateur de laplace,V l'opérateur

nn

nabla (gradien) et "." est le produit scalaire usuel dans R".

Remarque 2.1.1. — La premiere équation dans le probleme est une équation parabo-
lique linéaire a coefficients constants
— Lexistence et 'unicité de la solution du probléme a été donné dans [29 :Th 3.1(pages

137-138)]
Hypotheses

H; Onsuppose que u(.,t), f(.) € IL2(IR") et qu'ils sont des fonctions inconnues

H, On suppose de plus que y(.) € IL?(R") une fonction donnée.

Dans la pratique généralement cette fonction est mesurée avec un niveau de bruit J,

U. Guelma Département de Mathématiques % Ghouila. F



2.1 Position du probléeme 12

c-a-d, il existe une fonction y; € IL?(R") vérifiant la condition suivante :
1y =vsllogny < 90 0<d<dm (2.1.2)

ol 41 € R représente le maximum du niveau de bruit.

Remarque 2.1.2. Dans la pratique, dp; peut étre estimé a partir de I'erreur commise par les
instruments de mesure.
Dans le but de simplifier les calculs, I'analyse du probleme (2.1.1) est effectuée dans I'espace

des fréquences par 'utilisation de la transformée de Fourier.
Définition 2.1.1. Soit g € IL?(IR"). La transformée de fourier de g est définie par :

F(g) =3 = (\/%)n /]R” exp(—i¢.x)g(x)dx ¢ x e R"™ (2.1.3)

Alors

Fu(x,t)) = (&, t) = (—) /IR exp(—ig.x)u(x, t)dx, (2.1.4)

Flus(x,t)) = (&, 1) — (\/%) /}R Cexp(—igxui(x Hdx,  (2.15)

= —iEa(Et) (2.1.6)

Fcﬁﬂ = —CTu(g,t)

ox?
%u
Flz= | = —&u(¢)
(89(%) 2
92 . N
F(axbzl) = 220G D), (2.1.7)

U. Guelma Département de Mathématiques %f Ghouila. F



2.1 Position du probléeme

en regroupant les derniéres équations , on obtient

u  d%u o%u
F(A = F|l—4+—+4+..4+=—
(Au) <8x% + 0x3 et 8x%>

= —@G+S+ .+
- —Jelae,

enfin la transformée de Fourier de I'opérateur V s’écrit

Ju Ju ou
F(Vu(x, t)) = F (a_x11 a_xz,-.-/ E)

ou Ju du
= (—ig11l, —ioil, ..., —iCnil)

= —ifi(E 1)

13

(2.1.8)

(2.1.9)

D’apres les relations (2.1.3), (2.1.4), (2.1.5), (2.1.6), (2.1.7), (2.1.9) et (2.1.8), le probleme (2.1.1)

devient
[ @& 1) = —a? ISP A )+ iBEA(E, 1) — 7S, 1) + F(©)
u(¢,0)=0
| (& ) = §(0)
puis (
(G, t) = (—a® |[g]* + i — (G ) + f(E)
(P) i(2,0) =0
(g, to) = (&).
On note parz(&) = —a? ||Z||* 4 iB.& — 1, alors 'équation suivante

-~

ur(8,t) = —z(Q)u(g, )+ f(2),

est une équation différentielle ordinaire non homogeéne du premier ordre.

(2.1.10)

(2.1.11)

(2.1.12)

U. Guelma Département de Mathématiques

%f Ghouila. F



2.1 Position du probléeme 14

Commencons par résoudre I’équation homogene associée

L/l\t(gl t) = —z(é)ﬁ(@, t)/

qui donne par un calcul simple

Infi(g,t)] = —z(@)i+a

up(&t) = kexp(=z(&)t), ot k= exp(c1),

en utilisant la méthode de la variation de la constante, la solution particuliere est donnée

par:

up(G,t) = k(t)exp(=z(0)t)

2T = Kb exp(~=(@)) ~ K2() exp(~2(2)1),

en remplacant dans I’éqution différentielle du probleme (2.1.11), on obtient :

-~

K () exp(—z(8)t) — k(t)z(Z) exp(—z()t) —2(Ok(t) exp(—z(8)t) + f(C)

I
K(t) = F(©)exp(z(@)t)
\U' o~
k(t) = jz%exp(z(é)t), (2.1.13)
donc
u(,t) = i+
= kewp(-=(0)) + L& explal@n) exp(-2(0))

= . (2.1.14)

U. Guelma Département de Mathématiques %f Ghouila. F



2.1 Position du probléeme 15

Pour déterminer la constante k nous utilisons la condition initiale #(¢,0) = 0, ce qui donne

ey L k@ F@
)
\U, o~
_ _f©
k = Z(g) (2.1.15)
alors la solution s’écrit
o —f(5) exp(—z(&)t) + f(¢)
(&0 @
_ 1—exp(—z(d)t) 7
G
De plus, comme (&, tg) = (&), alors
u(g, to) = y(¢)
1—exp(—z(&to) 7/x _ -
e = e
' (©)y(¢)
o _ z(§)y
©) = Tep(—=@n)
f8) = A7) (2.1.16)
A(Z) =(0) (2.1.17)

ici i/ est une donnée exacte.

2.1.1 FEtude de stabilité

Mais dans la pratique i/ est mesurée avec un niveau d’erreur J telle que
17— g5l <600 0<6 <y

et
oM E Rj_
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2.1 Position du probléeme 16

le f; estla source bruitée (entachée) a cause des mesures expérementales. Donc la solution

bruitée est donnée par :

fs(&) = A(8)ys(%). (2.1.18)

Puisque notre objectif est de déterminer la source f et en particulier le niveau d’erreur entre

f et f5,al’aide de lanorme de l'espace L2 (IR™). Alors par I'identité de Parseval on peut écrire

If = il = |[F = 5ol o
= 140)TC) = AT () 2
= 1A0) G0) = 5O g

= A2y 17C) = 752w
< A 2 wny (2.1.19)

Remarque 2.1.3. Pour que l'estimation (2.1.19) tende vers 0 lorsque 6 — 0, il faut que
|A() ||y 2(wn) soit borné.

Mais, comme

14Oz = [, 1A@I 4 2120
alors, on a
_ 2(¢)
4@ = e =
—a? |2 +ipg — 1

11— exp(—[a? [g]]* +iBE — y]to)|

|~ ¢l + g — 7]
1]+ [exp(—(a2 [1€]1* + n)to) | lexp(=iB2)

e’
=1

e +ipe <] 1om

1+ [exp(—(a2 121> + )to)|
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2.2 Stratégie de régularisation 17

Remarque 2.1.4. D’apres (2.1.21)), lorsque
2
el — +oo, 1+ [exp(—(a? 1€]1* +m)to)| — 1

et

a2 |12]]* + B¢ + 1| — +oo,

donc
lim  |A(E)| = +oo

1g]]—>+o0

En combinant cette derniére relation avec (2.1.19), on conclut que [|A(.) || 2gny — +o0 et

par la suite [|A(.)[| 2(gn) n'est pas bornée.

2.2 Stratégie de régularisation

La régularisation des problémes mal posés, due initialement a Tikhonov, cherche a redé-
finir les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée, ...), de fagon
que la "solution régularisée" obtenue par "inversion régularisée" dépende continiment des
données et soit proche de la solution exacte (supposant que celle-ci existe pour des données
proches des valeurs effectivement obtenues par la mesure). En d’autres termes, on remplace
le probleme initial mal posé par un autre "proche dans un sens" du premier et qui est bien
posé.

Considérons le probleme
Tf1 :f2 ou T:H1—>IH2

est un opérateur compact injectif. On suppose que f, € R(T),i.e., le probleme inverse

possede une solution unique.

Définition 2.2.1. Soit 'opérateur T : H; — IH», Une famille d'opérateurs linéaires bornés

Re : Hy — Hj, (€ > 0) est dite "famille régularisante" pour l'opérateur T si

Vfi € Hy, lin}) (ReT) f1 = f1 ,i.e., ReT — I simplement.
€—
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Dans ce travail, on définit R, comme suit

Re : L2(R") — IL2(IR")

~ A -

Remarque 2.2.1. 1l est facile de voir que

(RF(@) = lim —2©) 5y — a@)p(0)

lim =
e—0 e*>01_|_€2||§'||

ii € estappelé le parametre de régularisation

iii les proprétés de la famille {R., e > 0} sont données dans le Théoréme suivant :

Théoreme 2.2.1. Considérons le probléme de la détarmination de la source f a partir de la
donnée mesuréeys a linstant ty > 0, oiLJ est le niveau de bruit définit en (2.1.2).Soit u et f
vérifiant le probleme (2.1.1)) et {Re} .- la famille dopérateur définie en . Alors, pour
touty(x) = u(x, ty), il existe un choix a priori du parametre € telle que le couple (R, €) soit

une stratégie de régularisation convergente pour le probleme d’identification .

A(%)

1+ g|?
pour tout ¢ € R", avec:

Preuve. Puisque est borné, pour tout ¢ € IR” et comme ce facteur est continue

AQ) | _ o2 g1l + B + 1 1
= |12 Ig)*] e |1 exp — (a2 €] + B2 + o 1+ €2 ]|
2 2

e (1
Iz —+o0 €2 || &
o2

= = < +oo. (2.2.2)
€

Alors, pour € > 0, R est un opérateur linéaire continue, de pluson a:

Jim R =47
poury € 1.2 (R™), donc R¢ est une stratégie de régularisation pour A. Cependant, d’apres la
proposition (3.4) ([3]) pour y(x) = u(x, tp), il existe un choix a priori du parametre € telle

que (Re, €) soit une méthode de régularisation convergente pour le probleme (2.1.1).
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La solution régularisée dans I'espace des fréquences est donnée par :

P ( () I
fs,6(S) 1+€2HCH2]/5(C) (2.2.3)

en utilisant la formule d’inversion de fourier, on a I'expression de f;

1 \" . -~
fe) = (=) [ ewlitnRam@e
1 \" . A ~
[
2.2.1 Cas:xcR
Dans ce cas si
u(xo, ) = y(t)
Lemme 2.2.1. Pourw € C, avec R(w) > 0ona:
! < 2.2.5
e T e o

Preuve. Soit w = a + ib, d’aprés les formules d’Euler et la parité des fonctions sin et cos on

obtient :

exp(—w) = exp(—(a+ib))
= exp(—a)exp(—ib)
= exp(—a)(cos(b) —iexp(—a)sin(b)),
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ensuite,on a:

[(1— exp(—w))]2 = |(1—exp(—a)cos(b)) +iexp(—a) sin(b)]2

= (1 —exp(—a)cos(b))* +exp(—2a) sin®(b)
= 1—2exp(—a)cos(b) + exp(—2a) cos?(b) + exp(—2a) sin(b)
= 1+exp(—2a)—2exp(—a)cos(b)

1—2exp(—a) + exp(—2a) +2exp(—a) — 2exp(—a) cos(b)
(1 —exp(—a))*+2exp(—a)(1 — cos(b))
> (1—exp(—a))>. (2.2.6)

En inversant cette derniere inégalité, on obtien le résultat recherché. O]

Lemme 2.2.2. Soit la fonction g : R}, — R donnée par :

X

—_— 0<x<1,
1 —exp(—x)
g(x) = 1

—_— 1< x.

1 —exp(—x)
Alors,

g(x) <2,Vx > 0.
Preuve. — La démonstration de la premieére partie est basée sur un petit déssin. C’est-a-
dire il suffit de tracer la courbe représentative de la fonction x — ;, et
1—exp(—x)

de remarquer par la suite que cette fonction est majorée par 2 sur l'intervalle ] 0,1 | .

— D’autre part pour x > 1,

rron 1 T e
10~ (t=epn) = e <

1 1
alors f est décroissante, Vx > 1 < .

1—exp(—x) — 1—exp(—1)

Cependant,on a:

1
- - 0,
f(x)<1—exp(—1) Vx >
1 3 . ;
et comme ———— < 2 la démonstration est achevée.
1—exp(—1)

]
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2.2 Stratégie de régularisation 21

Lemme 2.2.3. Si0 < ¢ < 1. Alors

x| 1

Lemme 2.2.4. Pourocz, v,x90 > 0,8>0et0 < e < 1. Alors,

‘ A(E) 1 202(2v + 1) 228
1+ g2 €2 \ (=B + /B + 4a2v)xg o
2(¢)
A(¢) (2.2.9)
1~ exp (ﬁ—\/ﬁ;;‘WZ(C)) -
Preuve. Del'équation (2.2.9), et 'inégalité triangulaire nous avons :
A v+
S 21 o210
(1 — exp (_ <W) >> xo(1 + &2€2)
— /B2 1 42
notons m = m(a, B,v) = Pt ZIZ 5 T2V ot considérons les deux cas suivants :
1. casl:mxp > 1:en utilisant et pour 0 < € < 1, on obtient
v+ S| v 4
< 2 2.2.11
(1 —exp(—mxg))(1+ §?%€%) — (1 + &2¢2 1 + 6262) ( )
< 2v+ % (2.2.12)

2. cas2 :mxp € (0,1) : En multipliant et en divisant par mxg et par l'utilisations des

lemmes ([2.2.3)et (2.2.2) on obtient :

v+ g .2 vt
(1 —exp(—mxg))(1+¢%€2) — mxpl+ &2€?
2 % 1
+ N
mxo (1 + 22 26)
< (21/ + 1) L, (2.2.13)
€) mxg
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2.2 Stratégie de régularisation 22

d’'ou
‘ CAQ) 1 ( 262(2v + 1) )
1482 = e\ (—p+ /B +4a%v)x
[
On suppose de plus que
2 2
e = (7] a+era) <a 221

Théoréme 2.2.2. Soit f; - (t) soit la solution régularisée donnée dans (avec n=1), et
2
supposons que || f || ygp(r) < c1 Si on choisit le parametre de régularisation €2 = 6772, il existe

une constante K indépendente de ¢ tel que :

If ~ frellpa < Kmax ((ﬁ,zﬁ). (2.2.15)
Preuve. Notons ||| = |.l2(x -
On définit f, (&) := %g@), ona
for-7@| = [Fo - 13 5m7e)
- |f(¢>81§2§< - )
< sup(1 e (1 o ) [fO @+ 1P| 2200

par (2.2.4) et'inégalité triangulaire ona

Hf_ foe + || fe = foe (2.2.17)

< |F-%

D’apres (2.2.16)-(2.2.17)et la définition de H? (IR) donnée par (2.2.4) et (2.2.14) nous obte-
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2.2 Stratégie de régularisation 23

nons
Hf_fé,e < sup|(1+ CZ)_g (1 - —12 2)‘ Hf”IHP(]R)
feR 1+ g%
AG) oo
+ sup || |7 - 7l (2.2.18)
cer | 1+ &%€?
a partir de (Yang and Fu,2010), on a
1
sup | (1+ & —5 (1——)‘ < max (€F,€e? 2.2.19
éeﬂf; (1+&) 1+ &2¢2 - ( ) ( )

donc, d’aprés et ’hypothese || — 75| < dona

) 20%(2v + 1)
2
< max ((—:P,e ) 1l vy + 2 ((—ﬁ+ 5 —i—4uc21/)x0> (2.2.20)

par'identité de parseval et la linéarité de la transformée de fourier et (2.2.14) et en choisissant

2 .
=5 P2 on obtient :

If = Reyell = |[F~Foe

P2
< Kmax (5?“,(5?*2) , (2.2.21)
202 (2v +1)
ouK =cy + O
((—/3 + /B +4a?v)xo
2.2.2 Cas:x € R"
Lemme 2.2.5. Soitp € R.
1
1. Si0<e< 1,0na¢22 < —,
1+ p%e 2e

2. Cependant, pourtxz,n > 0 l'inégalité suivante est satisfaite

2.2 2
x-p —|—17 14
mﬁm&x(”'z)'

Preuve. ona (a — b)> = a® + b* — 2ab > 0 puisque a* + b*> > 2ab, pour tout a,b € R, on
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a:
1
14 [pPe > 2)ple, = — < L
+|p|€ — |p|€ 1_|_p2€2—2€
2.2
- atp”+ 7 :
Notons par k(p) la fonction p +— T+ e’ alors:

20%p(1 + p%€?) — 2p€?(a’p? + 17)
1+ %)

K(p) =

2020 + 202032 — 2020%€? — 2p€%y
172y

20(a” — 17€?)

e (2.2.22)

donc la fonction k admet un seul point critique p* = 0. Considérons maintenant les trois

cas suivants :
1. o = ye? = (a®> —ye?) = K'(p) = Oet

62 2+
k(p):u

T+ 2 = 1, constante, Vp € R.

2. a® < ne* = K (p) < 0, etla fonction k atteint sont maximum global en p = 0, qui
vautk(0) = 7.

3. a% > 1762 puisque k est une fonction paire croissante pour p > 0 et

o2 o? o?
1 — < < __
, hrriook(p) =2 alors  k(p) < 2 = k(p) < max (17, €2> :
Ce qui termine la démonstration. O

Lemme 2.2.6. Pourtxz,n, to>0,peR"et0<e<lona:

A 2
% —2M, (2.2.23)
1+ e
Ji I8l Vi I8l
1 n /3 5 n ﬁ
M = e Oo/ = ’
Elfigxn <t0 + 217t0 et 2 )

et[|Bl, = max |B;] .
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Preuve. D’aprés la définition de A(¢) etle lemme (2.2.1), on a

2 .
o g2+ 1iBE] + 1 .

‘ A(©)
(1 exp(=( |21 +m)to) ) (1 + e ]P%)

1+e2([Iglh?

— Si (a?||&]|* 4 17)to > 1, en utilisant 'inégalité triangulaire et les lemmes ,

ona:

o2 |IE)1* + 7
1 —exp(— (a2 ||E|]* +17)to) (1 + ||&]]* €2)

|B¢]
1—exp(—(a2 [|€]1* + 1)to) (1 + [|5]|* €2)

) (zxz 21 +7 v lBlle ||¢||>

B(¢) =

IN

L+ [E)7er 1+ g% e?

IN

o3 2/n
2 max {17, 6—2} + —\/_2[/3”00

IN

2 1Al
2 (s veville
< é (;7 +a® + ﬁ%) : (2.2.24)

— Si((a?[|¢]|* +1)to) € (0,1), on remarque que

(a® || +1)to
(1 = exp(— (a2 [|E]1* +17)t0)) (1 + [|]* €2))to

(1B-€1 (@ [1€]1* + 1)to0)

((1—exp — (a2 | &> +1)t0)) (1 + [|E]* €2)) (a2 ||E]|* + 1)to
(2.2.25)

B(¢) =

_|_

En utilisant (2.2.5),(2.2.3) on obtient :

(o 11> +m)to . 2( 1 > 2226
(1 - e ) 4 fgP et~ \A+IEIF et
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1BE] (a2 1211+ n)to _ 2|2p|

(1— e @RIty (14 122 e2) @2 |22 +m)to — (1+[IEI7€2) (a2 ]|1E])* + n)to

donc d’apres (2.2.26) et la derniéere inégalité on trouve :

1 19z
B(&) < 2 +
© <(1+ 1211 €2)to (1+||§||2€2)(“2||§||2+77)t0>

- ( . Vi llBlls )
N 1+ HCH ety 2e(a||E]* + )to
< (1, VilBle
- to Zeiyto
< i M . (2.2.27)
€2ty 27
(2.2.28)
En regroupant les deux cas, on obtient le résultat recherché. U

2.3 Estimation a priori

Définition 2.3.1. Soit H?(R"), p > 0la norme de Sobolev définie comme suit :

1
2 2
a 2
ey = ([ |7 -+ eIy ) 23
Théoréme 2.3.1. Soit f; ¢(x) lasolution régularisée donnée par la relation (2.2.4). On suppose
2 5 ZJZFP
que ||f||]I_Ip(1Rn) <1, (f € HP(R")) pour0 < p < oo. Alors en choisissant €~ = (E) on
obtient l'estimation suivante :
2-p
L p 1 0\ r¥2
||f _fé,e”]LZ(]Rn) < 26%pezr [ M+ Emax 1; <E> (2.3.2)
Preuve. on note dés maintenant |.|| = ||.[[2gs) ona:
7 AG) -
fe(@) = ——5=¥(¢) (2.3.3)
1+ ¢]I" e
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alors
£ £ 7 1 1 2 5
o -] = e (1 1+e ||¢||2> (11”2:@ (234
o Pli-—1  )||7 2\ %
S P (41121 ( . +€2H§”2) ‘f(é) (1+1217)

(2.3.5)

D’apres la définition de la norme H” (IR"), on obtient :

% 1
(1+\|§||2) <1——2>'\|fy|Hp(]Rn) (2.3.6)

f@) ~fe@| < sup 1+ e2 )]

I¢I€R

Maintenant, d’apres I'inégalité triangulaire, on a :

HA ~

f_fé,e

= Hf_fé,eu
= |F-Fe+Fe—Fie
< ||F-%

(2.3.7)

d’aprés la définition de ﬁw etles relations 2.3.6') et (2.3.7) on obtient :

f _ch,e

HA ~

< sup |(1 £l 1—— i
< sup (142 >( T )'anH -

IElleR

+ sup AlS)

_ (2.3.8)
2
lzler | 1+ €2 [|S]]

on note :

Ty = sup
IElleR

A +1gl=) (1 - w) ' 1 e e

et

A(S)

T, = sup m

IglleR
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T2 est estimé déja dans le lemme (2.2.6)
2.4 Estimation du terme T1
Lemme 2.4.1. Pour(Q < € < 1, on a l'inégalité suivante :
2\—F 1 2
sup |(1+||E||7) 2 (1 — —)‘ max (€F, e (2.4.1)
HE 1+ €2 g (¢".€)
(2.4.2)
1
Preuve. soit (§) =: (1 - —2> (14 H(_’,‘HZ)_(g) ca démonstration de (2.4.1) sera
1+e g
décomposée en trois cas :
casl:
— Ona
1
Il = ol = - > 1
2\_P
p@) < A+
_r
2 2
< (llel?)
< ol ™"
= ¢€F (2.4.3)
cas2:
— 1 < ||€]| < ||€ol|| dans ce cas on obtient :
e([Ig1)? 2~}
¥(@) = ——manz A+ UENT) 2
1+ e2([|g]])?
_r
< e(llgIh*(+Igh*—2)
_r
< e(lIgIh> (g™ =)
= e(lgh*r (2.4.4)
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si0 < p < 2,T'inégalité précédente devient

(&) < €l "
e
€

_ €2€p72

—_— (2.4.5)

sip > 2, on obtient :

< €2 (2.4.6)
cas3:
— ||¢]] <1, alors
p@) < EelPa+ et
I 4
P
(1+[|&]1%)>
< el
< € (2.4.7)

en combinant les cas (2.4.3), (2.4.5), (2.4.6) et (2.4.7), on obtient ’estimation recherchée.

Revenons au terme 1 : d’apres les lemmes (2.2.6), etle fait que || — /5| <  on obtient

20

”j?_ /}:S,e < max (ep,ez> Ll ap ey + ?M’ (2.4.8)
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2

. 2 o\ r+2
en choisissant € = | —
c

If = focl = |[F—Fae

L
2+

H]? ~foe| < max (5 P07 ) + 2M62Fr et (2.4.9)
ce qui équivalent a dire
1 NG
2 2 +2
”f_fé,e”LZ(]R) < 20%Frc?p M—i-zmax 1, <E>P (2.4.10)
O

Théoréme 2.4.1. Soit f;s . la solution régularisée, supposons que f € HP (R") pour0 < p <

2
oo. Alors en choisissant €2 = 377 il existe une constantek indépendante de é telle que
14 q
L .
If = fsell < kmax ((52 52*”). 2.4.11)

Preuve. On a déja

20
< max (ef’;ez) 1w (rey + M, (2.4.12)

2
2+

le choix de €2 = 5277 donne

If = faell = ||F—Foe

2 P
< kmax <5Z+v ,-52+p> (2.4.13)

ouk = ¢ +2M = ¢ + 2max (t \/_2|1|7'B||°°,77 +a® + %) et c est donné par :
0

1/ 11 (rery < €

U. Guelma Département de Mathématiques %f Ghouila. F



CHAPITRE

Exemples Numériques

3.1 Introduction

Dans cette section, nous considérons quelques exemples avec une source f € R", n =
1, 2 pour illustrer les performances de la famille régularisante R.. Pour chaque exemple nous
avons choisi différentes valeurs pour les parametres a?, B, v et tg et un ensemble de valeurs
d’écart type {€1, ..., €} pour le bruit des données. Lespace est uniformément discrétisé et
I'ensemble de données {ygl, e Yoy } est obtenu en évaluant la solution u(x, t) a un instant

fixé tg et en ajoutant du bruit, c’'est-a-dire
vs, = y(x;) + €, i=1,.,N, x;,€g, (3.1.1)

ou G est le maillage uniforme défini sur R" ete;, i = 1,..., N sont des réalisations de la
variable aléatoire normalement distribuée avec une moyenne 0 et un écart type €.
Ennotanty; = y(x;); i=1,..., N, et puisque le niveau de bruit ¢ satisfait (2.1.2), alors

lerreur

V—Ys= 1= Ys, - YN — Ysy) = (€1,..,€N), (3.1.2)

est numériquement intégré a l'aide de la méthode de Simpson pour obtenir une valeur
approchée pour & = J(e€). Alors 6y dans (2.1.2) est choisi comme étant une borne supérieure
de J. En pratique, d); peut étre estimé en fonction des instruments de mesure utilisés dans

la collecte des données.
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Ensuite, {%l, vy ]75N} est calculé au moyen de la FFT (Fast Fourier Transform) et la
solution régularisée f; . est calculée par la méme formule,en utilisant la FFT inverse [voir
[2]] ou le parametre de régularisation est choisi par : =4 ﬁ

Les résultats des sources estimées (non régularisées et régularisées) sont tracés. Un
tableau des erreurs est inclus pour chaque exemple qui montre les erreurs absolues et
relatives. Pour but de comparaison, les erreurs pour tous les exemples sont calculés en
prenant la formule (€1,...,e5) = {0.01,0.03,0.05,0.08,0.1}.

o

FIGURE 3.1 - Exemple 1 : Solution non régularisée (a gauche), solution régularisée (a droite)

3.1.1 Exemple 1D

Deux exemples sont considérés pour le probleme de source inverse unidimensionnel

défini dans (2.1.1).
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Exemple 3.1.1. Pour cet exemple la source f est définie par:

-1 —-20<x <10,
1 —-10<x <0,
flx)=49 —1 0<x<10,

1 10 < x <20,

0 sinon.

avec les valeurs des parametres de modélisation a®> = 2.10™>, 8 = 1.107>, v

p=1lete € {0.01,0.03,0.05,0.08,0.1}

Erreur absolue Erreur relative

€ If = fsll f = foell Wf = Soll ZFI1MLf = faell /11l
0.01 0.4610 0.0998 0.0729 0.0158
0.03 0.5750 0.2985 0.0909 0.0472
0.05 0.6430 0.4853 0.1017 0.0767
0.08 0.8268 0.7000 0.1307 0.1107
0.1 0.9512 0.7445 0.1504 0.1177
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FIGURE 3.2 — Exemple 2 :Solution non régularisée (a gauche), solution régularisée (a droite)
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Exemple 3.1.2. pour cet exemple la source f est définie par :

x+1 -1 <x<0,
f(x)=¢ —x+1 0<x<1.

0 sinon

avec les valeurs des parametres de modélisation a? = 2,p=0v=11t=02,p=2et
e € {0.01,0.03,0.05,0.08,0.1}

3.1.2 Exemple 2D

Deux exemples sont considérés pour le probleme de source inverse a deux dimensions

défini dans (2.1.1).

FIGURE 3.3 — Exemple 3 :Solution non régularisée (a gauche), solution régularisée (a droite)

Exemple 3.1.3. pour cet exemple la source f est définie par :

Flx) = cos (;—é) cos (;%) —40 < xq, % < 40,

0 sinon.
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avec les valeurs des paramétres de modélisation a> = 0.2, 8 = (0,0), v = 0.999, ty = 1,
p =1lete € {0.01,0.03,0.05,0.08,0.1}

Erreur absolue Erreur relative
€ If =Sl = Soell If = Soll Z1LAIM1f = foell /1]l
0.01 5.6563 0.2599 0.1744 0.0008
0.03 16.9395 0.7778 0.5221 0.0240
0.05 28.2357 1.3021 0.8706 0.0401
0.08 45.1974 2.0774 1.3936 0.0641
0.1 56.3882 5.5962 1.7387 0.0800

Exemple 3.1.4. pour cet exemple la source f est définie par :

(

104+x1 —xp —10<x1<0,0<x <10+ xq,
1I0+x14+x —10<x1<0,-10—x1 <x <0,
flx,x2) =4 10—x1—x 0<% <10,0<x <10—xy,
100—x14+x 10<x; <10,-10+x1 < x <0,

0 sinon.
\

avec les valeurs des parametres de modélisation P 1,8 = (0,0),v=1,t =04, p=20.6

ete € {0.01,0.03,0.05,0.08,0.1}

3.1.3 Conclusion

Ce travail porte sur le probleme inverse d’identification de source pour les équations
paraboliques complétes dans R”. Une famille d'opérateurs de régularisation est définie pour
surmonter le caractére mal-posé du probléme. Il a été concu pour compenser le facteur
d’instabilité dans 'opérateur inverse. Une régle de choix pour les parametres de régulari-
sation est également inclus qui est basée sur le niveau de bruit supposé dans 'ensemble
de données et la régularité de la source a identifier. On a démontré que, pour la régle de
choix des parametres proposée ici, la méthode est stable et une estimation Holderienne est
obtenue pour 'erreur de régularisation.

Les exemples numériques montrent de bonnes estimations pour les différentes sources,
n = 1,2, déterminé a partir de données avec différents niveaux de bruit. De plus, les sources
utilisées pour les exemples numériques appartiennent a différents espaces de Hilbert et tous

montrent une bonne performance de I'approche de régularisation adoptée.
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FIGURE 3.4 — Exemple 4 :Solution non régularisée (a gauche), solution régularisée (a droite)
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