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 ملخص

في هذه المذكرة، قمنا بدراسة مفاهيم التحكم الدقيق المتزامن في البعد المنته 

والتقريبي في مربع المتوسط )التحكم التقريبي المنته ( في إطار المعادلات 

التفاضلية الجزئية العشوائية، استنتاجنا النهائي هو التحكم التقريبي المنته لنظام 

التقريبي لنفس النظام.خطي عشوائي مكافئ للتحكم   
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Résumé

Dans ce mémoire nous étudions les concepts de contrôlabilité simultanée exacte en

dimension finie et approximative au carré moyen (contrôlabilité finie-approximative) dans

le cadre des équations différentielle fractionnaire stochastique. Notre conclusion finale

est la suivante : la contrôlabilité approximative finie du système stochastique linéaire est

équivalente à la contrôlabilité approximative du même système
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Abstract

In this paper we study the concepts of exact simultaneous controllability in finite dimen-

sion and approximate mean square controllability (finite-approximate controllability) in

the framework of stochastic fractional differential equations. Our final conclusion is the

following : the finite approximate controllability of the linear stochastic system is equivalent

to the approximate controllability of the same system.
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Introduction
Le concept de contrôlabilité joue un rôle important et crucial dans l’analyse et la concep-

tion des systèmes de contrôle. Un système de contrôle est dit contrôlable si chaque état

correspondant à ce processus de contrôle peut être affecté ou contrôlé dans des temps

respectifs. En utilisant certains signaux de commande. Dans l’étude de tout système, il est

très important de savoir si le système est contrôlable ou non. Si le système ne peut pas être

contrôlé complètement, alors différents types de concepts de contrôlabilité peuvent être dé-

finis comme approximatif, nul, contrôlabilité intérieure. Dans notre mémoire nous étudions

une version plus forte du concept de contrôlabilité approximative, appelée contrôlabilité

finie-approximative. La contrôlabilité approximative finie signifie que le contrôle approxi-

matif peut être choisi de telle manière que l’état final satisfasse la condition de contrôlabilité

approximative et simultanément un nombre fini de contraintes. La théorie qualitative et

les concepts de stabilité et de contrôlabilité des équations différentielles fractionnaires ont

attiré l’attention de nombreux mathématiciens, physiciens et ingénieurs en raison de ses

applications dans des nombreux domaines de la science et de l’ingénierie. Nous étudions

un concept simultané de contrôlabilité exacte en dimension finie et approximative au carré

moyen (contrôlabilité approximative finie) pour les systèmes fractionnels stochastiques

linéaires et semi-linéaires dans les espaces de Hilbert. le résultat suivant pour les systèmes

stochastiques linéaires : la contrôlabilité approximativefiniedu système stochastique linéaire

est équivalente à la contrôlabilité approximative du même système.
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Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions de bases, qui nous faciliteront notre

travail.

1.1 Les espaces

Définition 1.1.1. Un espace métrique est un couple (X, d) où X est un ensemble non vide

et d est une distance sur X, c’est-à-dire une application d : X × X → R+ qui vérifie les trois

propriétés suivantes :

1- Symétrie : ∀x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x).

2- Séparation : ∀x, y ∈ X, d(x, y) = 0 ⇔ x = y.

3- Inégalité triangulaire : ∀x, y, z ∈ X, d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Définition 1.1.2. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé sur un sous-corps X

de C (en général, X = R ou C), complet pour la distance issue de sa norme.

Définition 1.1.3. Soit C([0, T]; X) l’espace de Banach de toutes les fonctions X continues à

valeur de [0, T] dans X doté de la norme :

∥x∥C := sup{∥x(t)∥ : t ∈ [0, T]}

Soit X un espace vectoriel sur R, Un produit scalaire ⟨ f , g⟩ est une forme bilinéaire de

U. Guelma Département de Mathématiques Khebizi Nouhed



1.2 Les types de contrôlabilité 3

X × X dans R, symétrique, définie positive. Rappelons que ∥ f ∥ = ⟨ f , f ⟩ 1
2 est une norme

associée au produit scalaire.

Définition 1.1.4. Un espace deHilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

⟨ f , g⟩ et qui est complet pour la norme ⟨ f , f ⟩ 1
2 .

Les espaces Lp

On désigne par L1(Ω) avec Ω est un ouvert de Rn l’espace des fonctions intégrables :

L1(Ω) =

{
f : Ω → R

∫
Ω
| f |dx < +∞

}

Telles que ∥ f ∥L1 =
∫

Ω
| f (x)|dx.

Définition 1.1.5. Soit p ∈ R, avec 1 ⩽ p < ∞, on pose :

Lp(Ω) = { f : Ω −→ R, fmésurable et | f |p ∈ L1(Ω)}

On note :

∥ f ∥Lp =

[∫
Ω
| f |pdx

] 1
p

(1.1.1)

Il s’agit d’une intégrale au sens de Lebesgue. L’espace Lp(Ω)muni de la norme 1.1.1 est un

espace de Banach, de plus, il est séparable pour 1 ⩽ p < ∞. Pour P = 2, L2(Ω) est un

espace de Hilbert, le produit scalaire correspondant à la norme 1.1.1 étant donné par :

⟨ f , g⟩L2(Ω) =
∫

Ω
f (x)g(x)dx

Pour p = ∞, L∞(Ω) = { f : Ω → R; fmesurable et ∃C : | f (x)| ≤ CsurΩ}. C’est un espace
de Banach pour la norme :

∥ f ∥L∞ = In f {C; | f (x)| ≤ C sur Ω}

1.2 Les types de contrôlabilité

Le principe de la contrôlabilité est le suivant : étant données deux états x0 ∈ X(l’espace

des états) et x1 ∈ X d’un système, existe-t-il une fonction u (appelée contrôle) permettant

U. Guelma Département de Mathématiques Khebizi Nouhed



1.2 Les types de contrôlabilité 4

de passer (en un sens à définir précisément) de l’état x0 à l’état x1 en un temps fixé T > 0? Le

terme ’passer’peut-être interprété de déférentes manières : par exemple il peut signifier que

la valeur à l’instant t = T de la solution qui part de l’état x0 à l’instant t = 0 soit exactement

égale à x1, auquel cas onparle de contrôlabilité exacte,mais il peut aussi signifier que la valeur

de cette solution à l’instant T soit suffisamment proche de x1, sans nécessairement lui être

égale, auquel cas on parle de contrôlabilité approchée, déférents concepts de contrôlabilité

existent, donnons celle qui vont nous intéresser dans ce travail.

Contrôlabilité des systèmes linéaires

Soient(X; ∥.∥) et (U; ∥.∥U) deux espaces de Banach. Soient (A; D(A)) un générateur

infinitésimal d’un semi groupe fortement continu et B : U −→ X un opérateur linéaire

borné. Considérons le système de contrôle linéaire : x′(t) = Ax(t) + Bu(t), t ∈ [0, T]

x(0) = x0
(1.2.2)

Où x0 ∈ X est la condition initiale et u ∈ U est le contrôle grâce à lui on veut agir sur l’état

x(.) du système pour l’envoyer de l’état initiale x0 vers un certain état final xT prédéfini dans

un temps fini T > 0.

Définition 1.2.1. Le système 1.2.2 est dit exactement contrôlable sur l’intervalle de temps

[0; T] si et seulement s’il est possible de trouver une fonction d’entrée u(t) qui puisse trans-

férer tout état initial x0 ∈ X à la sortie désirée xT ∈ X au bout d’un temps fini T. Ceci est

équivalent à dire :

∀x0 ∈ X, ∀xT ∈ X, ∃u ∈ L2(0, T; U) tel que : x(T) = xT

Définition 1.2.2. Le système 1.2.2 est dit exactement nul contrôlable sur l’intervalle de

temps [0; T] si et seulement s’il est possible de ramener tous les points dans l’espace X à

l’origine au temps T via un contrôle u c-à-d :

∀x0 ∈ X, ∃u ∈ L2(0, T, U) tel que : x(T) = 0

Définition 1.2.3. Le système 1.2.2 est dit approximativement contrôlable sur l’intervalle de

U. Guelma Département de Mathématiques Khebizi Nouhed



1.3 Partie relativement compact 5

temps [0, T] si et seulement si :

∀ε > 0, ∀x0 ∈ X, ∀xT ∈ X, ∃u ∈ L2(0, T; U) tel que :
∥∥∥xT − x(T)

∥∥∥
X
≤ ε

1.3 Partie relativement compact

Définition 1.3.1. On dit d’une partie A d’un espace métrique (X, dX) est relativement

compact si Ā est compacte.

Proposition 1.3.1. Soit (X, dX) un espace métrique.

1- Une partie A de X est relativement compacte si et seulement si de toute suite d’éléments

de A, on peut extraire une sous-suite qui converge dans X.

2- Toute partie relativement compacte de X est pré compacte.

3- Si A est une partie relativement compacte alors toute partie B ⊂ A est relativement

compacte. Toute partie d’un espace compacte est relativement compacte.

1.4 Equicontinuité

Définition 1.4.1. Soit (X, dX) , (Y, dY) deux espaces métriques,F une partie de C(X, Y) et

x0 un point de X. On dit queF est équicontinue en x0 si :

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀y ∈ X, (dX (x0, y) < α) =⇒ (∀ f ∈ F , dY ( f (x0) , f (y)) < ε)

On dit que F est équicontinue sur X si F est équicontinue en tout point de X. Si l’on a la

condition :

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x, y ∈ X, (dX(x, y) < α) =⇒ (∀ f ∈ F , dY ( f (x0) , f (y)) < ε)

On dit que f est uniformément équicontinue.

Lemme 1.4.1. Soit (X, dX) , (Y, dY) deux espaces métriques etF une partie équicontinue de

C(X, Y). Supposons que (X, dX) est compact. AlorsF est uniformément équicontinue.

Lemme 1.4.2. Soit (X, dX), (Y, dY) deux espaces métriques, F une partie uniformément

équicontinue deC(X, Y) et ( fn)n une suite de fonctionF . Supposons que (X, dX) est compact.

U. Guelma Département de Mathématiques Khebizi Nouhed



1.5 Opérateurs compacts 6

Alors on a l’équivalence suivante :

( fn)nconverge vers f ⇐⇒ ( fn)nconverge uniformément vers f .

1.5 Opérateurs compacts

Opérateurs compacts constituent une classe importante d’applications linéaires conti-

nues. D’une part, ils sont presque des opérateurs de rang fini(approchés par des opérateurs

dont l’image est de dimension finie). D’autre part, la classe des opérateurs compacts est

suffisamment large pour inclure les opérateurs à noyau continus ou dans L2.

Définition1.5.1. SoientX etY deux espaces vectoriels normés.UneapplicationT ∈ L(X, Y)

est un opérateur compact si T (B̄X) est un compact de Y, où B̄X est la boule unité fermée

de X. On note par K(X, Y) l’ ensemble des opérateurs compacts de X dans Y et par K(X) si

X = Y.

Proposition 1.5.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et T ∈ L(X, Y). Les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

1- T est compact.

2- Pour tout A ⊂ X borné, T(A) est compact.

3- Toute suite bornée (xn)n∈N de X, T(xn)n∈N admet une valeur d’adhérence.

4- L’ensemble des opérateurs compacts K(X, Y) est un sous-espace vectoriel fermé de

L(X, Y).

5- Soient S ∈ L(X, Y) et T ∈ L(Y, Z) alors si S ou T est compact : T ◦ S ∈ K(X, Z).

Proposition 1.5.2. Soit X un espace vectoriel normé de dimension infinie. Alors l’opérateur

identité de X n’est pas compact. Plus généralement, tout isomorphisme T : X −→ X n’est pas

compact.

Définition 1.5.2. Soit H un espace de Hilbert séparable. un opérateur T ∈ L(H) est un

opérateur de Hilbert shmidt, s’il existe une base hilbartienne (ek)k∈N telle que

∞

∑
k=0

∥Tek∥2 < ∞

.

U. Guelma Département de Mathématiques Khebizi Nouhed



1.6 Théorème d’Ascoli-Arzela 7

Exemple 1.5.1. Opérateurs diagonaux :

Soit (en)n∈N∗ une base hilbertienne de H et (λk)k∈N∗ une suite fixée de nombres com-

plexes telle que :
+∞

∑
k=1

|λk|2 < +∞. Pour tout x ∈ H, posons

Tx =
+∞

∑
k=1

λk < x, ek > ek.

Alors T est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H.

Pour tout k ≥ 1, Tek = λkek ( λk est une valeur propre et ek un vecteur propre associé).

Autrement dit la matrice de T dans la base hilbertienne (en) est diagonale et sa diagonale

est composée des coefficients λn.

1.6 Théorème d’Ascoli-Arzela

Théorème 1.6.1. Soit (X; dX) un espace métrique compact, (Y; dY) un espace métrique

complet. Une partie A de C(X; Y) est relativement compacte si et seulement si :

1- A est équicontinue, c’est-à-dire :

∀x ∈ X, ∀ϵ > 0, ∃n > 0/∀ f ∈ A, ∀y ∈ X, (dX(x, y) ⩽ n) =⇒ (dY(x, y) < ϵ)

2- Pour tout x ∈ X, l’ensemble A(x) = { f (x); f ∈ A} est relativement compact.

1.7 Quelques fonctions importantes dans le calcul fraction-

naire

Définition 1.7.1. La fonction Gamma est définie par l’intégrale suivante :

Γ(α) =
∫ +∞

0
tα−1e−tdt ; α ∈ C etRe(z) > 0

C’est une fonction qui prolonge naturellement la fonction aux nombre réels et complexes.

Remarque 1.7.1. La fonction Gamma vérifié les propriétés suivantes :

1- Γ(α + 1) = αΓ(α), en particulier Γ(n + 1) = n!, ∀n ∈ N.

U. Guelma Département de Mathématiques Khebizi Nouhed



1.8 Intégration fractionnaire 8

2- Γ(1) = 1 et Γ(−m) = ∓∞ pour tout m ∈ N.

3- Γ
(

1
2

)
=

√
π.

4- Γ
(

n +
1
2

)
=

(2n)!
√

π

4nn!
etpour les valeursnégativesΓ

(
−n +

1
2

)
=

(−1)n2n

1.3.5 . . . (2n − 1)
√

π.

5- La fonction Gamma peut être représentée par la limite :

Γ(α) = lim
n→∞

n!nα

α(α + 1) . . . (α + n)
, Re(α) > 0.

Définition 1.7.2. La fonction Bêta est définie par :

B(α, w) =
∫ 1

0
tα−1(1 − t)w−1dt, (Re(α) > 0, Re(w) > 0)

La fonction bêta est appelée intégrale d’Euler du premier type.

Remarque 1.7.2. La relation entre les deux fonctions est donnée par :

B(α, w) =
Γ(α) · Γ(w)

Γ(α + w)
, (α, w ∈ C; Re(α), Re(w) > 0)

1.8 Intégration fractionnaire

Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue, (b peut être fini ou infini) on considère les

intégrales suivantes : (
I1
a f
)
(x) =

∫ x

a
f (t)dt

(
I2
a f
)
(x) =

∫ x

a

(∫ s

a
f (t)dt

)
ds.

On transforme l’intégrable double à une intégrable simple :

(
I2
α f
)
(x) =

∫ x

a
(x − t) f (t)dt.

Ainsi, en intégrant successivement par itération on trouve :

(In
a f ) (x) =

∫ x

a

(x − t)n−1

(n − 1)!
f (t)dt.

U. Guelma Département de Mathématiques Khebizi Nouhed



1.9 Dérivé fractionnaire 9

Définition 1.8.1. Soit f : [a, b) −→ R une fonction continue. L’intégrale de Rieman-

Liouville de f est définie par :

(Iα
a f ) (x) =

1
Γ(α)

∫ x

a
(x − t)α−1 f (t)dt

Où α un réel positif.

L’intégrale fractionnaire d’ordre α avec la limite inférieure a ∈ R pour une fonction

f : [a, ∞[→ R est :

Iα
a,t =

1
Γ(α)

∫ t

a

f (s)
(t − s)1−αds

, t > a, α > 0

1.9 Dérivé fractionnaire

Définition 1.9.1. La dérivée de Riemann-Liouville d’ordre α dont la limite inférieure

est,zéro pour une fonction f : [0, ∞[→ R à condition que le côté droit soit défini ponctuelle-

ment sur [a, ∞[,où Γ est la fonction gamma est :

LDα
0,t f (t) =

1
Γ(n − α)

dn

dtn

∫ t

0

f (s)
(t − s)α+1−n ds

, t > 0, n − 1 < α < n

Définition 1.9.2. La dérivée de Caputo d’ordre α pour une fonction

f : [0, ∞[→ R

est :
CDα

0,t f (t) = LDα
0,t

(
f (t)−

n−1

∑
k=0

tk

k!
f (k)(0)

)
, t > 0, n − 1 < α < n

1.10 Un peu d’optimisation

Infimum et suprémum

Définition 1.10.1. SoitU −→ Rd et f : U −→ R une fonction numérique. Par construction

des nombres réels, l’ensemble { f (x) : x ∈ U} admet un infimum α = inf
x∈U

f (x). La plus

U. Guelma Département de Mathématiques Khebizi Nouhed



1.10 Un peu d’optimisation 10

grand borne inférieure α vérifiant

α ≤ f (x) ∀x ∈ U

De même, on peut définir le suprémum β = supx∈U f (x) comme la plus petite valeur β

vérifiant

β ≥ f (x) ∀x ∈ U

Théorème 1.10.1. Existence des extréma (cas borné) Soit f : U −→ R une fonction

numérique continue définie sur un domaine U fermé et borné de Rd, alors

1- ∃a ∈ U tel que f (a) = in fx∈U f (x) ou encore f (a) = minx∈U f (x)

2- ∃b ∈ U tel que f (b) = supx∈U f (x) ou encore f (b) = maxx∈U f (x)

Par la suite on se limitera uniquement au cas de la minimisation. Soit f : U −→ R une

fonction numérique continue définie sur un domaine U ⊂ Rd fermémais pas borné.

Définition 1.10.2. (Fonction à section inférieure bornée) f est dite à section inférieure

bornée si

∃K ∈ R telque f−1(−∞, K] = {x ∈ Rd : f (x) ≤ K}

Soit borné et non vide en notant K = f−1(−∞, K], il est clair que nous avons la relation

inf
x∈U

f (x) = inf
x∈U∩K

f (x)

Etant donné que K est fermé et borné, nous avons aussi que U ∩ K est fermé et borné. Ainsi

le théorème d’existence des extréma s’applique.

Théorème 1.10.2. Existence des extréma (cas non borné) Soit f : U −→ R une fonction

numérique continue à section inférieure bornée et définie sur un domaine U fermé de Rd,

alors

∃a ∈ U telque f (a) = in fx∈U f (x)

Définition 1.10.3. (Fonction coercive) f est dite coercive si

lim
∥x∥→∞

f (x) = ∞
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1.10 Un peu d’optimisation 11

D’une manière formelle, ceci correspond à l’énoncé

∀M > 0 ∃N > 0 telque ∥x∥ > N =⇒ f (x) > M.

Proposition 1.10.1. Toute fonction numérique continue et coercive est à section inférieure

bornée.

Définition 1.10.4. Ensemble convexeU ⊂ Rn est dit convexe si

∀x, y ∈ U ∀λ ∈ [0, 1] =⇒ (1 − λ)x + λy ∈ U

Propriétés 1.10.1. 1- Si {Ui}i∈I est une collection quelconque d’ensembles convexes,

∩i∈IUi est convexe.

2- La fermeture Ū d’un ensemble convexe est convexe.

3- L’intérieur int(U) d’un ensemble convexe est convexe ou vide.

Soit f : U −→ R une fonction numérique définie sur un ensemble convexeU.

Définition 1.10.5. Fonction convexe f est dite convexe si :

∀x, y ∈ U ∀λ ∈ [0, 1] =⇒ f (1 − λ)x + λy ≤ 1 − λ f (x) + λ f (y)

Définition 1.10.6. Fonction strictement convexe f est dite strictement convexe si

∀x, y ∈ U x ̸= y ∀λ ∈ [0, 1] =⇒ f (1 − λ)x + λy < 1 − λ f (x) + λ f (y)

Géométriquement, le graphe d’un telle fonction doit avoir une certaine rondeur

Théorème d’unicité

Théorème 1.10.3. Soit f : U −→ R une fonction numérique strictement convexe définie sur

un ensemble convexe U. Si f admet un point minimisant. f (a) = in fx∈U f (x) alors ce point

est unique.

Définition 1.10.7. Fonction semi-continue inférieure f : U −→ R̄ est dite semi-continue

inférieure si une des conditions équivalente est satisfaite

1- ∀K ∈ R f−1(−∞, K] ⊂ Rn est fermé
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1.11 Théorème du point fixe de Shauder 12

2- epi( f ) ⊂ Rn × R est fermé

3- ∀xn → a =⇒ f (a) ≤ lim f (xn)

Généralisation du théorème deWeierstrass(cas non borné)

Soit f : U −→ R une fonction propre semi-continue inférieurement, à section infé-

rieure bornée définie sur un domaine U fermé et non borné, alors il existe a ∈ U tel que

f (a) = in fx∈U f (x). De plus, si f est une fonction strictement convexe, on a unicité du point

minimisant.

1.11 Théorème du point fixe de Shauder

Le théorème du point fixe de Schauder est une généralisation de théorème de Brouwer,

d’un espace de dimension finie à un espace de dimension quelconque il s’énonce ainsi :

Définition 1.11.1. Pour une application F d’un ensemble E dans lui même, un élément x

de E est un point fixe de F si ∀x ∈ E : F(x) = x.

Théorème 1.11.1. Le premier théorème de Shauder Soit Ω un sous ensemble non-vide,

compact et convexe d’un espace de Banach E et F : Ω −→ Ω une application continue sur Ω.

Alors F admet au moins un point fixe dans Ω.

Théorème 1.11.2. La deuxième théorème de Shauder Soit Ω un sous-ensemble non vide,

borné, fermé et convexe d’un espace de Banach E. Toute application continue et compacte

f : Ω −→ Ω admet au moins un point fixe dans Ω.

Preuve 1.11.1. On note K l’adhérence de f (Ω), K = f (Ω) qui est par hypothèse un compact.

K ⊂ Ω car Ω est un fermé ( Ω étant compact alors K = f (Ω) car f (Ω) est compact). Pour

chaque n, soit Fn un
1
n
-réseau de K.

Fn = {x1, x2, . . . , xk} ⊂ K tel que K ⊂
k⋃

i=1

B
(

xi,
1
n

)
et Soit Pn : K → cov(Fn) une

projection de Schauder, commeΩ est convexe et Fn une partie deΩ. Alors cov (Fn) ⊂ Ω est un

sous ensemble convexe et compact. On définit fn : cov (Fn) → cov (Fn), fn = Pn ◦ f|cov(Fn).

Par le théorème de Brouwer ( fn)n∈N possède au moins un point fixe yn, fn (yn) = yn.

Ou ( f (yn))n∈N ⊂ K qui est compact et donc la suite ( f (yn))n∈N possède une sous suite
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1.11 Théorème du point fixe de Shauder 13

convergente que nous noterons de la mêmemanière. On pose :

y = lim
n→∞

f (yn) (1.11.3)

Et on a y = lim
n→+∞

f (yn) ∈ Ω car ( f (yn))n∈N ⊂ K ⊂ Ω fermé d’où contient les limites

de toutes ses suites convergentes. Montrons f (y) = y. En effet :

∥ fn (yn)− f (yn)∥ = ∥Pn ( f (yn))− f (yn)∥ <
1
n

D’où
y = lim

n→∞
f (yn)

= lim
n→∞

fn (yn)

= lim
n→∞

yn

Alors lim
n→+∞

yn = y d’après 1.11.3 et par la continuité de f , on obtient : f (y) = y. Par consé-

quent f admet un point fixe.
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Calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous introduisons des notations et des résultats préliminaires pour

établir nos principaux résultats. On considère un espace de probabilité complet (Ω,F , P)

où Ω est un ensemble,F est une tribu continue dans l’ensemble des parties de Ω et P est

une probabilité sur la tribuF .

Définition 2.0.1. Soit Ω un ensemble etF une famille de partie de Ω. On dit queF est une

tribu (sur Ω) si :

1- Ω ∈ F .

2- Pour tout ensemble Z ∈ F , on a Zc ∈ F , où Zc désigne le complémentaire de Z dans

Ω (stabilité par passage au complémentaire).

3- Pour toute famille (Zn)n∈N deΩ satisfaisantZ ∈ F pour tout n ∈ N, Alors∪n∈NZ ∈
F (stabilité par union dénombrable)

Définition 2.0.2. On appelle {Ft, t ≥ 0} une filtration sur l’espace de probabilité (Ω,F , P)

une famille croissante de sous-tribus deF telle queFs ⊂ Ft pour s ≤ t contenu dansF .

2.1 Processus stochastique

Définition 2.1.1. Un processus stochastique X = (Xt)t∈T est une famille des variables

aléatoires Xt indexée par un ensemble T. En général T = R ou R+ et on considère que le

processus est indexé par le temps t. Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur
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2.2 Martingale 15

aléatoire. Si T = N alors le processus est une suite de variables aléatoires. Plus généralement

quand T ⊂ Z, le processus est dit discret. Pour T ⊂ Rd, On parle de champ aléatoire (drap

quand d = 2). Un processus dépend de deux paramètres :Xt(ω) dépend de t(en général le

temps) et de l’aléatoire ω ∈ Ω :

1- Pour t ∈ T fixé, ω ∈ Ω 7→ Xt(ω) est un variable aléatoire sur l’espace de probabilité

(Ω,F , P)

2- Pour ω ∈ Ω fixé, t ∈ T 7→ Xt(ω) est une fonction à valeur réelles, appelée trajectoire

du processus. C’est un enjenu que de savoir si un processus admet des trajectoires

mésurables, continues, dérivables et encore plus régulières.

Définition 2.1.2. X Un processus mésurable si (t, ω) 7→ Xt(ω) de R+ × Ω dans Rd est

un application mésurable par rapport aux tribus B (R+)⊗F et B
(

Rd
)

.

Définition 2.1.3. On dit un processus continu si ω ∈ Ω, t 7→ Xt(ω) est une application

continue pour presque tout ω.

Définition 2.1.4. On dit un processus adapté à la filtration{Ft, t ≥ 0} si pour tout t, le

variable aléatoire Xt etFt − mesurable.

Définition2.1.5. OnditX unprocessusprogressivementmesurablepar rapport a {Ft, t ≥
0} si l’application (s, ω) 7−→ Xs(ω) de [0, t] × Ω dans Rd est mesurable par rapport

B ([0, t])⊗Ft et B
(

Rd
)

.

2.2 Martingale

Proposition 2.2.1. Propriétés de l’espérence conditionnelle Soit X et Y deux variables

aléatoires intégrables et F une sous tribu deF .

1- Linéarité : Soit a et b deux constantes.

E(aX + bY \ F) = aE(X \ F) + bE(Y \ F).

2- Croissance : Si X ≤ Y. Alors E(X \ F) ≤ E(Y \ F).

3- E[E(X \ F)] = E(X).

4- Si X est F-mesurable, E(X \ F) = X.
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5- Si Y est -mesurable bornée, E(XY \ F) = YE(X \ F).

6- Si X est indépendant de F, E(X \ F) = E(X).

Définition 2.2.1. (Cas discret :Martingale)Une suite de variable aléatoire réelles (Xn)n∈N

est uneFn-martingale si :

1- Xn estFn-adapté.

2- pour tout n ∈ N, Xn est intégrable, si E[|Xn|] < +∞.

3- E[Xn+1 \ Fn] = Xn, pour tout n ∈ N.

Définition 2.2.2. (Cas continu :Martingale)Un processus X est uneFt-martingale si :

1- X estFt−adapté.

2- pour tout t ∈ R+, Xt est intégrable, si E[|Xn|] < +∞.

3- E[Xt \ Fs] = Xs, pour tout 0 ≤ s ≤ t.

Remarque 2.2.1. 1- Une sur-martingale pour le cas discret (continu) est un processus

qui vérifie les deux premières propriété de deux définitions précédentes et E[Xn+1 \
Fs] ≤ Xn, ∀n ∈ N. (E[Xt \ Fs] ≤ Xs, pour tout 0 ≤ s ≤ t).

2- Une sous-martingale pour le cas discret(continu) est un processus qui vérifie les

deux premières propriété de deux définitions précédentes et E[Xn+1 \ Fs] ≥ Xn, ∀n
∈ N. (E[Xt \ Fs ≥ Xs, pour tout 0 ≤ s ≤ t).

Dans la suite, on se donne un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft)t≥0, P) et un pro-

cessus (Xt)t≥0 sur cet espace.

2.3 Mouvement Brownien

En 1827 (seulement 35 après la création de la "New York Stock Exchange"), Un botaniste

anglais du nomdeRobert Brown a étudié lemouvement du guide situé à l’intérieur des grains

de pollen. Il remarqua alors que ce liquide suivait un "mouvement de grouillement continue"

apparemment chaotique. Brown attribua tout d’abord cemouvement à une activité vitale. La

première explication scientifique de ce phénomène vient d’Albert Einstein. Il montra en 1905

que ce mouvement (maintenant appelé mouvement Brownien) pouvait être expliqué par le

"bombardement continuel de particule, exercé par les molécules du liquide". La première

description mathématique du phénomène et de ses propriétés a ensuite été fournie par le
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fameuxmathématicien Norbert Wiener en 1918. Unmouvement Brownien sera donc parfois

appelé processus de Wiener. Il est surtout intéressant pour nous de noter que le phénomène

de mouvement Brownien a été utilisé en 1900 par le mathématicien français Bachelier pour

modéliser les mouvement de prix d’une option. En 1923, Norbert Wiener réalise la première

étude mathématique rigoureuse et donne une démonstration de l’existence du Brownien

Définition 2.3.1. Le processus (Xt, t ≥ 0) est unmouvement Brownien ou processus de

Wiener si :

1- P(X0 = 0) = 1 (le mouvement Brownien est issu l’origine).

2- 0 ≤ s < t, Xt − Xs est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance t − s.

3- ∀n, ∀ti, 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn, les variables Xtn − Xtn−1 , ..., Xt1 − Xt0 , Xt0 sont

indépendantes.

Définition 2.3.2. On appelle un mouvement Brownien standard à valeur dans Rd, un

vecteur X = (X1, ..., Xd) où les Xi sont des mouvements Brownien réels indépendants.

Remarque 2.3.1. On dit que X est un {Ft}t≥0-MB(mouvement Brownien) si X est un

processus continu, adapté à la filtration {Ft}t≥0, vérifiant :

∀u ∈ R, ∀0 ≤ s ≤ t, E
(

eiu(Wt−Ws) | Fs

)
= exp

{
−u2(t − s)/2

}
Proposition 2.3.1. Soit X unmouvement Brownien standard alors :

1- Pour tout s > 0, {Xt+s −Xs}t≥0 est unmouvementBrownien indépendantdeσ{Xu, u ≤
s}.

2- −X est aussi un mouvement Brownien.

3- Pour tout c > 0, {cXt/c2} est un mouvement Brownien.

4- Le processus défini parW0 = 0 etWt = tX1/t est un mouvement Brownien.

2.4 Calcul d’Itô

La formule d’Ito est un des outils essentiels pour les applications de l’intégrale stochas-

tique à différents problèmes.
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Considérons le processus stochastique (Xt)t∈[0,T] à valeurs réelles ayant la forme :

Xt = X0 +
∫ t

0
bsds +

∫ t

0
σsdbs (0 ≤ t ≤ T). (2.4.1)

Où (bt)t∈[0,T] et (σt)t∈[0,T] sont deux processus stochastiques à valeurs progressivement

mesurables et tels que :

∫ T

0
|bs|ds < +∞

∫ T

0
|σs|2ds < +∞

Théorème 2.4.1. (Formule d’Itô) Soit f une fonction deux fois dérivable et (Xt)t∈[0,T] ayant

la forme 2.4.1, alors on a :

f (Xt) = f (X0) +
∫ T

0
f ′(Xs)dXs +

1
2

∫ t

0
f ′′(Xs)d < X, X >t (2.4.2)

Où

< X, X >t=
∫ t

0
σ2

s ds.
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Contrôlabilité approximative �nie

Dans cette étude, nous examinerons simultanément la contrôlabilité exacte en dimen-

sion finie et moyen carré approximativement contrôlable de l’équation d’évolution intégro-

différentielle fractionnaire stochastique suivante :

∁Dα
0+y(t) = [Ay(t) + BU(t) + F(t, y(t))]dt +

∫ t

0
g(r, y(r))dw(r)

y(0)=y0

(3.0.1)

Où ∁Dα
0+ est la dérivé de caputo d’ordre 1/2 < α < 1, H est un espace de Hilbert

séparable, y : [0, T]× Ω → H, u : [0, T]× Ω → U, u est la fontion de contrôle, U est un

espace de Hilbert séparable, A est un générateur infinitisémal de C0− semi groupe compact,

B : U → H est un opérateur linéaire borné et f [0, T]× → H, g : [0, T] × L2 sont des

fonctions. Nous introduisons le nouveau concept de contrôle suivant :

Définition 3.0.1. Soit M un sous-espace de dimension finie de H, πM note la projection

orthogonale de H à M, le système 3.0.1 est de dimension finie exacte et moyen carré approxi-

mativement contrôlable si :

∀y0 ∈ H, yT ∈ L2 (FT, H) et ϵ > 0, ∃uε ∈ L2
F(0, T,U) telle que les solutions de 3.0.1

satisfaient :

E ∥y (T; uε)− yT∥2 < ε2, (3.0.2)

πMy (T; uε) = πMyT (3.0.3)
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La contrôlabilité simultanée exacte en dimension finie et approximée au carré moyen est

appelée contrôlabilité finie-approximée, Cela signifie que la commande u peut être choisie

de telle sorte que y(T; u) vérifie 3.0.2 et simultanément un nombre fini de contraintes,

c’est-à-dire la condition 3.0.3.

3.1 Préliminaires

Nous introduisons des notations et des résultats préliminaires pour établir nos principaux

résultats.

1- (Ω,F,B) est un espace de probabilité avec une filtration normale (Ft)t≥0.

2- W(t) est unprocessusQ-Wiener sur (Ω,F,B) avec unopérateur linéaireQ : K −→ K

tel que TrQ < ∞. Il est supposé qu’il existe une base {eK}K≥1 en K, une suite borné

des nombres λK ≥ 0 tel que eK = λKeK, K = 1, 2, ..., et une suite {βK}K≥1 de

mouvement Brownien indépendants tel que :

⟨W(t), e⟩ =
∞

∑
k=1

√
λk ⟨ek, e⟩ βk(t), e ∈ K, t ∈ [0, T]

Et Ft = FW
t , où FW

t est l’algèbre sigma engendrée par

{X(s) : 0 ≤ s ≤ t}

C.a.d :

FW
t = σ{W(s) : 0 ≤ s ≤ t} ∨N .

OùN est la collection de l’ensemble P-nuls de F.

3-
(

H, ∥ · ∥H =
√
(·, ·)H

)
est un espace de Hilbert séparable, on omettant le H dans

la norme lorsque’aucune confusion n’est possible. K et U sont des espaces de Hilbert

séparables.

4- Pour toute pair H1 et H2 d’espaces deHilberte réels séparables on note par L (H1, H2).

5- L0
2 = L2

(
Q1/2K; H

)
est l’espace de tous les opérateurs de Hilberte-Schmidt

ψ : Q1/2K → H
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Avec le produit interne

⟨ψ, ϕ⟩L0
2
=

∞

∑
k=1

(ψQϕek, ek)K = tr[ψQϕ].

6- L2 (FT, H) est l’espacedeHilbert des tous les fonctions carrés intégrablesFT-mesurables

de : f : [0, T]× Ω → H.

7- L2
F(0, T; H) est l’espace de Hilbert de tous les processus carrés intégrables et F−

t -

processus adapté f : [0, T]× Ω → H.

8- C([0, T]; H) est l’espace de Banach de toutes les fonctions continues f : [0, T] → H

doté de la norme ∥x∥C := sup {∥x(t)∥H : t ∈ [0, T]}.

9- C
(

0, T; L2(F, H)
)
être l’espace Banach des maps continues de

f : [0, T] −→ L2(F, H)

satisfaisant à la condition :

sup
{

E∥φ(t)∥2
H : t ∈ [0, T]

}
< ∞

10- H2 := H2(0, T, H) est le sous-espace fermé de C
(

0, T; L2(F, H)
)
constitué de pro-

cessusmesurable et Ft-adapté H-Valorisé φ ∈ C
(

0, T; L2(F, H)
)
dotés de la norme :

∥φ∥2 =

(
sup

0≤t≤T
E∥φ(t)∥2

H

) 1
2

.

11- A : D(A) ⊂ H → H est le générateur infénitisémal d’un C0− semi-groupes S : H →
H et B ∈ L(U, H) tel que :

sup
0≤t≤T

∥S(t)∥L(H) = MS et∥B∥L(U,H) = MB

.
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12- Défini deux familles d’opérateurs :

D(t) =
∫ ∞

0
ξα(θ)S (tαθ) dθ, G(t) = α

∫ ∞

0
θξα(θ)S (tαθ) dθ, t ≥ 0,

ξα(θ) =
1
α

θ−1−1/αϖα

(
θ−1/α

)
≥ 0,

ϖα(θ) =
1
π

∞

∑
n=1

(−1)n−1θ−nα−1 Γ(nα + 1)
n!

sin(nπα), θ ∈ (0, ∞),

Où ξα(θ) est une fonction de densité de probabilité définie sur (0, ∞), soit :

ξα(θ) ≥ 0, θ ∈ (0, ∞)∫ ∞

0
ξα(θ)dθ = 1∫ ∞

0
θξα(θ)dθ =

1
Γ(α + 1)

Proposition 3.1.1. Nous listons les propriétés de base deD etG qui seront utilisé dans la

suite :

1- Pour tout t ≥ 0 fixé et pour tout x ∈ X, ∥D(t)x∥ ≤ MS∥x∥ et ∥G(t)x∥ ≤ MS

Γ(α)
∥x∥.

2- D(t) : t ≥ 0 et {G(t) : t ≥ 0} sont fortement continues

3- {D(t) : t > 0} et{G(t) : t > 0} sont des opérateurs compacts si {S(t), t > 0} est
compact.

Afin d’énoncer et de prouver nos principaux résultats, nous imposons les hypothèses

suivantes :

(H1) : f : [0, T]× H → H est une fonction continue satisfaisant la condition suivante.

Il existe une fonction continue positive n ∈ C([0, T], (0, ∞)) est une fonction continue non

décroissante Λ f : [0,,∞) → (0, ∞) tel que pour tout (t, y) ∈ [0, T]× H, On a :

∥ f (t, y)∥2 ≤ n(t)Λ f

(
∥y∥2

)
, lim

r→∞
inf

r

Λ f (r)
r

= σf < ∞

(H2) : g : [0, T] | ×H → L0
2 est une fonction continue satisfaisant la condition suivante.

Il existe une fonction continue positive m ∈ C([0, T], (0, ∞)) et une fonction continue non

décroissante Λg : [0, ∞) → (0, ∞), tel que pour tout (t, y) ∈ [0, T]× H, on a :

∥g(t, y)∥2
L0

2
≤ m(t)Λg

(
∥y∥2

)
, lim inf

r→∞

Λg(r)
r

= σg < ∞.
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(H3) : Supposons que la relation suivante est vérifié :

4
M2

S
Γ2(α)

T2α−1

2α − 1
σf ∥n∥C + 4

M2
S

Γ2(α)

T2α

2α − 1
σg∥m∥C < 1.

(AC) : Le système stochastique linéaire :

y(t) = D(t)y0 +
∫ t

0
(t − s)α−1G(t − s)Bu(s)ds +

∫ t

0
(t − s)α−1G(t − s)

∫ s

0
σ(r)dw(r)ds

(3.1.4)

Qui correspond à 3.0.1 est approximativement contrôlable sur [0, T].

ici σ ∈ H2

(
0, T; L0

2

)
.

Théorème 3.1.1. Le système 3.1.4 est approximativement contrôlable si et seulement si :

B∗G∗(T − s)E {φ | Fs} = 0, 0 < S < T

implique que : φ = 0. Ici φ ∈ L2 (FT, H).

Nous introduisons la définition suivante des solutions pour 3.0.1.

Définition 3.1.1. On dit que le processus stochastique y ∈ H2 est une solution 3.0.1 si : pour

tout u ∈ L2
F(0, T,U) il satisfait l’équation stochastique intégrale suivante :

y(t) = D(t)y0 +
∫ t

0
(t − s)α−1G(t − s)[Bu(s) + f (s, y(s))]ds

+
∫ t

0
(t − s)α−1G(t − s)

∫ s

0
g(r, y(r))dw(r)ds

Pour ε > 0, yT ∈ L2 (FT, H) nous introduisons la fonction suivante :

Jε(φ; z) =
1
2

∫ T

0
(T − s)α−1E ∥B∗V∗(T − s)E {φ | Fs}∥2 ds

+ε

√
E ∥(I − πM) φ∥2 − E⟨φ, h(z)⟩

(3.1.5)

Où :
h(z) = yT −D(T)y0 −

∫ T

0
(T − s)α−1G(T − s) f (s, z(s))ds

−
∫ T

0
(T − s)α−1G(T − s)

∫ s

0
g(r, z(r))dw(r)ds.
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Nous prouvons maintenant des plusieurs lemmes :

Lemme 3.1.1. l’ensemble W = {h(z) : z ∈ B(0; r)} est relativement compact dans :

L2 (FT, H) où : B(0; r) = {z ∈ H2 : ∥z∥H2 ≤ r} .

Preuve 3.1.1. Soit 0 < λ < T fixé, pour δ > 0 on définit la fonction : hλ,δ : B(0; r) →
L2 (FT, H) par :

hα,δ(z) := zT −D(T)z0 − α
∫ T−λ

0
×
∫ ∞

g
(T − s)α−1θξα(θ)S ((T − s)αθ) f (s, z(s))dθds

− α
∫ T−λ

0

∫ ∞

5
(T − s)α−1θξα(θ)S ((T − s)αθ)

∫ s

0
g(r, z(r))dw(r)dθds

= zT −D(T)z0 − αS (λαδ)
∫ T−λ

0
×
∫ ∞

s
(T − s)α−1θξα(θ)S ((T − s)αθ − λαδ) f (s, z(s))dθds

− αS (λαδ)
∫ T−λ

0

∫ ∞

s
(T − s)α−1θξα(θ)S ((T − s)αθ − λαδ)×

∫ s

0
g(r, z(r))dw(r)dθds.

à partir des limites des termes intégraux et de la compacité D(T), S (λαδ). on obtient que

l’ensemble wλ,δ :=
{

hλ,δ(z) : z ∈ B(0; r)
}

⊂ L2(FT, H) est relativement compact. Pour

montrer queW est relativement compact, nous estimons la différence hλ,δ(Z)− h(Z) :

E
∥∥∥hλ,δ(z)− h(z)

∥∥∥2

≤ 4E
∥∥∥∥α
∫ T

0

∫ δ

0
(T − s)α−1θξa(θ)S ((T − s)αθ) f (s, z(s))dθds

∥∥∥∥2

+ 4E
∥∥∥∥α
∫ T

T−λ

∫ ∞

a
(T − s)α−1θξa(θ)S ((T − s)αθ) f (s, z(s))dθds

∥∥∥∥2

+ 4E
∥∥∥∥α
∫ T

0

∫ s

0
(T − s)α−1θξα(θ)S ((T − s)αθ)

∫ s

0
g(r, z(r))dw(r)dθds

∥∥∥∥2

+ 4E∥ α
∫ T

T−λ

∫ ∞

a
(T − s)α−1θξα(θ)S ((T − s)αθ)

∫ s

0
g(r, z(r))dw(r)dθds

∣∣∣∣2
Il en résulte que :

E
∥∥∥hλ,δ(z)− h(z)

∥∥∥2

≤ 4α2M2
s

∫ T

0
(T − s)2α−2ds

∫ T

0
∥ f (s, z(s))∥2ds

(∫ δ

0
θξα(θ)dθ

)2
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+ 4α2M2
S

∫ T

T−λ
(T − s)2α−2ds

∫ T

T−λ
∥ f (s, z(s))∥2ds

(∫ ∞

δ
θξα(θ)dθ

)2

+ 4α2M2
S

∫ T

0
(T − s)2α−2ds

∫ T

0

∫ s

0
∥g(s, z(s))∥2

L0
2
drds

(∫ δ

0
θξα(θ)dθ

)2

+ 4α2M2
S

∫ T

T−λ
(T − s)2α−2ds

∫ T

T−λ

∫ s

0
∥g(s, z(s))∥2

L0
2
drds

(∫ ∞

δ
θξα(θ)dθ

)
≤ 4α2M2

S
T2α−1

2α − 1
∥n∥Λ f (r)

(∫ δ

0
θξα(θ)dθ

)2

+ 4α2M2
S

λ2α−1

2α − 1
∥n∥Λ f (r)

1
Γ2(α + 1)

+ 4α2M2
S

T2α

2α − 1
∥m∥Λg(r)

(∫ δ

0
θξα(θ)dθ

)2

+ 4α2M2
S

λ2α

2α − 1
∥m∥Λg(r)

1
Γ2(α + 1)

→ 0 comme λ, δ → 0.

Par conséquent,W peut être approché par des ensembles relativement compactWλ,δ, ce

qui signifie queW est relativement compact dans L2 (FT, H)

Lemme 3.1.2. La fonction h : B(0; r) → L2 (FT, H) est continue.

Preuve 3.1.2. Supposons que z, zn ∈ B(0; r) et zn → z dans Ω2 comme n → ∞ alors par

l’hypothèse (H1) et (H2)

f (t, zn(t)) → f (t, z(t))etg (t, zn(t)) → g(t, z(t))

Sur [0, T] × Ω. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et le théorème de convergence

donnée Lebesgue, nous obtenons :

I1,n := E
∫ T

0
(T − s)α−1B(T − s) [ f (s, zn(s))− f (s, z(s))] ds∥2

≤
M2

S
Γ2(α)

∫ T

0
(T − s)2α−2ds

∫ T

0
E ∥ f (s, zn(s))− f (s, z(s))∥2 ds

=
M2

S
Γ2(α)

T2−1

2α − 1

∫ T

0
E ∥ f (s, zn(s))− f (s, z(s))∥2 ds → 0 comme n → ∞
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Demême, en utilisant l’ inégalité de Cauchy-Schwartz, nous pouvons obtenir :

I2,n : = E
∥∥∥∥∫ T

0
(T − s)α−1B(T − s)

∫ s

0
[g (r, zn(r))− g(r, z(r))] dw(r)ds

∥∥∥∥2

≤ M2
s

Γ2(α)

∫ T

0
(T − s)2α−2ds

∫ T

0

∫ s

0
E
[

g (r, zn(r))− g(r, z(r))∥2
L2

drds

→ 0 comme n → ∞

Par conséquent :E ∥h (zn)− h(z)∥2 ≤ 2I1,n + 2I2,n → 0 comme n → ∞ et h est continue

dans B(0; r).

Lemme 3.1.3. La fonctionnelle Jε : L2(FT, H)×H2 → R a les propriétés suivantes :

1- pour tout z ∈ H2. La fonction φ → Jε(φ; z) : L2(FT, H) → R est strictement convexe

et continue.

2- pour tout nombre réel r > 0.

lim
E∥φ∥2→∞

inf
z∈B(0;r)

Jε(φ; z)√
E∥φ∥2

≥ ε

2
. (3.1.6)

Preuve 3.1.3. La formule de la définition 3.1.5 de Jε(·; z), montre clairement qu’elle est stric-

tement convexe et continue. Pour prouver 3.1.6 supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il

existe deux suite :

{φn} ⊂ L2(, H), {zn} ⊂ B(0; r)

telle que

E ∥φn∥2 → ∞ et limn→∞
Jε (φn; zn)√

E ∥φn∥2
<

ε

2
. (3.1.7)

D’autre part par lemme 3.1.1 l’ensemble

W = {h(z) : z ∈ B(0; r)} ⊂ L2 (FT, H)

Est relativement compact. Ainsi sans perte de généralité, en choisissant une sous-suite (toujours

notée h(z(n)), on peut supposer que :

h (zn) → h, f ortement dans L2 (FT, H) , (3.1.8)

Pour un certain h ∈ L2 (FT, H), puisque {zn} ⊂ B(0; r). Ensuite, normalisons φn comme
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suite :

φ̃n =
φn√

E ∥φn∥2
,
√

E ∥φ̃n∥2 = 1. (3.1.9)

D’aprés 3.1.9, il s’ensuite que, nous pouvons choisir une sous-suite (toujours notée par ϕ̃n).

Qui est faiblement convergante dans L2 (FT, H) est convergé a un élément φ̃ ∈ L2 (FT, H),

La compacité de l’opérateurG∗(t), t > 0, implique que :

B∗G∗(T − s)E {φ̃n | Fs} → B∗G∗(T − s)E {φ̃ | Fs} (3.1.10)

Fortement dansH2. D’aprés 3.1.5, il s’ensuite que :

1

E ∥φn∥2 Jε(φ; z)

=
1
2

∫ T

0
(T − s)α−1E ∥B∗G∗(T − s)E {φ̃n | Fs}∥2 ds

+
ε√

E ∥φn∥2

√
E ∥(I − πM) φ̃n∥2 − 1√

E ∥φn∥2
E ⟨φ̃n, h (zn)⟩

(3.1.11)

Ainsi, sachant que E ∥φn∥2 → ∞, par 3.1.7 et 3.1.10 et le lemme de Fatou, nous avons ce qui

suite : ∫ T

0
(T − s)α−1E ∥B∗G∗(T − s)E {φ̃ | Fs}∥2 ds

≤ limn→∞

∫ T
(T − s)α−1E ∥B∗G∗(T − s)E {φ̃n | Fs}∥2 ds = 0

B∗G∗(T − s)E {φ̃ | Fs}

= 0 sur [0, T].

Par hypothèse(AC) : la dernière équation implique que φ̃ = 0, et on en déduit que φ̃n →
φ̃ = 0 faiblement dans L2 (FT, H). Comme M est de dimension finie que πM est compact,

πMEφ̃n −→ 0 dans H et donc :

lim
n→∞

∥E (I − πM) φ̃n∥2 = lim
n→∞

∥Eφ̃n∥2 + ∥πMEφ̃n∥2 = 1.
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Par conséquent, il résulte de 3.1.5 que :

Jε (φn; zn)√
E ∥φn∥2

=

√
E ∥φn∥2

2

∫ T

0
(T − s)α−1E ∥B∗G∗(T − s)E {φ̃n | Fs}∥2 ds

+ ε

√
E ∥(I − πM) φ̃n∥2 − E ⟨φ̃n, h (zn)⟩ ,

et :
lim

n→∞

Jε (φn; zn)√
E ∥φn∥2

≥ limn→∞

(
ε

√
E ∥(I − πM) φ̃n∥2 − E ⟨φ̃n, h (zn)⟩

)
≥ lim

n→∞
∥E (I − πM) φ̃n∥ = ε,

ce qui contredit 3.1.7 et prouve l’affirmation 3.1.6

Lemme 3.1.4. dit que la fonctionnelle : Jε(·; z) : L2 (FT, H) → R est coercive et strictement

convexe pour tout z ∈ S2. Il s’ensuite Jε(·; z )possède une unique minimum φ̂ε, donc nous

pouvons définir une fonction

Φε : H2 → L2 (FT, H)

Comme suite Φε(z) = φ̂ε.

Le lemme suivante montre quelques propriétés de la fonction Φε.

Lemme 3.1.5. supposons que :

1- Φε est borné sur B(0; r), c’est-à-dire qu’il existe Lε > 0 tel que pour tout z ∈ B(0; r) on

a : E ∥Φε(z)∥2 ≤ Lε.

2- supposons que zn, z ∈ B(0; r) et zn −→ z, dansH2. Alors on a :

lim
n→∞

E ∥Φε (zn)− Φε(z)∥2 = 0

Preuve 3.1.4.

Par lemme 3.1.3 on a :

lim
E∥φ∥2→∞

inf
z∈B(0;r)

Jε(φ; z)√
E∥φ∥2

≥ ε

2

Il s’ensuite qu’il existe Lε > 0, tel que :

inf
z∈B(0;r)

Jε(φ; z)√
E∥φ∥2

≥ ε

2
si :
√

E∥φ∥2 > Lε (3.1.12)
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D’autre part, puisque Φε(z) est le minimum de Jε(·; z). On obtient que :

Jε (Φε(z); z) ≤ Jε(0; z) = 0 (3.1.13)

Par conséquent, par 3.1.12 et 3.1.13, pour tout z ∈ B(0; r) : E ∥Φε(z)∥2 ≤ Lε.

Lemme 3.1.5 dit que la suite {φ̂ε,n = Φε (zn)} est borné ce qui implique, sans perte de

généralité que φ̂ε,n → φ̃ε faiblement dans L2 (FT, H) comme n → ∞. De la définition de Jε et

de l’optimalité de φ̂ε = Φε(z), il résulte que :

Jε (φ̂ε; z) ≤ Jε (φ̃ε; z) ≤ lim
n→∞

Jε (φ̂ε,n; zn)

D’autre part, par l’optimalité de φ̂ε,n = Φε (zn), on a :

limn→∞ Jε (φ̂ε,n; zn) ≤ lim
n→∞

Jε (φ̂ε; zn) = Jε (φ̂ε; z)

En combinant les deux inégalité précédentes, on a :

lim
n→∞

Jε (φ̂ε,n; zn) = Jε (φ̂ε; z) = Jε (φ̃ε; z) (3.1.14)

Ce qui signifie que φ̃ε est aussi un minimum de Jε(·; z), par l’unicité du minimum, il est clair

que φ̃ε = φ̂ε. D’autre part d’après 3.1.14 :propriétés de compacité deG∗(T, s), la continuité de

h(z), et φ̂ε,n
faiblement−→ φ̂ε on obtient :

lim
n→∞

Jε (φ̂ε,n; zn) = Jε (φ̂ε; z)

lim
n→∞

∫ T

0
(T − s)α−1E ∥B∗G∗(T − s)E {φ̂ε,n | Fs}∥2 ds

=
∫ T

0
(T − s)α−1E ∥B∗G∗(T − s)E {φ̂ε | Fs}∥2 ds

lim
n→∞

E ⟨φ̂ε,n, h (zn)⟩ = E ⟨φ̂ε, h(z)⟩

E ∥(I − πM) φ̂ε∥2 ≤ lim E∥(I − π)φ̂ε,n∥2

Ces relations implique que :

lim
n→∞

E ∥(I − πM) φ̂ε,n∥2 = E ∥(I − πM) φ̂ε∥2 (3.1.15)
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Puisque H est un espace de Hilbert et que πM est compact.

D’après : φ̂ε,n
faiblement−→ φ̂ε et 3.1.15 , nous obtenons :

lim
n→∞

E ∥φ̂c,n∥2

= lim
n→∞

E ∥(I − πM) φ̂ε,n∥2 + lim
n→∞

E ∥πM φ̂c,n∥2

= E ∥(I − πM) φ̂c∥2 + E ∥πM φ̂c∥2 = E ∥φ̂c∥2

Donc :

lim
n→∞

E ∥φ̂ε,n∥2 = E ∥φ̂ε∥2 etφ̂ε,n
faiblement−→ φ̂ε

Ce qui signifie la convergence forte de φ̂ε,n vers φ̂ε, c’est-a-dire :

lim
n→∞

E ∥φ̂ε,n − φ̂ε∥2 = 0

3.2 Résultat de contrôlabilité par approximation finie :

Soit y0, yt ∈ H deux points quelconques et ϵ > 0 une précision quelconque. On définit un

opérateur Θε : H2 → H2 comme suite :

(Θεy) (t) := D(t)y0 +
∫ t

0
(t − s)α−1B(t − s) [Buε(s, y) + f (s, y(s))] ds

+
∫ t

0
(t − s)α−1G(t − s)

∫ s

0
g(r, y(r))dw(r)ds(3.2.16)

uε(t, y) := B∗G∗(T − t)E {Φε(y) | Ft}

De toute évidence, une solution de 3.0.1, avec

u(s) = uε(s, y) = B∗B∗(T − t)E {Φε(y) | Ft}

CDα
0,ty(t) = Ay(t) + Buε(t, y) + f (t, y(t))

0 < α ≤ 1, t ∈ [0, T]

y(0) = y0,

(3.2.17)
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Est une solution de l’équation opérateur y = Θε(y) et inversement. Ainsi, nous pouvons ap-

pliquer la théorème du point fixe de Shauder pour dériver l’éxictence de solution de l’équation

3.2.17.

Pour ce faire, nous devons montrer les propriétés de Θε suivantes :

1- Θε : H2 → H2 est continue.

2- Θε : H2 → H2 est compact.

3- Θε : l’image de B (0; rε) en lui-même pour un certain rε > 0.

Compte tenu de ces trois propriétés et comme conséquence du théorème du point fixe de

Shauder, l’existence d’un point fixe de Θε fuit immédiatement. En d’autre termes, pour tout

ϵ > 0, il existe yε ∈ H2 tel que :

yc(t) = D(t)y0 +
∫ t

0
(t − s)α−1B(t − s) [Buϵ (s, yε) + f (s, yc(s))] ds

+
∫ t

0
(t − s)α−1B(t − s)

∫ s

0
g (r, yϵ(r)) dw(r)ds.

pour démontrer les trois propriétés ci-dessus, Nous prouvons d’abord plusieurs lemmes.

Lemme 3.2.1. Sous les hypothèses (H2)− (H3), (AC) nous avons ce qui suit :

1- uε(s, y)est continue dans B(0; r).

2- E ∥uε(s, y)∥2 ≤ Rε pour un certain Rz > 0.

Preuve 3.2.1. la prouve est découle facilement du lemme 3.1.5.

Lemme 3.2.2. Sous les hypothèses (H1) , (H3) et (AC), pour tout ε > 0 il existe un nombre

positif rϵ tel que Θ (B (0; rε)) ⊂ B (0; rε)

Preuve 3.2.2. Supposons que se ne soit pas vrai. Alors il existe ε > 0 tel que pour chaque

r = rϵ > 0, il existe une fonction zr ∈ B(0; r), mais Θϵ (zr) /∈ B(0; r). En d’autres termes,
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∃t ∈ [0, T] tel que : r < E ∥(Θεzr) (r)∥2. Pour un tel t en trouve que :

r < E ∥(Θεzr) (t)∥2 ≤ 4E ∥D(t)z0∥2

+ 4E
∥∥∥∥∫ t

0
(t − s)α−1B(t − s)Buε (s, zr) ds

∥∥∥∥2

+ 4E
∥∥∥∥∫ t

0
(t − s)α−1B(t − s) f (s, zr(s)) ds

∥∥∥∥2

+ 4E
∥∥∥∥∫ t

0
(t − s)α−1B(t − s)

∫ s

0
g (r, zr(r)) dw(r)ds

∥∥∥∥2

=: 4 (I1 + I2 + I3 + I4)

(3.2.18)

Estimons Ii, i = 1, . . . , 4. Par l’hypothèse (H1), Nous avons :

I1 ≤ M2
S ∥z0∥2 (3.2.19)

I2 ≤
M2

SM2
B

Γ2(α)

∫ t

0
(t − s)2(α−1)ds

∫ t

0
E ∥uε (s, zr)∥2 ds ≤

M2
SM2

B
Γ2(α)

T2α

2α − 1
Rε

I3 ≤
M2

S
Γ2(α)

∫ t

0
(t − s)2(α−1)ds

∫ t

0
E ∥f (s, zr(s))∥2 ds

≤
M2

S
Γ2(α)

T2α−1

2α − 1
∥n∥CΛf(r)

(3.2.20)

Par l’inégalité de Couchy-Shwartz on peut déduire que :

I4 ≤ E
∥∥∥∥∫ t

0
(t − s)α−1G(t − s)

∫ s

0
g (r, zr(θ)) dw(θ)ds

∥∥∥∥2

= E
∫ t

0

∥∥∥∥(t − s)α−1G(t − s)
∫ s

0
g (r, zr(θ)) dw(θ)

∥∥∥∥2

ds

≤
M2

S
Γ2(α)

∫ t

0
(t − s)2(α−1)E

∫ s

0
∥g (r, zr(θ))∥2

L0
2

dθds

≤
M2

S
Γ2(α)

T2α

2α − 1
∥m∥CΛg(r)

(3.2.21)
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En combinant les estimations 3.2.18-3.2.21 on obtient :

r ≤ E ∥(Θεzr) (t)∥2 < 4M2
S ∥z0∥2

+ 4
M2

SM2
B

Γ2(α)

T2α

2α − 1
Rε + 4

M2
S

Γ2(α)

T2α−1

2α − 1
∥n∥CΛ f (r)

+ 4
M2

S
Γ2(α)

T2α

2α − 1
∥ m∥CΛg(r).

(3.2.22)

Nous devisons 3.2.22 par r et prenons limite comme r → ∞, pour obtenir :

4
M2

s
Γ2(α)

T2α−1

2α − 1
σf ∥n∥c + 4

M2
s

Γ2(α)

T2α

2α − 1
σg∥m∥c ≥ 1

Ceci est une contradiction, par l’hypothèse (H3).

Ainsi Θε (B (0 ; rε)) ⊂ B (0; rε) pour certain rz > 0.

Lemme 3.2.3. supposons que les hypothèses (H1) − (H3) et (AC) soient vérifiées. Alors

l’ensemble {Θ(z) : z ∈ B(0; r)} est une famille des fonctions équicontinue sur [0, T].

Preuve 3.2.3. Soit 0 < η < t < T et δ > 0 tel que :

∥D (s1)−D (s2)∥2 < η, ∥B (s1)−B (s2)∥2 < η.

pour tout s1, s2 ∈ [0, T] avec |s1 − s2| < δ, pour z ∈ B(0; r), 0 < h < δ, t + h ∈ [0, T], nous

avons :

E ∥(Θεy) (t + h)− (Θεy) (t)∥2 ≤ 7 ∥D(t + h)y0 −D(t)y0∥2

+ 7E
∥∥∥∥∫ t

0

(
(t + h − s)α−1 − (t − s)α−1

)
G(t + h − s) (Buε(s, y) + f (s, y(s))) ds

∥∥∥∥2

+ 7E
∥∥∥∥∫ t+h

t
(t + h − s)α−1G(t + h − s) (Buε(s, y) + f (s, y(s))) ds

∥∥∥∥2

+ 7E
∥∥∥∥∫ t

0
(t − s)α−1(G(t + h − s)−G(t − s)) (Buε(s, y) + f (s, y(s))) ds

∥∥∥∥2

+ 7E
∥∥∥∥∫ t

0

(
(t + h − s)α−1 − (t − s)α−1

)
G(t + h − s)

∫ s

0
g(r, y(r))dw(r)ds

∥∥∥∥2

+ 7E
∥∥∥∥∫ t

0
(t − s)α−1(G(t + h − s)−G(t − s))

∫ s

0
g(r, y(r))dw(r)ds

∥∥∥∥2

:= 7 (I1 + . . . I7) .
(3.2.23)
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c’est clair.

I1 ≤ ∥D(t + h)−D(t)∥2 ∥y0∥2 < η ∥y0∥2

I2 ≤ M2
s

Γ2(α)
T
∫ t

0

∣∣∣(t + h − s)α−1 − (t − s)α−1
∣∣∣2 ds

(
Rε + ∥n∥CΛ f (r)

)
I3 ≤ M2

s
Γ2(α)

h
∫ t+h

t
(t + h − s)2(α−1)ds

(
Rε + ∥n∥CΛ f (r)

)
=

h2α

2α − 1
M2

s
Γ2(α)

(
Rε + ∥n∥CΛ f (r)

)
I4 ≤ T

∫ t

0
(t − s)2(α−1)ds sup0≤s≤t∥G(t + h − s)−G(t − s)∥2 (Rε + ∥n∥CΛ f (r)

)
≤ η

T2α

2α − 1
(

Rε + ∥n∥CΛ f (r)
)

De la mêmemanière, nous avons :

I5 ≤
M2

St
Γ2(α)

∫ t

0

∣∣∣(t + h − s)α−1 − (t − s)α−1
∣∣∣2 ds∥m∥CΛg(r)

I6 ≤ h2α−1

2α − 1
M2

St
Γ2(α)

∥m∥CΛg(r)

I7 ≤ η
T2α

2α − 1
∥m∥CΛg(r)

Par conséquent, pour η suffisamment, le membre de droite 3.2.23 tend vers zéro comme

h → 0. Les cas t = 0 et t = T peuvent être faits, de manière semi-linéaire. Ainsi, l’ensemble

{Θϵz : z ∈ Br} est équicontinu.

Lemme 3.2.4. Que les hypothèses (H1)− (H3) et(AC) soient vérifiées. Pour tout t ∈ ⌈0, T]

l’ensemble V(t) := {(Θεy) (t) : y ∈ B(0, r)} est relativement compact dans L2 (FT, H).

Preuve 3.2.4. La preuve est similaire à celle du lemme3.1.1

Lemme 3.2.5. Θϵ : Ω2 → Ω2 est continue.

Preuve 3.2.5. La preuve est similaire à celle du lemme3.1.2.

Théorème 3.2.1. Supposons que : (H1) − (H3) et (AC) soient satisfaits. Alors le système

3.2.17 a une solution dansH2.

Preuve 3.2.6. Il ressort des lemmes 3.2.2- 3.2.5 et du théorème d’Arzela-Ascoli que Θ(B(0, r))

est relativement compact dans F2. Donc Θc est un opérateur complètement continue surH2.

D’aprés le théorème du point fixe Θε a une point fixe dansH2.
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Nous sommes maintenant en mesure de prouver notre résultat principal.

Théorème 3.2.2. Sous les conditions : (H1)− (H3) et (AC), Le système intégro-différentiel

stochastique fractionnaire 3.0.1 est finiment-approximativement contrôlable sur [0, T].

Preuve 3.2.7. Par le lemme 3.1.3(a) Nous savons que Jϵ est strictement convexe et continue.

Alors Jϵ (φ; yε) a un unique point minimum φ̂c qui minimise Jε (φ;yz) :

φ̂ε ∈ L2(FT, H) : Jε (φ̂ε : yε) = min
φ∈X

Jε (φ; yε) .

De la définition duminimum. Il résulte que pour tout ψ ∈ L2(FT, H) et λ ∈ R nous avons :

Jc (φ̂z; yε) ≤ Jε (φ̂c + λψ; yϵ) .

En dévisant cette inégalité par λ > 0

0 ≤ 1
λ
[Jε (φ̂ε + λψ; yε)− Jε (φ̂ε; yε)]

=
∫ T

0
(T − s)α−1E ⟨B∗G∗(T − s)E {φ̂ε | Fs} , B∗G∗(T − s)E {ψ | Fs}⟩ ds

+
λ

2

∫ T

0
(T − s)α−1E ∥B∗G∗(T − s)E {ψ | Fs}∥2 ds

+ ε

√
E ∥(I − πE) (φ̂ε + λψ)∥2 −

√
∥E (I − πE) φ̂ε∥2

λ
− E ⟨ψ, h (yε)⟩

et en laissant λ −→ 0+ on obtient que :

E ⟨ψ, h (ys)⟩

≤
∫ T

0
(T − s)α−1E (B∗B∗(T − s)E {φ̂s | Fs] , B∗B∗(T − s)E |ψ∗|Fs}

)
ds

+
λ

2

∫ T

0
(T − s)α−1E ∥B∗G∗(T − s)E {ψ | Fs}∥2 ds

+ ε

√
E ∥(I − πE) (φ̂ε + λψ)∥2 −

√
∥E (I − πE) φ̂ε∥2

λ
− E ⟨ψ, h (yε)⟩

+ ε lim
λ→0+

√
E ∥(I − πE) (φ̂ε + λψ)∥2 −

√
∥E (I − πE) φ̂ε∥2

λ

≤
∫ T

0
(T − s)α−1E ⟨B∗G∗(T − s)E {φ̂ε | Fs} , B∗G∗(T − s)E {ψ | Fs}⟩ ds

+ ε

√
E ∥(I − πE)ψ∥2.
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+ ε lim
λ→0+

√
E ∥(I − πE) (φ̂ε + λψ)∥2 −

√
∥E (I − πE) φ̂ε∥2

λ

≤
∫ T

0
(T − s)α−1E ⟨B∗G∗(T − s)E {φ̂ε | Fs} , B∗G∗(T − s)E {ψ | Fs}⟩ ds

+ ε

√
E ∥(I − πE)ψ∥2

Nous répétons le même argument avec λ < 0 pour obtenir finalement que :

∣∣∣∣∫ T

0
(T − s)α−1E ⟨B∗G∗(T − s)E {φ̂ε | Fs} , B∗G∗(T − s)E {ψ | Fs}⟩ ds − E ⟨ψ, h (yε)⟩

∣∣∣∣
≤ ε

√
E ∥(I − πE)ψ∥2.

(3.2.24)

D’autre part, nous avons ce qui suit :

∫ T

0
(T − s)α−1E ⟨B∗G∗(T − s)E {φ̂ε | Fs} , B∗G∗(T − s)E {ψ | Fs}⟩ ds

=
∫ T

0
E(T − s)α−1 ⟨G(T − s)Buε (s, yε) , ψ⟩ ds,

h (yε) = yT −D(T)y0 −
∫ T

0
(T − s)α−1G(T − s) f (s, yε(s)) ds

−
∫ T

0
(T − s)α−1G(T − s)g (s, yε(s)) dW(s).

(3.2.25)

Ensuite, en combinant 3.2.24 et 3.2.25, nous obtenons que :

|E ⟨yε(T)− yT, ψ⟩| ≤ ε

√
E ∥(I − πM)ψ∥2

Tient pour tout ψ ∈ L2(Ft, H). Ainsi,√
E ∥yz(T)− yT∥2 ≤ ε .

πMyε(T) = πMyT.
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3.3 Application

Considérons l’équation différentielle partielle stochastique fractionnelle suivante :

cD
2
3
0 y(t, θ) = yθθ(t, θ) + µ(t, θ) + K1(t, y(t, θ))

+
∫ t

0
K2(s, y(s, θ))dw(s), (t, θ) ∈ [0, 1]× [0, π]

y(t, 0) = y(t, π) = 0, 0 ≤ t ≤ 1, y(0, θ) = y0(θ)

0 ≤ θ ≤ π

(3.3.26)

Où W(t) désigne un processus de Wiener standard à valeur réelles sur : (Ω,F ,Ft, P) et

y0 ∈ L2(0, π); µ:[0, 1]× (0, π) → (0, 1) est continu en t, K1, K2 : R × R → R sont continus.

Soit H = U = L2(0, 1) et on définit l’opérateur A; H → H par Az = z′′ avec domaine

D(A) =
{

z ∈ H, z, z′
}

. sont absolument continus, z′′ ∈ H, z(0) = z(π) = 0}. Alors, A

engendre un semi-groupe analytique T(t) et il est donné par :

T(t)z =
∞

∑
n=1

e−n2t (z, en) en, z ∈ H.

Où en(θ) =

√
2
π

sin(nθ), n = 1, 2, . . . est l’ensemble orthonormé complet des vecteurs

propres de A. De ces expression il résulte que, {T(t), t > 0} est un semi-groupe compact

uniformément borné, de sorte que, R(λ, A) = (λI − A)−1 est un opérateur compact pour

λ ∈ ρ(A).

définissons un espace de dimension infinie U par U = {u : u =
∞

∑
n=2

unen}, tel que
∞

∑
n=2

u2
n < ∞. La norme dans U est définie par :

∥u∥u =

(
∞

∑
n=2

u2
n

)1/2

.

Définissez maintenant une cartographie linéaire continue B de U en H comme Bu= 2u2e1 +
∞

∑
n=2

unen pour u =
∞

∑
n=2

unen ∈ U. Alors :

Az =
∞

∑
n=1

n2 (z, en) en, z ∈ H
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Soit y(t)(θ) = y(t, θ), on définit l’opérateur linéaire borné : B : U → H par :

(Bu)(t)(y) = µ(t, y), 0 ≤ y ≤ π

Définissons : f (t, y)(.) =K1 (t, y(.)) et g(t, y)(.) = K2(t, y(.))D’autre part, le système linéaire

qui correspond à 3.3.26 est approximativement contrôlable. Ainsi, avec les choix de A, f , g

et B, le système 3.3.26 peut être réécrit sous la forme abstraite de 3.0.1 et toute les conditions

du théorème 3.2.2 sont satisfaite. Par conséquent, selon le théorème 3.2.2, le système integro-

différentiel stochastique fractionnaire 3.3.26 est contrôlable de manière finie et approximative

sur[0,1].
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