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Résumé

Dans ce mémoire nous étudions les concepts de controlabilité simultanée exacte en
dimension finie et approximative au carré moyen (controlabilité finie-approximative) dans
le cadre des équations différentielle fractionnaire stochastique. Notre conclusion finale
est la suivante : la controlabilité approximative finie du systéme stochastique linéaire est

équivalente a la controlabilité approximative du méme systéme
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Abstract

In this paper we study the concepts of exact simultaneous controllability in finite dimen-
sion and approximate mean square controllability (finite-approximate controllability) in
the framework of stochastic fractional differential equations. Our final conclusion is the

following : the finite approximate controllability of the linear stochastic system is equivalent

to the approximate controllability of the same system.
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Introduction

Le concept de controlabilité joue un role important et crucial dans 'analyse et la concep-
tion des systéemes de controle. Un systéme de controle est dit controlable si chaque état
correspondant a ce processus de controle peut étre affecté ou controlé dans des temps
respectifs. En utilisant certains signaux de commande. Dans I’étude de tout systeme, il est
tres important de savoir si le systéme est controlable ou non. Si le systeme ne peut pas étre
contrdélé completement, alors différents types de concepts de contrélabilité peuvent étre dé-
finis comme approximatif, nul, contrélabilité intérieure. Dans notre mémoire nous étudions
une version plus forte du concept de controlabilité approximative, appelée contrblabilité
finie-approximative. La controélabilité approximative finie signifie que le contréle approxi-
matif peut étre choisi de telle maniére que I'état final satisfasse la condition de controélabilité
approximative et simultanément un nombre fini de contraintes. La théorie qualitative et
les concepts de stabilité et de controlabilité des équations différentielles fractionnaires ont
attiré l'attention de nombreux mathématiciens, physiciens et ingénieurs en raison de ses
applications dans des nombreux domaines de la science et de 'ingénierie. Nous étudions
un concept simultané de controlabilité exacte en dimension finie et approximative au carré
moyen (controlabilité approximative finie) pour les systemes fractionnels stochastiques
linéaires et semi-linéaires dans les espaces de Hilbert. le résultat suivant pour les systemes
stochastiques linéaires : la controlabilité approximative finie du systeme stochastique linéaire

est équivalente a la controdlabilité approximative du méme systéme.
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CHAPITRE

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions de bases, qui nous faciliteront notre

travail.

1.1 Lesespaces

Définition 1.1.1. Un espace métrique est un couple (X, d) ot X est un ensemble non vide
et d est une distance sur X, c’est-a-dire une application d : X x X — IR, qui vérifie les trois

propriétés suivantes :
1- Symétrie:Vx,y € X,d(x,y) = d(y, x).
2- Séparation:Vx,y € X, d(x,y) =0 < x =y.
3- Inégalité triangulaire: Vx,y,z € X, d(x,y) < d(x,z) +d(z,vy).

Définition 1.1.2. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé sur un sous-corps X

de C (en général, X = R ou C), complet pour la distance issue de sa norme.

Définition 1.1.3. Soit C([0, T]; X) 'espace de Banach de toutes les fonctions X continues a

valeur de [0, T| dans X doté de lanorme :
lxllc := sup{l[x(#)]| : £ € [0, T}

Soit X un espace vectoriel sur R, Un produit scalaire (f, g) est une forme bilinéaire de
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1.2 Les types de contrdlabilité 3

N|—

X x X dans R, symétrique, définie positive. Rappelons que || f|| = (f, f)2? est une norme

associée au produit scalaire.

Définition 1.1.4. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d'un produit scalaire

(f, g) et qui est complet pour la norme (f, f) 2,

Les espaces L7

On désigne par L (Q)) avec Q) est un ouvert de R" I'espace des fonctions intégrables :
LY(Q) = {f:Q—HR/ fldx < +oo}
0

Telles que || f|;1 = /Q|f(x)|dx

Définition 1.1.5. Soitp € R, avec1 < p < oo, on pose :
LF(Q)={f: Q0 — R, fmésurableet |f|¥ € L}'(Q)}

On note : )
Ifllr = UQ !fl”dx] ' (1.1.1)

1l s’agit d’'une intégrale au sens de Lebesgue. Lespace L”()) muni de la norme est un
espace de Banach, de plus, il est séparable pour1 < p < co. Pour P = 2, Lz(Q) est un

espace de Hilbert, le produit scalaire correspondant a la norme(l1.1.1|étant donné par :

(F.8) ey = [ F0g

Pourp = o0, L*(Q)) = {f : QO — R; fmesurable et 3C : |f(x)| < CsurQ)}. C'est un espace

de Banach pour la norme :

Ifllze = In f{C; |f(x)| < Csur O}

1.2 Les types de controlabilité

Le principe de la controlabilité est le suivant : étant données deux états x0 e X(l'espace

des états) et x' € X d’un systéme, existe-t-il une fonction u (appelée contrdle) permettant
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1.2 Les types de contrdlabilité 4

de passer (en un sens a définir précisément) de I'état x° a I'état x' en un temps fixé T > 0? Le
terme 'passer’peut-étre interprété de déférentes manieres : par exemple il peut signifier que
la valeur a l'instant t = T de la solution qui part de I’état x" alinstant t = 0 soit exactement
égale 2 x!, auquel cas on parle de controlabilité exacte, mais il peut aussi signifier que la valeur
de cette solution a I'instant T soit suffisamment proche de xl, sans nécessairement lui étre
égale, auquel cas on parle de controlabilité approchée, déférents concepts de controlabilité

existent, donnons celle qui vont nous intéresser dans ce travail.

Controlabilité des systemes linéaires

Soient(X;||.||) et (U; ||.||r) deux espaces de Banach. Soient (A; D(A)) un générateur
infinitésimal d’'un semi groupe fortement continu et B : U — X un opérateur linéaire

borné. Considérons le systeme de controle linéaire :

x'(t) = Ax(t) + Bu(t), tel0,T]

{0) — x (1.2.2)

Ou 1Y € X estla condition initiale et u € U est le controle grace a lui on veut agir sur I'état
x(.) du systeme pour I'envoyer de I’état initiale x vers un certain état final x” prédéfini dans

un temps fini T > 0.

Définition 1.2.1. Le systéme est dit exactement contrdlable sur 'intervalle de temps
[0; T] si et seulement s'il est possible de trouver une fonction d’entrée u(t) qui puisse trans-
férer tout état initial x° € X a la sortie désirée xT € X au bout d’'un temps fini T. Ceci est

équivalent a dire :
va¥ e X, Val € X,3u € L3(0, T; U) tel que : x(T) = x7

Définition 1.2.2. Le systeme est dit exactement nul contrélable sur I'intervalle de
temps [0; T| si et seulement s'il est possible de ramener tous les points dans 'espace X a

l'origine au temps T via un controle u c-a-d:
va¥ € X,3u € L?(0, T, U) tel que : x(T) =0

Définition 1.2.3. Le systéme est dit approximativement controlable sur I'intervalle de
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1.3 Partie relativement compact 5

temps [0, T] si et seulement si :

Ve >0,Vx' e X,VxT € X, Ju € ]LZ(O, T;U) tel que : HxT — x(T)HX <e

1.3 Partie relativement compact

Définition 1.3.1. On dit d'une partie A d'un espace métrique (X, dx) est relativement

compact si A est compacte.

Proposition 1.3.1. Soit (X, dx) un espace métrique.

1- Unepartie A de X est relativement compacte si et seulement si de toute suite d’éléments

de A, on peut extraire une sous-suite qui converge dans X.
2- Toute partie relativement compacte de X est pré compacte.

3- Si A est une partie relativement compacte alors toute partie B C A est relativement

compacte. Toute partie d'un espace compacte est relativement compacte.

1.4 Equicontinuité

Définition 1.4.1. Soit (X, dx), (Y,dy) deux espaces métriques, F une partie de C(X,Y) et

Xo un point de X. On dit que F est équicontinue en x si:
Ve > 0,30 >0,Vy € X, (dx (xo,y) <a) = (Vf € F,dy(f (x0),f(y)) <e)

On dit que F est équicontinue sur X si F est équicontinue en tout point de X. Sil'on ala

condition :
Ve>0,3n >0,Vx,y € X, (dx(x,y) <a)= (Vf e F,dy(f(x0),f(y)) <e)

On dit que f est uniformément équicontinue.

Lemme 1.4.1. Soit (X, dx), (Y,dy) deux espaces métriques et F une partie équicontinue de

C(X,Y). Supposons que (X, dx) est compact. Alors F est uniformément équicontinue.

Lemme 1.4.2. Soit (X,dx), (Y,dy) deux espaces métriques, F une partie uniformément

équicontinue de C(X,Y) et (fn)n une suite de fonction F. Supposons que (X, dx ) est compact.
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1.5 Opérateurs compacts 6

Alors on a l'équivalence suivante :

(fn)nconverge versf <= (fy)nconverge uniformément versf.

1.5 Opérateurs compacts

Opérateurs compacts constituent une classe importante d’applications linéaires conti-
nues. D’'une part, ils sont presque des opérateurs de rang fini(approchés par des opérateurs
dont I'image est de dimension finie). D’autre part, la classe des opérateurs compacts est

suffisamment large pour inclure les opérateurs a noyau continus ou dans L2,

Définition 1.5.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés. Une application T € L(X,Y)
est un opérateur compact si m est un compact de Y, o1 By est la boule unité fermée
de X. On note par K(X, Y) I’ ensemble des opérateurs compacts de X dans Y et par K(X) si
X =Y.
Proposition 1.5.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels norméset T € L(X,Y). Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1- T est compact.

2- Pour tout A C X borné, m est compact.

3- Toute suite bornée (x,)neN de X, T(xy) neNn admet une valeur d'adhérence.

4- Lensemble des opérateurs compacts K(X,Y) est un sous-espace vectoriel fermé de

L(X,Y).

5- SoientS € L(X,Y) etT € L(Y,Z) alorssiS ouT est compact:To S € K(X,Z).
Proposition 1.5.2. Soit X un espace vectoriel normé de dimension infinie. Alors l'opérateur
identité de X n'est pas compact. Plus généralement, tout isomorphisme T : X — X nest pas

compact.

Définition 1.5.2. Soit H un espace de Hilbert séparable. un opérateur T € L(H) est un

opérateur de Hilbert shmidt, s’il existe une base hilbartienne (e ),y telle que

0]
Y- I Teg||* < o
k=0
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1.6 Théoreme d’Ascoli-Arzela 7

Exemple 1.5.1. Opérateurs diagonaux :

Soit (e,),cpy+ Une base hilbertienne de H et (Ay),p, une suite fixée de nombres com-

+o0
plexes telle que : 2 |/\k|2 < +oc0. Pour tout x € H, posons
k=1

—+00
Tx =Y A <X, > e
k=1

Alors T est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H.
Pour tout k > 1, Te, = Agey ( Ag est une valeur propre et e, un vecteur propre associé).
Autrement dit la matrice de T dans la base hilbertienne (e, ) est diagonale et sa diagonale

est composée des coefficients A,;.

1.6 Théoreme d’Ascoli-Arzela

Théoréme 1.6.1. Soir (X;dx) un espace métrique compact, (Y;dy) un espace métrique

complet. Une partie A de C(X; Y) est relativement compacte si et seulement si :

1- A est équicontinue, cest-a-dire :
Vx e X,Ve >0,3n >0/Vf € A Vy € X, (dx(x,y) <n) = (dy(x,y) <€)

2- Pourtoutx € X, lensemble A(x) = {f(x); f € A} est relativement compact.

1.7 Quelques fonctions importantes dans le calcul fraction-
naire

Définition 1.7.1. La fonction Gamma est définie par l'intégrale suivante :
—+o0
['(a) = / t*“le7tdt ;a € CetZe(z) >0
0

C’est une fonction qui prolonge naturellement la fonction aux nombre réels et complexes.

Remarque 1.7.1. La fonction Gamma vérifié les propriétés suivantes :

1- T(a+1) = al(a), en particulier I'(n + 1) = n!,Vn € N.
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1.8 Intégration fractionnaire 8

2- T(1) =1etI'(—m) = Foo pour tout m € IN.

3- F(%) = V.
) - G

(—1)"2"
135...(2n—1)

V.

2 4nn!
5- La fonction Gamma peut étre représentée par la limite :

1
4- T <n + etpourles valeurs négatives I <—n + E) —

T li nin® 7 0
(“)_nglgoa(a-i—l)...(oc—e—n)’ () > 0.

Définition 1.7.2. La fonction Béta est définie par:
(o, w) / Y )oldt,  (Re(a) > 0,%e(w) > 0)

La fonction béta est appelée intégrale d'Euler du premier type.

Remarque 1.7.2. La relation entre les deux fonctions est donnée par :

[(a) - T'(w)

Bla,w) = I'(a+w)

(e, w € C; Ze(a), Ze(w) > 0)

1.8 Intégration fractionnaire

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, (b peut étre fini ou infini) on consideére les

:/axf(t)dt
(2f) (x) / (/f dt)ds

On transforme 'intégrable double & une intégrable simple :

intégrales suivantes :

() 0 = [ = nyfteyar.

Ainsi, en intégrant successivement par itération on trouve :

X (y — n—1
1) () = S
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1.9 Dérivé fractionnaire 9

Définition 1.8.1. Soit f : [4,b) — R une fonction continue. L'intégrale de Rieman-

Liouville de f est définie par :

(12) () = g7 [ =0 (0

Ol & un réel positif.
Lintégrale fractionnaire d’ordre « avec la limite inférieure 2 € IR pour une fonction

f:a,00[— Rest:

S Y L IO
“'t_l"(oc)/a (EDET TR

1.9 Dérivé fractionnaire

Définition 1.9.1. La dérivée de Riemann-Liouville d’ordre « dont la limite inférieure
est,zéro pour une fonction f : [0, co[— R & condition que le c6té droit soit défini ponctuelle-

ment sur [a, oo[,ou1 I est la fonction gamma est :

T dr f(s)
Ly _ _
DO,tf(t) - r(n _ 06) dt” /0 (t _ S)IX+171’Z ds/ t > O/ n 1 <uau<mn

Définition 1.9.2. La dérivée de Caputo d’ordre « pour une fonction
f: (0,000~ R

est:
n—1 tk

°Di,f(t) =Dy, (f(t) - kz Ff<’<>(0)> , >0, n—l<a<n
=0

1.10 Un peu d’optimisation

Infimum et suprémum

Définition 1.10.1. Soit I — R% et f : U — R une fonction numérique. Par construction

des nombres réels, 'ensemble { f(x) : x € U} admet un infimum a = in{[ f(x).La plus
xe
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1.10 Un peu d’optimisation 10

grand borne inférieure « vérifiant
a< f(x) Vxel

De méme, on peut définir le suprémum S = sup,cy;f(x) comme la plus petite valeur 8

vérifiant

B> f(x) Vxel

Théoréme 1.10.1. Existence des extréma (cas borné) Soit f : U — R une fonction
numérique continue définie sur un domaine U fermé et borné de RY, alors
1- Ja € U tel que f(a) = infreyf(x) ouencore f(a) = minycy f(x)

2- 3b € U tel que f(b) = supyeyf(x) ouencore f(b) = maxyey f(x)

Par la suite on se limitera uniquement au cas de la minimisation. Soit f : U — R une

fonction numérique continue définie sur un domaine U C R? fermé mais pas borné.

Définition 1.10.2. (Fonction a section inférieure bornée) f est dite a section inférieure
bornée si

JK eR telque f~'(—o0,K]={x e R?: f(x) <K}

Soit borné et non vide en notant K = f~1(—co, K], il est clair que nous avons la relation

B = dh S

Etant donné que K est fermé et borné, nous avons aussi que U N K est fermé et borné. Ainsi

le théoreme d’existence des extréma s’applique.

Théoréme 1.10.2. Existence des extréma (cas non borné) Soit f : U — R une fonction
numeérique continue a section inférieure bornée et définie sur un domaine U fermé de RY,

alors
dae U telque f(a)=infreuf(x)

Définition 1.10.3. (Fonction coercive)f est dite coercive si

e S =

U. Guelma Département de Mathématiques Khebizi Nouhed



1.10 Un peu d’optimisation 11

D’une maniere formelle, ceci correspond a I'énoncé
VM >0 3N >0 telgue |x]] >N= f(x)> M.
Proposition 1.10.1. Toute fonction numérique continue et coercive est a section inférieure

bornée.

Définition 1.10.4. Ensemble convexe U C R” est dit convexe si
Vx,yel VA€[0,l]= (1-A)x+AyeclU

Propriétés 1.10.1. 1- Si{U;};c1 est une collection quelconque densembles convexes,

Nic1U; est convexe.
2- La fermeture U d'un ensemble convexe est convexe.

3- Lintérieurint(U) d'un ensemble convexe est convexe ou vide.
Soit f : U — R une fonction numérique définie sur un ensemble convexe U.

Définition 1.10.5. Fonction convexe f est dite convexe si :
Ve,yelU VA€[0,1] = f(1-AN)x+Ay<1—Af(x)+Af(y)
Définition 1.10.6. Fonction strictement convexe f est dite strictement convexe si
Vx,yelU x#y VA€[0,1] = f(1—-AMx+Ay<1—Af(x)+Af(y)
Géométriquement, le graphe d'un telle fonction doit avoir une certaine rondeur

2

Théoréeme d’unicité

Théoréme 1.10.3. Soit f : U — R une fonction numérique strictement convexe définie sur
un ensemble convexe U. Si f admet un point minimisant. f(a) = infycy f(x) alors ce point

est unique.

Définition 1.10.7. Fonction semi-continue inférieure f : U — R est dite semi-continue

inférieure si une des conditions équivalente est satisfaite

1- VK € R f1(—o00,K] C R" est fermé
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1.11 Théoreme du point fixe de Shauder 12

2- epi(f) C R" x R est fermé

3-Vx, »>a = f(a) <lmf (x,)

Généralisation du théoréme de Weierstrass(cas non borné)

Soit f : U — IR une fonction propre semi-continue inférieurement, a section infé-
rieure bornée définie sur un domaine U fermé et non borné, alors il existe a € U tel que
f(a) = infreuf(x).Deplus, si f est une fonction strictement convexe, on a unicité du point

minimisant.

1.11 Théoréme du point fixe de Shauder

Le théoréme du point fixe de Schauder est une généralisation de théoreme de Brouwer,

d’'un espace de dimension finie a un espace de dimension quelconque il s’énonce ainsi :

Définition 1.11.1. Pour une application F d’'un ensemble E dans lui méme, un élément x

de E est un point fixe de Fsi Vx € E : F(x) = x.

Théoréme 1.11.1. Le premier théoreme de Shauder Soit () un sous ensemble non-vide,
compact et convexe d'un espace de Banach E et F : () — () une application continue sur ().

Alors F admet au moins un point fixe dans ().

Théoréme 1.11.2. La deuxieme théoreme de Shauder Soit () un sous-ensemble non vide,
borné, fermé et convexe d’'un espace de Banach E. Toute application continue et compacte

f: Q3 — Q) admet au moins un point fixe dans Q).

Preuve 1.11.1. On note K ladhérence de f (Q)), K = f(Q)) qui est par hypothese un compact.
K C Q car Q) est un fermé ( Q) étant compact alors K = f(Q) car f(Q) est compact). Pour

, 1
chaquen, soit F, un —-réseau de K.
n

k

1

Fy = {x1,x2,...,x} C Ktel queK C U B (xi,g) et Soit P, : K — cov(Fn) une
i=1

projection de Schauder, comme Q) est convexe et F,, une partie de (). Alorscov (F,) C Q estun

sous ensemble convexe et compact. On définit f, : cov (F,) — cov (F,), fn = P, 0 ficov(En)-
Par le théoréme de Brouwer (f,), 1 posséde au moins un point fixe yu, fu (Yn) = Yn.

Ou (f (Yn)),en C K qui est compact et donc la suite (f (yu)),cn POSseéde une sous suite
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convergente que nous noterons de la méme maniere. On pose :

y = lim f (yn) (1.11.3)

n—00

Etonay = lim f(y,) € Qcar(f (yn)),en C K C Q) fermé doii contient les limites

n—+00
de toutes ses suites convergentes. MOI’lU'OﬂSf(y) =Y. En eﬁet N

o () = £ ()| = 1P (f (o)) — F ()l <

Doi
y = lim f (yn)

n—00

= lim fu (yn)

n—oo

= lim
n—oo ]/n

Alors Llrf Yn = y dapres|1.11.3 et par la continuité de f, on obtient : f(y) = y. Par consé-
n (o)

quent f admet un point fixe.
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CHAPITRE

Calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous introduisons des notations et des résultats préliminaires pour
établir nos principaux résultats. On considére un espace de probabilité complet (Q), F,P)
ou () est un ensemble, F est une tribu continue dans 'ensemble des parties de () et IP est

une probabilité sur la tribu F.

Définition 2.0.1. Soit () un ensemble et F une famille de partie de (). On dit que F est une
tribu (sur Q) si:
1- Qe F.

2- Pour tout ensemble Z € F,onaZ‘ € F, ou Z° désigne le complémentaire de Z dans

Q) (stabilité par passage au complémentaire).

3- Pour toute famille (Z, ), de Q) satisfaisant Z € F pourtoutn € IN, Alors UyenZ €

F(stabilité par union dénombrable)

Définition 2.0.2. On appelle { F;, t > 0} une filtration sur 'espace de probabilité ((), F, IP)

une famille croissante de sous-tribus de F telle que F; C F; pours < f contenu dans F.

2.1 Processus stochastique

Définition 2.1.1. Un processus stochastique X = (X;);c7 est une famille des variables
aléatoires X; indexée par un ensemble T. En général T = R ou R" et on consideére que le

processus est indexé par le temps t. Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur
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2.2 Martingale 15

aléatoire. Si T = IN alors le processus est une suite de variables aléatoires. Plus généralement
quand T C Z, le processus est dit discret. Pour T' C R% On parle de champ aléatoire (drap
quand d = 2). Un processus dépend de deux parametres : X;(w) dépend de t(en général le

temps) et de I'aléatoire w € () :

1- Pourt € T fixé, w € Q) — X;(w) est un variable aléatoire sur I'espace de probabilité
(Q, F,P)

2- Pourw € Qfixé, t € T — X;(w) est une fonction a valeur réelles, appelée trajectoire
du processus. C’est un enjenu que de savoir si un processus admet des trajectoires

meésurables, continues, dérivables et encore plus réguliéres.

Définition 2.1.2. X Un processus mésurable si (f,w) — X;(w) de R x Q) dans RY est

un application mésurable par rapport aux tribus B (R ) ® F et B <]Rd> .

Définition 2.1.3. On dit un processus continu si w € (), t — X;(w) est une application

continue pour presque tout w.

Définition 2.1.4. On dit un processus adapté a la filtration{F;,t > 0} si pour tout ¢, le

variable aléatoire X; et ; — mesurable.

Définition 2.1.5. On dit X un processus progressivement mesurable par rapporta { 3, t >
0} si l'application (s,w) — Xs(w) de [0, x O dans R? est mesurable par rapport
B([0,1]) ® FietB (le) .

2.2 Martingale

Proposition 2.2.1. Propriétés de Uespérence conditionnelle Soit X et Y deux variables

aléatoires intégrables et F une sous tribu de F .

1- Linéarité : Soit a et b deux constantes.
E(aX + bY \ P) = aE(X \ P) + bE(Y \ P).

2- Croissance:Si X < Y.AlorsE(X\ F) < E(Y\F).
3- E[E(X\ F)] = E(X).

4- Si X est F-mesurable, E(X \ F) = X.
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5- SiY est -mesurable bornée, E(XY \ F) = YE(X \ F).

6- Si X estindépendantdeF,E(X \ F) = E(X).
Définition 2.2.1. (Cas discret :Martingale) Une suite de variable aléatoire réelles (X}, ),eN
est une J,-martingale si :

1- X, est F,-adapté.

2- pour toutn € IN, X,, est intégrable, si E[| X,,|] < +o0.

3- E[X;41 \ Fun] = Xy, pour tout n € IN.

Définition 2.2.2. (Cas continu :Martingale) Un processus X est une J;-martingale si :
1- X est Fy—adapté.
2- pourtoutt € Ry, X; estintégrable, si E[| X,|] < +o0.

3- E[X; \ Fs] = X5, pourtout0 < s < t.

Remarque 2.2.1. 1- Une sur-martingale pour le cas discret (continu) est un processus
qui vérifie les deux premiéres propriété de deux définitions précédentes et E[ X1 \
Fs] < Xy, Vn € N.(E[X; \ Fs] < X, pour tout0 < s < t).

2- Une sous-martingale pour le cas discret(continu) est un processus qui vérifie les
deux premieres propriété de deux définitions précédentes et E[X,, 1 \ Fs] > X;, Vn
€ N.(E[X; \ Fs > Xs, pourtout0 < s < f).

Dans la suite, on se donne un espace de probabilité filtré (Q), F, (F;);>o, P) et un pro-

cessus (X;);>( sur cet espace.

2.3 Mouvement Brownien

En 1827 (seulement 35 apres la création de la "New York Stock Exchange"), Un botaniste
anglais du nom de Robert Brown a étudié le mouvement du guide situé a l'intérieur des grains
de pollen. Il remarqua alors que ce liquide suivait un "mouvement de grouillement continue"
apparemment chaotique. Brown attribua tout d’abord ce mouvement a une activité vitale. La
premiére explication scientifique de ce phénomeéne vient d’Albert Einstein. Il montra en 1905
que ce mouvement (maintenant appelé mouvement Brownien) pouvait étre expliqué par le
"bombardement continuel de particule, exercé par les molécules du liquide". La premiére

description mathématique du phénomeéne et de ses propriétés a ensuite été fournie par le
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fameux mathématicien Norbert Wiener en 1918. Un mouvement Brownien sera donc parfois
appelé processus de Wiener. Il est surtout intéressant pour nous de noter que le phénomeéne
de mouvement Brownien a été utilisé en 1900 par le mathématicien francais Bachelier pour
modéliser les mouvement de prix d'une option. En 1923, Norbert Wiener réalise la premiére

étude mathématique rigoureuse et donne une démonstration de I'existence du Brownien
Définition 2.3.1. Le processus (X;, t > 0) est un mouvement Brownien ou processus de
Wiener si :

1- P(Xo = 0) = 1 (le mouvement Brownien est issu l'origine).

2- 0 <s < t, Xy — X, estune variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance t — s.

3- Vn,Vt;,0 < tg < t; < ... < ty, les variables X;, — X; Xt — Xty, Xi, sont

n—17"**"s

indépendantes.

Définition 2.3.2. On appelle un mouvement Brownien standard a valeur dans R, un

vecteur X = (X,..., X¥) ot1 les X' sont des mouvements Brownien réels indépendants.

Remarque 2.3.1. On dit que X est un {F;};>9-MB(mouvement Brownien) si X est un

processus continu, adapté a la filtration {-Ft}tzo» vérifiant :
VuelR, V0<s<t E (ei“(wf_WS) | J-"S> = exp {—uZ(t - s)/2}

Proposition 2.3.1. Soit X un mouvement Brownien standard alors :

1- Pourtouts > 0, {Xi1s — Xs}tzo est un mouvement Brownien indépendant dec{X,, u <
s}.
2- — X est aussi un mouvement Brownien.

3- Pour toutc > 0,{cX;, .} est un mouvement Brownien.

4- Le processus défini par Wy = 0 et W; = tX /; est un mouvement Brownien.

2.4 Calcul d’Ito

La formule d’Tto est un des outils essentiels pour les applications de I'intégrale stochas-

tique a différents problemes.
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Considérons le processus stochastique (Xt)te[o,T} a valeurs réelles ayant la forme :

t t
X, :X0+/ bsds+/ odbs (0<t<T). (2.4.1)
0 0

Ot (bt)se(o,1] €t (01)sefo,7) SOnt deux processus stochastiques a valeurs progressivement

mesurables et tels que :

T T
/ Ibs|ds < +co / 0% |2ds < +oo
0 0

Théoréme 2.4.1. (Formule d’Ité) Soit f une fonction deux fois dérivable et (X;)c [0,T] ayant

la forme|2.4.1, alorson a :

T 1 gt
F(X0) =f(x0)+/0 f’(xs)dxs+§/0 FI(X)d < X, X > (2.4.2)

o
t
<X, X >t:/ o2ds.
0
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CHAPITRE

Controlabilité approximative finie

Dans cette étude, nous examinerons simultanément la controlabilité exacte en dimen-
sion finie et moyen carré approximativement contrélable de I’équation d’évolution intégro-

différentielle fractionnaire stochastique suivante :

D y(t) = [Ay(1) + BU() + (e y())di + [ 0yl
y(0)=yo

(3.0.1)

Oou BD8‘+ est la dérivé de caputo d’'ordre 1/2 < a < 1, H est un espace de Hilbert
séparable, y : [0,T| x Q — H,u : [0,T] x QO — 4, u est la fontion de controle, {l est un
espace de Hilbert séparable, A est un générateur infinitisémal de Cy— semi groupe compact,
B : {f — H est un opérateur linéaire borné et f[0, T|x — H,g : [0,T] x L? sont des

fonctions. Nous introduisons le nouveau concept de controle suivant :

Définition 3.0.1. Soit M un sous-espace de dimension finie de H, 7tj; note la projection
orthogonale de H a M, le systeme[3.0.1|est de dimension finie exacte et moyen carré approxi-
mativement controlable si :
Vyo € H,yr € L? (57, H) ete > 0,3u, € L%(O, T,4) telle que les solutions de
satisfaient :
E|ly (T;ue) —yr|* < &, (3.0.2)

MY (T} ug) = TMYT (3.0.3)
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La controlabilité simultanée exacte en dimension finie et approximée au carré moyen est

appelée controlabilité finie-approximée, Cela signifie que la commande u peut étre choisie

de telle sorte que y(T; u) vérifie et simultanément un nombre fini de contraintes,

c’est-a-dire la condition[3.0.3l

3.1

Préliminaires

Nous introduisons des notations et des résultats préliminaires pour établir nos principaux

résultats.

1-

2-

4-

5-

(Q), §, B) est un espace de probabilité avec une filtration normale (F¢);>0.

W (t) estun processus Q-Wiener sur (Q), §, B) avec un opérateur linéaire Q : K — K
tel que TrQ < oo. Il est supposé qu'il existe une base {ex } xk>1 en K, une suite borné
des nombres Ax > 0 tel que ex = Agex, K = 1,2,..., et une suite {fx}x>1 de

mouvement Brownien indépendants tel que :
V()00 = 32 /A ) Bult) e € Kot € 0.7
Et§: = S}N, ol &W est 'algebre sigma engendrée par
{X(s):0<s <t}
C.ad:
SV =c{W(s):0<s<t}VN.

Ou N estla collection de I'ensemble P-nuls de F.

H, | |lg=1+/(, )H> est un espace de Hilbert séparable, on omettant le H dans
la norme lorsque’aucune confusion n'est possible. K et [ sont des espaces de Hilbert

séparables.
Pour toute pair H; et H, d’espaces de Hilberte réels séparables on note par L (Hy, Hp).

Lg =1Ly (Ql/ ’K;H > est 'espace de tous les opérateurs de Hilberte-Schmidt

y: QYK —H
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Avec le produit interne
oo

(W, ¢)1g = Y ($Qer ex)x = tr[pQg).

k=1
6- L? (&1, H) estl’espace de Hilbert des tous les fonctions carrés intégrables §r-mesurables
de:f:[0,T] x 3 — H.

7- L%(O, T; H) est 'espace de Hilbert de tous les processus carrés intégrables et §, -

processus adapté f : [0, T] x Q — H.

8- C([0, T]; H) estl’espace de Banach de toutes les fonctions continues f : [0, T| — H
doté de lanorme ||x||c :=sup {||x(¢)||g : t € [0, T]}.

9- C (O, T; Lz(S, H )) étre I'espace Banach des maps continues de
f:[0,T] — L*(3, H)
satisfaisant a la condition :
sup {El@(t)|[} : t € [0,T]} < o0
10- 9 := $2(0, T, H) est le sous-espace fermé de C <0, T; LZ(S, H)) constitué de pro-

cessus mesurable et §;-adapté H-Valorisé ¢ € C (O, T; LZ(S, H )) dotés de la norme:

1
2
loll, = (Sup E||¢(t)||%>

0<t<T

11- A: D(A) C H — H estle générateur infénitisémal d’'un Cy- semi-groupes S : H —
HetB e L(4, H) tel que:

sup |[S(t) ||y = Ms et|| Bl (y,1) = Ms
0<t<T
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12- Défini deux familles d’opérateurs :

D(t) :/()oo(ja(())S(t"‘G)dG, (1) :a/OOOGCa(G)S(t"‘@)dG, £>0,

ga(0) = Lo11/eg, (9‘” ) >0,

[(na+1)

@, (0) = Z(—l)”*19*”“*17 sin(nnt), 6 € (0,00),
n=1 ’

SIS

Ou ¢, (0) est une fonction de densité de probabilité définie sur (0, c0), soit :

Cu(6) 20, 0 € (0,00)
/0°° Ca(0)df =1

°° 1
/O 05a(0)d0 = gy

Proposition 3.1.1. Nous listons les propriétés de base de’® et & qui seront utilisé dans la

suite :

M
1- Pour toutt > 0 fixé et pour toutx € X, ||D(t)x| < Mg||x|| et|&(t)x| < T;)HXH

2- O(t) : t > 0et{®(t) : t > 0} sont fortement continues
3- {D(t) : t > 0} et{&(¢) : t > 0} sont des opérateurs compacts si {S(t),t > 0} est

compact.

Afin d’énoncer et de prouver nos principaux résultats, nous imposons les hypotheses
suivantes :

(Hy): f:1]0,T] x H— H estune fonction continue satisfaisant la condition suivante.
1l existe une fonction continue positive n € C([0, T}, (0, o)) est une fonction continue non

décroissante Ay : [0,,00) — (0, 0) tel que pour tout (t,) € [0,T] x H,Ona:

Ag(r
FEnI? < na; (), mine Y — o <o

r—oo r

(Hp) : g:[0,T] | xH — L3 est une fonction continue satisfaisant la condition suivante.
1 existe une fonction continue positive m € C([0, T], (0, o)) et une fonction continue non

décroissante Aq : [0,00) — (0, 00), tel que pour tout (¢,y) € [0,T] x H,ona:

L A()
gt 2y < mH)Ag (IyI?), lim inf == = 0g < co.

r—oco 7
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(H3) : Supposons que la relation suivante est vérifié :

MZ Tsz 1 2 20

T — 1.

(AC) : Le systeme stochastique linéaire :

y(t) = yo+/ (t —s)* 16 (t — s)Bu(s) ds+/ )1 (t —s) /Sa(r)dw(r)ds

0
(3.1.4)

Qui correspond 21 est approximativement contrélable sur [0, T].

icio € 9, (0, T, Lg) .

Théoréme 3.1.1. Le systeme[3.1.4 est approximativement contrélable si et seulement si :
B*6*(T—s)E{¢ |3} =0, 0<S<T

implique que : ¢ = 0. Ici ¢ € L* (1, H).
Nous introduisons la définition suivante des solutions pour

Définition 3.1.1. On dit que le processus stochastique y € $); est une solutlon 1|si: pour

toutu € L%(O, T, s1) il satisfait I'’équation stochastique intégrale suivante :
y(6) = D(O)yo + [ (= )6 (t— 5) [Bu(s) + £ (s,y(5))lds
+/ —5)" 1 t—s)/ g(r,y(r))dw(r)ds
0

Poure > 0,yr € L? (§r, H) nous introduisons la fonction suivante :

txl * . 2
p2) = [ (T BBD (T~ )E{p | 5.} ds

(3.1.5)
+s¢E 11 = 7ta0) @ — Elg, h(2))

Oou:
Hz) = yr —(Thyo— [ (T 16T — 5)f(5,2(6))ds

T a—1 ’
_/O (T —s) @(T—s)/0 g(r,z(r))dw(r)ds.
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Nous prouvons maintenant des plusieurs lemmes :

Lemme 3.1.1. lensemble 20 = {h(z) : z € B(0;r)} est relativement compact dans :

L? (31, H) oit:B(0;r) = {z € H7: ||z]|5, < 7}
Preuve 3.1.1. S0it0 < A < T fixé, pourd > 0 on définit la fonction : h° : B(0;r) —
L% (37, H) par:
T—A 00
7 (2) ::zT—D(T)zo—oc/ x/ (T — 5)108,(6)S (T — 5)%6) £ (s, z(s) )dds
0 8
T—-A s
—(x/ / 1192, (0)S ((T—s)"‘@)/ (7, 2(r))dw(r)dods
T—A
— 20 — D(T)zo — &S (%) / / 1102, (0)S ((T — 8)*0 — A%8) f(s,2(s))d0ds

a5 (A% /T A/ )92, (0)S ((T — 8)*0 — A%6) x/()sg(r,z(r))dw(r)des.

a partir des limites des termes intégraux et de la compacité D(T), S (A"6). on obtient que
lensemble ' := {h“‘(z) 1z € B(O,'r)} C L%(§r, H) est relativement compact. Pour

montrer que est relativement compact, nous estimons la différence W\°(Z) — h(Z) :

Ei () —h(z)H2
2

< 4E ||« Y 10E,(0)S ((T —5)*6) f(s,z(s))dbds

2

+4E‘ /”/ )102,(0)S (T — 5)%6) f(s, z(s))dods

2

+4E‘ / / )19z, (0)S ((T—s)"‘())/Osg(r,z(r))dw(r)df)ds

s 2

+4E| [x/T A/ )192,(8)S ((T—s)“@)/ (1, 2(r))dw(r)dods

0

Il en résulte que :

£ () —h(z)H2

< a2 (7 2s [ s 200 s ecaw)de)z
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+ 42 M3 /TT_A(T—S)Z“—st/T_ (s, 2(5)) | %ds (/(sm’(agf,,(((a)de))2

+4IX2M2/ 5)% 2ds/ / llg(s,z(s H Odrds (/ 0C. (0 )2
+ 40> M2 /T_ (T—S)Z“_ZdS/T A/ I8(s,2(5)) I 7gdrds (/5 BCa(f))dG)

T2
< 40P MEy — \|n|yAf (/ 02, (0 d@)

20—1

A
212
A ME T A ) e s

T s 2
4l Ag) ([ eca(e)as )
2u

4> M
M T

— 0 commeA,d — 0.

Il A1)

Par conséquent, 23 peut étre approché par des ensembles relativement compact WM, ce

qui signifie que U est relativement compact dans L? (&1, H)
Lemme 3.1.2. La fonctionh : B(0;r) — L? (81, H) est continue.

Preuve 3.1.2. Supposons quez,z, € B(0;r) etz, — z dans Q) commen — oo alors par
I'hypothese (Hy) et (Hp)

f(tza(t) = f(t2(8))erg (za(t)) = g(£,2(t))

Sur [0, T] x Q. En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz et le théoréme de convergence

donnée Lebesgue, nous obtenons :

= E / )BT ) [f (5,20(5)) — Fls,2(5))] ds]]

< s / (=12 2as [ EIf 5, 20(6)) — £l5,26)) P s
MZ

21
= FZ T 1/ E||f (s,zn(s ))—f(s,z(s))\|2ds—>0 commen — oo
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De méme, en utilisant I inégalité de Cauchy-Schwartz, nous pouvons obtenir :

s 2

/T(T—s)a—l%(T—S)/ (g (r,zn(1)) — g(r,z(r))] dw(r)ds
0 o, S \rzn g(r,

Mg T o T ps
<ty ) T [ [VE [5(r,20(r)) =t 2(r))IF s

— 0 commen — oo

12,7’[ L= E

Parconséquent :E ||l (z,) — h(2)||* < 2L, +2I, — 0 comme n — coeth estcontinue
dans B(0; ).
Lemme 3.1.3. La fonctionnelle | : LZ(ST, H) x $7 — R a les propriétés suivantes :

1- pour toutz € $. La fonction ¢ — J¢(¢;z) : L*(§1, H) — R est strictement convexe

et continue.
2- pour tout nombre réelr > 0.

lim inf —]E((P;Z) >

. (3.1.6)
E|lg[2—002€B(0rr) \/E| ]2

N[ ™

Preuve 3.1.3. La formulede la déﬁnition de J¢(-;z), montre clairement quelle est stric-

tement convexe et continue. Pour prouver(3.1.6 supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il

existe deux suite :
{@n} C L*(,H),{zx} C B(0;r)
telle que
E|gu|> — oo et li_m,HooM <= (3.1.7)
2 2
E[[@u]]

Dautre part par lemme 3.1.1 l'ensemble
W = {h(z):z € B(0;r)} C L? (57, H)

Est relativement compact. Ainsi sans perte de généralité, en choisissant une sous-suite (toujours

notéeh(z(n)), on peut supposer que :
h(zn) — h, fortement dans L (§r,H), (3.1.8)

Pour un certainh € L* (§r, H), puisque {z,} C B(0;r). Ensuite, normalisons ¢, comme
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suite :

Pn = Lzr E ||(Fn||2 =1 (3.1.9)
E ol

D’aprés il sensuite que, nous pouvons choisir une sous-suite (toujours notée par EﬁH)
Qui est faiblement convergante dans L (g, H) est convergé a un élément ¢ € L* (31, H),

La compacité de lopérateur &*(t),t > 0, implique que :
B*&* (T —s)E{¢y | §s} = B*&* (T —s)E{¢ | 55} (3.1.10)

Fortement dans $),. Daprés[3.1.5, il sensuite que :

1
Elo Hzfs(q), z)
2/ ) L (|B*&*(T — )E {@n | 5} | ds (3.1.11)
1
+—\/EH (1= 7001) Gl — ———E (g, h ()
E | ¢ E || @nl|

Ainsi, sachant queE || ¢,||* — oo, par et|3.1.10 et le lemme de Fatou, nous avons ce quii

suite :

T
| (T =) BB (T~ s)E {3 5} ds
T
< hmnw/ (T — )" 1E ||B*&* (T — s)E {$n | §s}[|ds = 0
B*&*(T —s)E{¢ | §s}
= 0 sur|0, T].

Par hypothese(AC) : la derniére équation implique que ¢ = 0, et on en déduit que ¢, —
¢ = 0 faiblement dans L? (&1, H). Comme M est de dimension finie que 7ty est compact,

ntmE@, — 0 dansH et donc :

3 ~ (|2 . ~ 12 )
Lim ||E (I - 7tu) @ul|* = lim |[E@u]|” + | TnEu” = 1
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Par conséquent, il résulte de[3.1.5 que :

E|l¢n
Jeonizn) _ VEIRIE (T g g r

E | pu
e\ BII(L — 7a0) il — E (@0, (20))

—s)E{¢y | Ss}szs

et:

lim Je (q)n}zn)

> timy oo (/B0 = m0) 3l ~ E (G 22)))
=[5 | gul?

> lim [|E (I —7pm) ¢ull = e,

n—oo

ce qui contredit[3.1.7 et prouve l'affirmation|3.1.6

Lemme 3.1.4. dit que la fonctionnelle : J.(-;z) : L? (&1, H) — R est coercive et strictement
convexe pour toutz € &;. Il sensuite J.(+; z )possede une unique minimum @, donc nous

pouvons définir une fonction
@ : 5, — L* (31, H)

-~

Comme suite ®;(z) = Pe.
Le lemme suivante montre quelques propriétés de la fonction O..

Lemme 3.1.5. supposons que :

1- ®; est borné sur B(0;r), cest-a-dire qu'il existe Ly > 0 tel que pour toutz € B(0;r) on
a:E|:(2)|? < L.

2- supposons quez,,z € B(0;r) etz, — z, dans $),. Alorsona:

lim E ||® (z,) — Pe(2)|* = 0

n—oo

Preuve 3.1.4.

Par lemme 3.1.30na:

lim inf ]S( Z) > £
E||¢|[2—00 z€B(0;r) q)HZ 2
Il sensuite qu'il existe L > 0, tel que :
. Is(qo €
inf = E|lo|?>L 3.1.12
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Dautre part, puisque ®¢(z) est le minimum de J;(-;z). On obtient que :

Je (Pe(2);2) < Je(0;2) =0 (3.1.13)

Par conséquent, par|3.1.12| et|3.1.1§, pourtoutz € B(0;r) : E HCIDg(z)H2 < L.

Lemme 3.1.5 dit que la suite { Qe , = P¢ (z,)} est borné ce qui implique, sans perte de
généralité que ., — @, faiblement dans L? (81, H) commen — oo. De la définition de |, et

de loptimalité de ¢, = O (z), il résulte que :

Je ((/ps}z) <Je (Eps}z) < lim J ((/ﬁs,n}zn)

n—oo

Dautre part, par loptimalité de s, = D¢ (z,), ona:

En%oo]s (G/ﬁs,n}zn) < 1}51;0 Je (@s}zn) =Je (@s} Z)

En combinant les deux inégalité précédentes, on a :

nh_{{}o Je (Q/ﬁs,n}zn) =Je (G/ﬁs}z) = Je (@;;Z) (3.1.14)

Ce qui signifie que @, est aussi un minimum de J¢(-; z), par U'unicité du minimum, il est clair
que p. = §.. Dautre part dapres :propriétés de compacité de 8™ (T, s), la continuité de
. faiblement __ .
h(z), et Qe $e on obtient :
nlgl;o Je (@en;zn) = Je (@e; 2)
T
lim (T —s)* YE||B*&* (T — 5)E {Pe | SS}||2ds

n—oo

0
T
=/, (T —5)*'E|B*&"(T — s)E {@e | §s}||* ds
r}g{}oE (@en, 1 (zn)) = E(Pe, h(2))

B||(I — 7tm) §e|* < UmE|[ (I — ) §el

Ces relations implique que :

lim E (I - 1) §enll® = E (I - ) G (3.1.15)

n—o00
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Puisque H est un espace de Hilbert et que 7t); est compact.

—~ aiblement __
Dapres : ¢, f — ¢ et|3.1.15, nous obtenons :

. ~ 2
lim E[[@c, |
. ~ 2 . ~ 2
= lm E|[(I = 7tp) @enl|” + lim E ||ty e
~ 12 12 ~ 12
= E[[(I = 7tm) @c||” + E[[em@el|” = E [|oc|]

Donc :
faiblement __

lim E || @enl® = E[|@e]* etfen " > G

n—o0

Ce qui signifie la convergence forte de Q¢ ,, vers @, cest-a-dire :

lim E || — 9e? = 0

n—00

3.2 Résultat de controlabilité par approximation finie :

Soityo, y: € H deux points quelconques et e > 0 une précision quelconque. On définit un

opérateur O; : Hr — Hr comme suite :

(©) (1) == Dlt)yo + [ (6= 5Bt =) [Buc(s,) + £ (5, ()] s

t S
. / (t— )1 (t —s) / 2(r, y(r))dw(r)ds(3.2.16)
0 0
ue(t,y) := B*&*(T — )E{De(y) | 31}
De toute évidence, une solution de[3.0.1}, avec

u(s) = ue(s,y) = B*B(T — )E{Pe(y) | 8¢}

D y(t) = Ay(t) + Bue(t,y) + f(t,y(t))
0<a<1,tel0,T] (3.2.17)

]/(0) = Yo,
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Est une solution de I'équation opérateury = O, (y) et inversement. Ainsi, nous pouvons ap-

pliquer la théoreme du point fixe de Shauder pour dériver 'éxictence de solution de I'équation

32174

Pour ce faire, nous devons montrer les propriétés de O, suivantes :
1- O : H7r — Hy est continue.
2- O, : Hy — Hy est compact.
3- O : l'image de B (0; 1¢) en lui-méme pour un certainre > 0.

Compte tenu de ces trois propriétés et comme conséquence du théoréeme du point fixe de
Shauder, l'existence d’'un point fixe de O, fuit immédiatement. En dautre termes, pour tout

€ > 0, il existey. € $ tel que:

velt) = DO+ [ (= 9)* 1B (1= ) [Buc (5,v0) + f (5,yc(5)) s

+ [=sy B =) [ g (rpelr)) doo(r)ds.

pour démontrer les trois propriétés ci-dessus, Nous prouvons d’abord plusieurs lemmes.

Lemme 3.2.1. Sous les hypothéses (Hy) — (Hs), (AC) nous avons ce qui suit :
I- ue(s, y)est continue dans B(0; r).

2- E||uc(s,y)|* < Re pour un certain R, > 0.
Preuve 3.2.1. la prouve est découle facilement du lemme 3.1.5.

Lemme 3.2.2. Sous les hypotheses (H1) , (H3) et (AC), pour toute > 0 il existe un nombre
positifre tel que® (B (0;7¢)) C B (0;7¢)

Preuve 3.2.2. Supposons que se ne soit pas vrai. Alors il existee > 0 tel que pour chaque

r = re > 0, il existe une fonction z, € B(0;r), mais ©c (z;) ¢ B(0;r). En dautres termes,
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3t € [0, T) tel que :r < E||(Ocz,) (r)||*. Pour un tel t en trouve que :

r <E[(®z) (1] < 4E |9()z0]

t 2

+4E /(t—s)“1‘B(t—s)Bu€(s,zr)ds
0

¢ 2
+4E /(t—s)"‘_l%(t—s)f(s,zr(s))ds (3.2.18)
0
t S 2
4 4E /(t—s)“‘l%(t—s)/ ¢ (r,2:(r)) dw(r)ds
0 0
::4(11+12+13+I4)
EstimonsI;,i = 1,...,4. Par 'hypothése (Hy), Nous avons :
I < MZ ||z (3.2.19)
MEMZ [t t M2M2 T2«
I<SB/_2(a—1)/E 2 4. o MsMp R
2= I2(a) o(t s) s 0 [ (5, 27117 ds < 2(a) 20 —1 °
I < M—é/t(t—s)z(“_l)ds [ BN, 20()) P ds (3.2.20)
— I%(a) Jo 0 ’
M2 TZ/X 1
<
< iy gInlend)
Par l'inégalité de Couchy-Shwartz on peut déduire que :
s 2
L <EH/ )lgs( t—s)/ 2 (r,2,(6)) dw(6)ds
0
s 2
P16t —s) [ g (r,zr(0))dw(o) | ds
0 (3.2.21)

S 1)
< rz(a)/(t—s a— E/ llg (r,z:(6 ))HLOdes
LM
~ T2(a) 20 —

TllmllcAg(r)
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En combinant les estimations[3.2.1813.2.21l on obtient :

r < E|(@cz) (1)]* < 4M§ |20

MZ MZ TZDc M2 TZoc—l

4—S5S"B -~ 4SS A

2(a) 20 —1 et I2(a) Za—lHnHC £(r) (3.2.22)
MZ TZoc

4SS~ Ag(r).

Nous devisons parr et prenons limite commer — oo, pour obtenir :

M2 Tsz—l M2 T21x
45 1 g5 T >1
2wy 2a =1/ 1" le + 2(a) o —17elmle =

Ceci est une contradiction, par 'hypothése (Hs).

Ainsi®; (B (0; r¢)) C B(0; ) pour certainr, > 0.

Lemme 3.2.3. supposons que les hypotheéses (Hy) — (H3) et (AC) soient vérifiées. Alors

lensemble {©(z) :z € B(0;r)} est une famille des fonctions équicontinue sur [0, T].

Preuve 3.2.3. Soit0 <5 <t < Tetd > 0telque:
2 2
19 (s1) =D (2)[I7 <77, [[B (1) =B (2)[I” <71

pour toutsy, sy € [0, T] avec|sy — sp| < 8, pourz € B(0;r),0 < h < §,t+h € [0, T|, nous

avons :

E||(@ey) (t+h) — (Ocy) (1)|* < 7Dt + h)yo — D(t)yol*

t 2
7B | [ (=) (= s ) Sl ) (Bus,y) + f 5, y(5)))

t+h 2
+7E /t (t4+h—s) 1S (t +h —s) (Bue(s,y) + f(s,y(s))) ds

t 2
78| [ =) 1@+ h—s) = 6(t=5)) (Buels, ) + F(5,4(5))) ds

t s 2
4 7E /0 <(t+h—s)"‘_1—(t—s)"‘_1>(’5(t+h—s)/0 o(r,y(r))dw(r)ds
+7E /Ot(t—s)"‘_l(@(tJrh—s)—Qj(t—s))/osg(r,y(r))dw(r)ds i
ZZ7(Il+...I7).

(3.2.23)
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cest clair.

L < |©(t+k) =20 lvoll® < 1llyol)?

I<M§T t h—s)* 1 1" gs (R A
2 < g T ) [+ = (=92 s (R e ()
MSZ t+h (1
13grqﬂhﬂ‘ (t+h — )2 Vds (R, + [|n]|cAs(r))
M
T 20— 112(a) (Re + [[nllcAf(r))

t
L<T [ (1= Vds suppcect|S(t+h—s) = 6(t = )|[2 (Re+ nl}cAs ()
20

<7 (Re+ [[nllcAs(r))

200 — 1

De la méme maniere, nous avons :

M2t gt 2
< S _a—1 _ o\a—1
k_ﬁmaé‘a+h $) L — (¢ = s)* 1| ds||m| cAg(r)

h20c—1 MZt
[(<—— 5 A
6 > 2“_11—|2([X)||m||c g(")
20
<
I < 15— ImllcAg (1)

Par conséquent, pour 1 suffisamment, le membre de droite tend vers zéro comme
h — 0. Lescast = 0 ett = T peuvent étre faits, de maniere semi-linéaire. Ainsi, l'ensemble

{O¢z : z € B, } est équicontinu.

Lemme 3.2.4. Que les hypotheses (Hy) — (Hs) et(AC) soient vérifiées. Pour toutt € [0, T
lensemble V (t) := {(Oy) (t) : y € B(0,r)} est relativement compact dans L, (F1, H).

Preuve 3.2.4. La preuve est similaire a celle du lemme3.1.1
Lemme 3.2.5. O, : () — (), est continue.
Preuve 3.2.5. La preuve est similaire a celle du lemme3.1.2.

Théoréme 3.2.1. Supposons que : (Hy) — (Hs) et (AC) soient satisfaits. Alors le systeme
a une solution dans $),.

Preuve 3.2.6. Il ressort des lemmes 3.2.2- 3.2.5 et du théoreme d’Arzela-Ascoli que ©(B(0, 7))
est relativement compact dans §». Donc O, est un opérateur completement continue sur $;.

Daprés le théoreme du point fixe ©, a une point fixe dans $)».
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Nous sommes maintenant en mesure de prouver notre résultat principal.

Théoreme 3.2.2. Sous les conditions : (Hy) — (H3) et (AC), Le systeme intégro-différentiel

stochastique fractionnaire(3.0. 1| est finiment-approximativement contrélable sur [0, T].

Preuve 3.2.7. Par le lemme 3.1.3(a) Nous savons que | est strictement convexe et continue.

Alors J¢ (¢; Ye) a un unique point minimum ¢, qui minimise J; (¢.y-) :
Pe € LZ(%T; H): Je (Qe:ye) = rq?el%}]s (@rye) .
De la définition du minimum. Il résulte que pour tout € L>(Fr, H) et A € R nous avons :

Je (@ ye) < Je (@c + AP ye) -

En dévisant cette inégalité par A > 0

1 N ~
<5 Us (Pe + AP ye) — Je (Pe5Ye)]

‘/ )* B (B'®" (T — $)E{gc | 5}, B'6" (T —$)E {9 | §s}) ds
2/ J*E |B*6*(T — )E{y | §:} || ds

~ 2 AL
+Jﬁuu—ms) @AM IS8l g

eten laissant A — 0" on obtient que :

E (i, (49))
</T(T s)%~ 1E(B*%*(T—S)E{¢S|3s],B*%*(T—s)E\¢*]35}) ds
+ 5 [ (@ BB (T - 9B {y |3} P ds
~ 2 ~ 2
EJEn(I—nE)(qoﬁw)An VIBG-mel
VE|(1 = 7e) (9 A9) = IE (- ) 9l
e lim, )

< /OT(T — )" TE(B*&*(T — s)E{@¢ | §s}, B* " (T —s)E{y | §s}) ds
+e\/E (1 - ) |-
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I 2 ~ 12
B0 - ) e+ M) 2= VIE (- )
+¢ lim
A—0F A
T
< [ (T =) "B (B'®" (T~ 9)E{: | §:},B°®" (T~ s)E {y | 5} ds
+eyE|(1 = me) gl
Nous répétons le méme argument avec A < 0 pour obtenir finalement que :
T
/O (T =) 'E(B"6"(T —s)E{¢c | §s},B"6"(T —s)E{¢ | §s}) ds — E (¢, h (ve))
< e\/E||(1 - me)
(3.2.24)
Dautre part, nous avons ce qui suit :
[ (T BB (T - 9B (9 | 5.}, B6N (T - 9)B (g | ) ds
/ Y&(T — 5)Bue (s,y:) , ¢) ds
(3.2.25)

) = yr = D(Tyo — [ (T =) 16(T — )1 (5,ye(5)) ds
— [1 =BT - g 5, pels)) W),

Ensuite, en combinant|3.2.24 et[3.2.25, nous obtenons que :

[E (ye(T) = yr, 9)| < ey/E (1 - 7n0) ]

Tient pour tout | € LZ(St,H).Ainsi,

VEIly=(T) —yr|? < e

TIM]/E(T) = TIMyT.
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3.3 Application

Considérons l'équation différentielle partielle stochastique fractionnelle suivante :

;

“DEy(£,0) = yoo(£,0) + u(t,0) + K (£, y (1, 6))

+ | Ko (s,y(s,0))dw(s), (t,0)€0,1] x [0, 7] (3.3.26)

y(t,0) =yt m)=0,0<t <1, y(0,60) =yo(f)

O W(t) désigne un processus de Wiener standard a valeur réelles sur : (Q, F, F;,P) et
yo € L?(0,7); u:[0,1] x (0, r) — (0,1) est continuent,Ky,K, : R x R — R sont continus.
Soit H = U = L*(0,1) et on définit lopérateur A; H — H par Az = 7" avec domaine
D(A) = {z € H,z,Z'} . sont absolument continus, z"" € H,z(0) = z(mr) = 0}. Alors, A

engendre un semi-groupe analytique T (t) et il est donné par :

T(Hz=Y e (zex)en, z€H

n=1

2
Oite,(0) = 4/ g sin(nf),n = 1,2,... est lensemble orthonormé complet des vecteurs
propres de A. De ces expression il résulte que, {T(t),t > 0} est un semi-groupe compact

uniformément borné, de sorte que, R(A, A) = (AI — A)~! est un opérateur compact pour
A€ p(A).

o0
définissons un espace de dimension infinie U parU = {u : u = Z uney }, tel que

(o)
Z u% < 00. La norme dans U est définie par :

= (£ )/

Définissez maintenant une cartographie linéaire continue B de U en H comme Bu = 2uje; +
(o) o0

Z Upey pouru = Z uye, € U. Alors:
n=2 n=2
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Soity(t)(6) = y(t,0), on définit l'opérateur linéaire borné :B : U — H par :

Bu)(t)(y) =u(ty),0<y<mn

Définissons: f(t,y)(.) =Ky (t,y(.)) etg(t,y)(.) = Ko(t,y(.)) Dautrepart, le systeme linéaire
qui correspond [z est approximativement controlable. Ainsi, avec les choixde A, f, g
et B, le systeme[3.3.26 peut étre réécrit sous la forme abstraite de[3.0.1) et toute les conditions
du théoreme 3.2.2 sont satisfaite. Par conséquent, selon le théoreme 3.2.2, le systeme integro-

différentiel stochastique fractionnaire est contrélable de maniere finie et approximative
surf[0,1].
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