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Abstract

Abstract :

In this thesis we present a synthesis on the convergence results of some recent nonlinear
conjugate gradient method namelly methods of JMG, LMY-DY and LMY-FR. All these
variants generate descent directions and converge globally.

Numerical simulations will be presented in order to illutrate the convergence of the
methods cited aboved.

Keywords : Descent direction, Non linear Conjugate gradient method, Inexact linear

search, Global convergence.
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Résumé

Dans ce mémoire, on présente une synthese sur les résultats de convergence de quelques
récentes méthodes du gradient conjugué non linéaire. Il s’agit des méthodes de J M G,
LMY-DY et LMY-FR. Toutes ces variantes possédent la propriété de la descente
des directions générées et la convergence globale.

Des simulations numériques seront présentées afin d’illustrer la convergence des méthodes
cités au dessus.

Mots-clés : Direction de descente, Méthode du gradient conjugué non linéaire, Recherche

linéaire inexacte, convergence globale.
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Introduction

La méthode du gradient conjugué est considérée comme une amélioration de la méthode
du gradient. Elle est I'une des méthodes les plus utilisée pour résoudre les problemes
d’optimisation non-linéaire surtout de grande taille.
[’optimisation posséde ses racines au 18-iéme siécle dans les travaux de :
-Taylor, Newton , Lagrange, qui ont élaboré les bases des développements limités.
- Cauchy fut le premier a mettre en oeuvre une méthode d’optimisation, méthode du pas
de descente (méthode du gradient), pour la résolution de problémes sans contraintes.
Il faut attendre le milieu du vingtiéme siécle, avec ’émergence des calculateurs et surtout
la fin de la seconde guerre mondiale pour voir apparaitre des avancées spectaculaires
en termes de techniques d’optimisation. A noter, ces avancées ont été essentiellement
obtenues en Grande Bretagne.

En 1952, Hestenes et Steifel ([13,1952]) a proposé une nouvelle méthode itérative qui
sert & minimiser des fonctions quadratiques strictement convexes.
Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non linéaire. Ceci a été
réalisé pour la premiere fois en 1964 par Fletcher et Reeves ([10,1964]) puis en 1987 par
Fletcher (Méthode de la descente conjuguée)[11,1987] Une autre variante a été proposé
par Dai et Yuan en 1999 (méthode de Dai-Yuan)[9, 1999] .
En 2011, Jianghua Y.,Mexing L. et Guodong M. ont proposé une nouvelle variante du
gradient conjuguée non linéaire appelée JMG [14,2011].
Récemment, les méme auteurs ont découvert deux nouvelles variantes nommées LMY-DY

et LMY-FR [15,2020] .



Table des matiéres

Dans ce modeste travail on va étudier les méthodes citées au dessus, tout en prouvant
la descente de leurs directions, citant leurs algorithme et démontrant leurs convergence
globale.
Nous avons mis en oeuvre notre propre simulation numérique (SCILAB) qui montre
lefficacité des méthodes JMG et LMY-FR pour le cas traité.

Ce manuscrit se divise en cinq chapitres:
-Dans le premier chapitre, on va présenter quelques notions préliminaires de ’optimisation
sans contraintes, qui seront utilisés par la suite.
-Dans le deuxieme chapitre, on va décrire la méthode du gradient conjugué linéaire dans
le cadre de la minimisation des fonctions quadratiques strictement convexes, toute en
déterminant le pas «y et les coefficients f5,,,, et en citant le théoreme qui assure la
convergence.
-Le troisieme chapitre présente une synthese sur quelques variantes de la méthode du
gradient conjugué non linéaire. Avant d’étudier ces méthodes (algorithme et convergence
globale). On va d’abord d’écrire les recherches linéaires inexactes, ainsi élaborer leur
contribution a la convergence.
-Quant au quatriéme chapitre, on va étudier trois nouvelles variantes de la méthode du
gradient conjugué non linéaires. Méthode JMG proposée en 2011 [14], les méthodes LMY-
DY et LMY-FR, proposée en 2020 [15]. Ces trois variantes ont été introduite par Jianghua
Y. ,Mexing L. et Guodong M.
On va étudier la descente de direction des méthodes LMY-DY et LMY-FR, et on termine
par une étude de convergence de trois variants citées au dessus.

- On termine ce manuscrit par des simulations numériques et une conclusion.



CHAPITRE

1 Notions Préliminaires

Dans ce chapitre on va rappeler quelques notions de base qui seront utilisées par la suite.

1.1 Rappel et définitions

Définition 1.1.1 [3] Soit f : R® — R le gradient de cette fonction en xq est le vecteur
de R™ définie par:

Gradf = Vf () = | (1.1.1)

0
% (o)

Définition 1.1.2 [3] a) On dit qu'une matrice carrée A € My, est symétrique si AT =
A.
b) On dit qu’une matrice carrée A € M, ., est définie positive si et seulement si:

R, 2T Az > 0
Définition 1.1.3 [3] Une partie 2 de R" est dite convexe si :
YA€ [0,1],V(x,y) € 21— Nz + Iy (1.1.2)

> Cela signifie que,V (x,y) € Q2, le segment [x,y] est tout entier inclus dans €.

Vi



1.2. Probléme d’optimisation sans contraintes

Définition 1.1.4 [3] Soit f : R" — R une application, on dit que :
a) L’application f est convere sur R™ si :

VA €[0,1];V(x,y) € R" x R™ alors

fQz+(1=Ny) <Af(z) +(1-X)f(y)

b) L’application f est strictement convexe sur R™ si :

YA€ [0,1];V(z,y) € R" x R™ et © # y alors

fQr+ @ =A)y) <A (2) +(1 =) f(y)

Définition 1.1.5 [3] Soit A € M, ., une matrice symétrique, b est un vecteur dans R",
¢ une constante dans R. On dit que la fonction f : R" — R est une forme quadratique

st on peut l’écrire sous la forme suivante:

f(z)= %mTAx —btlz+ec (1.1.3)

Remarque 1.1.1 La fonction f (x) est dite une forme quadratique définie positive (resp
semi-définie positive), lorsque A est une matrice définie positive (resp semi-définie posi-

tive).

Définition 1.1.6 [11] Soit Q2 C R, f : Q — R une application, On dit que f est localement
lipschitzienne si: YM > 0,V (z,y) € Q*:

1f (@) = F ) [| < Mz = yl]. (1.1.4)

1.2 Probléme d’optimisation sans contraintes

Soit f : R® — R, on appelle le probléme de minimisation sans contraints le probléme

suivant :

(P) {min f(x),z € R"}

Définition 1.2.1 [12]Soit [ : R" — R une fonction contindment différentiable.



1.2. Probléme d’optimisation sans contraintes

a) Soit z* € R™, x* est dite solution optimale globale (autrement dit minimum globale) du

probléme (P) si et seulement si:
Ve e R, f(z") < f(2) (1.2.1)

b) Soit z* € R™, z* est dite solution optimale locale (autrement dit minimum locale) du

probléme (P) si et seulement s’il existe un voisinage V. (z*) de x* tel que
Ve e Vo(z*), f(2") < f(x) (1.2.2)

c) Soit x* € R", x* est dite solution optimale locale stricte du probléme (P) si et seulement

s’il existe un voisinage V. (x*) de x* tel que

Ve e Vo (2") et x#a*, f(27) < f(x) (1.2.3)

1.2.1 Condition nécessaires d’optimalité

Théoréme 1.2.1 [5] Soit f : R" — R différentiable au point x* € R".

Si x* est un minimum locale de(P) alors V f (z*) = 0.

Théoréme 1.2.2 [5] Soit f : R" — R deux fois différentiable au point x* € R™.
Si x*est un minimum local de (P) alors V f(x*) = 0 et la matrice hissiene de [ au

point x*est semi définie positive.

1.2.2 Condition suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.2.3 [5] Soit f : R" — R deux fois différentiable au point x* € R™. Si
V(z*) =0 et H (z*) est définie positive, alors x* est un minimum locale stricte du prob-

léme d’optimisation sans contraintes (P) .

Théoréme 1.2.4 [5|Soit f: R" — R telle que f est convezxe et différentiable.

Alors x* est un minimum globale de f si et seulement si V f (z*) = 0.



1.3. Direction de descente

1.3 Direction de descente
Définition 1.3.1 Soit f : R — R, z* € R" est dit direction de descente au point ™ si
et seulement si il existe § > 0 tel que:
f@*+ad) < f(z")Va €]0.9] (1.3.1)
Donnons maintenant une condition suffisant pour que d soit une direction de descente.

Théoréme 1.3.1 [12] Soit f : R — R différentiable au point x* € R" et d € R"™ une

direction vérifiant la condition suivante:
f(*,d) =Vf ()" .d<0

Alors, d est une direction de descente au point x*.

Preuve. f est différentiable au point x* donc
f@*+ad) = f (@) +aVf ()" .d+alld]o(ad) quand @ — 0

Ceci implique que

f(z*+ad) — f(xx)

£ (z*,d) = lim - =Vf()".d<0 (1.3.2)
La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V (0) = |—=d. + |
tel que :
* d _ *
flattad) = FT) o v el-s + 0] (1.3.3)

(0%

La relation (1.3.3) est particuliérement vraie pour tout a € ]0. 4+ . On obtient le résultat
cherché en multipliant la relation (1.3.3) par o > 0 c’est a dire: f (z* + ad) < f (x*) pour

tout o € |0. + [ L’ensemble des directions de descente de f en x est donné par
{de R*: V()" .d< 0}

Ce qui acheéve la démonstration. m

Remarque 1.3.1 La direction de descente d fait un angle 0 avec l'opposé du gradient

—Vf (z) qui est strictement inférieur a 90° et on a :
~VTf(z).d s
T ) €[0.5]
IV (@) ] []dl]

0 = arccos (



CHAPITRE

2 Méthode du gradient

conjugué linéaire

La méthode du gradient conjugué est un algorithme développé dans le but de minimiser
des fonctions quadratiques strictement convexes.

Il s’agit d’une méthode itérative a direction de descente qui converge en un nombre fini
d’itérations, introduite en 1952 par HESTENES et STEIFEL [13].

Dans ce chapitre on va d’écrire la méthode du gradient conjugué linéaire, tout en donnant
son principe, son algorithme et démontrer le théoréme qui assure la convergence.

On va d’abord étudier brievement la méthode du gradient .

2.1 Meéthode du gradient

11 s’agit d’une méthode fondamentale proposée par CAUCHY [6] en 1847 afin de minimiser
des problémes d’optimisation sans contrainte. En effet, cette méthode prend comme
direction dy = —V f (z), dans ce cas on peut dire que la méthode du gradient est une
méthode & direction de descente.

L’algorithme du gradient est également connu sous le nom d’algorithme de la plus forte
pente ou de la plus profonde décent parce que le gradient est la pente de la fonction au

point courant et est donc, localement sa plus forte pente.



2.2. Méthode du gradient conjugué linéaire

[Algorithme 2.1 (Algorithme de la méthode du gradient)

Etape 0 (initialisation)

Soit xg le point de départ.

Poser dy = =V f () ,

Poser k = 0 et aller a ’étape 1.

Etape 1

Si [|[Vf(z)]| =0 :stop (x* = xy). "Test d’arrét".
Si non aller a I’étape 2.

Etape 2

Définire xp 1 = 1 + agdy avec :

ay, est déterminer par une recherche linéaire
drp, = =V [ (xx)

Poser k = k + 1 et aller a ’étape 1.

2.2 Meéthode du gradient conjugué linéaire

Les méthodes du gradient conjugué ont été introduites 1952 par HESTENES et STEIFEL
[13], dans le but de minimiser des fonctions quadratiques strictement convexes. Elles
reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients successifs son

orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

L’idée initiale était de trouver une suite a direction de descente qui est mutuellement

conjugué par rapport a la fonction quadratique permettant de résoudre le probléme:

(P) min{f(z) : v € R"},

ou f est une forme quadratique strictement convexe.

Ca veut dire que la minimisation de f (z) revient a la minimisation de ¢ (z), ou :

1
q(z) = §xTAx — bz +c

avec r € R" et A € M,,,, est symétrique définie positive, b et c € R .



2.2. Méthode du gradient conjugué linéaire

La méthode du gradient conjugué linéaire est une méthode itérative, elle consiste a générer
une suite (7), oy de la maniere suivante:
On démarre par un vecteur de départ xo donné. A litération k, si on a x, € R", le

successeur x;y1 de xp est donné par la relation suivante:

Tkt1 = Tk + Oékdk, (221)

ou {dy,ds,...,d,} est une famille de directions de descente possédant la propriété d’étre

mutuellement conjuguées par rapport a la fonction quadratique g(x).

La direction de descente recherchée est définie par la formule de récurrence suivante:
—g1 = Vq(x;) sik=1

d, = (2.2.2)
—gi + Brdr—1 sik >2

Le gradient de f au point z;, est notée par g,. On détermine la valeur du pas aj € R
par une recherche linéaire c’est ce qu’on appelle une optimisation unidimensionnelle et le
coefficient 3, € R et déterminé d’'une maniere o les directions dj, soient mutuellement

conjugué par rapport a la forme quadratique ¢ ().

2.2.1 Détermination du pas «; obtenu par une recherche linéaire

exacte

Une recherche lineaire exacte est une méthode qui sert a déterminer un pas a > 0, qui
minimise suffisament f (x + ady), sachant que le vecteur zj, et la direction dj sont don-
nés a l'itération k. Autrement dit, résoudre le probléme d’optimisation unidimensionnel
suivant:

ap = I;l;%lf (@), + ady) .

On note



2.2. Méthode du gradient conjugué linéaire

Comme «j, minimise ¢ dans la direction d; alors le pas «; vérifie la condition nécessaire

d’optimalité et on a
VE ;l—i (ar) = ¢ (ay) = d;;FVq (Th1) =0
diVq(zry1) = di (Azpyr — D) =0
D’ou
di Az + apdy,) — dib =0

= di Az, + d} Acgdy, — dib =0

Alors
d} Aagdy = —d} Azy, + dib

D’ou 'on tire
oy, = —d{ (Al’k — b)
d%Adk

Donc

Q. — —dfgk
" dT Ady

Le pas «; obtenu ainsi s’appelle le pas optimal.

(2.2.3)

2.2.2 Détermination du coefficient [,

Les coefficients (3;, sont choisis de telle sorte que dj soit conjuguée avec toutes les directions
précédentes. En d’autres termes on doit avoir:
En d’autres termes on doit avoir dj, ; Ady = 0

On en déduit :

dl Ady = 0= (=Yg (2341) + Bryadi)” Ady =0

= —V'q(2r41) Ady, + By df Ady = 0
VTQ (Tr11) Ady, _ gg+1Adk
di Ady, dT Adj,

= Bry =

10



2.2. Méthode du gradient conjugué linéaire

2.2.3 Algorithme du gradient conjugué linéaire

Notons gr = Vq(zy) le gradient de la fonction ¢ en xy, algorithme du gradient conjugué

est comme suit :

[Algorithme 2.2 (Algorithme du gradient conjugué linéaire)|

Etape 0 (initialisation)

Soit z le point de départ, go = Vq(z9) = Az + b, poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.

Etape 1

Si [|gk|| =0 : STOP ( z* = x,)."Test d’arrét"

Si non aller a I’étape 2.

Etape 2
Définir xy 1 = z + aydy avec :
o = _dfgk
d;{Adk
dit1 = —Git1 + By d (2.2.4)
gl?ﬂAdk

By = Ttttk
ML dT Ady,
Poser k =k + 1 et aller a I’étape 1.

2.2.4 Convergence de méthode du gradient conjugué linéaire

La méthode du gradient conjugué linéaire converge vers la solution optimale en n itération.
Pour démontrer sa validité, nous devons tout d’abord énoncer les lemmes suivants:
Lemme 2.2.1 [16]Notons par g, = Vq(xr) = Axy — b ot xp € R" les itérées générées

par ’algorithme du gradient conjugué linéaire, pour tout k =0,....n—1 . Alors on a :

g,zﬂgi =0, pour toutk=0,...n—1eti=0,... k.

Lemme 2.2.2 [5] Les direction (dy,ds, ...,d,—1) engendrées par l'algorithme du gradient

conjugué linéaire sont A-conjuguées.

11



2.2. Méthode du gradient conjugué linéaire

Le théoreme suivant assure la convergence de la méthode du gradient conjuguée linéaire

en n itération.
Lemme 2.2.3 Théoréme 2.2.1 [16] A une itération k quelconque de l’algorithme o
Doptimum de q (x) n'est pas encore atteint (c’est-a-dire g; # 0 ,i =0,1,...,k) on a:

Théoréme 2.2.2 [16] a)

T
9k Ik
= 2.2.5

b)

Gk [9k+1 — 4]

B = T (2.2.6)
k
QT Jk+1
= % (2.2.7)
k

Preuve. On démontre par récurrence. Supposons que {dy,ds, ..., d;} sont mutuelle-

ment conjuguées.
a) Montrons d’abord I’équivalence de (2.2.7) et de (2.2.4)
On a: dy = —gr + B1dr—1

Donc (2.2.4) s’écrit :
- —di gn
" dT Ady,

— gk + Brdi1]" g
T Ad,

_ Ik I — 3 dj_19x
dl Ad,, "dT Ady,

comme (dy,ds, ..., d;_1) sont mutuellement conjuguées, x; est optimum de ¢(z) sur la

variété vy passant par zg et engendrée par (dy,ds,...,dy) donc dlgy; = 0. D’ou l'on
déduit(2.2.7).
b) Pour démontrer (2.2.8) remarquons que :
41 — g = A (xk+1 - l‘k) = o Ady
= Ady = 3~ [gk11 — 0]

On a alors:

12



2.2. Méthode du gradient conjugué linéaire

i1 Ady, = aikglz;rl [Gk+1 — Gk

Et en utilisant (2.2.7)

_ 9}5 Ik

=T Ad

k k

Il vient :
dl Ad
g£+1Adk = ;kT—g:gngl (Gr+1 — 9]
91 Ade gl lgkt1—gr]
dfAd, gF gx
Or
3 _ glirlAdk _ ng+1 [Gr+1 — 9]

w dgAdk: g{gk

Ce qui démontre (2.2.8)
Alors du fait que :
Gk =0
Car
k1 = A1 — 5k+1dk
Appartient au sous-espace engendré par (dy,ds, ...,d;) et que g1 est orthogonal a ce
sous-espace, de cela nous obtenons la formule(2.2.9) .

¢) Montrons enfin que dj; est conjugué par rapport a (dy, ds, ..., dg), on a :

T
d;}FJrlAdk = (—9k+1+5k+1dk) Ady,

= —9k+1Adk+5k+1d5Adk
gg+1Adk

T

= —Ggr1Ady +

Vérifions maintenant que d%.t,_lAdi =0pouri=0,1,....k—1
On a:

Le seconde terme est nul par ’hypothese de récurrence ((dy, da, ..., d;) sont mutuellement
conjuguées).

Montrons qu’il en est de méme du premier terme.
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2.2. Méthode du gradient conjugué linéaire

Puisque x; 11 = z; + a;d; et que a; # 0 on a:

1
= E (9¢+1 - gi)

)

En écrivant :

gi+1 = di+1—5idi;
gi = di_ﬁif1di—1;

On voit que Ad; est une combinaison linéaire de d;,; et de d;_; seulement.

Mais, puisque (di,ds, ..., d)) sont mutuellement conjugué, on sait que le point xj,q est
l'optimum de ¢ (z) sur la variété vy 1, engendrée par (di,dy, ..., dy) .

Donc gx.1 est orthogonal au sous-espace engendré par (dy,ds, ...,dy) et comme Ad; ap-
partient a ce sous-espace pour ¢ = 0,1, ...,k — 1, on en déduit gy.1Ad; = 0 ce qui acheve

la démonstration. =
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CHAPITRE

3 Méthode du gradient

conjugué non linéaire

La méthode du gradient conjugué linéaire sert a minimiser des fonctions quadratiques
strictement convexes. A chaque itération le pas «; est déterminé par une recherche
linéaire exacte. Dans le cas non linéaire aucune condition n’est imposé sur la fonction et
donc le pas ne peut étre déterminé par une recherche linéaire exacte.
La premiére extension de la méthode du gradient conjugué linéaire pour le cas non linéaire
a été introduite par Flether-Reeves en 1964 [10], ou le pas oy est déterminé par une
recherche linéaire inéxacte.
Dans ce chapitre on va présenter une synthése sur quelques variantes de la méthode du
gradient conjugué non linéaire. Avant d’étudier ces méthodes (algorithme et convergence
globale).

On va d’abord d’écrire les recherches linéaires inexactes d’Armijo [4] et de Wolfe [18]

et illustrer leur contribution a la convergence.

3.1 Recherches linéaire inexacte

La recherche linéaire inexacte est une brik essentiel dans la minimisation des fonctions

non linéaires par la méthode du gradient conjugué non linéaire.
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3.1. Recherches linéaire inexacte

En effet, a chaque itération k& on cherche & minimisée d’une facon importante la valeur de

I’objectif par un pas a; > 0 tell que
ap = rggf (rr + ady)

Le choix positif garde la descente de direction et la détermination du pas oy nous permet

d’introduire la nouvelle itération

Thy1 = Tk + Ozkdk

3.1.1 La régle d’Armijo

On bute a réduire “de facon importante” la valeur de I'objectif f par un pas ap > 0 dans
la direction dy, telle que f (zy + axdy) < f (z) .

Or cette condition de décroissance stricte n’est pas suffisante pour minimiser f au moins
localement.

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une portion

p € ]0.1] parfois appelée condition d’Armijo ou condition de décroissance linéaire

f (l‘k + Oékdk) < f (xk) + pOéka (xk)T dy, (3.1.1)

Le choix du pas positif assure que la descente de la direction et (f (zx + ardy) < f (zx))

car p devra étre choisi dans ]0.1].

3.1.2 Existence du pas d’Armijo

Théoréme 3.1.1 [4] Soit f : R" — R, zp — f(xp + apdy) une fonction continue et
bornée inférieurement, dj, est une direction de descente en xy, oy, > 0, et p € 0,1[, alors

I’ensemble des pas vérifiant la régle d’Armijo est non vide.

Preuve. Posons

¥, (@) = [ (zx) + paV' f (x1) dy, (3.1.2)
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3.1. Recherches linéaire inexacte

Le développement de Taylor-Yong en oo = 0 de f (z), + ady) est:
f e+ ady) = f(ze) + paVT f(zp) dp + € () ot & () = 0,0 — 0
et comme p € |0.1[ et L f (z + ady) = V' f (24) dy < 0 on déduit :
f(x) + oV f (z) dy < f(z3) + paVT f (z3) dy, pour o > 0
On voit que bien pour a > 0 assez petit on a :
f (o +ady) <, (a)

De ce qui précede et du fait que f (xy + ady) est bornée inférieurement,
et ¥, () — —o0;a — 400,
On déduit que la fonction ¢, (o) — f (wx + ady) posséde la propriété :
Y, (a) = f (21 + ady) > 0 pour « assez petit.
Y, (@) = f (z + ady) < 0 pour a assez grand
Donc s’annule au moins une fois pour a > 0 .

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe & > 0 tel que :
[ (o +ady) =1, (@) et f(zp +ady) <9, (a) pour 0 < a <@

Ce qui achéve la démonstration. m

3.1.3 Recherche linéaire inexacte de Wolfe

On dit que a4 est un pas de Wolfe [18] si «y, vérifie les deux condition suivantes :

flog+apdy) < flxg)+pof(zr) 0<p< % (3.1.3)
%f (v + ardp) [a=0 > U%f (k) |a=o p<o<l. (3.1.4)
Ainsi, on aura
fon+andy) < f (k) + pea VT f(ap)dy ,0<p< % (3.1.5)
VEif (g +apdy)dy > oV f(a)dy p<o<l. (3.1.6)
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3.1. Recherches linéaire inexacte

3.1.4 Recherche linéaire inexacte de Wolfe forte

Comme leur nom l'indique, les conditions de Wolfe forte sont plus fortes que les conditions
de Wolfe.
En effet les conditions de Wolfe forte impliquent les condition de Wolfe.

Définition 3.1.1 [18] On dit que ay vérifie les condition de Wolfe forte si les deux con-

ditions suivantes sont vérifiées :

flre+apdy) < flxg)+pauVf(zg) ,0<p< % (3.1.7)

|Vf (SEk + akdk) dkl < —O’Vf (Qik) s p<o< 1. (318)

3.1.5 Existence du pas de Wolfe

Le théoréme suivant assure ’existence du pas de Wolfe

Théoréme 3.1.2 [18] Soit f : R" — R, zp — f(zr + axdy) une fonction continue et

bornée inférieurement, di est une direction de descente en xy, ap > 0, 0 < p < % et

p < o <1, alors l’ensemble des pas vérifiant la régle de Wolfe (3.1.5)et (3.1.6) est non

vide .

Preuve. Supposons

¥, (a) = f (xx) + pa V7T f () dy
Le développement de Taylor-Yong en o = 0 de f est
f (o + ady) = f (zx) + paVT f (1) di + o€ (@) ou & (a) — 0, — 0
Et comme p € ]0.1[ et V7 f (23) d, < 0 on déduit :
f () + oV f (z) dy < f (z) + paVT f (2) dy pour o >0
On voit que pour o > 0 assez petit on a:

f (Ik + adk) < Q/Jp (Oé)
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3.2. Contribution de la recherche linéaire inexacte a la convergence des algorithmes a
directions de descente.

De ce qui précede et du fait que f est bornée inférieurement, et 1, (@) = —0o0

quand o — +00, on déduit que la fonction 9, () — f (74 + ady) a la propriété

Y, (a) = f(zr+ady) > 0 pour a assez petit

Y, (a) = f(zr+ady) < 0 pour a assez grand

Donc s’annule au moins une fois pour a > 0

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe & > 0 tel que :
[ (on +ady) =, (@) et f(zp+ady) <9, () pour 0 < a<a (3.1.9)
La formule d’accroissements finis fournit alors un nombre & ,0 < & < @ tel que

f (ZL’k + @dk) —f (Ik> = @va (CL’k + éédk) dy,
= paVlf(z)dy =aVTf (z, + ady) dy
=

va (ZEk + ddk) dk = pVTf (ka) dk Z O'VTf (:Bk) dk

Car 0<p <o <1let VI f(2)dp <0

Donc & satisfait (3.1.3)

D’autre part o = & satisfait (3.1.5)

En effet, & satisfait (3.1.8) f (zp + ady) < ¢, (&) n’est autre que :

f(zp +ady) < f(zg) + paV7Tf (zy) dy,

Ce qu’il fallait démontrer. m

3.2 Contribution de la recherche linéaire inexacte a
la convergence des algorithmes a directions de

descente.

On va étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte a la convergence des algo-

rithmes a directions de descente.
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3.2. Contribution de la recherche linéaire inexacte a la convergence des algorithmes a
directions de descente.

Ce n’est qu'une contribution, parce que la recherche linéaire ne peut a elle seule assurer la
convergence des itérés, autrement dit, que le choix de la direction de descente joue aussi
un roéle.

Cela se traduit par une condition, dite de Zoutendijk [19], dont on peut tirer quelques

informations qualitatives intéressantes.

Définition 3.2.1 [19] (Condition de Zoutendijk)
On dit qu’une régle de recherche linéaire a satisfait la condition de zoutendijk s’il existe

une constante ¢ > 0 telle que pour tout k > 1 on ait

f (@rs1) < f (@) = cl[Vf (@) |]* cos® (0r) ,

ou Oy, est 'angle que fait dy, avec -V f (xy,), défini par

—V [ (xx) di

cos 0, = .
5 Ikl dw]]

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk
Proposition 3.2.1 [19] Supposons que la suite (x1),.y est générée par un algorithme

d’optimisation vérifie la condition de zoutendijk et que la suite (f (x1)),cy est minorée,

alors

Z IV f (z)||? cos® 07 < oo (3.2.1)

k>1
3.2.1 Algorithme des recherches linéaire inexacte

Présentons maintenant ’algorithme des recherches linéaires inexactes d’Armijo et de

Wolfe.
[Algorithme 3.1 (Régle d’Armijo, et Wolfe)

Etape 0 (initialisation)

choisir a1 > 0, p € ]0,1[ poser k = 1 et aller a I’étape 1.
Etape 1
Si ay, vérifie les criteres d’Armijo ou de Wolfe: STOP (a* = ay).

Sinon
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3.3. Différentes versions de la méthode du gradient conjugué non linéaire

Poseray 1 = pay

Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.

3.3 Différentes versions de la méthode du gradient
conjugué non linéaire

Dans cette section on va citer quatre versions différentes de la méthode du gradient con-

jugué non linéaire.
3.3.1 Meéthode de Hestenes-Stiefel
Cette méthode fut découverte par Hestenes et Stiefel [13,1952] dont la variante est :

T
HS Jrt1 [9k+1 - gk]
= 3.3.1
U dl (e — o) ( )

On voit bien que ﬁkal est égale a la variante de la méthode du gradient conjugué linéaire,

en effet

5o gL Ady  9iiaas 9k — 98]
S dj; Ady a d%i [r+1 — 9]
9/?+1 [9r-+1 — gr]

df; [gr+1 — gx)

HS
= 5k:+1

3.3.2 Meéthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode a été découverte en 1964 par Fletcher et Reeves [10,1964] dont la variante

est

gl
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3.3. Différentes versions de la méthode du gradient conjugué non linéaire

On voit bien que S;. fl est égale a la variante de la méthode du gradient conjugué linéaire,

en effet

G Ady gy 9k — 9]

B, = =
rH dgAdk d{ [9k+1 — gk]
gl:cFJrl [9k+1 — 9] _ ||gk+1||2 - 91?+19k
|| g/ gk |2

D’autre part, on a:

G0k = Gop1 (—di+ Brdi—1) = =gl di + Brgiirdi—1 = Brgpi1di
= By (gp + xAdy)" diy—1 = Brgi d1 + Bydi Ady—y = 0

On aura donc:

B, = | grsall? —ggﬂgk _ [lgr+11? — IR
= |92 lgell 7

3.3.3 Meéthode de descente conjuguée

Cette méthode a été proposée en 1987 par Fletcher [11,1987] dont la variante est :
CcD || gr-s1l?
= 3.3.3
k+1 _dzgk ( )
On voit bien que ﬁkofl est égale a la variante de la méthode du gradient conjugué linéaire,

en effet

gf;ﬂl [Qk+1 - gk]

P = dl ges1 — di gy
- Gir1 [9k41 — 1] _ gr+1l1* = gis1x
B —d gk a —dj, gr
_ HQkHHQ _ BCD
—dfgk k+1

3.3.4 Meéthode de Dai et Yuan

Cette méthode fut découverte par Dai et Yuan [9,1999], dont la variante est :

DY _ ||9k+1||2 (334)
Al gk — gn)
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3.3. Différentes versions de la méthode du gradient conjugué non linéaire

On voit bien que ﬁkcﬁ est égale a la variante de la méthode du gradient conjugué linéaire,

en effet :

91 91 — 9k 9F 1961 — 91Ok

3 - -
wH df [gkﬂ - gk} dZ [9k+1 - gk]
||9k+1||2 _gg+1gk _ ||91c+1||2 _ BDY
dl [gr+1 — gk dl [gk+1 — gi) b

Remarque 3.3.1 Dans le cas quadratique on a vu que:
BHS — BFR — BCD — BDY

Dans le cas non quadratique, ces quantités ont en générale des valeurs déférentes.

3.3.5 Algorithmes des méthodes du gradient conjugué non linéaire

gorithme 3.2 Méthodes de , \ , et

Etape 0 (initialisation)

Soit zq le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.

Etape 1

Sigr =0: STOP ( 2* = xy)."Test d’arrét"

Sinon aller a ’étape 2.

Etape 2

Définir xp, 1 = 1 + agdy avec :

ap = min f (g + ady)

dir1 = —Grs1 + Brorde (3.3.5)

Ou B, est définie selon la méthode.

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.
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3.4. Convergence des méthodes du gradient conjugué non linéaires

3.4 Convergence des méthodes du gradient conjugué
non linéaires

Dans cette section on va étudier la convergence globale des méthodes du gradient conjugué
non linéaire cités au dessus.

Il y a eu de nombreuses études et résultats sur la convergence globale de la méthode du
gradient conjugué avec une recherche linéaire exacte, mais le premier et le plus important
résultat de convergence globale de cette méthode avec une recherche linéaire inexacte a
été donné par Al-Baali[l, 1985].

Dai-Yuan ont démontré la convergence des méthodes de la descente conjugué [7,1996] et
la méthode de Dai-Yuan [8,1998] ot le pas «y est déterminé par la régle de wolfe forte.
Le résultat suivant prouve la convergence de toutes les variantes de la méthode du gradient

conjugué non linéaire cités dans la section précedente

Théoréme 3.4.1 [3] Supposons que la fonction objectif f est minorée sur l’ensemble A
tel que : A = {z eR": f(z) < f(x1)}, ow 21 € R"™ est un point initiale quelconque.
Supposons que f vérifie la condition de Lipschitz, autrement dit il existe une constante
L >0telque: |lg(x)—g(y)|| < L||lx—yl||,Vz,y € A. Considérons une méthode du gradient
conjugué non linéaire du type (2.2.1) et (2.2.2) ot oy est déterminée par la recherche

linéaire inexacte de Wolfe forte (3.1.8) et (3.1.7). Alors
klim inf [lge]| = O (3.4.1)
el
ou <
; || ?

Preuve. De (3.3.5) pour tout k > 1

i1+ Grer1 = Brad (3.4.2)

En appliquant le carré sur les deux cotés de (3.4.3) résulte :

lldk1l* = =llgrsal* = 251 dkrr + B lldil (3.4.3)
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3.4. Convergence des méthodes du gradient conjugué non linéaires

Puisque dj, satisfait a la condition de descente gid, < 0 d’apres (3.4.4), il en déduit que
ldiall? = =[lgra|[* + B il (3.4.4)

De (3.3.5)
91::+1dk+1 - 5k+19;§+1dk = —H91c+1||2 (3.4.5)

Comme «y, vérifie les conditions de recherche linéaire de Wolfe forte (3.1.7) on aura

|9is1dk] + 01 Brsallgi dil > lgril]® (3.4.6)

En appliquant inégalité (a +ob)* < (14 0?) (a®+b?) pour tout a,b et o > 0 avec

a = |gr+1dit1] et b =|Bri1llgl di], de (3.4.7) on peut écrire

2
(ghs1dis1)® + By (ghdi)” > cl|grsa|l* (3.4.7)

ou ¢ = (1 + 0?)7!. Par conséquent de (3.4.5) et (3.4.7), il en résulte que

T 2 T 7 \2 2
<9k+1dk+1) (95, dk) 1 T I |1 P |
= d d
laeP T P~ TP |Wenaden) + Tig (e de)
1 [ 2 (gTdk)Q
Z T d + 2 Td 2_ k 2
||dk:+1H2 _(ngrl k+1) BkJrl(gk k) Hdk||2 ||gk+1H
1 i (gTdk)Q
ST K AT (3:45)

Or, si la relation (3.4.1) n’est pas vraie, alors (3.4.8) et la condition de Zoutendijk (3.2.1)

impliquent que l'inégalité suivante

2
(9F1diir)”  (gldr)?

|gk+1H4 (3'4.9)
|ldi4a > || ?

C
2 —
2||dp4a[?

est vérifie pour k suffisamment grand. Ce qui achéve la démonstration. m
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CHAPITRE

4 Quelques récentes

méthodes du gradient

conjugué non linéaire

Dans ce chapitre on va étudier trois nouvelles variantes différentes de la méthode du
gradient conjugué non linéaire. Ces méthodes ont été proposées par Jianghua Yin, Mexing
Liu et Guodong Ma. La premiére en 2011 nommeée méthode de JMG [14], la deuxiéme et
troisiéme variantes en 2020 sont LMY-DY, LMY-FR [15,2020] respectivement.

Cette partie est consacrée a une étude de ces trois variantes.

On va donner leurs algorithme et prouver les théorémes qui assurent leurs convergence.

4.1 Meéthode de Jianghua-Meixing-Guodong

La méthode de JMG a été proposée en 2011 par Jianghua Y., Mexing L. et Guodong M.,
dont 3, est donnée par la formule suivante:

91 (1= lgr1ll/1ldel)dr)
BJMG _ dic(9k+1—9k)
k+1 921 (grr1+Ulgrsall/lldel)dr)
dy (9k+1—9k)

si gk+1dk >0

sinon

Ceci peut étre réécrit sous la forme

/BJMG _ ||9k+1”2 — (Ilgr+111/11dx|]) (ng+1dk)
e ¥ (grs1 — gr)

(4.1.1)
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4.1. Méthode de Jianghua-Meixing-Guodong

En effet,

G _ i1 Gerr = (lgell/[1drl) dr) _ g agb1 = Gipr (lgnall/1ldel]) da
di, (Ges1 — 9x) di, (Ge+1 — 9r)
ge1ll? = Ulgerall/dill) (g2 1dk)
dffl(gk — Gk-1)

4.1.1 Algorithme de la méthode JMG
Algorithme 4.1 Méthode de JMG

Initialisation Etant donne les constantes ¢ > 0et 0 <6 < o < 1.

Soit x; € R™ un point initiale quelconque. Poser d; = ¢; et k = 1.

Etape 1 Si ||gx|| < ¢, alors stop. Sinon passez a I’étape 2.

Etape 2 Déterminez une longueure de pas oy par la recherche linéaire de Wolfe.
Etape 3 Poser xj.1 = x), + aydy, calculer gy = Vf (Tr41) et [y = BﬁﬁG.

Etape 4 Calculer dj+1 = — g1 + Bpi1dk
Poser k = k + 1 et allaer a I’étape 1.

4.1.2 Convergence globale

Théoréme 4.1.1 [14]|Supposons que la fonction objectif f est minorée sur l’ensemble A
tel que : A = {x eR": f(z) < f(x1)}, ot x; € R" est un point initiale quelconque.
Supposons que f vérifie la condition de Lipschitz, autrement dit il existe une constante
L > 0telque: ||g(x)—g (y)|| < L||z—yl||,Vz,y € A. Considérons une méthode du gradient
conjugué non linéaire du type (2.2.1) et (2.2.2) ot oy est déterminée par la recherche
linéaire inezxacte de Wolfe forte (3.1.8) et (3.1.7) et [3,, donnée par la formule (4.1.2).
Alors

klim inf [lge]| = O (4.1.2)
el

ou < 00
;HdkHQ

Preuve. En suivant les méme étapes de la démonstration du Théoréme (3.4.1). m
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4.2. Méthode Liu-Ma-Yin (LMY-DY)

4.2 Meéthode Liu-Ma-Yin (LMY-DY)

En 2020, Liu M.,Ma G.,et Yin J. [15], ont proposé une nouvelle variante de [, donnée

par la formule suivante:

2
orvpy  Ngenll” = %wgﬂdﬂ

FH df (9k+1 - gk)

Cette méthode posséde la propriété de descente de la direction a chaque itération en plus
elle converge globalement et ceci méme pour des fonctions continuement differentiable
non nécessairement convexes ol le pas est déterminé avec la recherche linéaire inexacte

de Wolfe.

4.2.1 Algorithme de la méthode LMY-DY

gorithme 4.2 Méthode de -

Initialisation Etant donne les constantes e >0 et 0 < d <o < 1

Soit x; € R™ un point initiale quelconque. Soit d; = ¢; et k = 1.

Etape 1 Si ||gx|| < €, alors stop. Sinon passez a ’étape2.

Etape 2 Déterminer une longueure du pas «y, par la recherche linéaire de Wolfe forte.
Etape 3 Soit z411 = x) + agdy calculer gry1 = Vf (Tg41) et By = ’,ifyly_DY.

Etape 4 Calculer dy11 = —gr1 + Bip1di
Poser k =k + 1 et aller a I’étape 1.

4.2.2 Propriété de descente

Lemme 4.2.1 [15] Soit di11 € R™ la direction de la méthode LMY-DY | alors:

1
Giadis < _H—0H9k+1|’2 pour tout 0 < o < 1 (4.2.1)

Preuve. La démonstration se fait par récurrence.

1) Pour k=0, comme 0 <o <1, on a:

gidi = —|lgul*
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4.2. Méthode Liu-Ma-Yin (LMY-DY)

2) Supposons que l'inégalité (4.2.2) est satisfaite pour k c’est-a-dire

T < ——— || gul 2
e < -l

Et démontrons qu’elle le restera pour k + 1.

Comme

5 - ||9k+1||2 -0
k+1 — d{gk

(parce que dy, est une direction de descente).

De plus, la satisfaction de la régle de Wolfe forte nous donne :

0<—(1—0)gid, <di (gry1—gr) < —(1+0)gidp (4.2.2)
et
0< 5k+1|gk+1dk| < 5k+1 ( Udkgk) = U‘|gk+1|’2-
Et comme ! P
BLMY DY _ HngHQ - %L‘]kﬂ |
i di (grs1 — gr)
On obtient :
(1 — U)HngH LMY-DY H9k+1||2
0< <p _— (4.2.3)
d;{ (9k+1 - gk) i d <9k+1 - gk)
Ainsi on distingue trois cas différents :
(¢) Si gidy =0, alors
_ 1
Irp1rer = —llgearl P+ B P ghadk = —llgral]? < —U—HHQkHHQ (4.2.4)
(i4) Si gi dy, > 0 alors
g£+1dk+1 =
= —lgerall® + B2 Y giyadi (4.2.5)
2 ||gk+1H2 k+1|9k+1dk| T
= — + d
| gx+1l] T (girr — gr) Ik+10k
2
_ ||9k+1||291{ 5k+1 (gzﬂldk)
di (grs1 — 9r)
i1 g | gx11| 7 g i 1 2
< < — i 426
di (g1 —gr) — — (1 +0) gidy (1+0)|| +ll (4.26)
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4.2. Méthode Liu-Ma-Yin (LMY-DY)

(¢41) Si gi,qdy < 0, alors

_ 1
Ihrdirr = gl + B0 " gladi < —llgel)® < —mHngHQ (4.2.7)

On conclut que la formule de récurrence est vraie pour tout k + 1.

Ce qui acheéve la démonstration. m

Cas particulier

Il est évident que la formule susmentionnée se réduit a la formule de la variante de DY
dans le cas ou le pas est déterminé par une recherche linéaire exacte.

En effet, dans le cas ol a est déterminé par une régle exacte, alors il vérifie la condition
nécessaire d’optimalité, autrement dit ggﬂdk = 0.

Ainsi on aura :

2 ||gk+1|\2 T
gEMY=DY | Gr+1]]? _ﬁkcﬁ|9kT+1dk’ _ [1gx+1l —dTg |9r1k|
s d;‘cp (9k+1 - gk) dif’ (9k+1 - gk)
N Hgk+1|’2 _ aDY
= 7 — = =P

d;{ [Gk+1 — gk]

4.2.3 Convergence globale

Avant d’étudier la convergence de la méthode LMY-DY, on va d’abord lancer le lemme

suivant

Lemme 4.2.2 [15] La variante de la méthode LMY-DY wvérifie l'inégalité suivante :

LMY —-DY gg+1dk+1
0<6k+1 S—ggdk , Vk>0.

gy 12— 122112

LMY -DY _ —dl'gy,

P O . b . |ng+1dk |
reuve. On voit bien que
q 5k+1 dl (ge+1—9k)

>0

On spécifie deuz cas :

a) Si gl di, =0, alors en utilisant la relation (4.2.3), on aura

BLMYfDY _ HngH2 . g;ﬂldm

i C(—gldy)  gldy

b) g,aldk # 0 on distingue le deux cas suivant
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4.2. Méthode Liu-Ma-Yin (LMY-DY)

(¢) Si gidy > 0 d’aprés la relation (4.2.6), on a

1gr+1] g5 di

T
Jir1dri1 <
= d;}F (9r+1 — k)

Alors, en divisant cette inégalité par le terme négatif gl dy, il s’ensuit que

Hgk+1”2 ng+1dk+1
df (9k+1 — gk) ledk

Puis en combinant ceci avec (4.2.6) on aura:

6£MY DY (gg+1dk+1>
+1 g]z;dk:

(4¢) Si gi,dy <0, on a:

ng+1dk+1 = _Hgk+1|’2 + ﬁéﬁy Dygﬁldk (4.2.8)
||gh-s1] |291:£dk k+1|gk+1dk|gk+ldk
di (grv1 — gk)
g1 ] P9k di — 9B 19k 1l gi di
- di (grr1 — gk)
(HngHQ k+1‘gk+1dk’) gr .
dk <9k+1 — Gk)
et donc
QkT+1dk+1 > (||9k+1”2 k+1|gk+1dk|)
Gid di (9k+1 — gr)
Puisque gldy < 0. depuis0 <o <1, ona
BLMY=DY _ | grsal]? — k+1’gk+1dk| | grsal]? — k+1|gk+1dk‘ (4.2.9)

FH N d{ (Grs1 — gk) N dZ <gk+1 - gk)

Cela implique que
LMY -DY Gi1drr1
k+1 — g]{dk:

et la preuve est terminée. m

Notons que les lemmes précédents présents un brik essentiel dans la démonstration du

théoréeme suivant, qui assure la convergence globale de la méthode LMY-DY.

Théoréme 4.2.1 [15] Supposons que la fonction objectif f est minorée sur l’ensemble

Atel que : A ={zeR": f(z) < f(x1)}, ov x; € R™ est un point initiale quelconque.
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4.2. Méthode Liu-Ma-Yin (LMY-DY)

Supposons que f vérifie la condition de Lipschitz, autrement dit, il existe une constante
L > 0 tel que : |lg(x) —g(y)|| < Ll|lz — y||,Vx,y € A. Considérons une méthode du
gradient conjugué non linéaire du type (2.2.1) et (2.2.2), ot «y est déterminée par la
recherche linéaire inexacte de Wolfe forte (3.1.8) et (3.1.7) et B, donnée par la formule
(4.2.1). Alors

kh_)rgo inf ||gx|| = 0. (4.2.10)

Preuve. La démonstration se fait par contradiction.

Supposons que
Tim lgs]| # 0
—00

alors il existe une constante v > 0 telle que
| gs1l]* = 7, VE > 0.
Puisque dj11 + gri1 = BéﬁY*Dydk, il en résulte du lemme (4.2.3) que:

_ 2
el = (B PV il = 208 1disn — llgenall? (4.2.11)

91?+1dk+1 ? 2 T 2
< Tl | de||” — 29k+1dk+1 — || g1l
g, A

En divisant par (gi;dj11)?, c’est facile d’avoir ¢a

g ] ||| |* 2 || grsa|?
Ml o - - (4.2.12)
(91{+1dk+1)2 B (ngdk>2 ggﬂdkﬂ (91{+1dk+1)2
Ik ? 1 =% 1
- T7\2 + -7 + 2
(gk dk) | |gk+1 | | gk+1dk+1 | |9k+1 | |
d||? 1
[
(gk dk) Hgk+1 ”
Comme ldall® 1 il en résulte que
Wld? = Tl d
|| dps1]]? ||d||? 1
Hl < T+ (4.2.13)
(98 1dk11)? (g dr)?  llgell?
el 11
T (G de-)?  Ngell® o gkl ?
k
1 k
< ..< < -
Z-Zngin o



4.3. Méthode Liu-Ma-Yin (LMY-FR)

Ainsi,
(Geaden)®
|| — k+1

Ce qui implique

Donc la condition de Zoutendijk n’est pas vérifie, ceci n’est qu’une contradiction avec le
théoreme (3.4.1)
Et donc
Jim inf g = 0

Ce qui achéve la démonstration. m

4.3 Meéthode Liu-Ma-Yin (LMY-FR)

En 2020, Liu M.,Ma G.,et Yin J.[15] ont proposé une nouvelle variante de /3, :

2 _ lgwall?® | T
LMY-FR _ gl —d 9k 920 (4.3.1)
o B [gxl[? a

Cette méthode posséde la propriété de descente de la direction a chaque itération en plus
elle converge globalement et ceci méme pour des fonctions differentiable non nécessaire-

ment convexes ol le pas est déterminé par la régle de Wolfe.

4.3.1 Algorithme de méthode LMY-FR
Algorithme 4.3 Méthode de LMY-FR]

Initialisation Etant donne les constantes ¢ >0 et 0 <6 < o < 1.

Soit x1 € R™ un point initiale quelconque. Poser d; = ¢; et k = 1.

Etape 1 Si ||gx|| < €, alors stop. Sinon passer a I’étape 2.

Etape 2 Déterminer une longueure de pas «; par la recherche linéaire de Wolfe.
Etape 3 Poser xj1 = x), + ayd), calculer gy = Vf (Tr41) et [ = ﬂﬁﬁY’FR.

Etape 4 Calculer dy 1 = —grt1 + Brp1di
Poser k = k + 1 et allaer a I’étape 1.
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4.3. Méthode Liu-Ma-Yin (LMY-FR)

4.3.2 Propriété de descente

Lemme 4.3.1 [15] La direction de descente dj1 € R" de la méthode LMY-FR, vérifie :

1 rad 1-2 1
_ < Ii+1 k+21 < — 7 pour tout 0 < o < = (4.3.2)
1—0 = |[ges1]l Y 2

De plus
LMY —FR FR
0 < B < Br
Preuve. La démonstration se fait par récurrence.

1) pour k =0, on a

gidi _
[lgull?
Donc (4.3.2) pour tout 0 < o < % est vérifice.

2) Supposons que la relation (4.3.2) soit satisfaite pour k.
Comme le pas oy, est déterminer par la recherche linéaire de Wolfe et dj, est un direction
de descente, on aura

0 < |gedi| < —0g; ds

Autrement dit

|G 1|
0<l—-0<1——"2=<1 (4.3.3)
— g5 di
2
g1l =2 T
On a By 1 = Hgﬁg’“ T e qui donne
2 lgrall? |, T
o o =0)llgenl? lgrall® = 2y, k1]
[|ge[? - [lgxl I
. Jr7 (1 - |91{+1dk‘/ (_ngdk)) < [lgn1]l? _ QFR 4.3.4
- 2 — 2 _Bk-‘rl ( '3' )
|9kl Al
De plus,
Gndhnr N llgr+1]* = (g1l */ — di gi)lgisadn] isadi
[ gn+a]1? [lgxlI? gk
I d I d
- 14 (1 - |g’“+; ’“|) Gt O (4.3.5)
—di i /) lgxll
En combinant ceci avec la forme (4.3.3) on aura
I d I d I d
11— |9k+1 2k| < Ik+1 k+21 <1+ |9k+1 l;| (4‘3.6)
195l [gr-+1l] [ gna ]
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4.3. Méthode Liu-Ma-Yin (LMY-FR)

D’aprés ’hupothése, on aura

ry1d rd 1
TnBhil > L ’“2’ > 1- -7 - (4.3.7)
[ gr-+1l] gl l-o l-o
D’aprés la forme (4.3.6), on obtient
I d I'd 1-2
gk+1 k‘+21 < 11— O_|gk k‘2| S -1 + g . ( 0-) (438)
|Gk L9k l] l=o 1l-o

Ce qui achéve la démostration. m

Cas particulier

Il est évident que la formule susmentionnée se réduit a la formule de la variante de FR
dans le cas ou le pas est determine par une recherche linéaire exacte.
En effet, dans le cas ol « est déterminé par une recherche linéaire exacte, alors il

vérifie la condition nécéssaire d’optimalité d’ott gy, 1dx = 0.

En effet,
2 gkl T
BéMlY_FR o ||9/’f+1||2 _Bkcﬁ|gl{+1dk| B 151l —d] gi ’gkﬂdk’
" a [ gwl[? a IAlR
H9k+1H2 FR
LAl R ﬁ
Als e

4.3.3 Convergence globale

En se basant sur le lemme (4.3.1) et la condition de zoutendijk (3.2.1), nous obtenons
également la convergence globale de la méthode de LMY-FR pour des fonctions contin-

uement différentiable.

Théoréme 4.3.1 [15] Supposons que la fonction objectif f est minorée sur l’ensemble
Atel que : A ={zeR": f(z) < f(x1)}, ov x; € R™ est un point initiale quelconque.
Supposons que f vérifie la condition de Lipschitz, autrement dit, il existe une constante
L > 0telque: ||g(x)—g (y)|| < L||z—yl||,Vz,y € A. Considérons une méthode du gradient
conjugué non linéaire du type (2.2.1) et (2.2.2) ot oy est déterminée par la recherche
linéaire inexacte de Wolfe forte (3.1.8) et (3.1.7) et 3, est donnée par la formule (4.3.1).
Alors

kh_)rgo inf ||gx]| =0 (4.3.9)
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4.3. Méthode Liu-Ma-Yin (LMY-FR)

Preuve. La démonstration se fait par contradiction. En effet supposons que
lim inf [|ge]| # 0
k—o0
alors il existe une constante v > 0 telle que
lgk+1ll > v, VEk > 0.

d’ou
_ 2
dir1l]? = lgrsal | — 28507 gl ade + (B )7 [|di||?

D’aprés Lemme (4.3.1) et la satisfaction du pas de Wolfe forte, on a

—255:41}/ FR913+1dk < —%ﬁﬁY‘Fng;fﬂdkl §26k+1|gk+1dk| (4~3~10)
||91c+1||2 2U||9k+1||
gkl l-o

Donc, on obtient

1+o0 g 4
ool < (2D g+ (122210 e

Encore une fois, en divisant cette inégalite par ||gr.1||* nous avons

[l disa [ (1+0) 1 [l
(||9k+1||4) = ((1—0)) (||9k+1|l2) gl

Prendre ||d;||* = ||g1]|? et ||gk+1]] > v en utilisant la formule ci-dessus on a

||dys1] (1+U)Z c1tok
gkl — \1—0o ngHz T l-oy?

Cela implique que
gkl

||dk+1||i . ((1(1_52‘)72) <k741rl>

io: lgrsall* _ _
k=0

|| gk 2

Ce qui contredit la condition de Zoutendijk (3.2.1).

\%

Ainsi,

Par conséquent, nous pouvons conclure que la méthode LMY-FR est globalement conver-

gente. W
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CHAPITRE

Simulations Numériques

Dans ce chapitre, on va étudier les performances de trois variantes différentes de la méth-
ode du gradient conjugué non linéaire étudiées dans ce mémoire. Il s’agit des méthodes
JMG, LMY-FR et LMY-DY. Le pas est déterminé par la recherche linéaire inexacte de
Wolfe forte. Les fonctions test choisient sont TRIDIA, BALF et BRYBND.

L’algorithme de la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte assure que la direction
est de descente. Les paramétres sont donnés p = 0.1, et 6 = 0.01.

Les méthodes CG sont utilisées avec redémarrage, c’est-a-dire dans le cas ot le dénom-
inateur de la variante du gradient conjugué [, est nulle on redémarre en prenant la di-
rection de la plus profonde pente.

Dans nos simulations numériques on a limité le nombre des itérations nécessaires dans
I’algorithme de la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte, et le pas initial est égal & un.

Les programmes sont écrits sous scilab 6.1.0 et exécutés dans un ordinateur Lenovo i7

de vitesse 3.10 GHz

Notre critere d’arrét est ||V f(z)]| < e, one =102

5.1 Performances des méthodes du gradient conjugué

non linéaire de JMG LMY-DY et LMY-FR

Dans cette section on va présenter nos résultats numériques.
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5.1. Performances des méthodes du gradient conjugué non linéaire de JMG LMY-DY et
LMY-FR

5.1.1 La fonction BRYBND (Broyden banded )

Cette fonction test [3, 2020] est donnée par :

filx) = xi(2+5xf)+1—2$i(1+xi), 1<i<n,
JjeJi
ouJ; = {j:7#14, mazx(l,i—my) <j <min(n,m,)},

m; = 5, my,=1, et xg = (—1,...,—1).

Dim=10,eps=0.01, nmax=100
700 /( \]
600

500

JMG

400

norme du gradient

300

L

o 10 20 30 40 50 &0 70 a0 =lu] 100

MNbre des itération

Fig 5.1 JMG pour la fonction BRYBND

D’apreés la figure 5.1, on voit bien qu’avant 90 itérations, la méthode JMG atteint son
minimum, pour la minimisation de la fonction test BRYBND dans le cas ou la dimension

dim = 10 et la présicion ¢ = 0.01.
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5.1. Performances des méthodes du gradient conjugué non linéaire de JMG LMY-DY et
LMY-FR

Dim=10,eps=0.01, nmax=100
2 200

LMYFR

2000 -]

18200

1800

——

1400

1200 \_\
1000 L\

200

norme du gradient

L

600

T

_H‘_“ﬂ—\.\____

—

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 &0 &5

Nbre des itération

Fig 5.3 LMY-FR pour la fonction BRYBND

Les figures ci dessus illustrent la convergence des méthodes JMG et LMY-FR pour la
fonction test BRYND apres 90 et 65 itérations succesivement, sachant que la dimension
n=10 et la précision ¢ = 0.01.

La méthode LMY-DY diverge apres 100 itérations.

5.1.2 La fonction test TRIDIA (cute )

Cette fonction test [3, 2020] est donnée par :

flx) =~(6x1 — 1)2+Z(a:ci—ﬁxi_1)2,ou a=2=1y=1,0=1letzy=(1,..,1).

=2
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5.2. Conclusion

Dim=100,eps=0.01, nmax=300

3000 -

] LWIYFR

LWIYDY
MG

2 500 —

1600

Gradient norm

1000

500 H

0= T T T
o 50 100 150 200 250 300

Mumber of iterations

Fig 5.4 Comparaison pour la fonction TRIDIA

D’apres la figure 5.4, on voit bien que toutes les méthodes précédentes divergent pour

la fonction test TRIDIA, dans le cas ott n=100 et ceci aprés 300 itérations.

5.2 Conclusion

Ce memoire est consacré & une étude numérique comparative des performances des méth-
odes du gradient conjugué non linéaire de JMG, LMY-DY et LMY-FR avec la recherche
linéaire inexacte de Wolfe forte. Les variantes de ces méthodes posseédent la propriété de
descente ainsi que la convergence globale.

Les méthodes citées dessus sont testées sur deux fonctions testes choisies [3, 2020].

Notons que le redémarrage de la méthode CG (si la variante (3, est proche du zéro)
accélere la convergence de la méthode CG et évite ’échec du programme.

Nous avons mis en oeuvre nos propres simulations numériques (SCILAB) qui montrent

Pefficacité des méthodes JMG et LMY-FR pour le cas traité.
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