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Résumé

L’objectif de ce travail est d’établir I’existence et I'unicité de la solution d’un probléme
aux limites fractionnaire, en utilisant ’alternative non linéaire de Leray-Schauder et le
principe de contraction de Banach. Les résultats obtenus sont illustrés par des exemples.
Nous cloturons ce travail par une bibliographie.

Mots clés : Problémes aux limites fractionnaire, Alternative non linéaire de Leray-

Schauder, Le principe de contraction de Banach, Existence, Unicité de la solution.



Abstract

The objective of this work is to establish the existence and uniqueness of solution for
boundary value problem of fractional differential equations, by using the Leray-Schauder
nonlinear alternative and the Banach contraction principle. The results obtained are
illustrated by examples. We close this work by a bibliography.

Key words : Fractional boundary value problems, Banach contraction principle,

Leray-Schauder nonlinear alternative, Existence, Uniqueness of solution.



introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine
intéressant a explorer ces dernieres années. Selon une thése d’histoire des mathématiques
récente [5], la question des dérivées fractionnaires fit abordée dés 1695 par Leibnitz dans
une lettre & L’Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande qu’elle pourrait étre la dérivée
d’ordre un demi de la fonction x, Leibnitz répond que cela méme & un paradoxe dont on
tirera un jour d’utiles conséquences. Plus de 300 ans aprés, on commence seulement &
venir & bout des dicultés. De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question,
en particulier Euler (1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847),
etc.

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on peut appliquer
le concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme et par la méme, introduire la dérivée
seconde, puis les dérivées successives d’ordre entier.

Les équations différentielles fractionnaires constituent un domaine de recherche d’ac-
tualité. En effet, de nombreux articles sont apparus traitant les questions d’existence,
d’unicité ainsi que la multiplicité des solutions positives de ce type d’équations.

La dérivation non entiére consiste a généraliser la notion de la dérivée a des ordres
non entiérs de dérivation (réels ou complexes). Différentes définitions de la dérivation non
entiere ont été établies, ces dernieres ne menent pas toujours a des résultats identiques
mais sont équivalentes pour plusieurs fonction.

Beaucoup de contributions ont montré I'importance des systémes d’ordre fractionnaire
et leur intérét dans différentes disciplines tels que : Iélectricité, la chimie, la biologie,
I’économie,...et dans différentes applications réelles que : la modilisation, I'identification,
la robotique et le traitement d’images.

Certains problémes en physique moderne et en technologie sont généralement décrits
par des problémes aux limites engendrés par des équations différentielles linéaires ou non
linéaires. Quand ces équations satisfont des conditions aux limites en plus d’une valeur, le

probléme résultant est un probléme aux limites & plusieurs points, comme la terminologie
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I'indique, il s’agit des cas ot les conditions aux limites sont imposées en deux, trois ou
en m points du domaine. Le cas le plus compliqué est quand ces conditions sont vérifiées
aux extrémités et a 'intérieur du domaine.

L’étude des problémes fractionnaires est d’actualité et plusieurs méthodes sont appli-
quées pour la résolution de ces problémes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe
du point fixe jouent un grand role.

En analyse, un théoréme de point fixe est un résultat qui affirme qu’une fonction
f possede au moins un point fixe, avec quelques conditions sur f. Un point fixe d’une
fonction f qui est définie dans un espace métrique X vers lui méme, est un élément z € X
qui vérifie f(x) = x. Ces théorémes présentent un outil trés utile en mathématiques,
principalement dans le domaine de la résolution des équations différentielles.

Durant ces derniéres années, les théorémes du point fixe sont regardés comme de tres
puissants et importants outils dans I’étude des phénomeénes non-linéaires. Le plus simple
théoréme de point fixe connu est le théoréme de Banach qui est appelé aussi théoréme
de contraction : "toute contraction d’un espace métrique complet vers lui méme admet
un unique point fixe."

En 1912, Brouwer a trouvé une généralisation du théoréme de Banach, il affirme que :
"une fonction continue de la boule unité fermée dans un espace euclidien de dimension n
vers elle méme doit avoir un point fixe". Ce résultat a été généralisé par plusieurs mathé-
maticiens, la plus importante généralisation est obtenue par le mathématicien polonais
Juliusz Schauder en 1930 : "toute application continue et compacte d’un sous-ensemble
fermé, borné et convexe d’un espace de Banach vers lui méme admet un point fixe". Ce
puissant théoréme du point fixe intervient surtout dans la démonstration de I'existence
de solutions d’une équation différentielle.

Notons que les théorémes de Brouwer et de Schauder ne s’appliquent pas si la com-
pacité n’a pas lieu. En 1955 Dardo a prouvé que : "toute application Darbo-contractive
d’un ensemble borné et convexe d'un espace de Banach vers lui méme, admet un point

fixe." La généralisation de ce théoréme est obtenue par Sadovskii, il affirme que :"toute



application condensée d’une partie non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Ba-
nach vers lui méme, admet un point fixe." Parmi les généralisations du théoréme de point
fixe de Schauder, on cite aussi, le résultat de Schauder-Tychono concernant les espaces
localement convexe qui a dit : "Toute application continue d’un ensemble convexe et
compact d’un espace localement convexe posséde un point fixe."

De nombreux théorémes d’existance sont obtenus a partir des théorémes des Banach,
Brouwer et Schauder, en transformant le probléme d’existance en probléme de point
fixe.

Nous passons maintenant & la description du plan de ce travail :

Le premier chapitre est consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire, un
rappel historique et quelques concepts préliminaires seront introduits comme la fonction
Gamma et la fonction Béta qui jouent un réle important dans la théorie des équations
différentielles fractionnaires. Deux approches (Riemann-Liouville et Caputo) généralisant
les notions de dérivation sont ensuite considérées.

Le deuxiéme chapitre se compose notamment des rappels de quelques résultats
théoriques, de quelques théorémes importants sur la théorie du point fixe et des notions
de base de 'analyse fonctionnelle qui seront utilisées.

Ces éléments d’analyse on été pris de quelques livres et articles choisis.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude de I'existence et de 'unicité de la solution
d’un probléme aux limites fractionnaire, en utilisant I’alternative non linéaire de Leray-
Schauder et le principe de contraction de Banach. Les résultats obtenus sont illustrés par
des exemples.

Enfin, nous cléturons ce travail par une bibliographie.



Chapitre 1

La dérivation fractionnaire

Ce chapitre est une introduction aux éléments de base de la dérivation non entiére.
Nous avons repertorié quelques notions de cet outil mathématique, deux approches des
dérivées fractionnaires sont introduites & savoir, I’approche de Riemann-Liouville et celle

de Caputo ainsi que leurs propriétés et quelques exemples de calcul.

1.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fraction-
naire

Nous présentons les fonctions Gamma et Béta.

Ces fonctions, qui jouent un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction complexe, considérée également comme une

fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a I’ensemble des nombres complexe.

Définition 1.1 Pour « € C tel que Re(a) > 0, on définit la fonction suivante :

+oo
Na— / ettt (1.1)
0
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En intégrant par parties, on peut voir que :
['a+1)=al(a), Re(a)>D0.

En particulier

I'(n+1)=mn!, VneN.

1.1.2 La fonction Béta

La fonction Béta est une fonction définie par :

1
B(p,q) :/ 711 —7)7'dr, Re(p) >0, Re(q) > 0.
0

1.1.3 Liens entre la fonction Gamma et la fonction Béta

Remarque 1.1 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma comme suit :

L(p)L'(q)

B(p,q) = W’

Re(p) > 0, Re(q) > 0.

Preuve. On a évidemment :

PG = ([ e e o[ e,

= / / e VP ly = g dy.
o Jo

Dans cette intégrale double, effectuons le changement de variable :

Yy=4u—-1x,

(1.2)

(1.5)



pour

O<z<up,
et conservons la variable z, comme :
d
dy _
dp
on a
dxdy = dxdpu,

on obtient que :

0 ru
PN = [ [ e - ) oy,
0 0
oo 7
e*lL

= [ e[ ety

pour évaluer 'intégrale relative a dx, effectuons le changement de variable x = tu on

obtient que :

o 1
J R e e N e PR
0 0

/,Lp+q71 / tpfl(l — t)qildt - ,UerqilB(pa Q)a
0

par suit

L(p)l(q) = B@ﬂ{éme“MHIWM

= B(p,q)T(p+q),

ce qui donne le résultat désiré. m
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1.1.4 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]. On considére I'intégrale :

10 f(z) = / Cfh)t, (L6)

150 = ["a [ s

1 f(z) = / (o= ()t (1.7)

et par récurrence, on obtient :

I fla) = / " da / " .. / " pen)dan, (1.8)
i [ @0

pour tout entier n cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation
du factoriel par la fonction Gamma : (n—1)! = I'(n), Riemann rendu compte que le second
membre de (1.8) pourrait avoir un sens méme quand n prenant un valeur non-entiére, il

était naturel de définir I'intégration fractionnaire comme suit :

Définition 1.2 Si f € Cla,b], o € Ry lintégrale :

1940) = o [ =0 V@ (19)
telle que :
a € |—o00, 400l

est appelée l'intégrale fractionnaire (a gauche) de Reimann-Liouville d’ordre o, et l'inté-

grale :

@ L[ e
101w = g [ =0 rte (1.10)

11



telle que b € |—o0, + oo| est appelée Uintégrale fractionnaire (4 droite) de Reimann-

Liouville d’ordre «.
Remarque 1.2 Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l’intégrale (a gauche).

Proposition 1.1 Pour f € Cla,b], lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pos-

séde la propriété suivante :
Iéi)[lc(ﬁ)f(x)] = I(ETFB) ()  pour, Re(a) >0, et Re(B) > 0. (1.11)
Exemple 1.1 Considérons la fonction :
f(t) = (t - a)™.
A laide de changement de variable :
T=a+z(t —a),

on trouve :

It —a)" = =— / (t —a)* (7 — a)™dr, (1.12)

1 arm [ — ) e dx
:W(t—@) /0(1 ) dzx,

= —1 —a)"B(m+ 1,
F( )(t a) ( 17 )7
I(m 1) a+m
N —I( a-+m —{—1)<t_a> .

On wvoit bien que c’est une généralisation du cas o =0, o on a :

1 _(B+1) s a)™*!
INz —a)’ —+2)($—a)5+ =

B+1

12



1.2 Diverses approche de la dérivées fractionnaire

Différentes approches ont été utilisées pour la dérivation fractionnaire, nous allons

citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

1.2.1 Approche de Grunwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation
entiére d’une fonction & des ordres de dérivée arbitraires.

La dérivée d’ordre 1 d’une fonction f au point x est définie par :

Loy i 4 @) = e —h)
D f(z) = lim . :

h—0
Le calcule des dérivées de la fonction f donne la généralisation de cette formule a

I’ordre p, ol p est un nombre entier positif ou nul.

n

D f6) = Jimp S _(-0F | st k)
k=0

avec

0 :p(p—l)...i(!p—k—i—l). (113)

La généralisation de cette formule pour p un entier négatif :

—p(=p+1)..(—p+k—1)
(-1 = T , (114
En utilisant la fonction Gamma telle que :

I'(n+1) =nl(n),

et :
I(n+1) =nl,
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o1n aura :

n

CDP(t) = lim b7 kz; r(krikgrlz)—p) £t — kh), (1.15)
et
D (1) = lim " ; %ﬂt —kh), (1.16)

si f est de classe C", alors utilisant I'intégration par parties on obtient :

Pt
°D f(t>_z I'(k+p+1) L(n+p

k=0

) / (t — )Pt (), (1.17)

L) () (f — q)oP :
10 = L gy L 4w )

La dérivée d’une fonction constante au sens de Grunwald-Letnikov

En générale la dérivée d’une fonction constante au sens de Grunwald-letnikov n’est
pas nulle ni constante.

Si f(t) = c et p non entier positif on a :

f®(t) =0 pour k=1,2,....n

c < f®)(a)(t — a)kP
CDPF(t) = m(t —a) P+ kz:; / Fék)ﬁtpjt )1) (1.19)
1 t — )Pl M (D dr
e K Ao
“ta-pt Y



La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Grunwald-Letnikov

Soit p non entier et 0 <n—1<p<n aveca >n—1, alorson a :

f®@)=0 pourk=0,1,...,n—1, (1.20)
et :
(n F(& + 1) —a)* "
) = e T (121)
d’ou
D o F(Oé—i— 1) ! n—p—1 —p
GDf(t)_F(n—p)F(a—n+1)L(t_T) (T_a) dTa

en faisant le changement de variable :

T=a+s(t—a),

on trouve :

I'(a+1)
IF'n—pTl(a—n+1

SDrf(t) = =yt ey,

I'(a+1)

~ Tla+1)Bla—p,a—n+1)
 T(n—pT(a—n+1)

(t =0y,

FNa+1DI'(n—pl'(a—n+1)

- Fn—plla—n+1)T'(a—p+1) (t=a)"™,
_ T(a+1) R
" Tla—nsnl Y

15



A titre d’exemple :

épi— L2 Vit = Vi . (1.22)

1.2.2 Aproche de Riemann-Liouville

Définition 1.3 Soit f wune fonction intégrable sur [a,t], alors la dérivée fractionnaire

d’ordre p (avecn —1 < p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :
Rprf(t) = ;ﬁ /t(t — )P () dr (1.23)
['(n—p)dt" J, ’

d" r
= S )

Remarque 1.3 Si f est de classe C™, alors en faisant des intégrations par parties et

des dériwations répétées on obtient :

P S lf a)(t —a)kP 1 t ep1 o .
=2 M) T L T @ = Dy, 021

=0

Dans ce cas Uapproche de Grunwald-Letnikov et l’approche de Riemann-Liouville sont

équivalentes.

La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville

Comme premier exemple de dérivée non entier d’un fonction constante f(r) = ¢ au

sens de Riemann-Liouville, nous avons :

—— (t—a)". (1.25)

16



La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Riemann-Liouville

Comme deuxiéme exemple de dérivée d’'une fonction f(z) = (x — a)* au sens de
Riemann-Liouville, nous avons :

soit p non entieret 0 <n—1<p<mneta>—1, alorson a:

1 dr

RDp . o el
(7 —a) [(n —p)dtr

/ (t —7)" P71 —a)¥dr. (1.26)

En faisant le changement de variable 7 = a + s(t — a), on aura :

1 d”

RDpt— a el
(t—a) [(n —p)dt?

¢
(t — a)”+°‘_p/ (1 —s)" P ts%ds,

_I'n+a—-p+1)B(n—p,a+1) _ g)e-p
a T(n —p) (t=a)™,

I'n+a—p+1I'(n—p)a+1)

fr— t— a—p
Tn—pla—p+l(n+a—p+ 1)( Q)
 T(a+1) op
“Ta_prpt 9"
A titre d’exemple :
I'(1.5)
R70.5,0.5 _ _
D505 — Q) I(1.5). (1.27)

17



Composition avec ’intégrale fractionnaire

L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire,

TDP(IP (1) = f(1), (1.28)

en général on a :

TDP(If(t) =" DPTf(L), (1.29)

et si

p—q<0, "DPIf(t) =17"f(¢),

en général la dérivation et I'intégration fractionnaire ne commutent pas :

(t —a)P=*

m, (1.30)

RDHEDEF(0) =" DPRE(E) = DD
k=1

avec

m—1<g<m.

1.2.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

La définition de la dérivation fractionnaire de type Riemann-Liouville a joué un role
important dans le développement de la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires
a cause de leurs applications dans les mathématiques pures (solutions des équations
différentielles d’ordre entier, définition de nouvelles classes de fonction, sommation des
séries,...).

Dans ’approche de Caputo, celui-ci a introduit une autre formulation de la dérivée
d’ordre fractionnaire.

(on introduit une dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que celle de Riemann-

Liouville.)

18



Définition 1.4 Soit p >0 avecn —1 < p <n, (n € N*) et f wune fonction telle que :

dn
—f € LYa,b
dtnf E [a’7 ]7

La dérwée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :

n

1 )/a@_T)np1f(n)(7)dT:I””(%f (t))-

“Drf(t) = T(n—p)

La dérivée d’une fonction constante au sens de caputo

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :
“Dre = 0.

La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Caputo

Soit pun entieret 0 <n—1<p<n aveca >n — 1, alors on a :

n —M —a)¥ ™"
f()<T)—F(Oé—n+1>(T ) )
d’ou
I'a+1)

¢ pr = t — )P — @) dr
DPf(t) = )/au )1 (r — a)*ndr,

F'n—pTlla—n+1
effectuant le changement de variable 7 = a 4 s(t — a) on obtient :

Ia+1)

D) = Fn—plla—n+1

) / (= 7y — a)ordr,

['a+1)

t
— _ \a—Dp _ \n—p—1_a-n
D (t—a) /a (1—29) s "'ds,

Fin—pl'(a—n+

19
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_T(a+1)B(n—p,a—n+1)
 I'n—pl(a—n+1)

(t—a)™?,

MNa—n+1)I'(n—p)l'(a+1)

- F'n—plla—n+1I'(a—p+1) (t=a)™",
 T(a+1) op
— m(t —a)* P

1.3 comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo et celle de Riemann-Liouville

el’avantage principal de ’approche de Caputo est que les conditions initiales des
équations différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme
comme pour les équation différentielles d’ordre entier, c’est-a-dire contient les valeurs
limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur z = a.

eUne autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la

dérivée d’une constante est nulle par Caputo par contre par Riemann-Liouville elle est :

C

Ti—a) (x —a) .

Remarque 1.4 Graphiquement, on peut dire que le chemin suit pour arriver & la dé-
rivée fractionnaire au sens de Caputo est également l'inverse quand on suit ’autre sens
(Riemann Liouville), c’est & dire pour trouwver la dérivée fractionnaire d’ordre o ou
m—1 < a < m par Uapproche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par l’in-
tégration fractionnaire d’ordre (m — «) pour la fonction f(x) et puis on dérive le résul-
tat obtenu a l'ordre entier m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre o ot
m—1 < a < m par l'approche de Caputo on commence par la dérivée d’ordre entier m

de la fonction f(x) et puis on lintégre d’ordre fractionnaire (m — ).
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Chapitre 2

Etude des théorémes du point fixe et

applications

Résumé

Dans ce chapitre, on étudie quelques théorémes du point fixe et résultats théoriques,
ces résultats nous permettent de résoudre certains problémes, comme par exemple trouver
les zéros d’un polynoéme, ou prouver que certaines équations différentielles admettent des

solution sans les déterminer explicitement.
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2.1 Rappel

Théoréme 2.1 (Théoréme de point fixe).
Soit [ wune fonction continue sur un intervalle I = [a,b].
Si f(I) C I (I stable par f), alors f admet au moins un point fixe sur I.

C’est-a-dire : il existe au moins un réel x de I tel que f (x) = x.

Théoréme 2.2 (Théoréme des valeurs intermédiaires).

Soit I un intervalle, a et b inclu dans I avec a < b, f une application continue sur
Uintervalle I, et X un réel compris entre f (a) et f (b) .

Alors : il existe au moins un réel ¢ dans |a, b] tel que : f (c) = .

(Autrement dit : léquation f (x) = X admet au moins une solution dans |a,b]).

Preuve du Théoréme 2.1

Preuve. Considérons la fonction g définie sur I = [a, b] par :

g@)=f(r)—=
Montrons que 0 € g (I). On a :
g(a)=f(a) —acg(l), (2.1)
g(b) =) =beg(), (2:2)

Or, comme f (I) C I,ona f(a)>aet f(b) <b,cest-a-dire g(a) >0 et g(b) <O0.

D’aprés le Théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel x € I tel que :

g(x) =0, (2.3)

c’est-a-dire



2.1.1 Théoréme d’Arzéla-Ascoli

Nous allons rappeler le théoréme d’Arzéla-Ascoli qui concerne les compacts et qui
constitue un outil fondamental de I’analyse fonctionnelle et il va nous servir beaucoup le

long de ce travail.

Définition 2.1 Une suite {f, }nen de fonctions continues sur un intervalle I = [a,b] est

uniformément bornée s’il existe un nombre M tel que,
|fo ()| <M, Vxel, Vnel. (2.4)

Définition 2.2 (Equicontinuité).
La suite { f, }nen est équicontinue sur [a,b] si pour tout e > 0, il existe un 6 > 0, tel
que :

Vo€ labl, |v—yl <6, aors, |fu(x) = fu (W)l <2 YneN.  (25)

Théoréme 2.3 (Théoréme d’Arzéla-Ascoli)

Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et supposons que X compact. Alors,
une partie F incluse dans C (X,Y) est relativement compacte (i.e, d’adhérence compact)
pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si on a les deux conditions
suivantes :

- La famille F est équicontinue en tout point de X.

- La famille F est unifomément bornée sur X.

2.2 Théorémes du point fixe
Etant donné un ensemble F et une application f: F — FE.

Définition 2.3 (application contractante).
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Soit A une application de E dans E. On dit que A est contractante s’il existe un

réel v strictement inférieur o 1 (o < 1) tel que :
Vu,we B ||A(u) — Aw)|p < allu—w| . (2.6)

Définition 2.4 Soit E un espace vectoriel normé, et f une application de E dans E.

On dit que f est lipschitzienne sur E s’il existe une constante L > 0 telle que :

Vuy,ug € E - [[f(u1) — flug)llp < Lilur — uellp - (2.7)

2.2.1 Un Théoréme du Point Fixe Métrique.

Ce théoréme donne l'existence et 'unicité d’un point fixe pour une contraction sur

un espace métrique complet.

Théoréme 2.4 (Banach).

Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — FE une application contractante,
1.e, Lipschitzienne de rapport k < 1.

Alors, f admet un unique point fixe a € E.

De plus, pour tout point initial vy € E, la suite itérée (v,)pen, avec xy € E quelconque

et i1 1= f(x,) converge vers a.

Preuve.
1. Existence :

Soit x¢ un point initial quelconque et (z,) la suite itérée associée. On a :

d(zp, tp1) = d(f(zpa), f(1p)) P21 (2.8)
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On va prouver que (z,) est une suite de Cauchy dans E. Pour p < ¢, on utilise

I'inégalité triangulaire :

d(xp’ xq) < d(mpa xp-&-l) + d(xp—s—l? mp—i-?) +...+ d(xq—la xq)-

Puisque f est une contraction, on a :

d(wp, wpi1) = d(f(xp), f(zp))
kd(xp_1,2,), p>1.

IN

En répétant cette inégalité, on obtient :

d(zp,zg) < (K + K+ 4+ k7Y d(zo, 1),
< K (L4 k+ . 4+ k7P d(xo, 71),
<

% (ﬁ) d(zo, 1),

On en déduit alors que (x,) est une suite de Cauchy. Comme (E,d) est complet, la
suite (z,) converge vers un point limite a € E.

Par ailleurs puisque f est continue, on a :

p—00 p—00

a=limz, = lim f(x,1) = f (1Lm fL‘p_l) = f(a). (2.9)

Donc a est un point fixe de f (i.e, f(a) = a).

2. Unicité :

Supposons qu'il existe a,b € E, a # b, tels qu'on a f(a) =a et f(b) =b.
Alors, on a :

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b), (2.10)

ce qui implique que : d(a,b) =0, i.e, a =b. (puisque k < 1). ®
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Nous allons montrer que les hypothéses du théoréeme de point fixe de Banach sont

essentielles.

Exemple 2.1 Les exemples suivant montrent que chacune des hypothéses du théoréme
est réellement nécessaire : si nous négligeons seulement une, alors le point fixe n’existe
pas.

(1).

X nlest pas stable par f : f(x) =22+ 1 sur X =10,1].

Or X est fermé dans R, et complet car R est complet.

De plus,

’ Xz
7)) = —m <1,
P = e

sup ‘fl (x)‘ < 1= f est contractante.
reX

Mais f n’a pas de point fize car
£00,1) = [1.v2],

1.e, X n’est pas stable par f.
(2).
f n’est pas contractante :

Flz)= Va2 11,

sur X = [0,00][.
Orf:X — X et X estun fermé de R, R est complet donc X est complet.
Mazs,

itel)rg(f' (ﬂf)‘ =1,

= [ n’est pas contractante.

(3).
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X n’est pas complet :

sur X = ]O, 4}.
Or

< 1= [ est contractante.

1(o5)) = o] <log.

el @] -

Mais X n’est pas fermé dans R donc n’est pas complet.

2.2.2 Un Théoréme du Point Fixe Topologique

Ce théoréme (de Brouwer) donne lexistence d’un point fixe (mais pas nécessai-
rement 'unicité) pour une fonction continue sur une boule fermé dans un espace de

dimension finie.

Théoréme 2.5 Soit K une partie non vide, compacte et convexe de R" et f : K — K

une fonction continue. Il existe v € K tel que f(x) = x.

Remarque : Les parties convexes et compactes de R sont les segments.

Le Théoréme de Brouwer prend donc dans le cas n = 1 la forme particuliére suivante :
Théoréme 2.6 Sif : [a,b] — [a,b] est continue, alors il existe x € [a,b] tel que f(z) = x.

Preuve. Si f est continue de [a,b] dans lui-méme ([a,b]), la fonction ¢ : z
f (x)—x > 0 est continue, prend en a la valeur f (a) —a > 0 et en b la valeur f (b) —b < 0.
Alors : par le Théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction ¢ s’annule en un point

Zo, qui est un point fixe de f. =

Remarque 2.1 1. L’hypothése " I fermé " n’est la que pour assurer que xo € I. St on
sait déja, par ailleurs, que xg € I (en pratique, on a parfois déja calculé ¢ en résolvant

léquation f (x¢) = ), cette hypothése devient inutile.
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2. Le théoréme du point fixe ne s’applique pas si I’'on remplace ’hypothése "f contrac-
tante surl " par Uhypothése "f 1-lipschitzienne sur I".
Voici un contre-exemple :
Soit, I = [1,+o00] et
f:I—1,

telle que,

1

Soient x ety dans I avec x < y.

Comme la fonction f est croissante sur [1,+oo[, on a :

f(y)—f@)| < fly)—f(x),

donc,

1 (y) = f ()] Sy—:v+xx_yy,

alors,

) —f@)l<y—z<l|y—zl
Ce qui prouve que f est 1-lipschitzienne sur I.
Cependant f n'a pas de point five sur I. (L’équation f (x) = x n’a pas de solution).
Le Théoréme de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer I’existence
) 0t 6 foncti .
d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de

Banach.

Théoréme 2.7 (Schauder).

Soit E un espace de Banach et K C E convexe et compact. Alors toute application

continue f : K — K posséde un point fize.
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Preuve. Soit f : K — K une application continue. Comme K est compact, [ est
uniformément continue ; donc, si on fixe € > 0, il existe d > 0 tel que, pour tout z, y € K,

on a :

If (@) = f @)l <e  desque [z —y| <9,

De plus, il existe un ensemble fini des points {zy,...,2,} C K tel que les boules
ouvertes de rayon ¢ centrées aux x; recouvrent K ;
1.e,

Kc |J B(z,9).

1<<P
Sion désigne L := Vect (f(2;)),<;<p ,alors L est de dimension finie, et K*:= KNL
est compact convexe de dimension finie.
Pour 1 < j < P, on définit la fonction continue ¢, : F — R par :

0 si|lz—az|| >0

Y (z) = (2.11)

1-— M sinon

et on voit que 1; est strictement positive sur B (x;,d) et nulle dehors.
P
On a donc, pour tout x € K, ) 1, () > 0, et donc on peut définir sur K les fonctions
j=1

continues positives ¢, par :
¥; (x)
pj (1) = 57—, (2.12)
kzll/)k (x)

p

pour lesquelles on a ), (z) = 1, pour tout z € K.
j=1

On pose alors, pour =z € K,

9(@) =Y ¢ (@) f (@y).

g est continue (car elle est la somme des fonctions continues), et prend ses valeurs

dans K* (car g(z) est un barycentre des f (z;)).
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Donc, si on prend la restriction g/g- : K* — K*, g posséde un point fixe y € K*. De

plus,
FW =y = Fu)=90) =2 _e;0)f ) =3 W)/ (),
= 2 oW @)~ ),
Or si ¢, (y) # 0, alors,
ly — ;]| <6,
et donc
1 (y) = f(z))]] <e
Donc, on a pour tout j,
[0 () (f () = [ (2))]| < e; (v),
et donc
1 (y) =yl < Z 0 () (f () = f ()] < Zesoj (y) =« (2.13)

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point y,, € K tel que

1(f (Um) —ym)l| <27,

Et puisque K est compact, de la suite (ym),,.; on peut extraire une sous-suite (Y, )
qui converge vers un point y* € K.

Alors, f étant continue, la suite (f (y,,)) converge vers f (y*) et on conclut que

fw) =y, (2.14)
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t.e, y* est un point fixe de f sur K. m

Exemple 2.2 FEtude de la convergence de la suite définie par :

ug € [—1, 400

Up+1 = V I+ uy,
On utilisant le théoréeme sutvant :

Théoréme 2.8 [10] Soit g une fonction continue définie sur un intervalle I. On suppose

de plus que l’intervalle I est stable par g.

Théoréme 2.9 Si la suite récurrente (u,) converge, c’est nécessairement vers un point

fixe de g.
Exzemple 2.8 On peut introduire lapplication [ définie sur [—1,4o00] par :
Ve eR, f(z)=V1+z,
Point fixe de f :
fle)=zeVitr=xs1>0,

et

) 1++5

rr—r—1=0r=\= 5

On montre facilement que f est dérivable sur |—1,+o0], croissante sur [—1,+oo[, puis

que :
f([=1, +00[) = [0, +oo[C [-1, +o0.
L’intervalle I = [—1,+00[ est donc stable et la suite (u,) est bien définie. De plus :
vz e Ry, |f (2) = — o <
" /It 2

31



D’apres ['inégalité des accroissements finis :
1
V(a,b) €R X Re, £ (0)~ f(@)] < 5 lb—al.

Done, f est %-lipschitzienne sur I, donc contractante sur I.

En outre :

f (Ry) = [1,+oo[C Ry

Donc, R, est stable par f .

D’apres le Théoréme du point fixe, la suite (u,)définie par :

UOGRJ,_

Unp+1 = Vl_'_un

converge donc vers \.
Enfin, si vy € [—1,400] alors u; € R, et d’aprés ce qui précede (u,)converge encore

vers A.
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Chapitre 3

Etude de ’existence et 1’unicité d’un

probléme aux limites fractionnaire

Résumé

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’étude d’existence et d’unicité de la solution d’un pro-
bléme aux limites fractionnaire, en utilisant ’alternative non linéaire de Leray-Schauder
et le principe de contraction de Banach. Les résultats obtenus sont illustrés par des

exemples.
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3.1 Introduction

Les équations différentielles fractionnaires sont une généralisation naturelle des équa-
tions différentielles ordinaires. Ils peuvent décrire de nombreux phénomeénes dans divers
domaines de la science et de I'ingénierie tels que le controle, milieux poreux, électrochi-
mie,.... Il a été prouvé que dans de nombreux cas, ces modéles fournissent des résultats
plus appropriés que les modéles analogues avec des dérivées entiéres. En conséquence,
I’étude des équations différentielles fractionnaires gagne beaucoup d’importance et d’at-
tention. Pour plus de détails, on peut voir les références [1 — 4,6 — 8,12, ...].

Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence et 'unicité de la solutions du probléme

aux limites fractionnaire suivant :

Dgyu(t) + f(t,u(t)) =0, te]l0,1]. (3.1)
u(0) = (0) =0, u(l)=pu(n),
ou :
(1) feC(0,1]] x R)R), 5 >0,0<n< 1.
(i1) Dg. est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre 2 < a < 3.
Dans la deuxiéme section, nous rappellerons briévement quelques définitions de base
et préliminaires qui seront utilisés tout au long de ce chapitre. Dans la troisiéme section,
en utilisant ’alternative non linéaire de Leray Schauder et le principe de contraction
de Banach, nous présentons et nous prouvons les résultats d’existence et d’unicité de la
solution non triviale du probléme, nous allons démontrer aussi que 'opérateur intégral est
complétement continu par utilisation du théoréme d’Arzéla-Ascoli. Les résultats obtenus

sont illustrés par des exemples dans la derniére section.

3.2 préliminaires

Nous allons donner quelques préliminaires que nous allons utiliser par la suit.

On note L'([0,1],R) I'espace de Banach des fonctions Lebesgue intégrable de [0, 1]
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dans R muni de la norme |jul|;, = fol lu(t)|dt.

Soit £ = C'[0,1], muni de la norme |[|y||, = trél[gni(] ly ()]

Définition 3.1 L’intégrale fractionnaire

A O
B0 =gy J,

ot a > 0 est lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o d’une fonction

f:(0,400) = R et ['(.) est la fonction Gamma donnée par la formule (1.1).

Définition 3.2 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 d’une fonc-

tion continue f:(0,400) — R est donnée par :

D) = s () [ 6oy stspas

I'(.) est la fonction Gamma , tel que le coté droit soit définie sur |0, +oo] et n = [a] + 1,

[a] représente le plus grande entier inférieur o a.

Lemme 3.1 [9] Soit «,3>0, f € L'(0,1), alors :
D&I&f(t) = f(t),

I€+]g+f(t) = féfﬂf(t)-

Lemme 3.2 [9] Pour a > 0 et u € (C(0, 1)NLY(0,1)), I’équation différentielle fraction-
naire

Dg+u(t) - 07

admet la solution,

u(t) = cit® P eot® et
ouc €R i=1,2..,n etn=[a]+ 1
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Lemme 3.3 [11]Supposons que u € C(0,1) N L*(0,1) telle que la dérivée fractionnaire
d’ordre o > 0 appartient ¢ C(0,1) N LY(0,1). Alors,

I§. DS u(t) = ult) + e t® ' + et 2 4 4 et

pourc; € R, i=1,2,...,n; n=[a] + 1.
Lemme 3.4 Soit f € C[0,1] et a« > > 0. Alors,

D [ (e ot sonis = @ [ s sy

Preuve. D’aprés le Lemme (3.1) :

D, Igy (t) = f(t) et ](‘)ﬂrf&f(t) = ]gfﬁf(t),

on a,

Df, [[= 9 stsis = Divie)s [— o sgas
— D} () S
— T(0)DL I8, ),
= T(a)Dy, 15, I8P £(1),
D) (1),
)

(
— 1
(

I
)1

o t — ) P f(s)ds
o @)/0“ 251 f(s)d

D’ou le résultat. m

Lemme 3.5 Soit 2 <a<3,8>0, 0<n<1, n*t+#1 etye L'0,1], alors le
probléme :

Dgiu(t)+y(t) =0, 0<t<1, (3.2)

u(0) = (0) =0, u(l)=pu(n), (3-3)
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admet une solution unique,

1 o1 1
w) = [ Gesyds+ 2 [ sy 3.4
0 1—pn 0
o
(1 =g (=) 0<s<t<l1,
Gty =T ) =ssts (3.5)
Fla) | ¢ -9, 0<t<s<l.
Preuve. En intégrant I’équation (3.2) de 0 a ¢, on obtient :
w(t) = —Igy (t) + Cit* ™t + Cot® 2 + Ot 2.
De u (0) = u/(0) =0, on a, C5 = Cy = 0.
Et de u(1) = Su(n) on a :
1 (0% (64
i = WU@W(U — Blgry(n)].
Alors,
u(t) = N /t[— (t— ) 127t — ) Ny (s)ds + e /1(1 — 5)* y(s)ds
(@) Jo I(e) J,
g | = = = o)yl 39)
[(a)(1 = Bn1) Jo

8 et — 5)* y(s)ds
e = / P11 - 5)* Ly (s)ds.

Par conséquent, le probléme admet une solution unique

u(t):/o G(t,s)y(s)ds—i—Ll/O G(n,s)y(s)ds, 0<t<1,

1= pnet

Ceci acheéve la démonstration. =

Nous avons besoin de quelques propriétés de la fonction G (¢, s).
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Lemme 3.6 Supposons que t,s € [0,1], alors on a :
(i) G(t,s) >0 et G(t,s) € C([0,1] x [0,1],Ry).

(1) sit,s € [r,1], 7 > 0 alors,
a—1 1
TG (s) < G (t,s) < =Gy (s),
T

ou

-1

Gi(s) = F(@)s (1—s)"

Preuve. (i) Il est facile de vérifier que G est continue.

Pour 0 <t <s<1ona,

G@ﬁ):féﬁkl—ﬁt”l—@—sszzﬁ_w>réy_s)
(i)
si0<t<s<1
Gaﬁyzféﬂ1—@a%w1gem).
si0<s<t<1,ona:
1 a—1 —1 a—1
G(t,s)—m[(l—s) et —(t—9)"],

alors,

G(ts) < Gi(s), Vs,tel01].
S
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Par conséquent,

1
G(t,s) <-Gi(s), Vse]r,1], te]0,1].
T
Maintenant, si 0 <t < s <1,

1

1
Gt,s) = =——t (1 —5)"">——t"1s(1—5)" ",

I'(a) [(a)

alors,

G(t,s) >t*'Gy(s), Vs, te0,1].

si0<s<t<lona:

et
(1—s) "t 1—s)—(t—5)"" >0,

G (t,s) >t 'Gy(s), Vs, te0,1].

Par conséquent,

G (t,s) > 7 *G(s), pourt,s € [r,1].

Ce qui achéve la démonstration. m

Définition 3.3 Nous définissons un opérateur T’ : E — E par :
1
Tu (t) :/ G (t,s) f(s,u(s))ds
0

Bta—l 1
+1_6na71 A G(n>8)f(sau(3))d5, t e [0, 1]

(3.7)

Lemme 3.7 La fonction u € E est une solution du probléme (3.1) si et seulement si :



(u est un point fize de T)) .

Définition 3.4 Un opérarteur est complétement continu s’il est continu et transforme

chaque ensemble borné a un ensemble précompact.

3.3 Reésultats d’existence et d’unicité

Dans cette section, nous présentons et nous prouvons nos résultats d’existence et
d’unicité, en utilisant le principe de contraction de Banach et ’alternative non linéaire

de Leray-Schauder.

Théoréme 3.1 Supposons qu’il existe une fonction positive k € L' ([0,1] ,R,), tele que :

|f (t7$) - f (tvu)| < k (t) |$ - u' ) (38)

VrzueR, tel01],

et

C=vy (1—1—#)/{) G1(s) k(s)ds < 1.

ol

1 1
¥ = max< —, T.0<7<L

T T
Alors, le probléme aux limite fractionnaire (3.2),(3.3) admet une solution unique dans

E.

Preuve. Prouvant que 7' est une contraction.

Soit u,v € E, n*1 # 1 alors,
[ Tu (t) — T (1)] S/O G (t,5)[f (s,u(s)) = f(s,v(s))]ds

B 1
i | G0 ) = f (0 (o))l ds.
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Donc,

|Tu(t) —Tv(t)] <

- (1+ %ﬁal) /Olal (5) k () u (3) — v (s)] s,

alors,

|Tu (t) —Tv(t)] < % <1 + #i?al) ||u—v||E/0 G1(s) k(s)ds,

en utilisant :

s /1
=yl14+— k(s)ds <1
= (14— ) [ Gims <1,
ou :
1 1
'y:max{—, al},0<7'<1.
T T
On a:

| Tu—Tollp< Clu—vs.

Alors, T est une contraction, donc il admet un point fixe unique qui est la solution

unique du probléme aux limites fractionnaire (3.1). m

Pour prouver l'existence d’au moins une solution du probléme (3.1) , nous emploierons

lalternative non linéaire de Leray-Schauder, donnée par le Lemme suivant [13].

Lemme 3.8 [13] (Alternative non linéaire de Leray-Schauder) Soit F' un epsace de Ba-

nach et soit 0 un sous ensemble ouvert et borné de F, 0 € Q et T : Q — F un opérateur

complétement continu. Alors, il existe un x € 0Q, X > 1 tel que T (x) = Az, ou il existe

un point five x* € Q.

Théoréme 3.2 Nous supposons que f(t,0) # 0, il existe deux fonctions positives k,

[ € LY([0,1], RT) et ¢ € C(RT, RT) croissante telles que :

[f(t )] < k@@(lul) +1(),  YueR, tel0,1],
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et il existe m > 0 tel que :

Mg (|lullg) + Mz < m.

- M, =~ (1 + #i?al) /01 G1(s)k(s)ds, (3.10)
My =~ (1 + #) /01 G1(9)l(s)ds. (3.11)

Alors, le probléme aux limites fractionnaire (3.1) admet au moins une solution non tri-

viale y* € E.

Preuve. Pour obtenir les résultats de ce Théoréeme, nous démontrons d’abord que
I'opérateur T' donné par (3.8) est complétement continu.

1) T est continu.

D’apres la continuité de f et GG, on conclut que 7' est un opérateur continu.

2) Soit B, = {u € E :|| u ||[g< r} un sous-ensemble borné dans E. Nous allons prouver
que T(©2 N B,) est relativement compact :

(1) T(2N B,.) est uniformément borné.

Pour certains u € {2 N B,., nous obtiendrons :
| Tu(t) |<~ 1+L
- 1—pgnet
1
< [ GiIs)ou() +1(5)lds
0
Alors,

B
1—pnet

Alors, T'(2 N B,.) est uniformément borné.

ITull, < (1 ; ) My ([lull ) + Mo,

(i7) T(2 N B,) est équicontinu.

Soit w € QN B,., t1,ts € [0,1], t; < t3, nous avons :

|Tu(ty) — Tu(ty)| < /0 |G (te,s) — G(t1,s)| f(s,u(s))ds
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(5 -9
1— et

) / G, s) | £(s.u(s)) | ds.

L(tgil _ ttllil) ' a—1 ' a1
|Tu(ty) — Tu(ty)] < o) [/0 (1—s) d8+/0 (1—15)"""ds

/8 1
_‘_W A G(U, s)ds],

ou :

L= max |f(s,u(s))],
lulle<r

Alors, |Tu (t1) — Tu (ta)] v 0.

Par conséquent, 7' (2 N B,.) est équicontinu.

D’apres le Théoreme d’Arzela-Ascoli, nous déduisons que, T' est un opérateur com-
plétement continu.

Soit @ = {u € E : ||ul|z < m}.

Supposons que u € 92, A > 1, tel que T'u = Au nous obtiendrons,
Am = Aullg = Tl ,

on a :

[ 3Gl + ()

Tl < - [ Grto) Be)olal) + 6 s+ 7— [

g

[Tull g < (1 + 1= gt

Tl < (14 =5 ) 1l [ Gulopr(shas
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+/0 G1(s)l(s)ds],

Alors, on obtient,

[Tullp < Mig([lull ) + Mo,

et,

am = Mullg = [[Tullp < Mig([|ullg) + Mz < m.

Par conséquent \ < 1, ceci contredit A > 1.
En appliquant le Lemme 3.8, nous concluons que 'opérateur 7" a un point fixe u* € Q.
Par conséquent le probléme aux limites fractionnaire (3.1) admet au moins une solu-
tion non triviale u* € E.

Ceci achéve la démonstration. ®

3.4 Exemples
Dans cette section, nous allons illustrer les résultats obtenus par des exemples.

Exemple 3.1 Considérons le probléme aux limites fractionnaire suivant :

5
{ Diut)+8u=0, 0<t<l,

J1
w(O) = (0)=0,  u(1)=PFuln). (1)
Soit,
1 1
6 = 5777 - 17
et
t3
f (t7 U) - Zuu
Choisissant,
t3
k(t) = T t €[0,1]
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k € L'([0,1],R") est une fonction positive et

|f (t,%) - f(tau)|

AN
I

S
|

S

IN
o
—
=
8
|
IS

et

C=vy (1—1—#)/{) G1(s) k(s)ds < 1.

Ainsi, d’aprés le Théoreme 3.1, le probléme aux limites fractionnaire (J1) admet une

unique solution non triviale, u* € E.

Exemple 3.2 Considérons le probléme aux limites fractionnaire suivant :

5

{Dg+u(t)+§u+#:0, 0<t<l, (72)
u(0)=u(0)=0,  u(l)=pu(n)),
Posons
1 1
ot :
5
a ==,
2
et
1+t
f(t,u)_zu—f— —; , Vu € Rt € 0,1].
Choisissant ,
{ k(t) =2, .t €[0,1],
(t) = 555

k, 1€ L'([0,1],R") sont deux fonctions positives, et :

|f (& w)] < k@)¢y(Jul) +10),  VueR,tel0,1].
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D’apreés le Théoréme 3.2, il existe m > 0 tel que :

Mgy (||ull5) + My < m,

ou, My et My sont donnés par la formule (3.10) et (3.11), et le probléme aux limites

fractionnaire (J2) admet au moins une solution non triviale dans E.

Conclusion

La théorie du point fixe est d’une importance capitale dans I’étude de I'existence de
solutions pour les problémes non linéaires. De cette théorie découlent plusieurs appli-
cations qui constituent un domaine trés actif de la recherche. Dans notre travail, on a
présenté quelques théorémes du point fixe et on a étudié I'existence et 1'unicité de la
solution d’un probléme aux limites fractionnaire, en utilisant ’alternative non linéaire
de Leray-Schauder et le principe de contraction de Banach. Les résultats obtenus sont
illustrés par des exemples.

Actuellement il y a une grande variété de théoréemes du point fixe, ces théorémes
donnent certaines conditions sous lesquelles une application f: E — E, admet un point
fixe dans E.

Ces théorémes sont importants dans les mathématiques car il y a plusieurs applica-
tions, par exemple pour trouver les racines d’un polynéme, ou pour montrer I’existence

des solutions numériques des équations différentielles.
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