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Résumé

La controlabilité des systemes différentielles joue un role important dans
I’étude des équations différentielles. L’objectif de ce mémoire est 1’étude de la
controlabilité approchée d’un systeme différentielle non linéaire fractionnaire
au sens caputo. Nous avons utilisé la technique de point fixe de Dhage pour
prouver le résultat d’existence de solutions mild du probléme puis nous avons
étudié la controlabilité approchée d’un systeme différentielle fractionnaire
non linéaire. Finalement, nous fournissons un exemple illustrant les résultats

obtenus.

Mots clés : systeme différentielle fractionnaire non linéaire, Dérivée de

Caputo, controlabilité approchée, solution mild.
Abstract

The controllability of differential systems plays an important role in the
study of differential equations. The objective of this work is to study the weak
controllability of a nonlinear fractional differential system in the caputo sense.
We used a Dhage fixed point technique to prove existence results for mild
solutions and then we studie the approximate controllability of a nonlinear
fractional differential system. Finally, we provide an example to illustrate our

results.

Keywords : nonlinear fractional differential system, Caputo derivative,

weak controllability, mild solution.
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Notations et Abréviations

Q ouvert borné de R™.
L%(Q) Pespace des fonctions carrée mesurables.
LP(Q) Iespace des fonctions mesurables f: Q — K telle que

1£llp = (ol f (@) Pdz) > < 00, 1 < p < oc.

L>(Q) I’espace des fonctions mesurables bornées presque partout sur €2
Cc*(Q) I’espace des fonctions k fois continument différentiable sur Q,k > 0.
Z(E,F) | espace des fonctions linéaires et continues définie de E dans F.
HY() 'espace des fonctions u € L?(2) et d;u € L*(2) au sens de distributions.

Table des matiéres
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0.1 Introduction

La controlabilité s’intéresse au comportement de systemes dynamiques en
fonction de leurs parametres. Elle peut étre vue comme une stratégie per-
mettant de sélectionner la bonne entrée d’un systeme pour que la sortie soit
celle désirée. Donc, le but est d’amener le systeme d'un état initial donnée a
un certain état final, en respectant éventuellement certains criteres.

On rencontre dans la pratique de tres nombreux problemes de controle, dans
toutes les disciplines : par exemple garer la voiture, piloter un avion ou un
satellite vers une orbite, optimiser les flux d’information dans un réseau,
controler une épidémie, réaliser une opération chirurgicale au laser, si on
peut chauffer ou refroidir une partie du solide, on peut essayer de rendre la
répartition de température du solide uniforme plus rapidement que la diffu-
sion naturelle ne le ferait.

Depuis plusieurs décennies de nombreux travaux ont été menés sur les problemes
de controlabilité des équations fractionnaires [3], [5], [11], [10].

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a ’étude de la controlabilité ap-
prochée d'un probleme fractionnaire ou les dérivées sont prises au sens de

Caputo.

Le travail présenté dans le cadre de ce mémoire est composé de trois cha-
pitres :
Dans le premier chapitre, nous donnons quelques notions préliminaires
concernant le calcul fractionnaire, la transformée de Laplace et la théorie de
semi groupe,..., qui seront bénéfique pour les chapitres qui vont suivre.
Le deuxieéme chapitre, est basé sur I’étude de la théorie de controle d’un
probleme distribué, ol on a présenter les notions de base de cette théorie :
la controlabilité, le controle optimal,...
Le dernier chapitre est dédié aux résultats d’existence des solutions d'un
équation différentielle fractionnaire non linéaire au sens de Caputo ou on
a utilisé le théoreme de point fixe de Dhage, puis on a présenté les condi-
tions nécessaires pour assurer la controlabilité approchée de notre probleme.

Finalement, nous illustrons nos résultats obtenus par un exemple.

0.1. Introduction



Chapitre
Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats

fondamentaux qui sont bénéfique pour les chapitres qui vont suivre.

1.1 Calcul fractionnaire

1.1.1 Fonction Gamma

Une des fonctions de base pour le calcul fractionnaire est la fonction
Gamma qui prolonge la fonction factorielle a ’ensemble des nombres com-

plexes.

Définition 1.1 [13] La fonction Gamma I'(z) est définie par :
“+oo
I'(z) :/ e tdt, (1.1)
0

ou l'intégrale impropre converge absolument sur le demi-plan complexe ou la
partie réelle est strictement positive.

Cette fonction est strictement décroissante pour 0 < z < 1, de plus on a

I'(z+1)==zI'(z), VzeC.
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1.1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Cette section sera consacrée aux définitions élémentaires sur les intégrales

et les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo.

Définition 1.2 : [7] Soit © = [a,b) un intervalle fini de R et f une fonction
continue sur (). L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0

de la fonction f est définie par :

1

If(t) = W/ (t— s)° f(s)ds, t >0, (1.2)

quand l'intégrale existe.

Définition 1.3 : [7] La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville (notée
par BL'D) d’ordre o > 0 d’une fonction f € C™(Q) est définie par

DL = e =T s (1)

avecn —1 < a <n, ne€N* quand l'intégrale existe.

Remarque 1.1 : L’approche de Riemann-Liouville a des conditions initiales
contenant les valeurs limites des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

en la borne inférieure.

Malgré le fait que des problemes aux valeurs initiales avec de telles condi-
tions initiales peuvent étre résolus mathématiquement, leurs solutions sont
pratiquement inutiles, car il n’y a aucune interprétation physique pour de
telle type de conditions initiales. Une certaine solution pour ce probleme a

été proposée par M. Caputo.

1.1.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.4 : [7] Soit f une fonction de classe C"([a,b]). La dérivée de
Caputo d’ordre o > 0 de la fonction f est définie par l'intermédiaire de la

dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville c¢’est & dire :

n—1 (k) a
D2 =" D20 - X e - o, (14)

k=0

1.1. Calcul fractionnaire
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avec n — 1 < a <n, n € N*, quand l'intégrale existe.

Définition 1.5 : [7] La dérivée fractionnaire de caputo d’ordre o d’une fonc-

tion f une fonction de classe C"([a, b]) définie par :

SO R S L. 1C I
PO = [, e

avecn — 1 <a<n, n €N,

Remarque 1.2 :
Une différence entre la définition de Riemann-Liouville et la définition de
Caputo est que la dérivée de Caputo d’une constante est nulle, par contre,

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante C' est

ct
RL N« _
DAC = M=o £0.

Lemme 1.1 [7] Soit f € C™([0,T]), nous avons les propriétés suivantes :

DI f(t) = f(#),

n—1
tk

I*Df(t) = f(t) = Hf(k)(())- (1.5)

k=0

1.2 Transformation de Laplace

Comme dans le cas entier, la transformée de Laplace est utilisée pour la
résolution des équations différentielles d’ordre fractionnaires. C’est une outil
qui permet de convertir une équation différentielle en une équation linéaire

ou disparaissent les formes dérivées.

Définition 1.6 : La transformée de Laplace d'une fonction f(¢) d'un va-

riable réel positif ¢t € (0, +00) est la fonction F'(s) définie par

F(S)I(i”f)(S):f{f(t)}(S)z/0 Ooe’“f(t)dt, scC. (1.6)

1.2. Transformation de Laplace
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Propriétés de la transformation de Laplace :
On cite ci-dessous quelques propriétés de la transformée de Laplace.
1- La transformation de Laplace est une application linéaire c’est a dire pour
toutes fonctions f et g admettant des transformées de Laplace et pour tous
réels a, [ :

L{af + By = aZ{f} + BL{g}-

2- Soient F'(s) et G(s) les transformées de Laplace de f(t) et g(t) respecti-

vement alors le produit de convolution (f * g) est donné par :

(f = 9)(t) = F(s).G(s) = 2] / £t - 2)g(2)d=). (1.7)

Définition 1.7 [I] L’inverse de la transformation de Laplace de la fonction

g(t) est donnée par la formule :

(2@ = LN =5 [ emlslds 0

21 )y _ioo

ou v est choisi de telle fagon que l'intégrale converge.

Définition 1.8 [I]
La formule de transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo est :
+oo
2D wrs} = [ e {Drsn}a,
0
avec
n—1
LD} f(t);s} =s°F s2FLIW0), (n—1<a<n). (19
k=0

1.3 Opérateur linéaire

Définition 1.9 : [7] Soit X un espace de Hilbert. Un opérateur linéaire est
une application linéaire A : D(A) C X — X ou D(A) est appelé le domaine

de A. On dit que opérateur A est a domaine dense si D(A) = X.

1.3. Opérateur linéaire
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Définition 1.10 [7] : L’opérateur A est dit borné si
M >0, Ve € D(A), || Az ||x< M || = ||x -

On note par Z(X) l'espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X

dans X muni de la topologie de la convergence uniforme :

I All= sup [| Az |. (1.10)

[[z]|=1
Définition 1.11 :[II] Soit A : D(A) — X un opérateur linéaire défini sur
le domaine D(A) C X. L’opérateur A est dit fermé si et seulement si son
domaine D(A) est un espace complet par rapport a la norme
I lpey=Il = [lx + || Az [|x .

Remarque 1.3 : La densité du domaine est nécessaire et suffisante pour

I’existence de 1’adjoint.

1.3.1 Adjoint d’un opérateur

Définition 1.12 : L’adjoint d’un opérateur (A, D(A)) a domaine dense est
I'unique opérateur A* ayant pour domaine
D(A*) ={z € X,y € D(A) — (z, Ay) est continue},
et vérifiant
VaeDA)Yye DA, (A'z,y) = (z, Ay).

Remarque 1.4 : L’opérateur adjoint des opérateurs non bornés peut étre

défini comme un opérateur borné.

1.3.2 Résolvante d’un opérateur

Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Banach. Pour tout
nombre complexe \ tel que (A\—A)~! existe et continu, on définit la résolvante
de Apar: Ry =(Al— A)"".

L’ensemble des valeurs de A pour lesquelles la résolvante existe est appelé
I'ensemble résolvant, noté p(A).

Le spectre o(A) est le complémentaire de ’ensemble résolvant :

o(A) = C/p(A).

1.3. Opérateur linéaire
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1.4 Semi groupe

Définition 1.13 : [I12] Soit X un espace de Hilbert et .Z(X) l'espace des
applications linéaires continues de X dans lui méme. Une famille d’opérateurs
S(t)g, d’élément de £ (X) est appelée semi-groupe si :

1- 5(6) = I (I est Popérateur d’identité dans Z(X)).

2- S(s+1t)=5(s)S(t), Vs, t > 0.

On dira qu'’il est fortement continu (C°

-semi groupe) si
lim || S(t)z —z ||x=0,Vz € X.
t—0+

Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Définition 1.14 [12] : Soit S(t),., un semi-groupe défini sur un espace de

Banach X. Posons

S(t)x —
D(A) ={z € X; lim Sz —e existe pour tout t > 0}.
t—0+
L’opérateur A de D(A) dans X défini par
Az = fim 2P
t—0t t

est appelée générateur infinitésimal du semi-groupe S(t).

Remarque 1.5 : Soit (vg)r>1 un vecteur propre de A associé a la valeur
propre (Ag)r>1 tel que la famille (vy) forme une base orthonormée de L?((2),

alors le semi-groupe (S(t)):>o est donnée par :
S(t)u = E,j;’?e/\’“t(u, ’Uk>L2(Q)Uk, Yu € LQ(Q),

alors

S(t)vy = ey

Théoréme de Hille- Yosida :

Théoréme 1.1 [12] : Soit (A, D(A)) un opérateur non borné sur un espace
de Banach X. Nous avons équivalence entre :

(a) (A, D(A)) génére un Cy-semi -groupe vérifie

SM.w e R, S < M.

1.4. Semi groupe
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(b)A est fermé a domaine dense avec

1
—, Vn € N.

A) DRE et VA A< —m——
p()D +6\V/>0, ||R(7 )”_()\—UJ)

1.5 Théoreme de point fixe de Dhage

Le théoreme de point fixe de Dhage est important pour les résultats d’exis-

tence de la solution de notre probleme.

Théoréme 1.2 [2] : Soit Q) un ensemble fermé, borné, convere non vide
d’un espace de Banach X. Soit ¢ : Q@ — X et ¢ : X — X deux opérateurs
continus vérifiant les hypotheses suivantes :

(a) ¢ est complétement continue.

(b) ¢ est Lipschitzienne c’est a dire 3k, positive tel que
loz =yl <kyllz—y | V2zyeX

(c) z = pypz implique z € Q, ¥V y € Q,
(d) Mk, <1, ou M = sup{| ¢z ||: z € Q}.

Alors l'équation z = ¢pzpz admet une solution dans Q.

1.6 Théoreme d’Ascoli-Arzela

Ce théoreme caractérise les parties relativement compactes de 1’espace

des fonctions continues d’'un espace compact dans un espace quelconque.

Théoréme 1.3 [/ : Soit X = Cla,b] un espace normé, muni de la norme
||| = maz{| z(t) |,t € [a,b]}. Soit F' un sous ensemble de X, alors F' est
relativement compacte si et seulement si :

1. F est équicontinue sur X c’est a dire
Ve >0, 30 > 0,Viy,ts € [a,b], tel que |ty —ta|< = ||z(t1) — z(t2)]| < O.

2. F' est uniformément borné c’est a dire 3r > 0, ||z|| <r, Vo € F.

Remarque 1.6 Soit 2 un ensemble fermé, borné, convexe non vide d’un
espace de Banach X. Soit T : 2 — X un opérateur continu. Alors :

T est compact = T est completement continu.

1.5. Théoreme de point fixe de Dhage
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Controlabilité des systemes distribués

La controlabilité peut étre vue comme une stratégie permettant de sélectionner

la bonne entrée d’un systeme pour que la sortie soit celle désirée.

2.1 Systeme controlé

Du point de vue mathématique, un systeme du controle est un systeme
dynamique dépendant d’un parametre appelé le controle ”«”, habituellement
soumis a des contraintes. Un systeme controlé est un systeme différentiel de

la forme :

{ y (1) = fy(t), ult)). (2.1)

ou y(t) est le vecteur des états, les controles u appartiennent a un ensemble
de controles admissibles U,y. On suppose le champ de vecteur f suffisament
régulier, de sorte que pour toute condition initiale yy et tout controle
admissible u € Uyq le systeme admet une unique solution y(¢) . On
notera cette solution par y¢(t, yo, u(-)). Le systeme est dit en boucle

ouverte et est représenté par le diagramme suivant

/

u(input) = |y = f(y,u) |— y(output)

10
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Parmi les objectifs principaux de la théorie du controle qui seront abordés

dans ce travail est la notion de la contolabilité.

2.2 Controlabilité

Soit T' > 0, considérons un systeme différentiel linéaire défini sur [0, T]

{ /() = Ay(t) + Bu(®). 22

y(0) = wo
ou A est une matrice carré (n x n) appelée matrice d’état et B une matrice
(n x m) appelée matrice de commande ou du contrdle, y(t) est I’état du

systéme et yo la condition initiale. La solution de (2.2)) est donnée par :

t
y(t, yo, u(t)) = e“yo +/ =4 Bu(s)ds. (2.3)
0

Dans le cas des systemes linéaires en dimension infini, notre systeme est
définie comme suit :
Soit 2 un domaine de R" de frontiere 02 suffisamment réguliere. Pour
T > 0 fixé, on défini Q@ = Q x [0,T], > = 9Q x ]0,T[. On considere le
systeme
dy
D e,t) = Ayl 1) + Bu(t) @
y(C.t) =0 5, 24)
y(y,0) = yo Q,
ol A et B sont des opérateurs de .Z(R", X = H*(Q2)) et la fonction u dite
" contréle” appartient & espace U = L%*(0,T,R"). Alors la solution de ce
systeme dépend de la donnée initiale et du second membre et peut s’exprimer

par la formule :

y(t) = S(t)yo + /Ot S(t — s)Bu(s)ds.

tel que S est le semi groupe définit de [0, +00[ dans .Z(X).

2.2. Controélabilité
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La controlabilité est la notion de base dans I'analyse des systemes dyna-
miques. Il s’agit d’imposer a un systeme un comportement souhaité, c’est-
a~dire d’amener (en temps fini) un systéeme d’un état initial arbitraire a un
état désiré au moyen d’un controle.

On peut définir plusieurs notions de controlabilité. Les plus importantes
sont la controlabilité exacte, la controlabilité approchée et la controlabilité a

7éro.

Définition 2.1 :[6] On dit que le systeme (2.1)) ( resp.(2.2])) est exactement
controlable en temps 1" si pour tous les états yg,y; dans l'espace d’état, il

existe un controle admissible u tel que :

hn = y(T7 Yo, U)
Définition 2.2 :[6] Soit 7" > 0. Le systeme de controle ([2.2)) est approxima-

tivement controlable en temps T si pour tout g, y1, et Ve > 0, il existe un

controle u tel que la solution du systeme vérifie

|| y(TvyOau) — W ||S E.

Remarque :

1- Dans le cas ou y; = 0, on dit que le systeme est ” nulle-contrélable” ou on

a une controlabilité a zéro.

2- La controlabilité exacte implique la controlabilité approchée et la controlabilité

a zéro, et donc la plus forte des trois notions.

Exemple 2.1 : Le fait de tourner le volant ou non d’'une automobile ne va
pas affecter la vitesse (la vitesse n’est pas controlable par le volant), alors

que le fait décélérer ne va pas influencer la direction de la voiture.

2.2.1 Critere de Controlabilité de Kalman

Il existe une caractérisation algébrique de la controlabilité d'un systeme

linéaire de dimension fini due a Kalman.

Définition 2.3 : Matrice de Controlabilité
La matrice

M = (B,AB, -+, A" 'B),

2.2. Controélabilité
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dite matrice de controlabilité de Kalman.

Théoréme 2.1 [16] Le systeme linéaire est controlable si et seulement
LU

rangM = n.
On dit aussi que la paire (A, B) est contrélable.

Remarque :

Y

La matrice M est appelée ” Matrice de Kalman ” et la condition est appelée

7 Condition de Kalman”. Cette condition ne dépend ni de temps ni de la

donnée initiale.

2.2.2 Caractérisation de la Controlabilité
La solution peut s’écrire pour tout ¢t € [0, 7] sous la forme :
y(t, yo,u) = Yo + Leu,
ou L;u est I'opérateur linéaire borné défini par :
L*(0,T,U) — R"

Lt . t A
u—>/ e =4 Bu(s)ds,
0

et

Yy = eyo.

Pour simplifier les calculs, prenons Yy = 0

Proposition 2.1 : [16] Le systéme est controlable au temps T > 0 si

et seulement si ['opérateur Ly est surjectif i.e

Yo, y1 € R™, Fu € Ung, y(yo,u)(T) = y1.

2.2.3 Gramien de controlabilité

Avec la définition de l'opérateur L; on considere ’adjoint

. R" — L*(0,T,U)
Ly : .
z— L¥(z) = BeA Tty

2.2. Controélabilité
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tel que
(Li(2),u) = (2, Ly),Yu € L*(0,T;U),Vz € R".

On introduit la matrice de controlabilité dit ” Gramien de controlabilité ” par

T
Wr = LiL; :/ e ABB* e ds,
0

tel que A* et B* désignent les matrices transposées des matrices A et B. On

a la caractérisation suivante :

Corollaire 2.1 [6] Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. La paire (A, B) est contrélable au temps T > 0.
2. L’opérateur L, est surjectif.
3. L’opérateur L} est injectif.

4. La matrice Wr est inversible

Remarque 2.1 :

La matrice de controlabilité W est positive

T
(Wi, ) :/ Ble A p2ds = || Ll > 0,
0

2.3 Controle Optimal

Dans le cas ot le systeme est controlable, il existe une infinité de controles.
Il est intéressant de construire un qui ”consomme le moins d’énergie”.

La fonctionnelle d’énergie que 'on choisit ici est

J(u) = / Juu(s) |2 ds.

On note
Uad(y07yl) = {U € Uay(TJ ZJO,U) = yl}-

2.3. Controle Optimal
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Donc, on cherche la solution du probleme d’optimisation avec contrainte sui-

vant :

(P) {minJ(u),u € Uy} (2.5)

Deux questions se posent alors :
— Prouver l'existence d'un controle optimal.
— Trouver un moyen de le calculer c’est a dire décrire une méthode
constructive pour calculer le controle.
Le théoreme suivant définit I'unique controle v qui minimise la fonctionnelle

J sur 'ensemble Uuq(yo,y1)-

Théoréme 2.2 [16] Le contréle u qui transfére yo en y1 = y(T;yo;u) est
donné par :
u(s) _ B*B(T_S)A*Wfl(yl . €TAy0)-

Pour la preuve, en utilisant la formule (2.3)).

2.3. Controle Optimal



Chapitre 3

Controlabilité approchée d'un

probleme fractionnaire non linéaire

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de la controlabilité approchée
d’un probleme fractionnaire ( au sens de Caputo) non linéaire. On va d’abord
examiner l’existence des solutions, puis les conditions suffisantes pour que

notre systeme soit approximativement controlable.

3.1 Position du probleme

Considérons I’équation fractionnaire non linéaire suivant :

{ (D5 + A)elt) = (k2O (Bul) + S0 o
2(0) = zg

tel=1[0,0],ou:

e °Df est la dérivée de caputo d’ordre a tel que : 0 < o < 1.

e Xet U deux espaces de Hilbert.

e A:D(A) C X — X est un opérateur linéaire.

e B:U — X est un opérateur linéaire borné et u € L*(I,U).

o fip I x X — X sont des fonctions données telle que ¢ ne s’annule pas
sur I x X.

16
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3.2 Solution intégrale

Soit A : D(A) — X un opérateur linéaire défini sur le sous espace
D(A) C X. Dans ce qui suit, nous présentons 1’équation intégrale associée

au probleme (3.1).

Théoreme 3.1 : Le systeme fractionnaire linéaire :
cD§z(t) = —Az(t).
2(0) = 2o € D(A).

a une solution intégrale donné par :

2(t) = 2z — /0 %Az(s)ds € D(A), tel.
Preuve. On a :
°Diz(t) = —Az(t).

En prenant 'intégrale fractionnaire de Caputo d’ordre o de cette équation

et utilisant le lemme (1.1), on obtient

[y
~+

3

k

I*[°Dg2(t)] = 2(t) — ®(0),

!

-
I
=

0

et comme n = 1, on arrive a
2(t) — co = —I%[Az(1)].
De plus, on a
Z(O):CO—O:ZOZ>COZZ(].

Ce qui acheve la démonstration. m

3.3 Opérateur a-résolvante

Définition 3.1 [7] :
Soit A un opérateur fermé et dense, défini surX. La famille S,(t),5, des
opérateurs linéaires bornées sur X est appelé opérateur de solutions (ou a-

résolvant) engendré par A si les conditions suivantes sont vérifiées :

3.2. Solution intégrale
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(S1) Sa(t) est fortement continue sur R, et S,(0) = I.(opérateur identité).
(S2) Sa(t)D(A) € D(A) et

AS,(t)z = Su(t)Az, Yz € D(A), t > 0.
(S3) Sa(t)z est une solution de I’équation intégrale.

Définition 3.2 [7] :

Un opérateur de solution S, (t) est dit compact si pour tout ¢ > 0, S, () est
un opérateur compact.

Soit S, (t) une solution de systeme (3.2)), utilisant (S3), en déduit que :

Az =T(a+1) lim %‘W
t—0 o

telle que la limite existe. Nous appelons A le générateur infinitésimale de

Sa(t) ou simplement on dit que A engendre 'opérateur solution S, ().

Définition 3.3 : [7] Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé.
On dit que A est un opérateur sectoriel de type (M, 0, «, p) si

du <0, O<9<getM>0,
tel que l'opérateur S, de A existe dans tout le secteur :
Y ={\eC: Re()) > (—p)=: | arg(A) |< 0} C p(A),

et
M
R\ A) I —— M eC.
| RO A) 1S A €

On suppose que A est un opérateur sectoriel de type (M, 0, a, ) qui génere
l'opérateur de solution S, (t). Dans ce cas, nous pouvons écrire I'opérateur
de solution du systeme ({3.2)) comme suit :

So(t) = L7 ATIR(AY, A)) = L / MATIR(AY, A)dA, (3.3)
C

X

avec O C Y.

Nous présentons, maintenant, I’équation intégrale associée au probleme linéaire

controlé.

3.3. Opérateur a-résolvante
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Lemme 3.1 : Le systéme linéaire

{ (D + A)=(t) = p() [ [Bu(t) + f(1)]. 5.4

2(0) = 2.

a une solution intégrale donnée par :
t

() = (1) (Sa<t>zO<w<o>>1+ / Sa(t—S)(BU(S)+f(8))ds)- (3.5)

0

Preuve. L’équation
“Dgz(t) + Ax(t) = ()1~ [Bu(t) + f(1)], (3.6)

est équivalent &
°Dg (%) + A(%) = I, “[Bu(t) + f(1)].

Appliquant la transformation de Laplace,

g{%g(ﬂ)} +${A(ﬂ>} :g[ﬂa[gu(tH foll. 6

L ¥(t) ¥(t)
pUR% (%) — et ( Z((%))) + AZ(%) =\ Z[Bu(t) + f(t)], (3.8)

ce qui implique

(A + A) (ﬂ> et ( 2(0) ) A L [But) + £(1)]

On déduit que

& = (A* —lya-1 & e —1ya—1 u
5<W0>_Q'+m ! (wm)*“‘““ XTLZ(Bu(t) + (1)), (3.9)

donc

Z(t) _ «@ —1 aflz —1 o va—1 "
g(w@)) = (A*"+A4)7°A 0((0)) T+ (A H+A) N ZL[Bu(t) + f(t)]. (3.10)

Appliquons la transformation de Laplace inverse, on trouve

() _ pif ya ~lya-1, -1 “1{ [\ —1ya—1 u
=< ((A +A) TN 20(1(0)) >+z ((/\ +A)" ]\ Lg(B (t)+f(t)]).

Utilisant la formule (3.3)) et I'expression ([1.7]), on obtient

&* 2 -1 t -5 u(s s))ds
2 = Sa20w) "+ [ Salt = )(Bu(s) + £(5))ds

D’ou le résultat. m

3.3. Opérateur a-résolvante
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3.4 Controlabilité d’un systeme fractionnaire

Définition 3.4 Le systeme est dit exactement controlable sur [ si pour
tout état final désiré z, € X il existe un controle u € L?(I,U) telle que z
vérifie :

z(b,u) = 2. (3.11)

Définition 3.5 Le systeme (3.1)) est dit approximativement controlable sur
I si pour tout état final désiré z, € X et € > 0, il existe une commande
(controle) u € L*(I,U) telle que z vérifie :

|2(b,u) — z]|x <e. (3.12)

Remarque 3.1 Le systeme (3.1) est dit approximativement controlable sur

I si ensemble :

H={z(byu) € X :u € L*(I,U)}, (3.13)
dense dans X.

On définit 'opérateur de controlabilité L; : L*(I,U) — X par :
t
Lyu = / Sa(t — s)Bu(s)ds, t € I, (3.14)
0

c’est un opérateur linéaire borné défini sur L*(I,U).

L’opérateur adjoint de L; est donné par :
Li: X — L*(1,U).
L; = B*S:(b—.).

Le Grammien de controlabilité W : X — X est défini par :

W =LyL;, = /b Sa(b—s)BB*S (b — s)ds.

0
La fonction de controle u s’écrit sous la forme [I1]
u(t) = B*S5(b—t) A+ W) ' Tzt € 1,

ou :

Tz = zb(w(b,z(b)))1—Sa(b)zo(w(0,zo))1—/0 Sa(b—s)f(s,z(s))ds. (3.15)

3.4. Controlabilité d’un systéme fractionnaire
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3.4.1 Résultats d’existence

Définition 3.6 : Une fonction z € C(I, X) est dite solution mild du systeme
(3.1)) si, pour tout t € I :

2(t) = ¥(t, 2(1)) <5a(t)20(¢(07 20))”" +/0 Sa(t — s)(Bu(s) + f(s, Z(S)))d8>-
(3.16)

Pour étudier 'existence des solutions du probleme (3.1)), nous avons be-
soin des hypotheses suivantes :

(Hy) S, est un opérateur analytique compact telle que :
Mg = sup{||S.(t)|| : t € [} < 0. (3.17)

(H») La fonction f : I x X — X est continu et il existe une constante positive
ky telle que :
| f(t, 2)|| < k¢, pour tout (t,z) € I x X. (3.18)

(Hj3) La fonction ¢ : I x X — X est continu et :

Ir € LI Ry) : [t 2) — (& )l < Imlleellz — ol (3.19)

pour tout (t,2) € I x X, et Jw > 0, tel que w = sup || ¥(¢,0) ||, t € 1.
(H4) L'opérateur B : U — X est linéaire borné et il existe N > 0 telle que :

IB|| = N. (3.20)

(Hs) On pose
M = (N*M/N) (||zb(1/)(b, 2(0))) I+ Ml z0(4(0, 20)) 7| + Mskfb)

+ M| 20(1(0, 20)) | + M2k b,

telle que : M|/ < 1.
(Hg) On a

IAL+W) 7 <<, A>0.

1
)\ Y
Le résultat d’existence est prouvé a l'aide du théoreme de point fixe de Dhage.
Théoréme 3.2 Supposons que les conditions (Hy)—(Hg) sont vérifiées, alors
le systeme a une solution maild sur I.

3.4. Controlabilité d’un systéme fractionnaire
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Preuve. Pour la démonstration, on utilise le théoreme de point fixe de Dhage.

On pose
p(2) = (L, 2(1)), (3.21)
et

B(2) = Sa(t)20(1(0, 20)) " +/0 Sa(t — 8)(Bu(s) + f(s,2(s)))ds.  (3.22)

Pour montrer que ¢ est complétement continus, on montre que ¢ est compact.
Premiere étape :
Nous prouvons la continuité des opérateurs ¢ et ¢.
Soit (zp)n>1 une suite de C'(I, X) telle que :
ngrr}roozn = z. (3.23)

D’apres les hypotheses (Hs) et (Hs), on a

im0z (0) = 70 2(0), (324
et
lm (¢, 2,(t)) = (¢, 2(t)), pour tout t € I. (3.25)

n— —+0o
De (3.25) 9 est continu et donc ¢ est continu.

Montrons que ¢ continue. On a
lpzn(t) — d2(t)] = ||Sa(t)20(2(0, 20)) " (3.26)
+ /0 So(t — 8)(Bun(s) + f(s,2,(5)))ds — Sa(t)20(1(0, 20)) "

_ /0sa(t—s)(Bu(s)+f(s,2(8)))d8”a

donc

P2 (t) = 02(t)]] < /Otusa(t—s)Bun(s)+Sa<t—s)f(s,zn(s>>Hds (3.27)
N / Sl — 5)Bu(s) + Salt — )£ (s, () s
< Isae=ss | un(o)]
- Salt = 5)7(s. 25D ds + 1Sult — B / s
b [ 5l = )72l

3.4. Controlabilité d’un systéme fractionnaire
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Utilisant les hypotheses (Hy) et (Hy), on déduit que
b b
6200 = 6201 = M [ fuals) = uls) s + 0, [ 55 z0(5)) = S5, 25) s
0 0
b
< MN / (||B*||||s;<b I+ W) Tz
- HBHHSa(b—s)HH(M+W)‘lHHTz\D)ds

b
= M, S5, 0(9) = Fs 25D

Comme

1B = 1Bl et 155(b = )| = [[Sa(b = s)I-

Donc :
b
@z (t) — d2()|| < MSN{(IIBIIIISQ(b = s)[II[(A + W)_lll)/0 [Tz, — TZIIdS]

oM / 1£(5, 2a(5)) — F(s, 2(5))|1ds
M2N?

b b
/O 12 — Yallds + M, / 1£(5. 2a(s)) — F(5, 2(5)) |ds.

20— Yl = | 2(lb za(8)™" — Sa(b)z0(t(0, 20))""
- / Sl — $)f (5, za(s))ds — 2((b, 2()))""
0 b
L Sa(B)a((0, 7)) / Sulb — $)f (5. 2(s))ds ||
il vient

[Tz = T2 <

A
Sy

(020 = (000, ()7
[ 1000 = 905, 20(6) = 80 = )55, 2 s
I 60, 20 (8) ™ = (0, 200)
152 [ 1705 20(5) ~ S5, 2.

IN +

+

3.4. Controlabilité d’un systéme fractionnaire
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Utilisant ’hypothese (H1), on trouve

12— Tel < Nl z®) ™ — @o. 007 (3:28)
v / 15, 2a(s)) — F(s, 2(5)) |ds.

On a v continu, et
36 >0, Vn € N: [1h(b, 2,(b))| <6 = |0(b, 2,(b)) 1| > 6. (3.29)

De plus, on a

11l < Ky, (3.30)

et
Hm  f(t, za(1) = f(t, 2(1)), (3.31)

n— 400

Grace au théoreme de la convergence Dominante (TCD), on arrive a

b
/ 1 (5, 2n(s)) = f (s, 2()) | =0, (3.32)
0
d’ott :
1Tz, — Yz|| 2222 0. (3.33)
Comme
M2N?

b b
l6za(t) — 62(t)] < / 120 — Yelids + M, / 15, 2a(s)) — £(5. 2(5)) | ds.

A

Utilisant le théoreme du TCD (pour la deuxieme fois), il résulte que
920 (t) — o2(t)]| == 0, (3.34)

donc les opérateurs ¢ et ¢ sont continus.

De plus, 'opérateur :

/0 Sa(t — s)(Bu(s) + f(s,z(s))ds, (3.35)

est compact [3]. D’apres le théoreme d’Ascoli Arzela, opérateur ¢ est com-

pact, d’ou ¢ est completement continus.

3.4. Controlabilité d’un systéme fractionnaire
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Deuxieme étape :
D’apres 'hypothese (Hj), I'opérateur ¢ est lipschitzienne ou la constante de
lipschitzienne est k, = ||7|| 1.

On montre que : z = ¢ypz implique y € A, V z € A,, telle que :

A ={ze€eC(,X):|z] <r}. (3.36)

est un ensemble borné fermé et convexe et r un nombre réel positive fixé.

On a : z = ¢ypz pour tous z € A, alors

1]l = lleyezll < lleylllvzl

On montre que ¢ de C(I, X) est borné.
Pour tout z € C(1,X), on a

l9z]| = [15a(t)20(2(0, 20)) " +/0 Sa(t = 5)(Bu(s) + f(s,z(s))ds||. (3.37)

&

~~

1621 < 15a(t)20(5(0, 7)) + / 1a(t — 5)Bu(s)||ds + / 1Sa(t — )£(s, 2(s)) s

-~ -~

Donc
¢zl < B+v+o, (3.38)

telle que :

B = [ISaz0(¥(0, 20)) | < Millz0(¥(0, 20)) " -

v = /0||sa(t—s)Bu(s>lld8

b b
< MSN/O HU(S)HdS=MsN/O IBN1SA6 — )AL+ W)~HITz|ds

M2N2 b M2N2
= S [ I = S, 20) )+ Moo (0.20) |

T Salb—9)] / 1 (s, 2(5)) |ds

= M‘iNz (||zb(w(b72(b))1)H + M, ||20(1(0, 20)) 71| + Mskfb)

3.4. Controlabilité d’un systéme fractionnaire
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et .
o= /o 1Sa(t — $)f(s,2(s))||ds = Mskb.

Donc :
lpzll < Mill20(2(0, 20)) "l (3-39)
M?2N?
- (a0, 20001+ Moaa(600, 200 + M) + Moy
D’apres (Hs), on trouve
llpz|| < M. (3.40)
Il suit que,
2] < M|z
Comme :
wz(t) = (t, z(t)). (3.41)

On déduit que
2]l < Mllw(t, (@) < M([lv(¢, 2) = ¢(E,0) + ¢ (E,0)]) (3.42)
< M(|[(t,2) = (&, 0)[ + [[(2, 0)]))-
Utilisant Ihypothése (H;), et w = sup|[e(,0)|| on trouve
[l < Ml 2]l + w)

< Mr|zllzll + Mw
wM
L= M7z

Choisissant r suffisamment grand telle que

w
r>Mmax |1, ———— |,
( 1—MHTHL1>

on s’assure que z € A,.

IN

Finalement, on a : k, = ||7||11, et d’apres 'hypothese (Hs) :
M7y <1, avec : M = sup{||pz]| : z € A, }.
Alors :
Mk, < 1.

Toutes les hypotheses du théoreme du point fixe de Dhage sont vérifiées,
donc 3z € A, tel que z = ¢zpz est une solution du systeme (3.1)) c’est a dire

le probleme (3.1) a au moins une solution. m

3.4. Controlabilité d’un systéme fractionnaire
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3.4.2 Controlabilité approchée du probleme

Pour montrer la controlabilité approximative du notre probleme, nous
introduisons les conditions supplémentaires suivantes :
(H7) AAM + W)™t — 0'si A — 0T pour la topologie forte.
(Hg) La suite {¥(., 2zx(.)) : A > 0} est bornée dans L?(I, X).

Théoréme 3.3 Supposons que les hypotheéses (Hy)-(Hg) sont vérifiées. Alors

le systeme fractionnaire est approximativement controlable sur I.

Preuve. D’apres le théoreme ((3.2)), il existe une solution mild z, € C(I, X)

donnée par :

() = $(t, 21(1) (saof)z()(w(o, ) (3.43)
+/0 Sa(t — s)(Bu(s) + f(s, Z,\(S))dS),
u(t) = B*SE(b—t)(M + W) 'Yzt €1, (3.44)

Yz = 2,((b, 2(b))) 1 =S (b)20(1 (0, zo))_l—/o Sa(b—s)f(s,z(s))ds. (3.45)

On pose ¢ = b, on obtient
zx(b) = (b, 2a(D)) <5a(b)20(¢(0a %))~ (3.46)
n /0 " Sub — 5)(Bu(s) + (s, ZA(S)))ds)
= (b, 2a(b)) {Sa(b)zo(@b((), 20) T+ M+ W =AM +W)!
< (A0, 0) ™ - 5a0)a(w0,)

— /Ob Sa(b—s)f(s, z,\(s))ds> + /Ob Sa(b—5)f(s,2x(5))ds]|.

3.4. Controlabilité d’un systéme fractionnaire
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Donc
(b)) — 2z, = —h(b, 2 (D) AN + W)~
x <zb<¢<b, 2 (B) — Sa(B)20((0, 20)) !

_ /Ob Su(b— 5)f (s, z,\(s))ds). (3.47)
D'aprés Phypothése (H), on a :
1£( 20| < kg ¥(t,2) € T x X. (3.48)
Alors
/0 NF @) s < K. (3.49)

Cela implique que la suite {f(.,zx(b)) : A > 0} est borné dans l'espace de
Hilbert L?*(I,X), donc; on peut extraire une sous-suite convergente notée
encore {f(.,2:(b)) : A > 0} de L*(I, X) telle que

{f(.,za(b)) : A > 0} 22% w faiblement dans L* (I, X).
Et d’apres 'hypothese (Hg), on peut extraire une sous-suite convergente,

notée encore {1(., zy(b)) : A > 0} de L*(I, X) telle que

{t(., 2x(b)) : A > 0} 220, faiblement dans L*(I, X).
On pose
b
= z(v(b)) " = Sa(b)20(1(0, 29)) " — /0 Sa(b— s)w(s)ds. (3.50)

telle que :
U (b, zx(b)) = v(b) et f(b,2x(b)) = w(b). (3.51)

Donc :
b
I (26 (0 (b, 20(0)) ™" = Sa(b)20(1(0, 20)) ™" = /0 Sa(b—5)f(s,2:(s))ds — p|

< lzlllivo (b, 2a(0))) " = (0(B) 7l + H/O Sa(b = s)[f (s, 2x(s)) — w(s)lds|.

Utilisant la compacité de S, (t), on conclut que I'application

3.4. Controlabilité d’un systéme fractionnaire
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L*(I,X) — L*(I, X)
b
2(t) — /0 Sa(t — s)z(s)ds; (3.52)

est compact, donc :

600,50 = O Mzl [ 5000 = 917G 25(6) = o) 2=,
Cela implique que :

| (bl 0) " — SulB)20((0, ) (3.59)

[ a0 )5t — o
Utilisant U'inégalité (3.47) et Uhypothese (Hs), on obtient que :
oa(®) — ] < [0, AR, W) (3.54)
(A0 A0 SO0, [ 800555, (e
< (b, ) LIARO W)
0O = 520,20 — [ Salb= 9115 x5 —
b, ) IR, W

X

X

Par conséquent
l2a(0) — 2|l —> 0 si A — 0%,

ce qui implique que le systeme fractionnaire (3.1) est approximativement
controlable sur 1.
|

3.4. Controlabilité d’un systéme fractionnaire
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3.5 Exemple

Considérons le systeme du controle fractionnaire suivant

c z(t,x) _ H? z(t,x) l—o |2(t,z)]
D8 . 1+LiZsinz(t,x)  0x2 (1+Lt2sinz(t,x)) + [0 (U(t, Z(t’ ZL’)) + 1+|Z(t,$)) )
2(t,0) = z(t,7) = 0, 2(0,2) = 2o(2)
(3.55)

ot z€ (0,7), tel=][0,1]. Soit X =U = L?[0,7] et A = avec

827

D(A) = { € X : B et 8'sont absolument continues, 5 € X, 5(0) = A(x) = 0}.

Alors A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, s’écrit
sous la forme

o0

Z e B enYen, t > 0,8 € X, (3.56)

ou
en(r) = —sinnz, n=1,2, ...
T
est la base orthonormale de X.

De plus, A est aussi un générateur de I’ opérateur analytique compact S, (),

donné par (voir [I1])

Sa(t) = /oo S(st*)04(s)ds,t > 0, (3.57)
Va(s) = Z n|r(1<:2n o)’ 0<a<l. (3.58)
On pose :
z2(t)r = 2(t, x)
(Bu)(t)(x) = u(t, z)
¥(t, 2(t))(z) = 1 + Li? sin 2(¢, x) (3.59)

- z(t,x)|
| f(t,2(0))(2) = g2l

3.5. Exemple



Chapitre 3. Controlabilité approchée d’un probléme fractionnaire non
linéaire 31

Alors le systeme (3.55) est équivalent & (3.1) pour tout ¢ € [0, 1].
L’opérateur S,(t) satisfait I'hypothese (H;) telle que M, = 1 et avec des

calculs simples, on obtient
L
k=1, |l =3, et N =Bl =[] = 1.
Donc, on choisit L tel que

ML < 3,

de plus, les hypotheses (Hg) et (H7) sont satisfaites, ce qui signifie que toutes
les conditions du théoreme (3.3) sont satisfaites. Ainsi, le systeme (3.55) est

approximativement controlable sur [0,1] .

3.5. Exemple
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3.6 Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté des résultats de controlabilité ap-
prochée pour un systeme fractionnaire non linéaire au sens de Caputo.
Nous commencons par 'utilisation du théoreme de point fixe de Dhage pour
assurer l’existence des solutions mild de notre probleme. Puis, des condi-
tions suffisantes pour la controlabilité approchée d’une classe de systemes de
controle dynamiques décrits par des équations différentielles fractionnaires
non linéaire sont considérées.

L’exemple numérique confirme les résultats théoriques obtenus.

3.6. Conclusion
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