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Inégalités intégrales de type Maclaurin 



 

سْمِ  م ِ حِ حْمَن الرَّ ِ الرَّ ا  

﴿  اقْرأَْ   باِسْمِ ربَِّكَ الَّذِي خلََقَ  *  خلََقَ الإْنِْسَانَ مِنْ علََقٍ  *  اقْرأَْ وَربَُّكَ الأَْكْرمَُ  *  الَّذِ ي عَلَّمَ باِلْقـلََمِ  * عَلَّمَ الإْنِْسَانَ  
 مَا لَمْ  يَعْلمَ  *﴾.

 [سورة العلق 5-1]

 ِ سْمِ ا مِ ِ حِ حْمَن الرَّ الرَّ  

َّ بمَِا تَعْمَلُونَ خبَِ يرٌ  ۚ◌  ﴾. َّ الَّذِينَ آمَنُوا مِنْكُمْ واَلََّذِينَ أوُتُوا الْعِلْم دَرجََات  ۚ◌  َ واََ  ﴿ يَرْفعَ ا

  [سورة المجادلة 11]

هِ وَسَلمَ  ْ ُ عَل ِ صَ ا   قال رَسُولُ ا

ُ بهِِ طرَيِقـاً مِنْ طُرُقِ الْجَنَّةِ، وإنَّ الْمَلائِكَةَ لتََضَعُ أجَْ نِحَتَهَا رضًِا   َّ  « مَنْ سَلَكَ طرَيِقـاً  يَطـْلُبُ فيِهِ عِلْمًا، سَلَكَ ا
لِطاَلِبِ الْعِلْمِ، وإَِنَّ الْعَالمَِ ليَسْتَغْفِرُ لَهُ مَنْ فِي السَّمَاواَتِ، وَمَنْ فِي الأرَْضِ، واَلْحِيتَـانُ فِي جَو فِ  الْ مَاءِ، وإَِنَّ  
لَةَ الْبَدْرِ علََى سَائِرِ الْكَواَكِبِ، وإَِنَّ الْعُلَمَاءَ وَ رَ ثَةُ الأنَْبيَِـاءِ، وإَِنَّ   فَضْلَ الْعَالمِِ عَلَى الْعَابِدِ، كَفَضْلِ الْقمََرِ ليَـْ

 الأنَْبيَِـاءَ لَمْ يُوَرثُِّوا دِينَـاراً وَلا دِرْهَمًا، وَرَّثُوا الْعِلْمَ، فمََنْ  أخََذهَُ أخََذَ بحَِظٍّ واَفِرٍ  ».

 اللَّهمَّ   إنِّي أسألَُكَ عِلمًا  نافعًا، وقـلبًـا خاشعًا، ورزقـاً مباركًا، وعملاً زاكياً   مُتقبََّـلاً .

 ربنا إفتح لنا أبواب رحمتك، وسهل لنا ما رزقتنا. 

 اللهمّ كما انعمتَ فزَدِْ وكما زدتّ فبَارك وكما باركتَ فتَممّ وكما أتمتت  فثبت. 

مِ  حِ حْمَن الرَّ ِ الرَّ سْمِ ا ِ  

 ﴿ وَقُـلْ رَبِّ زدِْنِي عِلْمًا ﴾. 

 [سورة طه 114]
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Résumé 
  
Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur l'étude des 
inégalités intégrales de type Maclaurin. 
 
Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions 
de convexité classique, convexité généralisée ainsi que 
quelques identités intégrales importantes que nous utiliserons 
dans les chapitres qui suivent. 
 
Dans le deuxième chapitre, nous citons certains résultats déjà 
connus dans la littérature sur les inégalités intégrales de type 
Simpson pour les fonctions convexes et les fonctions s-
convexes. 
 
Tandis que le dernier chapitre sera entièrement consacré aux 
nouvelles inégalités de type Maclaurin, pour les fonctions s-
convexes et les fonctions préinvexes.  
 
Nous mentionnons que nous avons soumis deux papiers pour 
une éventuelle publication, dont l’un a été accepté dans la 
revue internationale : 
 « Journal d’Analyse Mathématique et de 
Modélisation » (JMAM). 
 
 
Mots clés : 
 Inégalité de Maclaurin, inégalité de Hölder, fonctions s-
convexes, fonctions préinvexes, fonctions bornées, fonctions 
hölderiennes. 
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Abstract 
  
In this memory, we will focus on the study of integral 
inequalities of Maclaurin type for s-convex functions and 
preinvex functions.  
 
In the first chapter, we recall some definitions of classical and 
generalized convexity, as well as some important integral 
identities which we will invoke in the sequel.  
 
In the second chapter, we cite some results already known in 
the literature on Simpson-type integral inequalities for convex 
functions and s-convex functions. 
 
While the last chapter will be entirely devoted to the new 
results of the type of the Maclaurin type integral inequalities.  
 
 We mention that we have submitted two papers for possible 
publication, one oh which has been accepted in international 
journals :  
 « Journal of Mathematical Analysis and 
Modeling » (JMAM).    
 
 
Keywords :  
Maclaurin inequality, Hölder inequality, s-convex functions, 
preinvex functions, bounded functions, Hölderian functions. 
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 ملخص
  

في هذه المذكرة، سنركز على دراسة المتراجحات التكاملية من نوع 
 ماكلورين.

 
عض تعريفات التحدب الكلاسيكي، والتحدب بفي الفصل الأول، نذكر ب

 المعمم، بالإضافة الى بعض المساواة التكاملية التي نستعملها لاحقا.
 

بعض النتائج المعروفة في الأدب حول سنذكر ب في الفصل الثاني،
 المتراجحات التكاملية من نوع سيمسون للدوال المحدبة.

 
لنتائج جديدة المتعلقة في حين ان الفصل الأخير سيخصص بالكامل 

المتراجحات التكاملية من نوع ماكلورين.ب  
 

نذكر أننا قدمنا ورقتين بحثيتين للنشرالمحتمل ثم قبول أحدهما في المجلة 
  الدولية.

 

« Journal of Mathematical Analysis and 
Modeling » (JMAM). 

 
 

 الكلمات المفتاحية: 
ماكلورين،متراجحة  دوال محدبة، الدوال المحدودة،  متراجحة هولدر، 

 دوال هولدر.
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Introduction

Les inégalités jouent un rôle important dans divers branches de mathématiques mo-

derne telles que la théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des statis-

tiques, l�analyse réelle, l�analyse complexe, l�analyse numérique, la théorie qualitative des

équations di¤érentielles et des équations aux di¤érences, etc. Cette dernière représente

un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18�eme

et 19�eme siècle par des éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, µCeby�ev dans

les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapunov,

Gronwall, Hölder, Hadamard, Pólya, Bellman et Ostrowski. La littéraire dans ce contexte

est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une très bonne description

de l�évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovíc, Peµcaríc et Fink

[8; 9; 10].

Cette théorie ne cesse d�évoluer dans plusieurs directions et par di¤érentes manières.

Des nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des ra¢ nements, extensions

ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fraction-

naires et discrets.

L�objectif de ce mémoire est de faire une petite synthèse concernant les inégalités

intégrales de type Maclaurin dont les dérivées d�ordre un jouissent d�un certain type

de convexité classique où généralisée et d�établir de nouvelles généralisations de ce type

d�inégalités intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de convexités classiques et

généralisés pour les fonctions à une variable, ainsi que quelques identités et inégalités

intégrales utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant les inégalités

intégrales de type Simpson dont les premières dérivées sont convexes, s-convexes au

second sens.

2



Tandis que le dernier chapitre sera entièrement consacré à des nouvelles inégalités de

type Maclaurin dont ces nouveaux résultats sont soumis pour une éventuelle publication

dans des revues internationales.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, concernant la convexité en peut consulter [11].

1.0.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a; b] � R.

Dé�nition 1.1 ([11]) Un ensemble I � Rn est dit convexe si pour tout x; y 2 I et pour

tout t 2 [0; 1], nous avons

tx+ (1� t) y 2 I:

Dé�nition 1.2 ([11]) Une fonction f : I ! R est dite convexe, si

f (tx+ (1� t) y) � tf (x) + (1� t) f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.3 ([2]) Une fonction positive f : I � [0;1) ! R est dite s-convexe au

second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], si pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1], on a

f(tx+ (1� t)y) � tsf(x) + (1� t)sf(y):

4



1.0.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation de la notion de convexité

classique, cette dernière a été introduite par Hanson [4].

Dé�nition 1.4 ([4]) Un ensemble K � R est dit invexe au point x par rapport à � où

� : K �K ! R, si pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1], on a

x+ t� (y; x) 2 K:

Remarque 1.1 K est dit un ensemble invexe par rapport à �, si K est invexe en chaque

points x 2 K.

Dé�nition 1.5 ([12]) Soit K est un ensemble invexe sur R et f : K ! R une fonction,

f est dite préinvexe par rapport à �, si pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1], on a

f (x+ t� (y; x)) � (1� t) f (x) + tf(y):

1.0.3 Quelques identités intégrales importantes

Lemme 1.1 ([1]) Soit f : I ! R une fonction di¤érentiable sur I � �
I
�
est l�intérieur de I

�
.

Si f 0 2 L [a; b], alors :

& (a; b; n) = b�a
(n+1)2

1R
0

��
2
3
� t
�
f 0
�
n+t
n+1
a+ 1�t

n+1
b
�
+
�
t� 2

3

�
f 0
�
1�t
n+1
a+ n+t

n+1
b
��
dt;

où

& (a; b; n) = 1
3(n+1)

�
f (a) + 2f

�
n
n+1
a+ 1

n+1
b
�
+ 2f

�
1
n+1
a+ n

n+1
b
�
+ f (b)

�
� 1
b�a

0@ n
n+1

a+ 1
n+1

bR
a

f ({) dx+
bR

1
n+1

a+ n
n+1

b

f (x) dx

1A : (1.1)
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Lemme 1.2 ([5]) soit f : I � R ! R une application di¤érentiable sur I
�
tel que

f 0 2 L [a; b] , ou a,b 2 I avec a < b et �; � 2 [0; 1]. Alors l�égalité suivante est satisfaite

(1� �) (�f (a) + (1� �) f (b)) + �f ((1� �) a+ �b)� 1
b�a

bR
a

f (x) dx

= (b� a)
�
��2

1R
0

(t� �) f 0 (ta+ (1� t) [(1� �) a+ �b]) dt

+ (1� �)2
1R
0

(t� �) f 0 (tb+ (1� t) [(1� �) a+ �b]) dt
�
:

Inégalité de Hölder et inégalité des moyennes d�ordre q

Théorème 1.1 ([8]) Soit p > 0 tel que 1
p
+ 1

q
= 1. Si f et g sont deux fonctions réelles

dé�nies sur [a; b] et si jf jp et jgjq sont des fonctions intégrables sur [a; b], alors

bR
a

jf (x) g (x)j dx �
�
bR
a

jf (x)jp dx
� 1

p
�
bR
a

jg (x)jq dx
� 1

q

:

La version intégrale de l�inégalité des moyennes d�ordre q qui représente une variante

de l�inégalité de Hölder est donnée par le théorème suivant :

Théorème 1.2 ([3]) Soit q � 1. Si jf j et jgjq sont intégrables sur [a; b], alors

Z b

a

jf (x) g (x)j dx �
�Z b

a

jf (x)j dx
�1� 1

q
�Z b

a

jf (x)j jg (x)jq dx
� 1

q

:
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Chapitre 2

Inégalités intégrales de type Simpson

Dans ce chapitre nous étudierons certaines inégalités de type Newton-Cotes à trois

points, dont la plus connue est sans aucun doute celle de Simpson, que l�on peut déclarer

de la manière suivante :

Pour toute fonction quatre fois continûment di¤érentiable sur l�intervalle [a; b], on a

����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)�� 1
b�a

bR
a

f (u) du

���� � (b�a)4
2880

f (4)1 ;
où
f (4) = sup

x2(a;b)

��f (4) (x)��.
2.0.4 Inégalités intégrales de type Simpson pour les fonctions

convexes

Dans le travail qui suit Awan et Noor [1], ont discuté à travers l�identité établie par

le Lemme 1.1 une inégalité à paramétrer qui génère l�inégalité des trapèzes pour n = 0,

celle de Simpson pour n = 1 et des inégalités fermées de type Newton-Cotes à quatre

points pour les valeurs positives de n distinctes de 0 et 1.
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Théorème 2.1 Soit f : I ! R une fonction di¤érentiable sur I
�
et f 0 2 L [a; b]. Si

jf 0jq est une fonction convexe, où q; p > 1 et 1
p
+ 1

q
= 1, alors on a

j& (a; b; n)j � b�a
9(n+1)2

�
q�1
2q�1

�
2(2q�1) = (q�1) + 1

��1� 1
q
�

3
2(n+1)

� 1
q

�
n�
(2n+ 1) jf 0(a)jq + jf 0(b)jq

� 1
q +

�
jf 0(a)jq + (2n+ 1) jf 0(b)jq

� 1
q

o
;

où & (a; b; n) est donnée par (1.1).

Preuve. En utilisant le Lemme 1.1, l�inégalité de Hölder et la convexité de jf 0jq, on

obtient

j& (a; b; n)j

� b�a
(n+1)2

�
1R
0

��2
3
� t
�� ��f 0 � n+t

n+1
a+ 1�t

n+1
b
��� dt+ 1R

0

��t� 2
3

�� ��f 0 � 1�t
n+1
a+ n+t

n+1
b
��� dt�

� b�a
(n+1)2

�
1R
0

��2
3
� t
��q = (q�1) dt�1� 1

q
�
1R
0

��f 0 � n+t
n+1
a+ 1�t

n+1
b
���q dt� 1

q

+

�
1R
0

��t� 2
3

��q = (q�1) dt�1� 1
q
�
1R
0

��f 0 � 1�t
n+1
a+ n+t

n+1
b
���q dt� 1

q

� b�a
(n+1)2

�
1R
0

��2
3
� t
��q = (q�1) dt�1� 1

q
�
1R
0

�
n+t
n+1

jf 0(a)jq + 1�t
n+1

jf 0(b)jq
	
dt

� 1
q

+

�
1R
0

��t� 2
3

��q = (q�1) dt�1� 1
q
�
1R
0

�
1�t
n+1

jf 0(a)jq + n+t
n+1

jf 0(b)jq
	
dt

� 1
q

= b�a
9(n+1)2

�
q�1
2q�1

�
2(2q�1) = (q�1) + 1

��1� 1
q
�

3
2(n+1)

� 1
q

�
n�
(2n+ 1) jf 0(a)jq + jf 0(b)jq

� 1
q +

�
jf 0(a)jq + (2n+ 1) jf 0(b)jq

� 1
q

o
:

La preuve est ainsi achevée.

Une autre variante du Théorème 2.1 et donnée par le théorème suivant :
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Théorème 2.2 Soit f : I ! R une fonction di¤érentiable sur I
�
et f 0 2 L [a; b]. Si

jf 0jq q > 1 est une fonction convexe, on a

j& (a; b; n)j

� 5(b�a)
18(n+1)2

�
1
n+1

� 1
q

���
5
18
n+ 8

81

�
jf 0(a)jq + 29

162
jf 0(b)jq

	 1
q�

29
162
jf 0(a)jq +

�
5
18
n+ 8

81

�
jf 0(b)jq

	 1
q

�
;

où & (a; b; n) est donnée par (1.1).

Preuve. En utilisant le Lemme 1.1, l�inégalité des moyennes d�ordre q et le fait que

jf 0jq soit une fonction convexe, on obtient

j& (a; b; n)j

� b�a
(n+1)2

�
1R
0

��2
3
� t
�� ��f 0 � n+t

n+1
a+ 1�t

n+1
b
��� dt+ 1R

0

��t� 2
3

�� ��f 0 � 1�t
n+1
a+ n+t

n+1
b
��� dt�

� b�a
(n+1)2

�
1R
0

��t� 2
3

��1� 1
q dt

�1� 1
q

 �
1R
0

��2
3
� t
�� � n+t

n+1
jf 0(a)jq + 1�t

n+1
jf 0(b)jq

�
dt

� 1
q

+

�
1R
0

��2
3
� t
�� � n+t

n+1
jf 0(a)jq + 1�t

n+1
jf 0(b)jq

�
dt

� 1
q

!
= 5(b�a)

18(n+1)2

�
1
n+1

� 1
q

���
5
18
n+ 8

81

�
jf 0(a)jq + 29

162
jf 0(b)jq

	 1
q�

29
162
jf 0(a)jq +

�
5
18
n+ 8

81

�
jf 0(b)jq

	 1
q

�
:

La preuve est ainsi achevée.

2.0.5 Inégalités intégrales à paramètre pour les fonctions s-

convexes

Dans cette sous-section, par le biais l�identité donnée par le Lemme 1.2, ·I̧scan [5],

discute l�estimation d�erreur d�une nouvelle inégalité qui génère des inégalités de type

Simpson et d�Ostrowski.
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Théorème 2.3 ([12]) Soit f : I � [0;1)! R une fonction di¤érentiable sur I� et a; b 2

I avec a < b telle que f 0 2 L ([a; b]),

�; � 2 [0; 1]. Si jf 0jq est s-convexe sur [a; b] ; q � 1, alors l�inégalité suivante est satisfaite

����(1� �) (�f (a) + (1� �) f (b)) + �f((1� �) a+ �b)� 1
b�a

bR
a

f(x)dx

����
� (b� a)A1�

1
q

1 (�)
�
�2
�
jf 0(a)jq A2 (�; s) + jf 0(C)jq A3 (�; s)

� 1
q

+ (1� �)2
h�
jf 0(b)jq A2 (�; s) + jf 0(C)jq A3 (�; s)

� 1
q

i�
;

où

A1 = �2 � � + 1
2
; A2 (�; s) =

2�s+2

(s+1)(s+2)
� �

s+1
+ 1

s+2
;

A3 (�; s) = 2(1��)s+2
(s+1)(s+2)

� 1��
s+1

+ 1
s+2

et C = (1� �) a+ �b:

Preuve. En utilisant le Lemme 1.2 et l�inégalité des moyennes d�ordre q, on a����(1� �) (�f (a) + (1� �) f (b)) + �f(C)� 1
b�a

bR
a

f(x)dx

����
� (b� a)

�
�2

1R
0

jt� �j jf 0 (ta+ (1� t)C)j dt

+ (1� �)2
1R
0

jt� �j jf 0 (tb+ (1� t)C)j dt
�

� (b� a)
 
�2
�
1R
0

jt� �j dt
�1� 1

q
�
1R
0

jt� �j jf 0 (ta+ (1� t)C)jq dt
� 1

q

+ (1� �)2
�
1R
0

jt� �j dt
�1� 1

q
�
1R
0

jt� �j jf 0 (tb+ (1� t)C)jq dt
� 1

q

!
: (2.1)

Puisque jf 0jq est s-convexe sur [a; b], on a

jf 0 (ta+ C (1� t))jq � ts jf 0(a)jq + (1� t)s jf 0(C)jq (2.2)
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et

jf 0 (tb+ C (1� t))jq � ts jf 0(b)jq + (1� t)s jf 0(C)jq : (2.3)

En multipliant (2.2) et (2.3) par jt� �j et en intégrant les inégalités obtenues par rapport

à t sur [0; 1], on trouve

1R
0

jt� �j jf 0 (ta+ (1� t)C)jq dt

� jf 0(a)jq
1R
0

jt� �j tsdt+ jf 0(C)jq
1R
0

jt� �j (1� t)s dt

= jf 0(a)jq A2 (�; s) + jf 0(C)jq A3 (�; s) ; (2.4)

1R
0

jt� �j jf 0 (tb+ (1� t)C)jq dt

� jf 0(b)jq
1R
0

jt� �j tsdt+ jf 0(C)jq
1R
0

jt� �j (1� t)s dt

= jf 0(b)jq A2 (�; s) + jf 0(C)jq A3 (�; s) (2.5)

et
1R
0

jt� �j dt = �2 � � + 1
2
: (2.6)

En substituant (2.4)-(2.6) dans (2.1), on obtient l�inégalité souhaitée. La preuve est ainsi

achevée.

Une autre variante du Théorème 2.3 est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.4 ([2]) Soit f : I � [0;1) ! R une application di¤érentiable sur I �
tel

que f 0 2 L [a; b] , où a; b 2 I �
avec a < b et � , � 2 [0; 1]. Si jf 0jq est s-convexe sur [a; b],

q > 1, alors l�inégalité suivante est vraie����(1� �) (�f (a) + (1� �) f (b)) + �f((1� �) a+ �b)� 1
b�a

bR
a

f(x)dx

����
� (b� a)

�
�p+1 + (1��)p+1

p+1

� 1
p

�
�2
�
jf 0(a)jq + jf 0(C)jq

s+1

� 1
q
+ (1� �)2

�
jf 0(b)jq + jf 0(C)jq

s+1

� 1
q

�
;
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où C = (1� �) a+ �b et 1
p
+ 1

q
= 1.

Preuve. En utilisant le Lemme 1.2 et par l�inégalité intégrale de Hölder, on a����(1� �) (�f (a) + (1� �) f (b)) + �f(C)� 1
b�a

bR
a

f(x)dx

����
� (b� a)

�
�2

1R
0

jt� �j jf 0(ta+ (1� t)C)j dt

+ (1� �)2
1R
0

jt� �j jf 0(tb+ (1� t)C)j dt
�

� (b� a)
 
�2
�
1R
0

jt� �jp dt
� 1

p
�
1R
0

jf 0(ta+ (1� t)C)jq dt
� 1

q

+ (1� �)2
�
1R
0

jt� �jp dt
� 1

q
�
1R
0

jf 0(tb+ (1� t)C)jq dt
� 1

q

!
: (2.7)

Comme jf 0jq est s-convexe sur [a; b], les inégalités (2.2) et (2.3) sont véri�ées. En intégrant

ces deux dernières inégalités, on obtient

1R
0

jf 0(ta+ (1� t)C)jq dt �
1R
0

ts jf 0(a)jq + (1� t)s jf 0(C)jq dt

= jf 0(a)jq + jf 0(C)jq
s+1

(2.8)

et

1R
0

jf 0(tb+ (1� t)C)jq dt �
1R
0

ts jf 0(b)jq + (1� t)s jf 0(C)jq dt

= jf 0(b)jq + jf 0(C)jq
s+1

: (2.9)

La substitution de (2.8) et (2.9) dans (2.7) donne le résultat souhaité. La preuve est ainsi

terminée.
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Chapitre 3

Inégalités intégrales de type

Maclaurin

Dans ce chapitre nous nous intéresserons à une autre inégalité de type Newton-Cotes

à trois points connus dans la littérature par l�inégalité intégrale de Maclaurin qui peut

être déclarée comme suit :

Pour toute fonction quatre fois continûment di¤érentiable sur l�intervalle [a; b], on a

����18 �3f �5a+b6 �+ 2f �a+b2 �+ 3f �a+5b6 ��� 1
b�a

bR
a

f (u) du

���� � (b�a)4
2880

f (4)1 ;
où
f (4) = sup

x2(a;b)

��f (4) (x)��.
Nous notons que les résultats suivants sont nouveaux et sont soumis pour éventuelle

publication.

3.0.6 Inégalités intégrales de type Maclaurin pour les fonctions

s-convexes

Dans cette première sous-section nous allons examiner l�inégalité de Maclaurin sous

l�hypothèse de la convexité de la dérivée première [6]. Nos résultats sont essentiellement

basés sur le lemme suivant :
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Lemme 3.1 Soit f : I � R! R une fonction di¤érentiable sur I�, a; b 2 I� avec a < b,

et f 0 2 L [a; b], alors l�égalité suivante est véri�ée

1
8

�
3f
�
5a+b
6

�
+ 2f

�
a+b
2

�
+ 3f

�
a+5b
6

��
� 1

b�a

bR
a

f ($) d$

= b�a
9

�
1R
0

1
4
{f 0

�
(1� {) a+ { 5a+b

6

�
d{ +

1R
0

1
4
({ � 1) f 0

�
(1� {) a+5b

6
+ {b

�
d{

+
1R
0

�
{ � 5

8

�
f 0
�
(1� {) 5a+b

6
+ { a+b

2

�
d{

+
1R
0

�
{ � 3

8

�
f 0
�
(1� {) a+b

2
+ { a+5b

6

�
d{
�
:

Preuve. Considérons les intégrales suivantes

I1 =
1R
0

1
4
{f 0

�
(1� {) a+ { 5a+b

6

�
d{;

I2 =
1R
0

�
{ � 5

8

�
f 0
�
(1� {) 5a+b

6
+ { a+b

2

�
d{;

I3 =
1R
0

�
{ � 3

8

�
f 0
�
(1� {) a+b

2
+ { a+5b

6

�
d{

et

I4 =
1R
0

1
4
({ � 1) f 0

�
(1� {) a+5b

6
+ {b

�
d{:

En intégrant par partie I1, on obtient

I1 = 3
2(b�a){f

�
(1� {) a+ { 5a+b

6

����{=1
{=0

� 3
2(b�a)

1R
0

f
�
(1� {) a+ { 5a+b

6

�
d{

= 3
2(b�a)f

�
5a+b
6

�
� 3

2(b�a)

1R
0

f
�
(1� {) a+ { 5a+b

6

�
d{

= 3
2(b�a)f

�
5a+b
6

�
� 9

(b�a)2

5a+b
6R
a

f ($) d$: (3.1)
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De manière similaire on obtient

I2 =
9

8(b�a)f
�
a+b
2

�
+ 15

8(b�a)f
�
5a+b
6

�
� 9

(b�a)2

a+b
2R

5a+b
6

f ($) d$; (3.2)

I3 =
15

8(b�a)f
�
a+5b
6

�
+ 9

8(b�a)f
�
a+b
2

�
� 9

(b�a)2

a+5b
6R
a+b
2

f ($) d$ (3.3)

et

I4 =
3

2(b�a)f
�
a+5b
6

�
� 9

(b�a)2
bR

a+5b
6

f ($) d$: (3.4)

En additionnant (3.1)-(3.4), puis en multipliant l�égalité résultante par b�a
9
, on obtient

le résultat souhaité. Ainsi la preuve est terminée.

Théorème 3.1 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur (a; b) telle que f 0 2

L [a; b] avec 0 � a < b. Si jf 0j est s-convexe au seconde sens pour un certain s 2 (0; 1]

�xé, on a ����18 �3f �5a+b6 �+ 2f �a+b2 �+ 3f �a+5b6 ��� 1
b�a

bR
a

f ($) d$

����
� b�a

36(s+1)(s+2)

�
jf 0 (a)j+

�
7s+4
2
+ 3

�
3
8

�s+1� ���f 0 �5a+b
6

���+ ��f 0 �a+5b
6

����
+
�
3s� 2 + 10

�
5
8

�s+1� ��f 0 �a+b
2

���+ jf 0 (b)j� :
Preuve. A partir du Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, et la s-convexité

au second sens de jf 0j, on a

����18 �3f �5a+b6 �+ 2f �a+b2 �+ 3f �a+5b6 ��� 1
b�a

bR
a

f ($) d$

����
� b�a

9

�
1R
0

1
4
{
��f 0 �(1� {) a+ { 5a+b

6

��� d{
+
1R
0

��{ � 5
8

�� ��f 0 �(1� {) 5a+b
6
+ { a+b

2

��� d{
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+
1R
0

��{ � 3
8

�� ��f 0 �(1� {) a+b
2
+ { a+5b

6

��� d{
+

1R
0

1
4
(1� {)

��f 0 �(1� {) a+5b
6
+ {b

��� d{�
� b�a

9

�
1R
0

1
4
{
�
(1� {)s jf 0 (a)j+ {s

��f 0 �5a+b
6

���� d{
+

5
8R
0

�
5
8
� {

� �
(1� {)s

��f 0 �5a+b
6

���+ {s ��f 0 �a+b
2

���� d{
+
1R
5
8

�
{ � 5

8

� �
(1� {)s

��f 0 �5a+b
6

���+ {s ��f 0 �a+b
2

���� d{
+

3
8R
0

�
3
8
� {

� �
(1� {)s

��f 0 �a+b
2

���+ {s ��f 0 �a+5b
6

���� d{
+
1R
3
8

�
{ � 3

8

� �
(1� {)s

��f 0 �a+b
2

���+ {s ��f 0 �a+5b
6

���� d{
+

1R
0

1
4
(1� {)

�
(1� {)s

��f 0 �a+5b
6

���+ {s jf 0 (b)j� d{�
= b�a

9

�
jf 0 (a)j

1R
0

1
4
{ (1� {)s d{ +

��f 0 �5a+b
6

��� 1R
0

1
4
{s+1d{

+
��f 0 �5a+b

6

��� 58R
0

�
5
8
� {

�
(1� {)s d{ +

��f 0 �a+b
2

��� 58R
0

�
5
8
� {

�
{sd{

+
��f 0 �5a+b

6

��� 1R
5
8

�
{ � 5

8

�
(1� {)s d{ +

��f 0 �a+b
2

��� 1R
5
8

�
{ � 5

8

�
{sd{

+
��f 0 �a+b

2

��� 38R
0

�
3
8
� {

�
(1� {)s d{ +

��f 0 �a+5b
6

��� 38R
0

�
3
8
� {

�
{sd{

+
��f 0 �a+b

2

��� 1R
3
8

�
{ � 3

8

�
(1� {)s d{ +

��f 0 �a+5b
6

��� 1R
3
8

�
{ � 3

8

�
{sd{

+
��f 0 �a+5b

6

��� 1R
0

1
4
(1� {)s+1 d{ + jf 0 (b)j

1R
0

1
4
(1� {){sd{

�
= b�a

9

�
jf 0 (a)j

1R
0

1
4
{ (1� {)s d{ +

��f 0 �5a+b
6

��� � 1R
0

1
4
{s+1d{
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+

5
8R
0

�
5
8
� {

�
(1� {)s d{ +

1R
5
8

�
{ � 5

8

�
(1� {)s d{

1CA
+
��f 0 �a+b

2

���
0B@ 5

8R
0

�
5
8
� {

�
{sd{ +

1R
5
8

�
{ � 5

8

�
{sd{

+

3
8R
0

�
3
8
� {

�
(1� {)s d{ +

1R
3
8

�
{ � 3

8

�
(1� {)s d{

1CA
+
��f 0 �a+5b

6

���
0B@ 3

8R
0

�
3
8
� {

�
{sd{ +

1R
3
8

�
{ � 3

8

�
{sd{

+
1R
0

1
4
(1� {)s+1 d{

�
+ jf 0 (b)j

1R
0

1
4
(1� {){sd{

�
= b�a

9(s+1)(s+2)

�
jf 0(a)j+jf 0(b)j

4
+
�
3s�2
4
+ 4

�
5
8

�s+2� ��f 0 �a+b
2

���
+
�
7s+4
8
+ 2

�
3
8

�s+2� ���f 0 �5a+b
6

���+ ��f 0 �a+5b
6

����� ;
où nous avons utilisé

1R
0

1
4
{ (1� {)s d{ =

1R
0

1
4
(1� {){sd{ = 1

4(s+1)(s+2)
; (3.5)

1R
0

1
4
{s+1d{ =

1R
0

1
4
(1� {)s+1 d{ = 1

4(s+2)
; (3.6)

5
8R
0

�
5
8
� {

�
(1� {)s d{ =

1R
3
8

�
{ � 3

8

�
{sd{ = 1

(s+1)(s+2)

�
5s+2
8
+
�
3
8

�s+2�
;

(3.7)

1R
5
8

�
{ � 5

8

�
(1� {)s d{ =

3
8R
0

�
3
8
� {

�
{sd{ = 1

(s+1)(s+2)

�
3
8

�s+2
; (3.8)

17



5
8R
0

�
5
8
� {

�
{sd{ =

1R
3
8

�
{ � 3

8

�
(1� {)s d{ = 1

(s+1)(s+2)

�
5
8

�s+2
(3.9)

et

1R
5
8

�
{ � 5

8

�
{sd{ =

3
8R
0

�
3
8
� {

�
(1� {)s d{ = 1

(s+1)(s+2)

�
3s�2
8
+
�
5
8

�s+2�
: (3.10)

La preuve est ainsi terminée.

Corollaire 3.1 Dans le Théorème 3.1, si on prend s = 1, on obtient����18 �3f �5a+b6 �+ 2f �a+b2 �+ 3f �a+5b6 ��� 1
b�a

bR
a

f ($) d$

����
� 25(b�a)

288

�
64jf 0(a)j+379jf 0( 5a+b6 )j+314jf 0(a+b2 )j+379jf 0(a+5b6 )j+64jf 0(b)j

1200

�
:

Théorème 3.2 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur (a; b) telle que f 0 2

L [a; b] avec 0 � a < b. Si jf 0jq est s-convexe au second sens pour un certain nombre s 2

(0; 1] �xé et q; p > 1 et 1
p
+ 1

q
= 1, alors l�inégalité suivante est satisfaite :

����18 �3f �5a+b6 �+ 2f �a+b2 �+ 3f �a+5b6 ��� 1
b�a

bR
a

f ($) d$

����
� b�a

72(p+1)
1
p

 
2

�
jf 0(a)jq+jf 0( 5a+b6 )j

q

s+1

� 1
q

+ 2

�
jf 0(a+5b6 )j

q
+jf 0(b)jq

s+1

� 1
q

+
�
3p+1+5p+1

8

� 1
p

 �
jf 0( 5a+b6 )j

q
+jf 0(a+b2 )j

q

s+1

� 1
q

+

�
jf 0(a+b2 )j

q
+jf 0(a+5b6 )j

q

s+1

� 1
q

!!
:

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, l�inégalité de

Hölder et la s-convexité au second sens de jf 0jq, on obtient

����18 �3f �5a+b6 �+ 2f �a+b2 �+ 3f �a+5b6 ��� 1
b�a

bR
a

f ($) d$

����
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� b�a
9

 
1
4

�
1R
0

{pd{
� 1

p
�
1R
0

��f 0 �(1� {) a+ { 5a+b
6

���q d{� 1
q

+

�
1R
0

��{ � 5
8

��p d{� 1
p
�
1R
0

��f 0 �(1� {) 5a+b
6
+ { a+b

2

���q d{� 1
q

+

�
1R
0

��{ � 3
8

��p d{� 1
p
�
1R
0

��f 0 �(1� {) a+b
2
+ { a+5b

6

���q d{� 1
q

+ 1
4

�
1R
0

(1� {)p d{
� 1

p
�
1R
0

��f 0 �(1� {) a+5b
6
+ {b

���q d{� 1
q

!

� b�a
9

 
1
4

�
1
p+1

� 1
p

�
1R
0

�
(1� {)s jf 0 (a)jq + {s

��f 0 �5a+b
6

���q� d{� 1
q

+

0B@ 5
8R
0

�
5
8
� {

�p
d{ +

1R
5
8

�
{ � 5

8

�p
d{

1CA
1
p

�
�
1R
0

�
(1� {)s

��f 0 �5a+b
6

���q + {s ��f 0 �a+b
2

���q� d{� 1
q

+

0B@ 3
8R
0

�
3
8
� {

�p
d{ +

1R
3
8

�
{ � 3

8

�p
d{

1CA
1
p

�
�
1R
0

�
(1� {)s

��f 0 �a+b
2

���q + {s ��f 0 �a+5b
6

���q� d{� 1
q

+ 1
4

�
1
p+1

� 1
p

�
1R
0

�
(1� {)s

��f 0 �a+5b
6

���q + {s jf 0 (b)jq� d{� 1
q

!

= b�a
72(p+1)

1
p

 
2

�
jf 0(a)jq+jf 0( 5a+b6 )j

q

s+1

� 1
q

+ 2

�
jf 0(a+5b6 )j

q
+jf 0(b)jq

s+1

� 1
q

+
�
5p+1+3p+1

8

� 1
p

 �
jf 0( 5a+b6 )j

q
+jf 0(a+b2 )j

q

s+1

� 1
q

+

�
jf 0(a+b2 )j

q
+jf 0(a+5b6 )j

q

s+1

� 1
q

!!
:

La preuve est ainsi achevée.
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Corollaire 3.2 Dans le Théorème 3.2, si on prend s = 1, on obtient����18 �3f �5a+b6 �+ 2f �a+b2 �+ 3f �a+5b6 ��� 1
b�a

bR
a

f ($) d$

����
� b�a

72(p+1)
1
p

 
2

�
jf 0(a)jq+jf 0( 5a+b6 )j

q

2

� 1
q

+ 2

�
jf 0(a+5b6 )j

q
+jf 0(b)jq

2

� 1
q

+
�
3p+1+5p+1

8

� 1
p

 �
jf 0( 5a+b6 )j

q
+jf 0(a+b2 )j

q

2

� 1
q

+

�
jf 0(a+b2 )j

q
+jf 0(a+5b6 )j

q

2

� 1
q

!!
:

Théorème 3.3 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur (a; b) telle que f 0 2

L [a; b] avec 0 � a < b. Si jf 0jq est s-convexe au seconde sens pour un certain nombre

s 2 (0; 1] �xé et q � 1, on a

����18 �3f �5a+b6 �+ 2f �a+b2 �+ 3f �a+5b6 ��� 1
b�a

bR
a

f ($) d$

����
� b�a

9

�
1

(s+1)(s+2)

� 1
q �17

64

�1� 1
q

�
 �

8
17

�1� 1
q

 �
jf 0(a)jq+(s+1)jf 0( 5a+b6 )j

q

4

� 1
q

+

�
(s+1)jf 0(a+5b6 )j

q
+jf 0(b)jq

4

� 1
q

!

+
��

5s+2
8
+ 2

�
3
8

�s+2� ��f 0 �5a+b
6

���q + �3s�2
8
+ 2

�
5
8

�s+2� ��f 0 �a+b
2

���q� 1
q

+
��

3s�2
8
+ 2

�
5
8

�s+2� ��f 0 �a+b
2

���q + �5s+2
8
+ 2

�
3
8

�s+2� ��f 0 �a+5b
6

���q� 1
q

�
:

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, propriétés du la valeur absolue module, l�inégalité

des moyennes d�ordre q, et la s-convexité au second sens de jf 0jq, on a

����18 �3f �5a+b6 �+ 2f �a+b2 �+ 3f �a+5b6 ��� 1
b�a

bR
a

f ($) d$

����
� b�a

9

 �
1R
0

1
4
{d{

�1� 1
q
�
1R
0

1
4
{
��f 0 �(1� {) a+ { 5a+b

6

���q d{� 1
q

+

�
1R
0

��{ � 5
8

�� d{�1� 1
q
�
1R
0

��{ � 5
8

�� ��f 0 �(1� {) 5a+b
6
+ { a+b

2

���q d{� 1
q
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+

�
1R
0

��{ � 3
8

�� d{�1� 1
q
�
1R
0

��{ � 3
8

�� ��f 0 �(1� {) a+b
2
+ { a+5b

6

���q d{� 1
q

+

�
1R
0

1
4
(1� {) d{

�1� 1
q
�
1R
0

1
4
(1� {)

��f 0 �(1� {) a+5b
6
+ {b

���q d{� 1
q

!

� b�a
9

 �
1
8

�1� 1
q

�
1R
0

1
4
{
�
(1� {)s jf 0 (a)jq + {s

��f 0 �5a+b
6

���q� d{� 1
q

+
�
17
64

�1� 1
q

0@ 5
8R
0

�
5
8
� {

� �
(1� {)s

��f 0 �5a+b
6

���q + {s ��f 0 �a+b
2

���q� d{
+

1R
5
8

�
{ � 5

8

� �
(1� {)s

��f 0 �5a+b
6

���q + {s ��f 0 �a+b
2

���q� d{
1CA

1
q

+
�
17
64

�1� 1
q

0@ 3
8R
0

�
3
8
� {

� �
(1� {)s

��f 0 �a+b
2

���q + {s ��f 0 �a+5b
6

���q� d{
+

1R
3
8

�
{ � 3

8

� �
(1� {)s

��f 0 �a+b
2

���q + {s ��f 0 �a+5b
6

���q� d{
1CA

1
q

+
�
1
8

�1� 1
q

�
1R
0

1
4
(1� {)

�
(1� {)s

��f 0 �a+5b
6

���q + {s jf 0 (b)jq� d{� 1
q

!

= b�a
9

 �
1
8

�1� 1
q

��
1R
0

1
4
{ (1� {)s d{

�
jf 0 (a)jq +

�
1R
0

1
4
{s+1d{

� ��f 0 �5a+b
6

���q� 1
q

+
�
17
64

�1� 1
q

0B@
0B@ 5

8R
0

�
5
8
� {

�
(1� {)s d{ +

1R
5
8

�
{ � 5

8

�
(1� {)s d{

1CA��f 0 �5a+b6 ���q

+

0B@ 5
8R
0

�
5
8
� {

�
{sd{ +

1R
5
8

�
{ � 5

8

�
{sd{

1CA��f 0 �a+b2 ���q
1CA

1
q

+
�
17
64

�1� 1
q

0B@
0B@ 3

8R
0

�
3
8
� {

�
(1� {)s d{ +

1R
3
8

�
{ � 3

8

�
(1� {)s d{

1CA��f 0 �a+b2 ���q
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+

0B@ 3
8R
0

�
3
8
� {

�
{sd{ +

1R
3
8

�
{ � 3

8

�
{sd{

1CA��f 0 �a+5b6 ���q
1CA

1
q

+
�
1
8

�1� 1
q

��
1R
0

1
4
(1� {)s+1 d{

� ��f 0 �a+5b
6

���q + � 1R
0

1
4
(1� {){sd{

�
jf 0 (b)jq

� 1
q

!

= b�a
9

�
1

(s+1)(s+2)

� 1
q �17

64

�1� 1
q

�
 �

8
17

�1� 1
q

 �
jf 0(a)jq+(s+1)jf 0( 5a+b6 )j

q

4

� 1
q

+

�
(s+1)jf 0(a+5b6 )j

q
+jf 0(b)jq

4

� 1
q

!

+
��

5s+2
8
+ 2

�
3
8

�s+2� ��f 0 �5a+b
6

���q + �3s�2
8
+ 2

�
5
8

�s+2� ��f 0 �a+b
2

���q� 1
q

+
��

3s�2
8
+ 2

�
5
8

�s+2� ��f 0 �a+b
2

���q + �5s+2
8
+ 2

�
3
8

�s+2� ��f 0 �a+5b
6

���q� 1
q

�
;

où nous avons utilisé (3.5)-(3.10). Ce qui achève le résultat.

Corollaire 3.3 Dans le Théorème 3.3, si on prend s = 1, on obtient����18 �3f �5a+b6 �+ 2f �a+b2 �+ 3f �a+5b6 ��� 1
b�a

bR
a

f ($) d$

����
� 17(b�a)

576

 
8
17

 �
jf 0(a)jq+2jf 0( 5a+b6 )j

q

3

� 1
q

+

�
2jf 0(a+5b6 )j

q
+jf 0(b)jq

3

� 1
q

!

+

�
251jf 0( 5a+b6 )j

q
+157jf 0(a+b2 )j

q

408

� 1
q

+

�
157jf 0(a+b2 )j

q
+251jf 0(a+5b6 )j

q

408

� 1
q

!
:

3.0.7 Inégalités intégrales de type Maclaurin pour les fonctions

préinvexes

Dans cette sous-section nous allons établir l�analogue préinvexe de l�inégalité de Ma-

claurin qui est une généralisation des fonctions convexes [7]. Nos résultats sont essentiel-

lement basés sur le lemme suivant :
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Lemme 3.2 Soit f : [a; a+ � (b; a)] � R ! R une fonction di¤érentiable sur I� avec

� (b; a) > 0, et f 0 2 L [a; a+ � (b; a)], alors l�égalité suivante est véri�ée :

1
8

�
3f
�
6a+�(b;a)

6

�
+ 2f

�
2a+�(b;a)

2

�
+ 3f

�
6a+5�(b;a)

6

��
� 1

�(b;a)

a+�(b;a)R
a

f (u) du

= �(b;a)
36

�
1R
0

(1� {) f 0
�
a+ 1�{

6
� (b; a)

�
d{

+
1R
0

�
3
2
� 4{

�
f 0
�
a+ 3�2{

6
� (b; a)

�
d{

+
1R
0

�
5
2
� 4{

�
f 0
�
a+ 5�2{

6
� (b; a)

�
d{

+
1R
0

({ � 1) f 0
�
a+ 5+{

6
� (b; a)

�
d{
�
:

Preuve. Considérons les intégrales suivantes

I1 =
1R
0

(1� {) f 0
�
a+ 1�{

6
� (b; a)

�
d{;

I2 =
1R
0

�
3
2
� 4{

�
f 0
�
a+ 3�2{

6
� (b; a)

�
d{;

I3 =
1R
0

�
5
2
� 4{

�
f 0
�
a+ 5+2{

6
� (b; a)

�
d{;

I4 =
1R
0

({ � 1) f 0
�
a+ 5+{

6
� (b; a)

�
d{:

En intégrant par la partie I1, on obtient

I1 = � 6
�(b;a)

(1� {) f
�
a+ 1�{

6
� (b; a)

����{=1
{=0

� 6
�(b;a)

1R
0

f
�
a+ 1�{

6
� (b; a)

�
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= 6
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f
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�
� 6

�(b;a)

1R
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f
�
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6
� (b; a)
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f
�
6a+�(b;a)

6

�
� 36

�2(b;a)

6a+�(b;a)
6R
a

f (u) du: (3.11)
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De manière similaire on obtient

I2 = 15
2�(b;a)

f
�
6a+�(b;a)

6

�
+ 9

2�(b;a)
f
�
2a+�(b;a)

2

�
� 36
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(3.12)

I3 = 9
2�(b;a)

f
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2a+�(b;a)
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2�(b;a)
f
�
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6

�
� 36
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(3.13)
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f
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6a+5�(b;a)

6

�
� 36

�2(b;a)

a+�(b;a)R
6a+5�(b;a)

6

f (u) du:

En additionnant (3.11)-(3.14), puis en multipliant le résultat obtenu par �(b;a)
36
, on obtient

le résultat désiré. La preuve est ainsi terminée.

Théorème 3.4 Soit f : [a; a+ � (b; a)]! R une fonction di¤érentiable sur (a; a+ � (b; a))

telle que f 0 2 L [a; a+ � (b; a)] et � (b; a) > 0. Si jf 0j est préinvexe, on a�����18 �3f �6a+�(b;a)6
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(jf 0 (a)j+ jf 0 (b)j) :

Preuve. Du Lemme 3.2, des propriétés de la valeur absolue, et de la préinvexité de

jf 0j, on a �����18 �3f �6a+�(b;a)6
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La preuve est ainsi terminée.

Corollaire 3.4 Dans le Théorème 3.4, si on prend � (b; a) = b� a, on obtient :
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Théorème 3.5 Soit f : [a; a+ � (b; a)]! R une fonction di¤érentiable sur (a; a+ � (b; a))

telle que f 0 2 L [a; a+ � (b; a)] et � (b; a) > 0. Si jf 0j� est préinvexe où �; � > 1 avec
1
�
+ 1

�
= 1, on a

�����18 �3f �6a+�(b;a)6

�
+ 2f

�
2a+�(b;a)

2

�
+ 3f

�
6a+5�(b;a)

6

��
� 1

�(b;a)

a+�(b;a)R
a

f (u) du

�����
� �(b;a)

36

�
1
�+1

� 1
�

��
11jf 0(a)j�+jf 0(b)j�

12

� 1
�
+
�
jf 0(a)j�+11jf 0(b)j�

12

� 1
�

+ 1
2

�
3�+1+5�+1

8

� 1
�

��
2jf 0(a)j�+jf 0(b)j�

3

� 1
�
+
�
jf 0(a)j�+2jf 0(b)j�

3

� 1
�

��
: (3.20)

Preuve. En utilisant le Lemme 3.2, les propriétés de la valeur absolue, l�inégalité de

Hölder, et la préinvexité de jf 0j�, on obtient�����18 �3f �6a+�(b;a)6
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La preuve est ainsi achevée.

Corollaire 3.5 Dans le Théorème 3.5, si on prend � (b; a) = b� a, on obtient
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Corollaire 3.6 Sous les hypothèses du Théorème 3.5, on a�����18 �3f �6a+�(b;a)6
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Corollaire 3.7 Dans le Théorème 3.5, si on prend � (b; a) = b� a, on obtient
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Théorème 3.6 Soit f : [a; a+ � (b; a)]! R une fonction di¤érentiable sur (a; a+ � (b; a))

telle que f 0 2 L [a; a+ � (b; a)] et � (b; a) > 0. Si jf 0j� est préinvexe où � � 1, on a�����18 �3f �6a+�(b;a)6
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Preuve. En utilisant le Lemme 3.2, les propriétés de la valeur absolue, l�inégalité des

moyennes d�ordre q, et la preinvexité de jf 0j�, on a�����18 �3f �6a+�(b;a)6
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Ce qui achève la démonstration.

Corollaire 3.8 Dans le Théorème 3.6, si on prend � (b; a) = b� a, on obtient
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Corollaire 3.9 Sous les hypothèses du Théorème 3.6, on a�����18 �3f �6a+�(b;a)6
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Corollaire 3.10 Dans le Corollaire 3.9, si on prend � (b; a) = b� a, on obtient
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3.1 Applications à des moyennes spéciales

Nous considérerons les moyennes des nombres réels positifs arbitraires a; b

La moyenne arithmétique : A (a; b) = a+b
2
.

La moyenne p-logarithmique : Lp (a; b) =
�
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(p+1)(b�a)

� 1
p
, a 6= b et p 2 R8 f�1; 0g.
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Preuve. L�assertion découle du Théorème 3.4 avec � (b; a) = A (a; b), appliqué à la

fonction f (x) = xn où n � 3.

Proposition 3.2 Soit a; b 2 R avec 0 < a < b, � > 1, on a

���3An
�
+1
��

5a+b
6

�
;
�
a+5b
6

��
+ A

n
�
+1 (a; b)� 4L

n
�
+1

n
�
+1 (a; b)

���
� 25(n+�)(b�a)

72�

�
an+bn

2

� 1
� :

Preuve. L�assertion découle du Corollaire 3.10, appliqué à la fonction f (x) = x
n
�
+1.
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Conclusion

Le but de ce mémoire était d�étudier une inégalité ouverte de type Newton-Cotes à

trois points.

Dans la première partie, nous nous sommes intéressés à rappeler quelques types de

convexité classique et généralisée ainsi que quelques identités.

Dans la deuxième partie nous avons étudié quelques inégalités de type Newton-Cotes

fermées à trois points dont la dérivée première satisfait un certain type de convexité

classique.

Dans la troisième partie nous avons discuté des nouveaux résultats soumis pour éven-

tuelle publication concernant les inégalités de Newton-Cotes ouvertes à trois points plus

précisément l�inégalité de Maclaurin dont le cas où la dérivée première est s-convexe ainsi

que le cas où elle est préinvexe.
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