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Resume

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur 1'étude des
inégalités intégrales de type Maclaurin.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions
de convexité classique, convexité géneralisée ainsi que
quelques identités intégrales importantes que nous utiliserons
dans les chapitres qui suivent.

Dans le deuxieéme chapitre, nous citons certains résultats déja
connus dans la littérature sur les inégalités intégrales de type
Simpson pour les fonctions convexes et les fonctions s-
convexes.

Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacre aux
nouvelles inégalit€s de type Maclaurin, pour les fonctions s-
convexes et les fonctions préinvexes.

Nous mentionnons que nous avons soumis deux papiers pour
une ¢ventuelle publication, dont I’un a été accepté dans la
revue internationale :

« Journal d’ Analyse Mathématique et de
Modélisation » (JMAM).

Mots clés :

Inégalité de Maclaurin, inégalit¢ de Holder, fonctions s-
convexes, fonctions preéinvexes, fonctions bornees, fonctions
holderiennes.

U.08 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Nouha Allel



1

Abstract

In this memory, we will focus on the study of integral
inequalities of Maclaurin type for s-convex functions and
preinvex functions.

In the first chapter, we recall some definitions of classical and
generalized convexity, as well as some important integral
identities which we will invoke in the sequel.

In the second chapter, we cite some results already known in
the literature on Simpson-type integral inequalities for convex
functions and s-convex functions.

While the last chapter will be entirely devoted to the new
results of the type of the Maclaurin type integral inequalities.

We mention that we have submitted two papers for possible
publication, one oh which has been accepted in international
journals :

« Journal of Mathematical Analysis and
Modeling » (JMAM).

Keywords :
Maclaurin inequality, Holder inequality, s-convex functions,
preinvex functions, bounded functions, Holderian functions.

U.08 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Nouha Allel



111

Uai.[a

oSl

il 5 ¢ SIS Caanil) il i (any S35V Jucadl)
LaaY Lelaxinns il A LalSil 31 glisall oany () ABLcaYls ¢anzall

Jsn ) 84 g prall i) (oamyy (S ¢ S Juadl) 8
Al J)gall G grsars & 95 (e Al Cilaa) ial)

Alatiall saan il JaSIL panadin pAY) deadll of con

Aaall o laaaal] J 58 25 Jaiaall piill (g 0 5 o Lied Ll S
A sall

« Journal of Mathematical Analysis and
Modeling » (JMAM).

;Z\T,\AM\ <ilalsl)
¢ sSle dAaal yia ¢ ol ga Aaal yila 6B gasall Jlgall cdasa J) g2
¥ Jl s

U.08 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Nouha Allel



Table des matiéres

1 Préliminaires 4
1.0.1 Convexité classique . . . . . . . . . ... 4
1.0.2 Convexité généralisée . . . . . . . . . . ... L. )
1.0.3  Quelques identités intégrales importantes . . . . . . . . .. .. .. 5
2 Inégalités intégrales de type Simpson 7
2.0.4 Inégalités intégrales de type Simpson pour les fonctions convexes . 7
2.0.5 Inégalités intégrales a parametre pour les fonctions s-convexes . . 9
3 Inégalités intégrales de type Maclaurin 13

3.0.6 Inégalités intégrales de type Maclaurin pour les fonctions s-convexes 13
3.0.7 Inégalités intégrales de type Maclaurin pour les fonctions préinvexes 22

3.1 Applications & des moyennes spéciales . . . . . . .. ... ... ... ... 31



Introduction

Les inégalités jouent un role important dans divers branches de mathématiques mo-
derne telles que la théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des statis-
tiques, ’analyse réelle, ’analyse complexe, I’analyse numérique, la théorie qualitative des
équations différentielles et des équations aux différences, etc. Cette derniére représente
un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18°™¢
et 19°™¢ siécle par des éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Cebysev dans
les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapunov,
Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littéraire dans ce contexte
est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une trés bonne description
de I’évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovi¢, Pecari¢ et Fink
8,9, 10].

Cette théorie ne cesse d’évoluer dans plusieurs directions et par différentes maniéres.
Des nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, extensions
ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fraction-
naires et discrets.

L’objectif de ce mémoire est de faire une petite synthése concernant les inégalités
intégrales de type Maclaurin dont les dérivées d’ordre un jouissent d’un certain type
de convexité classique ol généralisée et d’établir de nouvelles généralisations de ce type
d’inégalités intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de convexités classiques et
généralisés pour les fonctions a une variable, ainsi que quelques identités et inégalités
intégrales utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant les inégalités
intégrales de type Simpson dont les premiéres dérivées sont convexes, s-convexes au

second sens.



Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré a des nouvelles inégalités de
type Maclaurin dont ces nouveaux résultats sont soumis pour une éventuelle publication

dans des revues internationales.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, concernant la convexité en peut consulter [11].

1.0.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 ([11]) Un ensemble I C R"™ est dit convexe si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0,1], nous avons

tr+(1—t)y el

Définition 1.2 ([11]) Une fonction f : I — R est dite convexe, si

flz+ 1=ty <tf(x)+(1—1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.3 ([2]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite s-conveze au

second sens pour un certain nombre fixé s € (0, 1], si pour tout x,y € I ett € [0,1], on a

fltz+ (1 —t)y) <t°f(x)+ (1-1)°f(y)

4



1.0.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation de la notion de convexité

classique, cette derniére a été introduite par Hanson [4].

Définition 1.4 ([4]) Un ensemble K C R est dit invexe au point x par rapport a n ow
n: K x K — R, si pour tout z,y € K ett €[0,1], on a

z+in(y,z) € K.

Remarque 1.1 K est dit un ensemble invexe par rapport an, si K est invexe en chaque

points v € K.

Définition 1.5 ([12]) Soit K est un ensemble invexe sur R et f : K — R une fonction,

f est dite préinvexe par rapport a n, si pour tout v,y € K ett € [0,1], on a
fla+in(y,z) <(1—1)f(z)+tf(y)

1.0.3 Quelques identités intégrales importantes

Lemme 1.1 ([1]) Soit f: I — R une fonction différentiable sur 1" (I" est Uintérieur de I ).
Si f' € Lla,bl, alors :

(abn) = et [ [(2 =) F' (Btba+ 2k0) + (1= 2) 7 (At + 20)
0
ol

S(a,b,n) = gty [f (@) +2f (Figa+ 3b) +2f (e + ;50) + £ (b)]

1 nil at n«ll»l b b
—= [ fGode+ [ f(x)dx|. (1.1)
a %HaJrnilb




Lemme 1.2 ([5]) soit f : I € R — R une application différentiable sur I tel que

f'€Lla,b], ouabel aveca <bet 0,\ € [0,1]. Alors l’égalité suivante est satisfaite

(L=0)(Af(a)+ (1 =N fO)+0f(L=N)a+ ) — 3 [ f(z)da

9\0“

= (b—a) (—A2 j(t—@)f’(ta—i—(l—t)[(l—)\)a+/\b])dt

0

2]1“ tb+(1—t)[(1—>\)a+)\b])dt).

0
Inégalité de Holder et inégalité des moyennes d’ordre ¢

Théoréme 1.1 ([8]) Soit p > 0 tel que % + % = 1. Si f et g sont deuz fonctions réelles

définies sur [a,b] et si |f|" et |g|? sont des fonctions intégrables sur [a,b], alors

flr@swlars (fir@ |pdx)l(f|g |qu>3

a

La version intégrale de I'inégalité des moyennes d’ordre ¢ qui représente une variante

de l'inégalité de Holder est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.2 ([3]) Soit ¢ > 1. Si|f] et |g|? sont intégrables sur [a,b], alors

/|f |da:<(/ o) . (/ab|f<ac>||g<sc>|quc)é



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type Simpson

Dans ce chapitre nous étudierons certaines inégalités de type Newton-Cotes a trois
points, dont la plus connue est sans aucun doute celle de Simpson, que I'on peut déclarer
de la maniére suivante :

Pour toute fonction quatre fois contintiment différentiable sur I'intervalle [a, b], on a

b 4
L(f () +AF (52) + £ (0) — 525 [ F () du| < G || £9] . .

o |79 = sup |79 (@)].

xe(a,

2.0.4 1Inégalités intégrales de type Simpson pour les fonctions

convexes

Dans le travail qui suit Awan et Noor [1], ont discuté a travers I'identité établie par
le Lemme 1.1 une inégalité & paramétrer qui génere l'inégalité des trapezes pour n = 0,
celle de Simpson pour n = 1 et des inégalités fermées de type Newton-Cotes a quatre

points pour les valeurs positives de n distinctes de 0 et 1.



Théoréme 2.1 Soit f : I — R une fonction différentiable sur I et f' € L[a,b]. Si

|19 est une fonction conveze, ot q,p > 1 et Ilj + % =1, alors on a

1
3 q
<2(n+1))

+ [[F (@ + 2n + 1) [f(B)]]

1—

Q=

Slabm] < gt (4 e /o0 1))

< {2n+ 1) 1f @I + 170"

Q=
Q|-

ot s (a,b,n) est donnée par (1.1).

Preuve. En utilisant le Lemme 1.1, I'inégalité de Holder et la convexité de |f’|?, on

obtient
s (a,b,n)]
1 1
< g (J12 o117 st 3550 dee [ o= 2011 (bt 2200)| )
< _b=a j’g_ﬂq/(q—l)dt T }|f n+t&+_tb |th ‘
>~ (n+1)2 | 3 0 n+1 n+1
0 faen ) !

w(fle=gr M) (118 o ;‘Iib)}th)

- i 2 q/ (g-1) = n+t #( 1—t # (b)) ‘
< Z {’§_t| dt f{n+1 +n_+1 f'(®)] }dt

+({h—%ﬁ““”ﬁ) M IS @) ﬁﬂfww}wr

(s5t0)’

(£ (@) + (2n + 1) | £/ (6)]] } .

mH

9(n+1)? \ 2¢—1

{
_ _ba <ﬂ [2(20-D) / (a=D) )
< {[@n+ DIF @+ 1B +

La preuve est ainsi achevée. m

Une autre variante du Théoréme 2.1 et donnée par le théoréme suivant :



Théoréme 2.2 Soit f : I — R une fonction différentiable sur I et f' € L[a,b]. Si

11’19 ¢ > 1 est une fonction convezxe, on a

S (a,b,n)]
< 2 () ({Gn+ $) M@+ B 170
BIF@I"+ Gnt ) 1FOI1)).

ot s (a,b,n) est donnée par (1.1).

Preuve. En utilisant le Lemme 1.1, 'inégalité des moyennes d’ordre ¢ et le fait que

|//]? soit une fonction convexe, on obtient

1
3|17 (atacs ) e+ [ o= 3117 (b + 2] ot
1 1 1= l %
Fe-grta) (- ror - sisona)
Hln-deror s srona))

= S () ({8 17 @1+ 3 101
@+ G+ ) 1O

IA
SH
|
S]
€

[\
£
+17
2le

[V

/N N
o~—r

La preuve est ainsi achevée. m

2.0.5 Inégalités intégrales & parameétre pour les fonctions s-
convexes
Dans cette sous-section, par le biais I'identité donnée par le Lemme 1.2, Iscan [5],

discute I'estimation d’erreur d’une nouvelle inégalité qui génére des inégalités de type

Simpson et d’Ostrowski.



Théoréme 2.3 ([12]) Soit f : I C [0,00) — R une fonction différentiable sur I° et a,b €
I avec a < b telle que f' € L ([a,]),

O,\ €[0,1]. Si|f'|? est s-convexe sur [a,b],q > 1, alors l'inégalité suivante est satisfaite

’(1—0)()\f(a)+(1—)\)f(b))—l—0f((1—/\)a—l—)\b —bijb‘

Q=

(6, 9)]

)

< (b—a) Ay " 0) (¥ [If @] A2 (0.5) + | F(O) A
£ (1= [0 42 0,5) + |£/(C)I" 450, 5)]

I_IOJ

ou

_ p2 1 _ 205+ 6 1
Al = 9—(94—5, AQ(Q’S)_m_m+H-_2’
_ 2(1-9)5*2
Ag(Q,s) = m—m+m et C' = ( /\)Cb—f‘)\b

Preuve. En utilisant le Lemme 1.2 et I'inégalité des moyennes d’ordre ¢, on a

\<1 —0) (M (a) & (L= ) £ (8) + 65(C) — 1

@%O“

f(z)dx

< (A2f|t O||f (ta+ (1 —1t)C)|dt

+(1—)\)2f|t—9| yf'(tb+(1—t)0)ydt>

< (b-a) (v (} |t—9]dt)1; (} it — 6] |f (ta+ (1 — 1) 0)|th)q

0 0

0 0

+ (1-))? (j" |t—0|dt) K <jl‘ it —0||f (tb+ (1 —t) C)|th>q>. (2.1)

Puisque |f'|? est s-convexe sur [a, b], on a

[/ (ta+C (A =)" < |f(a)]"+ (1 =) [F(O) (2.2)

10



et
@+ C A=) <t |f O + 1) [f(O). (2.3)

En multipliant (2.2) et (2.3) par |t — 6| et en intégrant les inégalités obtenues par rapport

a t sur [0, 1], on trouve

Fle— 017 (ta+ (1 — 1) C)" i
0

< \f’(a)!q:fIt—9|t5dt+|f'(0>\qi|t—9| (- 0)de
@) A (0,5) + (O] As (6, 5). (2.0
}\t—9| I (tb+ (1—t)CO)|"dt
< !f’(b)\qz £ 0] £t + rf'<c>|qz T
SO A2 (0.5) + (O A3 (0, 5) (25)
et
[lt—0ldt=6*—0+1. (2.6)

En substituant (2.4)-(2.6) dans (2.1), on obtient I'inégalité souhaitée. La preuve est ainsi
achevée. m

Une autre variante du Théoréme 2.3 est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.4 ([2]) Soit f: 1 C[0,00) — R une application différentiable sur I° tel
que ' € L{a,b] , ova,be I’ aveca<betl , \e[0,1]. Si|f'|? est s-convexe sur [a,b],

q > 1, alors l'inégalité suivante est vraie

f(x)dx

1 1 1
< (b—a) (9“+p+—9>“) (v (\f (@) +1f (@\“) T (1= ) (If O +1/ <0)|Q) > 7

'(1—0)(Af(a)+(1—A)f(b))+9f((1—A>a+Ab)—ﬁ

9\0“

11



ouC=(1—-XNa+Xbet + =1

Preuve. En utilisant le Lemme 1.2 et par I'inégalité intégrale de Holder, on a

'(1—9><Af<a)+<1—x>f<>>+9f C) - 1)

< (b—a) ()3} [t —0||f (ta+ (1 —1¢)O)|dt

2{|t 0l |f/(th+ (1 —1) )|dt)

b—a) ( (i |t_9‘pdt)?’ (17 a0 )

+(1=))° (Z It — 0" dt) (Z If/(tb+ (1 —1) C)|"dt) ;) . (2.7)

1
q

IA

Comme | f'|? est s-convexe sur [a, b], les inégalités (2.2) et (2.3) sont vérifiées. En intégrant

ces deux dernieres inégalités, on obtient

1

JIffta+ (1 -1)C)"dt < Ztslf’(a)|q+(1—t)s!f’(0)|th

0

/aq /Cq
Sl +17(€) (2.8)

et

1

S+ @ =nC)ftdt < j"tslf’(b)lq+(1—t)5|f’(0)|th

0

b)|? )[4
) Ll (2.9)

La substitution de (2.8) et (2.9) dans (2.7) donne le résultat souhaité. La preuve est ainsi

terminée. m
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Chapitre 3

Inégalités intégrales de type

Maclaurin

Dans ce chapitre nous nous intéresserons a une autre inégalité de type Newton-Cotes
a trois points connus dans la littérature par 'inégalité intégrale de Maclaurin qui peut
étre déclarée comme suit :

Pour toute fonction quatre fois contintiment différentiable sur 'intervalle [a, b], on a

b
s (37 (62) +2F (557) +3F (55%)) — 5[/ (w) < G 179l

on /9] = sup |79 ()]
z€(a,b)
Nous notons que les résultats suivants sont nouveaux et sont soumis pour éventuelle

publication.

3.0.6 Inégalités intégrales de type Maclaurin pour les fonctions

S=convexes

Dans cette premiére sous-section nous allons examiner I'inégalité de Maclaurin sous
I’hypothése de la convexité de la dérivée premiére [6]. Nos résultats sont essentiellement

basés sur le lemme suivant :

13



Lemme 3.1 Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I°, a,b € I° avec a < b,

et f' € La,b], alors l’égalité suivante est vérifiée

b
s (BF (05%) +27 (57) +37 (457) — 2 [ f (@) dew
= ba {%%f’((l—%)a—i—%%“’)d%—i—{i(%—1)f/((1—%)%5b+%b)d%
= 2 11— ) 2 52

(e=2) f ((1—%)“7%—1—%%‘%)d%>.

Preuve. Considérons les intégrales suivantes

1
I, = {i%f’((l—%)a—l—%%“’)d%,
1
b= F O30 (0 B2 4 et
0
1
b= L ) i

et
Iy = }%(%— 1) f' (1 = 5¢) “450 + 50b) de.
0

En intégrant par partie I;, on obtient

x=1 1
L = st (L=3)a+ %5aﬁ+b)‘%:0 - ﬁ{f (1= 50) a+ 5>G2) doe
1
= weaf (050) —mma £ (L= s at2g2) doe
5a+b
6
— 2(b3—a)f (5a6+b) _ (b_Qa)2 f f(w) dw. (3.1)

14



De maniére similaire on obtient

a+b
L= gora f (3) + s f (OFF) - f+bf @, (3.2)

a5b

6

I =2l (%) tsoaf (5) —ap | S (@)dw (3.3)

o

et

Iy = z(bzg—a)f(a?b) (- a) f f(w (3.4)

a+5b
6

En additionnant (3.1)-(3.4), puis en multipliant I’égalité résultante par %%, on obtient

le résultat souhaité. Ainsi la preuve est terminée. m

Théoréme 3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) telle que f' €
La,b] avec 0 < a < b. Si |f'| est s-convexe au seconde sens pour un certain s € (0, 1]

fixé, on a

O (52) +2f (58 +37 (459) ~ 2/ \

< st (If (@ ( 3(3)7) (17 (2
+ (35 —2+10(2)) |1 (282)] + 1 0)])

(a+5b) |)

Preuve. A partir du Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, et la s-convexité

au second sens de |f'|, on a

B (55 +2f (33) 457 (52) - 25
5t (7 (= ) e e

) b= 8111 (( 0 25 4 et e

9%@‘

J (@) ds]
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IN

_|_

e = ST ((1 = 30) 252 4 se2) | de

+

f=al

ol |

Q
P NN
O%»—A —~

=

—%)’f’((l—%)at%b—i-%b)‘d%)

s (1= 22" | (@) 45 | 7 (42)[) doe

_|_

(3 =29 (=22 [J7 () [+ | (57)]) do=

+

D (=5 [J (52| 4221 (457)]) doe

N
|

(8 =2) (L= |f (52) | + 22 [ (=52 ]) e

_I_

(3¢ = 3) (L =5 |f (552) | 4227 [ (4522 ]) e

_I._
ot— WIS — = O~ wIw N — = O~ |

+

(1= 3 (1= 52 | (=52)] + 52 | (1)) d%)

(1= 30)" dse + | f' (52| [ 35T dse

1
4

=

ot~

~—
oot

=) (L= e+ |f' (457)]

+
i
—~

ot
f

o
SN—

—_— = o—win O

(5 = 5) (L= 20)" dse + [ f (237)]

(% — 5) 7dx

(8 =) (=5 doe + [ 1 (5]

+ ‘f/ (a2b

_I_

=

—~

S

He:

o

SN—" SN—"
WIwW— = O ~—olw ol

(3= 8) (1= 5) doe + [ £ (=52

W[ — = O— 0w WUt — = ©“~—o00ln

16



L) | ] @) et | (e 3)
8

_I_

O =

L (1= 0t d%) F1F ) f (1 = 50) s

g(s+b1_)é+2) <\f/(a)lj1r\f/(b)\ I <354_2 +4(§)5”) 7 (22)]

(I 2@)7) (17 5|1 (=52)])).

ol nous avons utilisé

s T s s s+2
) (L= e = [ (o= §) s = gl (22+ ()",
8

1 1

et e e
L 1 1 ; 1 +1 1
{Z”SJF = {‘_‘ (L= d = 5y

~ HD(12)

(36— 2) (1 — 5¢)° dse = Z (3 =) o = i (3)
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5
8 1
{ (g — %) 7y = j?: (%— %) (1 —3¢)°dse = m (g) 2 (3.9)
8
et
3
i 5\ s 8 3 1 35—2 5)512
J (o= ) st = [ (3 =) (1= dor = o (32 + (7). 310
8

La preuve est ainsi terminée. m

Corollaire 3.1 Dans le Théoréme 3.1, si on prend s = 1, on obtient

b
S (52) 26 (43) +31 (52) - i (=)=

25(b—a) <64f/<a>+379|f/<5‘1#)|+314\f'(T)l+379!f'(az“)\+64lf'<b>l)

< 288 1200

Théoréme 3.2 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) telle que f" €
La,b] avec 0 < a <b. Si |f'|? est s-convexe au second sens pour un certain nombre s €

0,1] fizé et q,p > 1 et 1 + 1 =1, alors l'inégalité suivante est satisfaite :
P q g

Q%G‘

f ()]

a+b atb a+5b
5 (3 (557) w27 (%57) +3/ (“67)) — 72
1 1
- @l ()" ) ()@ )
< b—a 2 6 2 6
-~ 72(p+1)% ( ( s+1 + s+1

1 1
Y I D CO AN C DI C AT
+ +
8 s+1 s+l .

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité de

Holder et la s-convexité au second sens de |f’|?, on obtient

B (52) 4 2f (5) 437 (52) - /T (@) ]
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s (2 (Jear) (S0 %>a+%5a7rb>\w)q

gl )(;w' »qd%)
) (|

IN

|f/ a+b a+5b }q

i1 Z(l—@pd%)”@\f'( — ) 4 ) \qd%))

VAN
o
©|I
S
/\ /\
=
VRS
=3
e
R
N—
I
Y
—
—~
—~
=
\/
T
+
N,
=
Ul
@
+
(=l
SN—
\_/
ISH
AN
\/

o ~— |

+
RS

1

(1= |7 (S22 |7 (53] )

X

_l’_
o

o ~—oolw o=

(2 _%)pdmz (- g)pd%)

)}q _|_%s ‘f/ (aJ%E)b

X
N\
O\»—‘

+
=
~/

1,1 :
—) <f (L= |7 (5 4 21 1) a0 )
0
I P T C ST IIC DT
- 72(p+1)% (2 ( s+1 +2 s+1

 (mgen’ ((rff<5a:b>\::11ff<z+b>r)3 (m ' +5b>|‘1)5>) |

La preuve est ainsi achevée. m
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Corollaire 3.2 Dans le Théoréme 3.2, si on prend s = 1, on obtient

f ()]

Q Y~

1 a+5b 1
s B () +20 (47) +3/ (%)) — =
1 1
< b <2 (g ) p (LY s
72(p+1)P
grerespe \ o ([ (PCSHP ()T L (L) ()]
+< ; ) (( ) (s N )[4 (o5 |

Théoréme 3.3 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) telle que f' €

L[a,b] avec 0 < a < b. Si |f'|* est s-convexe au seconde sens pour un certain nombre

s€(0,1] firxe et g > 1, on a

b
(S (352 + 27 (52) 31 (552) = 2o (=) ]
< *5 (wonterm) ()"

1
s 1= (1@ (o) el (<) ror
s (e
+

24+2(3)") |7 (+)])

22077 1 (45) \q + (— RIONSIAC DI
Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, propriétés du la valeur absolue module, I'inégalité

Q=

Q=

des moyennes d’ordre ¢, et la s-convexité au second sens de |f'|?, on a

1 1

#(Jpemglae) (e B (- ) )
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IN

1

Q=

+
WU — =

—~
AN

|
ool
N—
—~
—~
—_

|
=
—

IS8

S

+

o
SN—
S
+
NCI)
=
—~
SN—
B
SN—"
QL
AN

N—

+
W0[L0 ~— —
AN
|
ool

) (=5 [ (52" 42 | (“*“))d%)

1y (f (1= 39 (1= 52 | (=3)]* 452 [ O)]) d%) )

+

_l’_
~
o ~— ol
—
oot
X
AN
IS
AN
OOICF\%»—l
—
N
|
oolen
~
xfn
Q
AN
\_/
=
—
)
R
>
~
T e
N—
Q=
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Q|

L _1
= 5t () ()
(i)l_é (<| (a)|q (s+1 |f/ 5a+b |‘1> (s+1 |f/ a+5b |+|f )‘ )(11)
17 4

1

22 ()" | (5)])°

1
5212 (9)") |1 (1) + (58“ #2()) 17 (=2)1)'),

ou nous avons utilisé (3.5)-(3.10). Ce qui achéve le résultat. =

Corollaire 3.3 Dans le Théoréme 3.3, si on prend s = 1, on obtient

)+2f (45 +37 (45)) - /£ (=) ]
1 1
17(b-a) [ s (@)l +2] /(252)|" | @ 2| (<B2) "+ @)\
< 576 (T?( 3 ° + ° 3
1 1
21| f/ (2 ["+usl (50T \ ¢ (157l (e50) [T ()| ¢
+ 408 + 408 :

3.0.7 1Inégalités intégrales de type Maclaurin pour les fonctions

9%@‘

\_/

préinvexes

Dans cette sous-section nous allons établir I’analogue préinvexe de I'inégalité de Ma-
claurin qui est une généralisation des fonctions convexes [7]. Nos résultats sont essentiel-

lement basés sur le lemme suivant :
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Lemme 3.2 Soit [ : [a,a+ 1 (b,a)] C R — R une fonction différentiable sur I° avec

n(b,a) >0, et f' € Lla,a+n(b,a)], alors I’égalité suivante est vérifiée :

1 6a+n(b,a) 2a+n(b,a) 6a+5n(b,a) 1
(o (o) o (g ) wor (M) =

_ aa) <f (1= 30) f' (a+ =20 (b,a)) dse

(5—4%)]" (a—i—3 2‘77(b a))d

Preuve. Considérons les intégrales suivantes

L = i(l—%)f(cw— (b,a)) ds,
L = z(g_@{) F (0t 220 (b)) dox
Iy Z’ (5 — 43¢) f' (a + 225 (b, )) doe,
I, = Z(%—l)f’( + 220 (b, a)) de.

En intégrant par la partie I;, on obtient

»=1

1
L= —gm (=) (a+ 0, a))) _n<§a>{f(a+l%”n(b,a))d%

x=0

= igf (B} -, baff<a+— (b.a)) d>=
6a+n(b,a)

_ 6 6a+n(b,a) 36 6
o n(b,a)f< 6 )_n2(b,a) { f (u) du. (3.11)
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De maniére similaire on obtient

2a+n(b,a)
2
o 15 6a+n(b,a) 2a+n(b,a) 36
e ot () s (1) ] o
6a+n(b,a
6
(3.12)
6a+5n(b,a)
6
_ 9 2a+n(b,a) 15 6a+5n(b,a) 36
Is = 2n(b,a)f( 3 ) + 2n(b,a)f < g ) ~ 72(ba) , +f(b | f(u) du
a+n(b,a
2
(3.13)
et
6 6a+51(b,a) 36 an(ba)
_[4 = n(b@)f ( 6 > - 2 (b,a) ; +5f(b )f (U) du
a+5n(b,a

6

" n(b,a)
En additionnant (3.11)-(3.14), puis en multipliant le résultat obtenu par *;5*, on obtient

le résultat désiré. La preuve est ainsi terminée. m

Théoréme 3.4 Soit f : [a,a + n (b, a)] — R une fonction différentiable sur (a,a + n (b, a))
telle que f" € L{a,a+n(b,a)] et n(b,a) > 0. Si |f'| est préinvexe, on a

<3f (6a+77(b a)) +of <2a+77 (b,a) ) L 3f (M)) — n(;a)ﬁl@’a)f (u) du
< B (|f (@) +If ().

Preuve. Du Lemme 3.2, des propriétés de la valeur absolue, et de la préinvexité de

|f'], on a

f
< b ({ (1= 5| (a+ =20 (b, a))| doe
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IN

il%—ﬁlxl}f’(ﬁ%n(bmﬂd%
+Z|g—4x|}f’(a+562”nba)|d%

[ 1= )11 (0 250 0,0)| )
1 ([ (1= (1= 591 @]+ 25217 @) e
+{!%—4%| (1= 52=) If (@) + 5= | £ (b)) doe
+ I3 = 4] (1= 529 17 @ + 52217 ) e
# ] =) (139 17 )]+ 3 17 0)) )
1 ([ (1) G5 1 @]+ 55517 0)])

—~
[V

— dsc) (B2 | [ (a)| + 222 | £ (b)) de

N
N
|

) (|1 (@) + 222 | (b)) de

5

—~
|
|
W
N

) (B2 f (a)| + S22 | (b)]) dse

+
N
N
|

) (B 1S (@) + 222 | (1)) doe

+

+
p o%»—- DN — = Ol W[wWw— = O ~—0lw

) (S 11 (@) + 5 |1 (0)]) d%)
(1 (o) + | (B)])

—~
—
|

. (f (=) () o (3 1) (22
4] (= 3) (B2 o (3 - 1) (522)
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[ (ase—2) (%)d%JrZ(l—%) (52) dox

2

00|t — =

P @]+ 1 0.

ol nous avons utilisé

z(l—%) (55%) doe = 3, (3.14)
Za_%) (%) dse = L. (3.15)
2(3_4%) (53) e = [ (10— 3) () doe = (3.16)
J (3= (2 de = [ (10 =3) (32) = 3, (a7)
[ (= 3) (53) e = ] (5 0) (52) e = 35 (3.15)
et 5
[ (4= 3) (52) doe = [ (3= 1) (452) e = 5 (3.19)

La preuve est ainsi terminée. m

Corollaire 3.4 Dans le Théoréme 3.4, si on prend n(b,a) = b— a, on obtient :

s (BF (3%) +27 (57) +37 (55) — 72

< (S @)+ 1))

f(u)du

Q\G“
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Théoréme 3.5 Soit f : [a,a + 1 (b, a)] — R une fonction différentiable sur (a,a + n (b, a))
telle que [ € Lla,a+n(b,a)] et n(b,a) > 0. Si |f'|’ est préinvere ot p,d > 1 avec

1,1 _
5—|—p—1,0na

a+n(b,a)
J

é(sf <6a+77(ba)) Lof <M> 4 3f (M)) - f (u) du

1
, (L)% ((lllf(a)l”+|f()l> (\ ()\”+11|f(b)|”>
36 o+1

1

i
+1 (3«s+1§55+1>6 (<2|f a)|p+|f )i +< \”+2|f( ) >§>) (3.20)

Preuve. En utilisant le Lemme 3.2, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité de

Holder, et la préinvexité de |f’|”, on obtient

a+n(b,a)

(6a+ n(b,a ) +2f <M> +3f (M)) _ n(l},a) f f(u) du

IA
B
=

=
5
N

% ((‘Z(l_%)(sd%)é (Z (= ()" + 2| ()]) d%)‘l’

1

<(J @1y @p 21 o) )
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=

(f 1+2% ’f |P 5 62% ’f/ (b)‘l)) d%) g

0

1 5o .
F(famrae) (eI @+ o1 ) i) )
0 0
— 35 (511)3 (<lllf( )\:;rlf’(b)l’))PJr (|f’(a)|”+1;1\f/(b>v’>ﬂ

il (::,wgym)fs <<2|f BT W)i + (Larsarory: )) |

La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 3.5 Dans le Théoréme 3.5, si on prend n(b,a) = b — a, on obtient

%(3f(5“+b)+2f( )+3f( f(u)du

9%@‘

)) — 1
b—a

b—a (1 \3 11\f’(a)\”+|f’(b)|”% [f" ()P +11] " (b)|” ;
S %(ﬁ)é (( 12 ) +< 12 )

1 1 1
1 (35+1455H1\ 3 21/ (@) -+ )\ » lf'(@)|P+2[f'(B)|” \ P
ey (g (et (orarony ),

Corollaire 3.6 Sous les hypothéses du Théoréme 3.5, on a

a+
6a b,a 2a+n(b,a 6a+5n(b,a
é<3f< +Z( ))+2f< +77 )>+3f< +g( )>>_n(b1,a) [ f(u)du
S 7](57@)

; A A AN IO A
s ! (13 (252" (g

Corollaire 3.7 Dans le Théoréme 3.5, si on prend n(b,a) =b — a, on obtient




Théoréme 3.6 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] — R une fonction différentiable sur (a,a + n (b, a))
telle que ' € L{a,a+n(b,a)] et n(b,a) > 0. Si |f'|” est préinvere ot p > 1, on a

=

a+n(b,a)
(3f <6a+2(b,a)) +of <2a+n (ba) ) +3f (%M)) — s [ fudu

, (1 (<8|f’(a)|”+|f’(b)|”>f1’+ (f'(a>|f’+8|f'<b>|f’)3v>
36 2 9 9

1 1
17 863/ (a)|°+361]f'(B)|° ) » 361/ (a)|?+863|f (B)|° \ »
+ 16 (( 1224 ) + < 1224 ) )) : (3'21)

Preuve. En utilisant le Lemme 3.2, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité des

moyennes d’ordre ¢, et la preinvexité de |f'|”, on a

a+n(b,a)

%<3 <6a+( )>+2f(2a+7] >+3f(6a+5nba)>>_m [ f(u)du

<f (= (o5 <b7a>)|”d%>p

" (J:" = d”) E (} (=29 |1 (a+ 520 (0,0)) \ﬂd%) ;>

[ (1= 50) (322) doe 4 |F B))° [ (1= 50) (1) d%)”

=

oo~

>l
=
RS

—~

N

SN—"
—

|

|
N

~

2

—

N—

o —

=



IO | ] (5= 0) (552) e | (1= ) (52) e

=

@ (1) (52) e 1 O 1= ) (52) d%)”>

0

1\1-%
O
_ a0a) (1(<M)+<M)>
36 2 9 9

+ 12 ((863|f’<a>|"+361|f'<b>|p)'1’ + (361\f'(a)|p+863|f'(b)\”> i))
16 1224 1224 )

ol nous avons utilisé (3.14)-(3.19) et

1
|%—4%}d%:f‘g—4%|d%:}—g.
0

O%)—\

Ce qui achéve la démonstration. =

Corollaire 3.8 Dans le Théoréme 3.6, si on prend n(b,a) =b— a, on obtient

s BF (557) +27 (57) +37 (56%)) — 52 ) f (W) du

1 1
ba (1 (BL@PHFOP? | (IF@P 8 OP 2
= ¥<§(<T> +<T>)

+ 1 ((1726““(“)p+722|f’(b)|p>; + (722|f’(a)|"+1726|f’(b)|p) ;))
16 2448 2448 .

Q —
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Corollaire 3.9 Sous les hypothéses du Théoréme 3.6, on a

a+
6a b,a 2a b,a 6a+5n(b,a
(o7 (o) vy (Bges) g (M=50)) — s @)

1
25n(b,a) (Lf (@[ +]f(B)°\ »
< B (lr@rdrer)

Corollaire 3.10 Dans le Corollaire 3.9, si on prend n (b,a) = b — a, on obtient

s B (50) +27 (557) +37 (55%) — o5

9\0“

1
25(b—a) (|f' @)+ (®)I” ) »
f(u) du' < o ( 2 )

3.1 Applications & des moyennes spéciales

Nous considérerons les moyennes des nombres réels positifs arbitraires a, b

La moyenne arithmétique : A (a,b) = aTer
La moyenne p-logarithmique : L, (a,b) = <b;jr11)’—(‘gpzl> a#betpeR{-1,0}.

Proposition 3.1 Soit a,b € R avec 0 < a < b, on a

|34 (A" (2a, %A (a,b)) , A" (2a,2A (a,b))) + A" (2a, A (a, b))

—4L" (a,a+ A(a,b))| < 2AED (ngn =t 4 ppn )

Preuve. L’assertion découle du Théoréme 3.4 avec 1 (b,a) = A(a,b), appliqué a la

fonction f (z) =2"oun >3. m

Proposition 3.2 Soit a,b € R avec 0 <a <b, p>1, on a

BAFTH((52) (552) + AP (0.0) ~ 412 (o)

25(n+p)(b—a) (a™+b™\,
S 2p ( 2 )p

Preuve. L’assertion découle du Corollaire 3.10, appliqué a la fonction f (x) = ze
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Conclusion

Le but de ce mémoire était d’étudier une inégalité ouverte de type Newton-Cotes a
trois points.

Dans la premiére partie, nous nous sommes intéressés a rappeler quelques types de
convexité classique et généralisée ainsi que quelques identités.

Dans la deuxiéme partie nous avons étudié quelques inégalités de type Newton-Cotes
fermées a trois points dont la dérivée premiére satisfait un certain type de convexité
classique.

Dans la troisiéme partie nous avons discuté des nouveaux résultats soumis pour éven-
tuelle publication concernant les inégalités de Newton-Cotes ouvertes a trois points plus
précisément 'inégalité de Maclaurin dont le cas ot la dérivée premiére est s-convexe ainsi

que le cas ou elle est préinvexe.
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