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Abstract

In this memory, we will focus on the study of integral
inequalities of dual Simpson type.

In the first chapter, we recall some definitions of classical and
generalized convexity, as well as some important integral
identities.

In the second chapter, we quote some results concerning
integral inequalities of the Simpson type whose first
derivatives are convex, s-convex in the second sense.

While the last chapter will be entirely devoted to the new
inequalities of the dual Simpson type, we mention that we
have submitted two papers dealing with this type of
inequality, one of which is accepted and the other has
appeared in the journal publication:

“Konuralp journal of mathematics.”

Keywords: Dual Simpson inequality, Newton-Cotes
quadrature, Holder inequality, s-convex functions, bounded
functions, Lipschitzian functions, preinvex functions.



Résumé

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur |'étude des
inégalités intégrales de type dual Simpson.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques
définitions de convexité classique et généralisée, ainsi que
certaines identités intégrales importantes.

Dans le deuxieme chapitre, nous citons certains résultats
concernant les inégalités intégrales de type Simpson dont les
premieres dérivées sont convexes et s-convexes au second
sens.

Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré aux
nouvelles inégalités de type dual Simpson, nous mentionnons
gue nous avons soumis deux papiers traitons ce type
d’inégalité dont I'un est accepté et I'autre est paru dans la
revues publication:

« Konuralp journal of mathematics ».

Mots clés: Inégalité du dual de Simpson, quadrature de
Newton-Cotes, inégalité de Holder, fonctions s-convexes,
fonctions bornées, fonctions Lipschitzian, fonctions
préinvexes.
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Introduction

Les inégalités jouent un role important dans divers branches des mathématiques mo-
derne telles que la théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des statis-
tiques, ’analyse réelle, ’analyse complexe, I’analyse numérique, la théorie qualitative des
équations différentielles et des équations aux différences, etc. Cette derniére représente
un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18°™¢
et 19°™¢ siécle par des éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Cebysev dans
les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapunov,
Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littéraire dans ce contexte
est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une treés bonne description de
I’évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovié, Pecari¢ et Fink [7, 8, 9].

Cette théorie ne cesse d’évoluer dans plusieurs directions et par différentes maniéres.
Des nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, extensions
ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fraction-
naires et discrets.

L’objectif de cette thése est de faire une petite synthése concernant les inégalités
intégrales de type dual Simpson dont les dérivées d’ordre un jouissent d’un certain type
de convexité classique ot généralisée et d’établir de nouvelles généralisations de ce type
d’inégalités intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de convexités classiques et
généralisés pour les fonctions a une variable, ainsi que quelques identités et inégalités
intégrales utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant les inégalités
intégrales de type Simpson dont les premiéres dérivées sont convexes, s-convexes au
second sens.

Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré a des nouvelles inégalités de



type dual Simpson dont ces nouveaux résultats sont soumis pour une éventuelle publi-
cation dans des revues internationales, dont 'un a été accepté pour publication dans la

revue Konuralp journal of mathematics.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, concernant la convexité en peut consulter [10].

1.0.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 ([10]) Un ensemble I C R" est dit convexe si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0, 1], nous avons

tr+(1—t)y e 1.

Définition 1.2 ([10]) Une fonction f : I — R est dite conveze, si

flz+ 1 —t)y) <tf(z)+(1—1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.3 ([2]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite s-conveze au

second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1], si

flz+ (1 —1t)y) <t*f(z)+ (1—1)°f(y)

4



est satisfaite pour tout x,y € I et t € [0,1].

1.0.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation de la notion de convexité

classique, cette derniére a été introduite par Hanson [6)].

Définition 1.4 ([6]) Un ensemble K C R est dit invexe au point x par rapport a n ow
n:KxK—R, s
z+in(y,z) € K

est satisfaite pour tout v,y € K et t € [0, 1].

Remarque 1.1 K est dit un ensemble invexe par rapport an, si K est invexe en chaque

points v € K.

Définition 1.5 ([12]) Soit K est un ensemble invexe sur R et f : K — R une fonction,

f est dite préinvexe par rapport a n, si

flo+tn(y,») <(1—1t)f(x)+tf(y)

est satisfaite pour tout x,y € K ett € |0, 1].

1.0.3 Quelques identités intégrales importantes

Lemme 1.1 ([1]) Soit f : I C R — R une application absolument continue sur I° (I’

est lintérieur de I ) ot a,b € I avec a < b. Alors l’égalité suivante est vérifiée :

e~

g (f(@)+4f (5°) + () — 35 ) f (@) de

1

= (b—a){p(t)f'(thr(1—t)a)dt,
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Lemme 1.2 ([11]) Soit f : I C R — R est une application absolument continue sur I°

telle que f' € L' [a,b], ou a,b € I° avec a < b. Alors l’égalité suivante est vérifice :

(@) 4F (52) £ (1) - 5 @

Inégalité de Holder et inégalité des moyennes d’ordre ¢

Théoréme 1.1 ([7]) Soit p > 0 tel que % + % = 1. Si f et g sont deuz fonctions réelles

définies sur [a,b] et si |f|" et |g|? sont des fonctions intégrables sur [a,b], alors

fir @ g@lds < (f1f ) |pdx)’l’(2"|g<x>rqu);

a

Théoréme 1.2 ([3]) Soient x = (zi);_,, , et p = (pi)i_1,, _, deuz strictement posi-

tives n-uplet et soit g € RU{—o00,+00}, l'inégalité des moyennes d’ordre q pondérés par

p est définie par

Q=

- > pix] pour q # —o0, 0, +00,

ZPki:l
k=1
la] no o\ 2P
min (1, g, ..., Tp) POUT ¢ = —00,

max (1, Tg, ..., Tp) POUT q = +00.
\

Pour —oo < g<r <400, on a

Ml < prlrl,



Théoréme 1.3 ([3]) La version intégrale du Théoréme 1.2 est : pour ¢ > 1 et si |f] et

lg|? sont intégrables sur [a,b], alors

1—1
q

fir@a@lae< ([if@la) *(flr@llor )

a a



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type Simpson

Dans ce chapitre nous étudierons certaines inégalités de type Simpson, dont cette
derniére peut étre déclaré comme suit :

Pour toute fonction quatre fois continiment différentiable sur 'intervalle [a, b], on a

b 4
6 (F (@) +4f (%5°) + £ () — 5o/ f () du) < G || F9.

o |79 = sup 19 ).
z€(a,b)

2.0.4 Inégalités intégrales de type Simpson pour les fonctions

convexes

Dans le travail qui suit Alomari et al. [1], ont discuté a travers 'identité établie par

le Lemme 1.1 I'inégalité de Simpson dont la dérivée premiere jouit de la s-convexité

Théoréme 2.1 ([1]) Soit f : I C [0,00) — R est application différentiable in I° telle

que f' € L' [a,b], oua,b € I aveca <b. Si|f'| est s-convexe in [a,b] pour tout s € (0, 1],



alors l'inégalité suivante est vraie :

(@) Af (52 + £ 1) - S

s - s+2 s—
< (b a) SRt 1 ) |7 1)

Preuve. En utilisant le Lemme 1.1 et la s-convexité de |f’|, on obtient

L(F(a) +4F (52) + £ () — [ f (2) da

1

Jp @) f (tb+ (1—t)a)dt

0

< (b—a)

IN

(b—a)z|t—%||f’(tb—|—(1—t)a)|dt

+(b—a)jj\t—§||f’(tb+(1—t)a)\dt

IN
~

w—wZ!—aaﬂfwﬂ+u—ﬂﬂfmmw

+o=a) [6= 31015 O+ (1= 0| (@) d
= =0 [ G0 @1 O] 001 @)

+(b— a)jz (t=3) &1 O+ Q=1 [f (a)]) dt

_|_
—
S
|
S
~—

(E—1) (1 )| + (1= 0)°|f (a)]) dt

[

_l_
—~
(=
|
S

)

ol — R NIk — oo ol

(t=3) @ G+ Q=1 [f (a)])dt

—s_ 542 s— /
= (b—a) = OE Ty I @)+ 1 O]

La preuve est ainsi achevée. m



Corollaire 2.1 Dans le Théoréme 2.1, si on prend s = 1, on obtient

L(F (@) 4+ A7 (552) + £ (5) — 2 [ F (e) da| < 2217 (@) + 1 )]

Théoréme 2.2 ([1]) Soit f: 1 C [0,00) — R une application différentiable sur I° telle
que f' € L'[a,b], o a,b € I avec a < b. Si \f’\p/(pfl) est s-convexe sur [a,b] pour un

certain s € (0,1] et p,q > 1 tel que % + é =1, alors l'inégalité suivante est vraie

V(@) 4F (52) 1 £ (1) — 5 @

< e (6;$2(§111)>;<(|f @+ 17 ()]

(s41)@

Q=
Q=

(1 =+ 1F O ).

Preuve. En utilisant le Lemme 1.1 et 'inégalité intégrale de Holder, on obtient

(2.1)

(@) 445 (52) 4 1) — o [ f (o

1 ‘

IA
—~
S
|
S

)| [p (@) f (th+ (1= t)a)dt

0

IN

(b—a)

o ~—wi=

[t =1 |f (tb+ (1—t)a)|dt

+
—~
S
|
S
~—

[t =2||f (tb+ (1 —t)a)|dt

IA
=
|
&S
/N
O == g

1 1
P % q
]t—é|pdt> (flf’ (th+ (1 — 1) )|th>
0

+(b—a) (L? |t — g”dt) (? If' (tb+ (1 t)a)th)

= (b—a) (Z(%t)pdtntj(té)pdt) (Zlf’(tb+(1—t)a)lth)

q

+(b—a) (} (gt)pdtJrj(t%)pdt) (}f’(tb—l—(lt)a)th) .



Puisque |f’|? est s-convexe sur [a, ], on a :

T1r @+ (1= pa)ar < LA 22)
et
JIF b+ (1 -ty a) de < LEEIrON (2.3)
Substituons (2.2) et (2.3) dans (2.1) on trouve
b
(@) +Af (D) + () — 2 ) f (@) de

< e (Y (7 @ + 17 (427 + (7 (59 + 17 01 ),

iy \ &G

ce qui achéve la preuve. m

Corollaire 2.2 Dans le Théoréme 2.2, si on prend s = 1, on obtient

L(F (@) +4F (52) 1 £ () - 2o [ f (o

< b‘%(%@fﬁ;) ((u a)|q+|f’( )|>1 <|f’( )|"+|f ))

Théoréme 2.3 ([1]) Soit f: 1 C [0,00) — R une application différentiable sur I° telle

que f' € L'a,b], ot a,b € I avec a <b. Si |f'|? est s-convexe sur |a,b], pour un certain

s € (0,1] et ¢ > 1, alors linégalité suivante est vraie :

s (fl@)+4f (5P +f0 )—%Zf
—Coa) 5y 0([(377) (217) + 35 (217) + 3 (27)] | (0)°

[36(52-&-38—1-2)]% &
+ [5° x 37 x 217 — 65 (27°) — 21 (27°) + 65 — 24] | f' (a)|")

+([B™) @) +3s27) +32)] 1 (@)
) —21(27°) + 65 — 24] | (b)[")

IN

=

Qlm

b

+ [ x 37 x 2! —6s(27°

11



Preuve. En utilisant le Lemme 1.1 et I'inégalité des moyennes d’ordre ¢, on a

IN
—
S
|
S
SN~—

< (b—a)z\t—%||f’(tb+(1—t)a)|dt

+(b—a)?‘t—%|\f’(tb+(1—t)a)|dt
< (b—a) (Z‘ }t—%\dt) (Z\t—é{|f’(tb+(1—t)a)|th>

1
q

(j t%lf’(tb+(1t)a)th> :
2 (2.4)

Puisque | f'|? est s-convexe, on a donc :
it — 2| 1f (tb+ (1 —t)a)|"dt

— 1) (1 O+ (L= 1| (@) db

D=

o ~—or O~—~

_l’_
ol ~—pi= —~

(t=35) (L O+ A=) (o)) dt

3=s)(21-5)43s(21-5)+3(2*
= ( )< 36)(52+i(‘)s+2)) ( ) |f/ (b)|q
55125 3-s%x 21— _65(275)—21(27%)+65—24
oz ) B ) (g0 (2.5)

12



et

[t =2||f (tb+ (1 —t)a)|"dt

G- @O+ 0 =0)1f () dt

= oot Nl — =

(t=3) @1 O + @ =) |f (a)) dt
(370) (210 )+3s(21~)+3(2) 7 (a)]f

+

ol — =

36(s2+35+2)
55t2x 375 %2175 65(275)—21(275)+65—24
T 36(32(+334)r2) ) TRl (2.6)
Aussi, notons que :
1

3 1
Jlt—gldt=[|t—3dt= (2.7)

0 1

2

La substitution de (2.5)-(2.7) dans (2.4) conduit au résultat recherché, ce qui achéve la

preuve. m
Remarque 2.1 Les calculs du Théoréme 2.3 sont erronés.

Une autre variante de I'inégalité de Simpson a été proposée par Sarikaya et al. [11],

cette derniére s’appuie sur le Lemme 1.2.

Théoréme 2.4 ([11]) Soit f : I C [0,00) — R une application différentiable sur I° telle
que ' € L'[a,b], ow a,b € I° avec a < b. Si |f'| est s-convexe sur [a,b] pour tout s €

(0,1] et ¢ > 1, alors linégalité suivante est vraie :

f () de

Q%Q“

6 (f(@) 47 (57) + 7 () — 75
—a (5175 ) (2x5° 24 (s—4)65T1 (254 7)3° ] ¢ (2541)3°714
S (%) ! {( 3xgs+1(s+1)(s+82) |f ( )| 3><658+1 s+1)(s+2) |f ( )| >

1
(25+1)3°F142 q | 2x55F24(s—4)6°+! —(2547)35F1 q\4
(3 63+1(5+1 s+2) |f ( )’ + 3><63+1(s+1)(s+2) |f, (CL)| > }

|@‘
Q=

[\

+

13



Preuve. En utilisant le Lemme 1.2 et I'inégalité des moyennes d’ordre ¢, on a

IN
T
S

15 =317 (5o + Fra)[ + |5 = 5| 1f (Bra+ 510) ] dt

IN
k=l
1\3|I
S
A ot—r
VRS
o~
N[+
|
W=
oY
~
N———
—_
|
Q=
VRS
o=~
DN |+
|
W=
i
—~
—_
“ff
S
+
_
R
s
SN—
<
QL
H-
N———
Q=

(=) (1=l e %b)\w)é}- 28)

Puisque | f’|? est s-convexe sur [a,b], on a

7 (5t )| < (501 @) + (5" 1 O] (2.9)
et

|f (Fra+50) [T < ()71 @I+ (59)° [F () (2.10)

Substituons (2.9) et (2.10) dans (2.8), on obtient

B+ (5 1 (@] dt)q)

1 1= 1 3
(Fis-sta) ™ ((J-s 10wy @r -+ 2y ona) |
- () { (BRI | ) + S | @)’

1
2s+1)3° 142 2x55H24 (s—4)6°+1 —(2547)3°+1 a
(3 (GSjl )s+1 ;2 /" (b )|q + = 34;(6s+1)(s+1)(8(+24)r : s (a)|q> } '

(VAN
o
w|\
IS}
—_—— Tk
VRS
o S—
N[+
|
Wl
QL
~
e Ne—e——
_
|
Q=
VRS
N
O%»—l
N+
|
Wl
—
w|“
N
w
=

+

+

La preuve est ainsi achevée. m

14



Corollaire 2.3 Dans le Théoréme 2.4, si on prend s = 1, on obtient

L (F (a) £ 4F (22) 1 F () = 2= [ f (2) da

1 1
< bea (e [ (Ir@r (SN (e o
= 12 \ 3(p+1) 2 + 2 :

Théoréme 2.5 ([11]) Soit f: 1 C [0,00) — R une application différentiable sur I° telle

que f' € L'[a,b], ot a,b € I° avec a < b. Si |f'| est s-conveze sur [a,b] pour tout s €

(0,1] et g,p > 1 et i + é = 1, alors l'inégalité suivante est vraie :

b
s (fa)+4f () +F(b) — 52 [ f (x) da
1 1
< (0-a) (12 v (2F1=1)|F B 7+ £/ (a)|? | @ i (25H1=1) | () |+ £/ ()]
— 12 3(p+1) 25(s+1) 25(s+1) :

Preuve. En utilisant le Lemme 1.2 et par I'inégalité intégrale de Holder, on a

IN
7
IS

VAN
o
w||
Q
A ot~
Y
o~
N+
|
W=
i
QL
~
N———
=
7N\
O\»—‘
=
—~
_
|
S
+
—
<[
IS
SN—
e
QL
~
N——
|

e(b-sra) (i esassora)h
0 0

Comme |f’|? est s-convexe sur [a,b], on a

7 (4 5t < (50" 1 @ + (571 O] .11
et

|f (Fra+50) [T < ()71 @I+ (9)° [F () (2.12)

15



En substituant (2.12) et (2.13) dans (2.11) et en calculant les intégrales du coté droit de

I'inégalité résultante, nous obtenons le résultat souhaité. La preuve est ainsi terminée. m

Corollaire 2.4 Dans le Théoréme 2.5, si on prend s = 1, on obtient

L(F (a) +4F (52) + £ (8) — o [ f (2) da

< e (pam)r {(M) + (M)}
— 12 3(p+1) 4 1 .

16



Chapitre 3

Inégalités intégrales de type dual

Simpson

Dans ce chapitre nous nous intéresserons a une autre inégalité de type Newton-Cotes
a trois points connus dans la littérature sous le nom de inégalité intégrale de type dual
Simpson qui peut étre déclarée comme suit :

Pour toute fonction quatre fois contintiment différentiable sur 'intervalle [a, b], on a

f (w) du| < eSO p@)

5 (2F (7) = £ (57) +27 (%)) - o

Q\@‘

on /9] = sup |79 ()]
z€(a,b)
Nous notons que les résultats suivants sont nouveaux et sont soumis pour éventuelle

publication.

3.0.5 Inégalités intégrales de type dual Simpson pour les fonc-

tions s-convexes

Dans cette premiére sous-section nous allons examiner I'inégalité de dual Simpson sous
I’hypothése de la convexité de la dérivée premiére [4]. Nos résultats sont essentiellement

basés sur le lemme suivant :

17



Lemme 3.1 Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I°, a,b € I° avec a < b,

et f' € L' [a,b], alors I’égalité suivante est vérifice

S ()~ 1 (45 +27 (552) — o/ )

= ’)1——6‘1(}tf’((l—t)aﬂ?%“’)dwz(t—g)f’((l—t)i’“‘T“’H“T“’)dt

_l_
O%»—A
-~
+
Wi

)f’((1—t)%?+t%%)dt+i(t—1)f’((1—t)%3”+tb)dt).

Preuve. Considérons les intégrales suivantes

~
i
Il

tf ((1—t)a+t3%2) dt,
(t—=2) f ((1 —t) 2t 4 patb) g,

Is

o
I
O O—r O—+

(t+2) f((1—t) 2t + 232

et

~
G%H

(t—1) f' ((1—t) 3 + 1b) dt.

En intégrant par partie /;, on obtient

1
L = &~ f((l—t)a+t3a+b)\t O—ﬁff((l—t)ath?’“T“’)dt
0
1
— ﬁf(?;a-i-b)_bif (1—ta+t3a+b)dt
0
3atb
4
= () - ol | f(w)du. (3.1)
De maniére similaire on obtient
a+b
2
L= =505/ (%) + 5520 f () — gl | fw)du, (3.2)
3a-tb
4

18



T4
I3 = o a)f(a+3b) (bSG)f(aTer) _ﬁ fbf(u)du (3.3)
%
et
b
Iy = ﬁf (%gb) - (biif f f (u) du. (3.4)
a+3b
4

7@

“Ig’» on obtient

En additionnant (3.1)-(3.4), puis en multipliant ’égalité résultante par

le résultat souhaité. Ainsi la preuve est terminée. m

Théoréme 3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) telle que f" €
L' [a,b] avec 0 < a < b. Si |f'| est s-conveze au second sens ot s € (0,1] est un nombre

fixé, alors

f(u)du

s F () — s () + 27 (49%) -5

< bl__ﬁa (m |f’(a)| + sisf)r(lsow) |f/(3a+b)‘ + 3(5181§134+2 ‘f ( )‘

+ it [ ()] + e 1/ O))

Q\G"

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, la valeur absolue et le fait que |f’| est s-convexe

au second sens, on obtient

5 (2F () = 1 (57) +27 (59%) — 7/ (W) du

Q%@‘

< %@ﬂf (<1_t>a+t3“+b>\dt+f 0 [£1 (0= 0) 22+ peg2) e
+z(t+§)|f’((1—t)“7+”+t%3b)\dt+{(1—t)]f’((l—t)%?’bﬂb)]dt)
< s (Je(a—or 7@+l () a
] G (=07 (220 [+ 0| (52) ) e

19



1

[ (3 (=077 () [+ 2 (52)]) at
+Z Q=0 (= |7 )]+ 017 o) @)
= (e 1—t>8dt) |f'<a>|+({ts“dt+f G0 i) ||
+ (Z —1) tSdt+f (t+2 t)sdt) | (“32)|
+ (j (t+2 tSdt+f t“dt) | £ (52) |+ (0 JA=t)tdt ) |f (b)l)

0
— 52 (e P @1+ i /2 )| 4 it | (422)]

O |1 (2] + e (0 >r)

ol nous avons utilisé

1

{t(l —t)*dt = zts (1-t)dt = e (3.5)
jtS“dt = } (1—t)y*dt = 2L, (3.6)

0 0
Z(g—t) (1—t)dt = Zts (t+2) dt:%, (3.7)
its Gt — Z<t+§) (1= ) dt = 2T (3.8)

La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 3.1 Dans le Théoréme 3.1, si on prend s = 1, on obtient

L (2f (3u2) _ f (ut) 4 2f (= >—I+Zf
6|f

< S (17 @I+ 6 [FCE)] +6 [ (552) | + 6 [ (<F)| + 1/ ®)]) -

Théoréme 3.2 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) telle que f' €

L' [a,b] avec 0 < a < b. Si|f'|? est s-conveze au second sens ou s € (0,1] est un nombre

20



fixé et ¢ > 1 avec % + % =1, alors
5 25 (57) = £ (257) 21 (+5%)) - %

- @I+ (252 ‘
< b—a
~ 16(p+1) ( ( 1+s ) < 1+S )

1
b (e <(|f'<3a+b>| Hr(e)” ) (|f'< ) (=) )))
3p+1 1+s 1+s '

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, la valeur absolue, 'inégalité de Holder et le fait

Sl

que | f'|? est s-convexe, on obtient

S () = 7 (o52) 28 (52) = o5

}\f'(<1_t>a+t3a7+b)\th>”

IN
H|T
)
N\
ot—r
~
3
QL
~
~~

‘f/ ((1 t) 3a+b ta+b |q dt)
}f/ ((1—t) a+b_|_ta+3b ‘q )

(l—t)pdt>p (1 =t) 23 4 ¢p) | at )

INA
il
2

ey ((f (1=t |f @ + £ |1 (22| )dt)

0

r(EE) ((Fa-olr e e )’
F(Fa-rirer e e a))
iy

= b= (( |‘1]1“ 1—t)"dt + | (342)| Zt‘*dt)}z

o S— =

(=l (o i o))

(p+1)p 0
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1

1 q
#(25) (1 G J -t |7 (=) )
0
(5”;,31”1) <|f’ (1—t)°dt+|f (“+3b)jqft3dt>
1 1 : O
+<|f’(%3b)\qf (1—t)"dt+|f'( )]qftsdt)>
0 0
b (f«a»urf'(%f)i(rf'<az3b>\q+|f'<b>w)3
16(p+1) 1+s I+s
1 1
() <(|f<3a+b>|1;|f< Y () >>) |

La preuve est ainsi achevée. m

1
q

Sl

Corollaire 3.2 Dans le Théoréme 3.2, si on prend s = 1, on obtient

S ()~ 7 (4) +2F (552)) o ()

1 1
< _b=a @GNy () e ©
= 16(p+1) 2 2

1 1
o () <(|f’(33“’>\q+|ff(“;b)|q)q + (|f’<“¥">lq+|f'<azsb>|q) >)
3pt+1 2 2 '

Théoréme 3.3 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) telle que f' €

Sl

L']a,b] avec 0 < a <b. Si|f'|? est s-convexe au second sens pour un certain s € (0,1]
ou g > 1, Alors

(2 (Btt) — f (52) + 27 (452)) — 2 [ f (u) du

b—a

1 1
< bma @) ([ (L@l CeT) e (el () o) ¢
= 16 \7 (s+1)(s+2) (s4+1)(s+2)

1 1
T (((55*7>|f'<sa4+b>|Q+<zs+7>|f'<z+b>lq)q + ((25+7>\f'<%“>|Q+<55+7>|f'<az%>'q) >>
3(s+1)(s+2) 3(s+1)(s+2) )

22



Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, la valeur absolue, I'inégalité des moyennes d’ordre

q et la s-convexité au second sens de |f'|, on obtient :

(2 (B2) — f (5£2) + 27 (“52)) — 2L [ f (u) du

1

VA
H|°f
IS
VR
—
~
Q.
~
~~_
—_
|
VR
—_—
~
s
—
—
|
N
s
+
~
w
IS
+
o
SN—"
_Q
QL
~
~~_

0 0
1 A H
H(fa-na) (Ja-0lr@-o=pep)a)
0 0
1 -4 /1 :
H(Jerpa) (Jerplr@-nseepra)
0

—~
—
|
~

(1—t)\f’((l—t)%%ﬂb)\th)q)

+
N

(VAN
7
)
/\ O%)—‘ o
o S—

) (

(Jeta=orir@rsels (547 i)

—_
[=2]

~
[
N—
—_
|
Q=
D%*—‘

=) (=0 | () e () i)

—~
(SR
~
—
|
Q=
YRR
—~
wlot

—r OoY—~

(3 (=t |7 R+ |7 (=) )

— -
[ [N BN
~ ~—
,_. —
|
.qp_. Q=
A /\
O%H o

=0 (A= [f (=) "+ 1/ O dt) )

G-9r)’
(t+2) tSdt)

1
q

FQ (e tas ot aror fa-oea))

1 1
_ b ((1)1—31 ((f’(a)q+(s+1>!f’(‘°’“f”)|q) t ((s+1 () +f’(b)|q> ‘J>
16 2 (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
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+

DI

1
)1—3(@swﬂﬂ@ﬁWNqH%+ﬂVT”?Nq)q

3(s+1)(5+2)
1
b (el e ) )
3(s+1)(s+2) ’

ot nous avons utilisé (3.5)-(3.8). La preuve est ainsi achevée. m

(SN

+

Corollaire 3.3 Dans le Théoréme 3.3, si on prend s = 1, on obtient

B (252) 4 21 () + 3 (52) - 5% 1 (=) ]

1
< b ((If’a)|q+2|f’ (35:2) ) <2|f’ (252)|"+ If’(b)|q>q
= 32 3
1 1
4| #r(3atd) |94 g| £/ ( atb)|? q 3 4 a+3b q
+§<( (2 >r7+|f<2>\) +(|f< )l (e >\) ))

3.0.6 Inégalités intégrales de type dual Simpson pour les fonc-

tions préinvexes

Dans cette sous-section nous allons établir I’analogue préinvexe de I'inégalité de dual
Simpson qui est une généralisation des fonctions convexes. Ces résultats ont fait ’objet

de la publication [5] et sont essentiellement basés sur le lemme suivant :

Lemme 3.2 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] C R — R une fonction différentiable sur[a,a + 1 (b, a))

avec ) (b,a) > 0, et f' € L' [a,a +n(b,a)], alors I’égalité suivante est satisfaite :

a+n(b,a)
% (2f (4a+z(b,a)> . f <2a+g( > + 2f (4a+317 ba)>) . n(;,a) f f (U) du

_ alba) (Z (1—t) f (a+ 5ty (ba )dt+f( 3) [ (a+ T (ba))dt

) 7 (a+ 22t (ba)dt+f (t—1)f (a+ 22 (ba))d)

+
D%H
-~
+
Wi
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Preuve. Considérons les intégrales suivantes

I, = Z(l—t)f’(wr%n(b,a))dt,
L — Z(t—g)f(aJrl*t (b, a)) d
L - z(t+§)f(a+2“ (b,0)) d

et

En intégrant par la partie /1, on obtient

Lo s =01 ok S 0)|| = i £ at St d
= i) () - baff(a+— (b, a)) dt
da+n(ba)
= o <4a+2(b’a))—(n(§,i))z z f (u) du. (3.9)

De maniére similaire on obtient

t=1

sl )

I = sa (6= 3) f(a+ 5t (b))

t=0

2a-+n(b,a) 20 4a+n(b,a) 4 1
"~ 3n(b, a)f < 77 ) + 37](b,a)f ( Z ) B n(b,a){)‘f (a + %T] (b’ a)) dt

2a+n(b,a)
2
_ 20 da+n(b,a) 8 2a+n(b,a) 16
= gl () - g f () - gty [ Twdu (310)
da+n(b,a)
4
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t=1

j (a + 2+t n (b, a)) dt

— 20 4a+3n(b,a) 8 2a+1n(b,a) 4 ot
= Z0a! < i ) ot < 3 - n(b,a){f (a+ 2y (b,a)) dt
(b,a)

)
)

I = 5o (t+3)f(at 3 n(ba))

n(b,a

4a+3n(b,a)

4
f <2a+g ba ) _ (n(bl?f(il))2 [ f(wdu (3.11)
2a-+n(b,a)
2

_ 20 f<4a+3n(b,a)) 8
— 3n(ba) 4 3n(b,a

et

t=1

}f (a+ 2y (b,a)) dt

~ nba
i—o  "ba) 0

1
o 4 4a+3n(b,a) 4 3
- n(bﬂ)f( 1 ) - n(b,a){f (a+ 25t (b, a)) dt

L= g (= 1) 1 (at 2 0,0)

oy 4a+3n(b,a) 16 e d 3.12
= 4 ~Gwar, S Flude (312

4a+3n(b,a)
4

" . 1 , n(b,a)
En additionnant (3.9)-(3.12), puis en multipliant le résultat obtenu par 5,

le résultat désiré. La preuve est terminée. m

Théoréme 3.4 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] — R une fonction différentiable sur [a,a + n (b, a)]
telle que ' € L' [a,a+n(b,a)] avec n(b,a) > 0. Si |f'| est préinveze, alors

a+n(b,a)

(o () - () sy (559) - g™
< B (| (@] + 11 O -

Preuve. En utilisant le Lemme 3.2, la valeur absolue et le fait que |f’| est préinvexe,

on obtient

a+n(b,a)
% (2 <4a+7zl(b,a)> . f <2a+g(ba ) + 2f <4a+3n ba))) _ n((},a) f f (U) du

f
< b (i(l—t)\f/(aJr%n(b,a))\dtJri(g—t) 1 (a+ Lt (b, 0)) | de
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+i(t+§) K (a+%<b,a>)\dt+z‘<1_t>|f (a+%n(b,a))\dt)

< 10a) (f (1= 1) (B2 (@) + 52 |7/ (0)]) dt
+[ (3 —t) B2 (@) + 2L f(b)]) dt

(22) dt + Z (1= (%) dt))

et

La preuve est ainsi achevée. m

(3.13)
(3.14)

(3.15)



Corollaire 3.4 Dans le Théoréme 3.4, si on prend n(b,a) = b— a, on obtient :

b
5 (2F (355) — £ (52) +2f (=52) — 722/ f (wydu) <22 (F (@) + | ().
Théoréme 3.5 Soit f : [a,a+ 1 (b, a)] — R une fonction différentiable sur [a,a + n (b, a)]
telle que f' € L'[a,a+n(b,a)] avec n(b,a) > 0. Si |f'|* est préinvexe ou ¢ > 1 avec

1,1
5+Z_1’ alors

% <2f (4a+z(b,a)> . f (2a+g(b,a)) + 2f <4a+31](b,a))> . n(;ya) f f (U,) du

1
1 ¢
< _nba) (55+1—25+1)5 (If’(a)\<+\f/(b)|<>
= 8(6+1)8 L+ (T 2

Preuve. En utilisant le Lemme 3.2, la valeur absolue, I'inégalité de Holder et le fait

que |f’ |< est préinvexe, on obtient

% <2f (4a+z(b,a)) N f (2a+g(b,a)) + 2f <4a+3;7(b,a))> . n(;’a) f f (U) du

wlout
~
~—
59
QU
~
N—
- =9

[\
—
9\
(%)

i §
VR
VR
o S—
—~
|+
H
:
v
v

'aY

(3517 @[ + 142 1P o)) dt)

O%»—‘

1
5O+1_9d+1 35
+ ( 36+1
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Pl

#(252) (] (31 @F + 20 @)

0

+(J (21 @F 2 o) a) )

0

=t (| @ 2t 0 i)
0

16(6+1)9 0
A WAt i
( 36+1 ) |f (CL) f

0
1
50+1_25+1 g / 2t 1(p\|S 12+t ¢
+ ()T (17 @I e+ |70 ] 2t
0
1
11 1 + <
(1w a0 )
0 0
: :
_ _nba) <7|f’(a)\<+\f'(b>|<> +(|f’<a>\<+7|f'(b>\<)
16(54+1)3 8 8
3 sl 7 o)C\ € sl £ o) C €
b (e (<5|f( ISEICL R ERCISLIC ><)) (3.16)

En utilisant I'inégalité discréte de moyennes d’ordre ¢, il s’ensuit :

|

SN—
"N
O—r Oo-—~

1 1 1
(a)S N (a)¢ N 1-1 ¢
<7|f( )+ 0) ) n (If( A+ TIf ) > 2 (|f (@) + |/’ (b)|<> (3.17)
et
1 1 %
/ ¢ (p ¢\ ¢ / ¢ (p)¢\ ¢ 1—1
<5|f (@)l°+317'0) )< I <3|f (@)l°+517'0) )c ! <|f (@) + |/ (b)|<> . (3.18)

Substituons (3.18) et (3.19) dans (3.17), on obtient

a+n(b,a)

(o (tegtd) = (gtet) g (40)) — iy [ S

l ! ! C
< _nlba) <55+1,25+1) 5 I (@)|*+1f" (b)]
= et T ? 7
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qui est le résultat recherché. La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 3.5 Dans le Théoréme 3.5, si on prend n(b,a) = b — a, on obtient

f(u)du

Q%@‘

5 (2F (7)) = £ (597) +27 (%9%) — 55

1

1 : €\
< _=a) (55“,25“) 5 ([ L@+ )]
= 8(4+1)3 (1 + 3 2

Théoréme 3.6 Soit f : [a,a + 1 (b, a)] — R une fonction différentiable sur (a,a +n (b, a))
telle que f' € L' [a,a +n (b, a)] avec n(b,a) > 0. Si |f'|° est préinveze ou ¢ > 1, on a
a+n(b,a)

%<2f(4a+1<b,a))_f(w>+2f(w>>_m f f (u) du

1
51(b,a) (\f’(a>|<+|f'<b)\<>f
24 2 :

<

Preuve. En utilisant le Lemme 3.2, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité des
moyennes d’ordre ¢, et la préinvexité de | f’ \C, on obtient

a+n(b,a)

’% (2f (4a+z(b,a)) _ (2a+n( ) +2f (M)) - m { f(u)du
(Ja-0lr @+ 50 0.0)f @)

(=) | (a+ 1 (b,a))\cdty

=

A

=

SIE
— 7 N
VR
o S—

S

—_

|

~

N—

QL

~
~~_
T

2) }f’ (a+Ztn(b,a)) |C dt) ‘

(f(1—t)\f'(a n(b,a))|* dt )

)
AU )

< Tl(féa (% (‘zl_t 3+t|f()
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LTG0 (@) o)
PO D) (17 @F o) a)
@ <f (1=0) (51 @I + 217 0)) dt) )

O t—
—~
—_
~
N—
—~
—
~[
~—
QU
~
\_/
s

= 2 ((%)1‘é (!f’( >\Sz<1—t>( i+ (1 0)f

e

@ (17 @S G- ><%>dt+\f'<b>|<Z<§—t><%>dt)
(1@ 63 a0 s e a)

+ ) (I @ 1—t<IT>dt+\f<>|<_Z<1—t><%>dt)é)

s ((aresgron)t (o)’

1 ((aragare) | (srasgereryt)) o1

ol nous avons utilisé (3.13)-(3.16). En utilisant l'inégalité discréte de moyennes d’ordre

q, il s’ensuit :

S|

(M)f I (\f’(a)lgzﬁ*lf’(b)IC)Z gl-t (,f (@) + \f’(b)F) (3.20)
et

/ ¢ / < ¢ ’ ¢ ’ ¢ : 1-1 2
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Substituons (3.21) et (3.22) dans (3.20), on obtient

a+n(ba)

1 <2f (4a+z(b,a)) ¥ (M) +of <4a+377(ba)>> — i { f (u) du

1
su(b.a) ((1f/(@ B ¢
< T < 2 >

Y

qui est le résultat recherché. La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 3.6 Dans le Théoréme 3.6, si on prend n(b,a) = b — a, on obtient

(2F (252) - £ (252) + 2F (552)) - oL f (wy ] < 2 (Lt

Q%@‘

3.1 Applications & des moyennes spéciales et des qua-

dratures d’intégrations

3.1.1 Applications a des quadratures d’intégrations

Soit T une partition de points de I'intervalle [a, b] définie comme suit a = xy < z7 <

.. < x, = b. Considérons la formule de quadrature

b

J I (w)du=X(f,T)+R(fT),

a

ou
n—1

a:7+1 T 2f 33: +a:7+1) _ f (mi+;c7;+1) + 2f ($i+i$i+1)> ’
=0

et R(f,T) désigne l'erreur d’approximation associée.

Proposition 3.1 Soit n € N et f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) ou

0<a<betf €L a,b]. Sil|f'| ests-convere au second sens pour un certain mombre
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fizé s € (0,1], on a

,_|

[R(£T] < Z mm — <s+1)1(s+2) |f,($i)|+ sile)rlsOH |f %ZIZH)’

_I_

3(sill—le)r(1j+2) |f ($i+2wi+1)} + 3(8i81+)(150+2) |f ($Z+3$L+1)| + (s+1)(s+2) |f (x1+1>’>

Preuve. En appliquant le Théoréme 3.1 aux sous-intervalles [z;, x;11] (i = 0,1,...,n — 1)

de la partition T, on a

Ti41

s (of () — g () 2f (2550)) = [

(it1—2i) 1 85410 3z+z 4s5+14 it
< . Jr116 : <(s+1) s+2) |f/(x7’)| + (s+slJr s+2) ‘f T +1 ‘ + 3(s+81§(s+2) |f/ (x ;Jrl)‘

8s Ti+3z;
+ 3(S+1§150+2 }f ( 4 +1)| + (S+1)(s+2) ’f (szrl)‘) : (322)

En multipliant les deux cotés de (3.23) par (z;41 — x;), puis en additionnant les inégalités
obtenues pour tout ¢ = 0,1, ...,n — 1 et en utilisant I'inégalité triangulaire, nous obtenons

le résultat souhaité. m

Proposition 3.2 Soit n € N et f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) ot

0<a<betf €L a,b]. Sil|f'| est une fonction conveze, on a

[aary

n—

[R(f,0)] < 2estmmid (1 ()| 4 | (wia)]) -

A

I
<)

Preuve. En appliquant le Corollaire 3.4 aux sous-intervalles [z;, z;41] (1 = 0,1, ...,n — 1)

de la partition T, on a

Ti+1

(mi+§—$i) (2f (3331"21’1'-&-1) —f (L;Hl) +2f (“"'i’lﬁ)) — f f(u)du

< S (1 ()] 4 [ (i) (3.23)
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En multipliant les deux cotés de (3.24) par (z;41 — x;), puis en additionnant les inégalités
obtenues pour tout ¢ = 0,1, ...,n—1 et en utilisant 'inégalité triangulaire, nous obtenons

le résultat souhaité. m

Proposition 3.3 Soit n € N et f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) ow

0<a<betf €L ab]. Si |f’|< est une fonction convexe avec ( > 1, on a

—_

n—

1
5(xip1—x; "z; ¢ s ¢\ ¢
|IR(f,T)| < (i1 ) <|f( 4 i) ) _

s
Il
=)

Preuve. En appliquant le Corollaire 3.6 aux sous-intervalles [z;, ;1] (i = 0,1, ...,n — 1)

de la partition T, on a

Tit+1

(xi+§*9€i) (2f (3%2&“#1) —f (‘rﬁ;i“) +2f (%)) - f f(u) du

1
S(@ivi—zi) (|f @)+ (@irn)°) €
< Sl ( o)< (3.24)
En multipliant les deux cotés de (3.25) par (2,41 — x;), puis en additionnant les inégalités
obtenues pour tout ¢ = 0,1, ....,n— 1 et en utilisant I'inégalité triangulaire, nous obtenons

le résultat souhaité. m

3.1.2 Applications & des moyennes spéciales

Nous considérerons les moyennes des nombres réels arbitraires a, b

La moyenne arithmétique : A (a,b) = %2, 1
pp+1_gp+1 > P

i (=a) , a,b > 0,a # betp €

La moyenne P-logarithmique : L, (a,b) = (
Rv{—1,0}.
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Proposition 3.4 Soit a,b € R avec 0 < a < b, on a

134 (A™ (2a, 1A (a,b)) , A" (2a,3A(a,b))) + A" (2a, A (a, b))
—4L" (a,a+ A(a,b))|

< 251&276) (nanfl + nbnfl) )

Preuve. L’assertion découle du Théoreme 3.4, appliqué a la fonction f (z) = 2" en

prenant 7 (b,a) = A (a,b) avecn > 3. m

Proposition 3.5 Soit a,b € R avec 0 <a <b et p>loun>2p, ona

BAF((252)  (52)) 4+ A5 (a,0) — 4LL 1, (a,D)

n
p+1

25(n+p)(b—a) (a"+b"\ 7
< = ()

Preuve. L’assertion découle du Corollaire 3.5, appliqué a la fonction f (z) = zo
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudier les inégalités ouvertes de type Newton-Cotes a
trois points. Plus précisément seul de dual Simpson.

Dans la premiére partie, nous nous sommes intéressés a rappeler quelques types de
convexité classique et généralisée ainsi que quelques identités.

Dans la deuxiéme partie nous avons étudié quelques inégalités de type Newton-Cotes
fermées a trois points dont la dérivée premiére satisfait un certain type de convexité
classique.

Dans la troisiéme partie nous avons discuté des nouveaux résultats soumis pour éven-
tuelle publication concernant les inégalités de Newton-Cotes ouvertes a trois points plus
précisément I'inégalité de dual Simpson dont le cas ou la dérivée premiére est s-convexe

ainsi que le cas ou elle est préinvexe.
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