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Notations

Nous regroupons quelques notations qui seront utiles dans notre travail.
e C : L’ensemble des nombres complexes tels que :

C={o+it:(o,t) € R*}.

e s = 0 + it, désigne un nombre complexes, tel que :
* o est la partie réelle du nombre complexe s.
* t est la partie imaginaire du nombre complexe s.
e N : L’ensemble des entiers naturels {0,1,2,3,...}.
e N* : I’ensemble des entiers naturels positifs {1,2, 3, ...}.
e P : L’ensemble des nombres premiers.
e 7 : L’ensemble des nombres entiers relatifs.
e Si m et n sont deux entiers, (m,n) désignera leur pged.
e Pour ¢t € R, [t] désigne la partie entiére du nombre réel "¢” et {t} désigne
la partie fractionnaire du nombre réel ”t”.
e "d | n” signifie "d” divise n, ”d{ n” sa négation i.e. ”d” ne divise pas "n”.

° ”Z?O‘Hn77 signifie 7’po‘/n” et ’7pa+1 )(nn.
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Introduction

En mathématiques, la fonction zéta de Riemann notée ((s) a été nommeée par le mathéma-
ticien Bernhard Riemann. C’est une fonction a variable complexe et ses applications en théorie
des nombres, en particulier I’étude des nombres premiers, se sont avérées essentielles et elle joue
un role important en arithmétique.

Bernhard Riemann est considéré comme le premier a étudier la fonction ¢ pour la variable
complexe s € C. Il a bénéficié du développement de la théorie de I’analyse complexe aux mains
d’éminents scientifiques tels que Cauchy (1789-1857) et Carl Weierstrass (1815-1897). Riemann
est considéré comme 1'un des fondateurs de cette branche des mathématiques.

Les nouvelles méthodes de Riemann, qui n’étaient pas a la disposition d’Euler, lui ont permis
d’étudier la fonction sur d’autres domaines et de trouver des relations mystérieuses et des secrets
qui prouvent la relation étroite de la fonction zéta avec les nombres premiers.

Fonction zéta de Riemann pour une variable complexe :

=1
C(s)=)> —, Re(s)>1
n=1

Dans ce mémoire, il s’agit d’exposer le prolongement analytique de la fonction zéta de
Riemann, définie sur ¢ = Re(s) > 1, a tout le plan complexe sauf en s = 1, et ceci par
étapes et de différentes maniéres.

Au premier chapitre, on exposera des outils mathématiques d’analyse réelle et complexe,
utiles & notre étude, tels que la notion de fonction arithmétique, 'intégrale de Riemann-Stieltjes,
le théoréme de sommation d’Abel, les nombres et polynémes de Bernoulli, puis le développement
d’Euler-Maclaurin et enfin, la fonction gamma.

Au deuxiéme chapitre, on donnera une présentation succincte de la série de Riemann sur le
corps des réels, puis de la fonction zéta sur le corps des complexes. On y expliquera la notion
du prolongement analytique.

Au troisiéme chapitre, on présentera tout d’abord le prolongement de zéta, sur le demi-plan
complexe ¢ = Re(s) > 0 de deux fagons différentes, puis le prolongement analytique sur tout
le plan complexe sauf s = 1. Enfin, on achéve avec des informations importantes sur la fonction
zéta ainsi que sa relation avec certaines séries de Dirichlet, ses zéros et la conjecture de Riemann.

iv



Chapitre 1

Outils mathématiques d’analyse réelle
et complexe

1.1 Fonction arithmétique

Définition 1.1.1 ([1]) Une fonction arithmétique est une application définie de N*dans C.

On distingue deux types de fonctions arithmétiques :

1.1.1 Fonction arithmétique additive

Définition 1.1.2 Une fonction arithmétique f est dite additive, si et seulement si :
fnm) = f(n) + f(m) si (m,n) =1. (1.1)

Fonction complétement additive

Définition 1.1.3 Une fonction arithmétique f est dite complétement additive, si et seulement

St :
f(nm) = f(n)+ f(m) sim,n des entiers. (1.2)

Exemple 1.1.1 La fonction Q(n) nombre de facteurs premiers de n y compris leurs multipli-
cités, définie par

p*|n

est une fonction complétement additive, par exemple on a :

Q(144) = Q(24.3%) = Q(2Y) + Q(3%) =4 + 2 = 6.



CHAPITRE 1. OUTILS MATHEMATIQUES D’ANALYSE REELLE ET COMPLEXE

1.1.2 Fonction arithmétique multiplicative

Définition 1.1.4 Une fonction arithmétique f est dite multiplicative, si et seulement si :
f)=1 et f(nm)=f(n)f(m) si (n,m)=1.

Dans ce cas pour tout entier n = H p* on a:

p*||n

fn) = T1re. (1.3)
p*||n
Fonction arithmétique complétement multiplicative

Définition 1.1.5 Une fonction arithmétique f est dite complétement multiplicative si et seule-
ment St :

f(1)y=1 et f(nm)= f(n)f(m) pour tout n et m dans N*.

Dans ce cas pour tout entier n = H p® on a

p*|n

p*||n

1.1.3 Certaines fonctions arithmétiques
1. Fonction d(n) nombre de diviseurs de n
Définition 1.1.6 Pour tout entier n > 1, on note par d(n) le nombre de diviseurs d’un entier
n qui est définie par :
din) = Card{deN*',d|n} (1.5)

= ) L

d|n

d(7) = card {1,7} = 2.

d(9) = card {1,3,9} =3 #d(3).d(3) = 2.2 = 4.

d(24) = card {1,2,3,4,6,8,12,24} = 8 = d(3).d(8) = 24.
d est non fortement multiplicative.



1.1. FONCTION ARITHMETIQUE

Pour n = Hpo‘ alors d(n) = H (a+1).

p|in p|ln
Quelques valeurs de la fonction d(n)

n |2]3[4]5[6]7[8[9]10
dn) (2] 23242434

2. Fonction o(n) somme de diviseurs de n

Définition 1.1.7 Pour tout entier n > 1, la fonction somme de diviseurs o(n) est définie par :

a(n) =) d. (1.6)
dn
o(5)=1+5=6
c8)=1+24+4+8=15
o(10) =1+2+5+10 = 18
o est non fortement multiplicative.
Sin= Hp"‘ alors o(n) = H pa;_ll_l.
p*[In p*|In
Quelques valeurs de la fonction o(n)

n  |2]3[4[5]6 [7]8 |9 |10
on) 3476128151318

3. Fonction de Von Mangoldt
Définition 1.1.8 La fonction de von Mangoldt est définie par :

| logp st n=7p
An) = { 0 sinon.

(07

avecp €P et a>1 (1.7)

A n’est ni additive ni multiplicative.
Quelques valeurs de la fonction Von Mangoldt

A(n) | 0] log2 | log3 |log2 |logh |0 |log7|log2|log3 | O
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4. La fonction de Mobius

Définition 1.1.9 La fonction de Mdébius ju(n) est définie comme suit : pour tout entier

— o Ak
n=py..py,

on a
1 sin=1
pn) =< (=% si ay=ay=..=a=1 (produit des facteurs premiers distincts) (1.8)
0 $nomn.

p(n) = 0 si et seulement si, n a un facteur carrée > 1. De plus, i est multiplicative.
Quelques valeurs

n |1] 2 ] 3]4] 5 [6] 7 [8][9]10
pn) [1 ] —1|-1|0|-1[1|-1]0]0] 1

5. Fonction indicatrice d’Euler
Définition 1.1.10 La fonction indicatrice d’Euler ®(n) est définie par :
®(n) = Card{m e N"/m <n et(m,n)=1)} (1.9)

= > L

m<n
(m,n)=1

O est multiplicative. De plus pour n = Hpa on a ®(n) = nH(l — %})
pe|In p/n

Quelques valeurs de la fonction ®(n)

ot
(@)
\]
(0¢]
Nej
—
[a)

n |1]2]3]4
dn) [1[1]2[2]4[2]6[4]6] 4

1.1.4 Séries de Dirichlet

Définition 1.1.11 ([1]) On appelle série de Dirichlet toute série ayant la forme suivante :

D(f,s) = Zf<n) (1.10)

ns ’

ot f est une fonction arithmétique et s = o + it un complezxe.

4



1.1. FONCTION ARITHMETIQUE

Exemple 1.1.2 f(n) = p(n), f(n) = (=1)", f(n) = d(n) (on verra par la suite leurs relation
avec la fonction zéta).

Proposition 1.1.1 Si la série de Dirichlet suivante :

D(f.e) =Y 1

converge pour s = sg avec Res = o et Resy = 0g, alors elle converge uniformément sur tout
domaine fermé contenu dans o > oo et D(f,s) est analytique pour o > oy.

Corollaire 1.1.1 Si D(f,s) Zf converge pour s = So, alors D(f, Zf(" converge

n=1
pour tout s tel que que o > oy.

En général, il existe une abscisse de convergence o. telle que D(f,s) converge pour o > o,
et diverge pour o < o..

Définition 1.1.12 On note o, l'abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet et elle
est définie par :

o, =1nf{oc € R et D(f,s) converge absolument pour Re(s) > o} .

Théoréme 1.1.1 Soient f et g deux fonctions arithmétiques, on suppose que les séries de
Dirichlet D(f,s) et D(g,s) sont absolument convergentes, alors

1/ La somme de deux séries de Dirichlet est définie par :
~/f(n + g(n
D(f,s) + D(g, s Z

2/ Le produit de deux séries de Dirichlet est définie par :
ol f x g est le produit de convolution de Dirichlet de f et g et est défini par :

frg="> fldyg(nld).

d/n



CHAPITRE 1. OUTILS MATHEMATIQUES D’ANALYSE REELLE ET COMPLEXE

1.2 Intégrale de stieltjes

1.2.1 Définition et propriétés
b
On introduit ici une intégrale généralisant celle de Riemann ou dans / f(z)dz le x de dx,

a
b

'intégrateur peut étre remplacé par une fonction g(z) i.e. / f(z)dg(z).

a

Définition 1.2.1 Soit les deux fonctions [ et g définies sur [a,b] — C. Pour toute subdivision
de |a, b]
oc={a=xp<x1<23<..<m, =0}

et pour tout § = (&4, ..., &,,) vérifiant §; € [x;_1,x;] pour tout i € {1..n}, on pose :

S(0,€) = Z F&)(g(z:) — glzinn)).

On dit que f est Riemann-Stieltjes intégrable par rapport a g s’il existe une constante L tel que

Ve > 0,3 6, tel que sup (z; —x,-1) <6 = |S(0,§) — L| < e.

1=1...n
On écrira f € RS(g) et on note L = fab f(z)dg(x).

Proposition 1.2.1 Soient f, fi, fo € RS(g) et g une fonction sur [a,b] et ¢y, cy constantes
alors :

1/
/ (e (@) + eafol@))dg(z) = o1 / f1(2)dg(z) + e / fola)dg(2).
Y
b b b
/ £ (@)d(cr2 () + cagal®)) = 1 / £(@)dgr () + / £ (2)dgs(x)
3/



1.2. INTEGRALE DE STIELTJES

valable si au moins l'une des deux intégrales est définie.
4/ Si f et g sont continues sur [a,b], alors :

/bf(l’)dg(l’) = /bf(x)g’(x)dw'

Théoréme 1.2.1 Si f est continue sur [a,b] et g est une fonction en escalier sur |a, b] possédant
des sauts cg, ...c, au points a < g < ... < x, < b de [a b], c’est-a-dire ¢; = g(x; +0) — g(z; — 0)

g(:L“) = 0, (a <zr< gjo)
g(z) = co+crt ... + Ck—1, (zp1<z<zr; k=1,...n)
g(z) = cotert.. +Cpo1, 0 (2 < <D),

alors

Zcif(:z:i): cif(x;) /f Ydg(x (1.11)
=0

a<x;<b
Corollaire 1.2.1 Sous les hypothéses du Théoréme 1.2.1, on a :

> afw) = [ s

a<i<b

1.2.2 Formule sommatoire d’Abel

Une autre fagon d’établir le corollaire précédent sans utiliser 'intégrale de Stieltjes.

Théoréme 1.2.2 ([17]) Soit (ay) une suite de nombres complexes et f : [a,b] — C une fonction
de classe C' pour v > 1, soit

alors, pour tout x > a, on a
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> ) = g@)f@) - [ 070 (1.12)

Preuve. On a ¢(0) =0 pour =z <a et a, = g(n) — g(n — 1) pour tout réel z. On pose

AN) = > anf(n)

1<n<N

2_9(m)f(n) =3 g(n—1)f(n)
> g(n)f(n) =D _g(n)f(n+1)

g(N)f(N) — g(t)f'(t)dt, (car g(t) = g(n) pour tout ¢t € [n,n + 1|)

Soit maintenant = un réel, on pose alors N = [z], ou [z] désigne la partie entiére de x.

8



1.2. INTEGRALE DE STIELTJES

Il est clair que g(z) = g(N) et A(z) = A(N). En effet

Ax) = A(N) = g(N)F(N) - / g(t) (1)t

— G(N)F(N) - / g(t) (1)t + / o) (1)t

1 N

On a g(t) = g(N) pour tout t dans 'intervalle [N, z], donc

|

=

=
SN—

Z—

bl
=
N—

joH

~

I
Q
—~

d’ou

Remarque 1.2.1 Si lim g(x)f(xz) =0, alors

T——400



CHAPITRE 1. OUTILS MATHEMATIQUES D’ANALYSE REELLE ET COMPLEXE

Exzemple 1.2.1 Considérons f(z) = % et a, = 1 pour tout n, on a : f'(z) = _?12' En posant

g(x)zle[x], on a:x=x]+{x} avec 0 <{z} < 1.

n<x

La série harmonique

x T

Alz) = Z%/@:i—b/%dt:%#t‘;%ﬁ

1

= log(z)+ [ 1— %dt —{i—}—i— %}dt.

1 T
Puisque l'intégrale flw ?T}dt est convergente pour r — 00 (O < floo %} < 1) et 0 < fmoo {;—2} < %,
donc on peut affirmé que Nli_n}oo (Z % — log(N)> =1-— floo %dt = 1, dite constante d’Euler

n<N

et vaut 0.577....
Ainsi . )
— =log(N K 0< K < —.
Z - 0g(N) +~v+ K avec 0 < N

n<N

1.3 Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

1.3.1 Nombres de Bernoulli

Définition 1.3.1 Les nombres de Bernoulli sont les coefficients B, dans le développement en

série infinie :
+
t f B,t"
et—1 n!
n=0

Les nombres de Bernoulli peuvent étre calculés ausst par la double somme :

vteC |t <o (1.13)

n k
1 .
B, = — —1)'Ca". 1.14
SN (1.14)

=

Quelques nombres de Bernoulli

Les premiers nombres de Bernoulli sont donnés par le tableau suivant :

10



1.3. FORMULE SOMMATOIRE D’EULER-MACLAURIN

k B;

0 1/1= 1.00000 00000
1 -1/2= -0.50000 00000
2 1/6= 0.16666 66667
4 -1/30= -0.03333 33333
6 1/42= 0.02380 95238
8 -1/30= -0.03333 33333
10 5/66= 0.07575 75758
12 -691/2730= -0.25311 35531
14 7/6= 1.16666 66667
16 -3617/510= -7.09215 68627
18 43867/7 = 54.97117 79494
20 -174611/330= -529.12424 24242

De plus pour n > 1, on a By, 1 = 0.

1.3.2 Polynémes de Bernoulli

Les polynomes de Bernoulli forment 1'unique suite de polynoémes (B, (z)),en de période 1
tel que pour 0 < x <1,ona:

2. VneN,B) () = (n+1)B,(x).

3. Vn € N*, fol B, (x)dx = 0.

La fonction génératrice pour les polynomes de Bernoulli est donnée par la relation suivante :

te:tt o tn
= > Bu(x)=. (1.15)

Les premiers polyndémes de Bernoulli sont :

11



CHAPITRE 1. OUTILS MATHEMATIQUES D’ANALYSE REELLE ET COMPLEXE

E%(%) =1
1
Bi(z) = x— 5
1
By(r) = 2 —z+ 5
3 1
Bs(r) = 2% — 53:2 + 2%
1
B o BT
4(x) x r°+x 30
) 1
Bs(z) = 2°— 5954 + §£L‘3 R
5) 1
Bg(z) = m6—3x5+§x4 2x2+E.
Quelques propriétés
B.(0) = B, n>0
B,(1) = B,(0) n>2
Bn(x+1) — B,(z) na" n>1
B,(z) = ZCﬁka”_k
k=0
B,(1—z) = (=1)"B,(z) n >
| Ban(2)] < [ Byl 0<z<l1
|Bons1(z)] < (2n+1).|By| 0<z<1
B, ()] < nl2"7"n((n), n>2,0<z<1

1.3.3 Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

Soit f une fonction a valeurs complexes, de classe CX définie sur [a,b] avec a < b réels.

L’énoncé qui suit, exprime la somme Z f(n) avec l'intégrale f: f(x)dx | les valeurs de f
a<n<b
(ainsi que ses dérivées) aux extrémités f(a) et f(b) et d’un reste.

Théoréme 1.3.1 (Formule d’Euler-Maclaurin)

/f Jdz + > S

k=1

=

(o)) f* D) = Be({a}) f*"V(a)) + Rk, (L.16)

a<n<b

12



1.3. FORMULE SOMMATOIRE D’EULER-MACLAURIN

ou Ry est le reste et est donné par :
b
_1\K
R =~ [ 1990 (o

Corollaire 1.3.1 Si a,b sont des entiers f une fonction de classe C*% définie sur [a,b] ou K
est un nombre pair, alors

b b
S F(k) /f )z + L0 | 3

k=a k=1

=

J(b) — f®V(a)) + Ry, (1.17)

dont le rest Ry vaut
Ric =~ gy / £ (&) Bure({x})

ol les Boy, désignent les nombres de Bernoullz.
De plus Ry s’exprime & l'aide du polynéme de Bernoulli Bk (t), et on a

b

B
|Ri| < |(2]2§’!/|f<2f<> (z) |dz.

a

Preuve. (Corollaire) On démontre la formule

b b K
S () = [ stado+ HOTIE LS B (o0) < 0 0() + R
k=a a k=1 k)
et ,
Ry — —@ / FC) (1) Byre (2 — []) dr,

a
sur Uintervalle [n,n + 1], avec n € Z, puis on en déduit la formule précédente par sommation
pourn € Zoua<n<b-—1.
Soit g une fonction contintiment dérivable sur [n,n + 1]. En utilisant la propriété suivante
des polynémes de Bernoulli : Vm € N B/ ., = (m + 1)B,,, et par le biais de I'intégration par
parties, on trouve :

n+1 n+1

— )" +1\—n
ot i Bt Bt

n n

13



CHAPITRE 1. OUTILS MATHEMATIQUES D’ANALYSE REELLE ET COMPLEXE

Sachant que pour m > 1, on a By, 41 (1) = Byy11 (0) = byyi1, on en déduit que pour m > 1,
la formule suivante

n+1 n+1
b 1 ,
[ OB =mydt= g0 1) = g0) = g [ OB (- m) e
Sachant que (pour m = 0) on a :
1 1
Bg (t) =1et B1 (1) = 5 et Bl (0) = —57

on en déduit que pour g deux fois contintiment dérivable la quantité suivante

_l’_
n+1

- §<g<n+1>+g<n>>—/g'<t>Bl<t—n>dt

n
n+1

= LU0 % ) )ty [ 0B

n

<

Soit f une fonction 2K-fois continfiment dérivable (K > 0). Par récurrence sur K, on

montre :

n+1 2K

[rwa = JOTIAD ST EUER ) g

n+1

LK)! / £ (1) Byge (¢ — n) dt.

Enfin, avec la propriété : Vj > 1, By; 11 = 0, on en déduit (pour K = 2j) :

n+1

[ i = HRELEED LSRR (00 1) < 90 (o)

J=1

n+1

+@/f(“‘>(t) Bk (t — n)dt,

14



1.4. FONCTION GAMMA

ol n = [t]. Ainsi par sommation surn € Z (e <n <b—1)

Z_:f(n) + J; (n+1) _ /f (t) dt + Z% (f(2j71) (b) — Fei=1) (a))
~ ey | 100 Bt e
[ |

Majoration du reste

Si f est une fonction complexe 2K-fois contintiment dérivable sur le segment [a,b] (avec
K > 1), on peut majorer le reste (ou « terme d’erreur ») de la formule d’Euler-Maclaurin en
utilisant la majoration des polynémes de Bernoulli d’indice pair : |Bag (t) | < |Bak] :

b
B2k:| (2k)
oy [ 1 @)

|Ri| <

Application : Pourn >1

1 1 << By
— = — 2 4R
Z m og(n) +7+ 2n 21 27.n2 + fan

m<n =

avec v = 0.577215664901532860...

7 Boy ({1 B
et Rop = /%dt Rk >2 | Rox| < 2|/<: 2

n

Pour n = 100, k = 5, on obtient v = E - —log(100) 200 + E 2572;% avec une erreur de
m§100
660.51020 <107*.

1.4 Fonction gamma

1.4.1 Définition et propriétés

Définition 1.4.1 On définit la fonction gamma par lintégrale suivante :

15



CHAPITRE 1. OUTILS MATHEMATIQUES D’ANALYSE REELLE ET COMPLEXE

+oo

[(z) = / t" e tdt, (1.18)

ou x appartient au demi-plan {x € C (resp. R) : Re(z) > 0}.

Proposition 1.4.1

1. (1) = 1.

2. T(}) = V7.

3. Pour tout entier positif n, on a I'(n 4+ 1) = nl.

4. Formule des compléments : I'(s)['(1 —s) = ;7— (s € C\Z).

5. Formule de duplication : I'(s)I'(s + 3) = /7.2' 72T (2s).

6. Pour tout s tel que 0 > 0, on a: I'(s + 1) = s['(s).

7. La fonction == est holomorphe dans tout le plan complexe et admet le développement

I'(s)
en produit infini suivant :

‘ ~

= sexp(7ys) ﬁ (1 + %) exp(—%).

3

(s)

1.4.2 Prolongement analytique de la fonction gamma

Théoréme 1.4.1 ([11]) La fonction I'(s) initialement définie pour {Re(s) > 0} bénéficie d’un
prolongement méromorphe au plan complexe sur C avec pour seules singularités, des podles
simples aux entiers négatifs s = 0,—1,—2.... ot elle a pour résidus :

ress——,I' = (=1)"/nl.

Preuve. Il suffit de prolonger I' a tout demi-plan de la forme {Re(s) > —m} avec m un entier
> 1 quelconque.
Pour Re(s) > —1, définissons :

P, (s) = @

Puisque I'(s + 1) est holomorphe dans {Re(s) > —1}, il est claire que ®; est méromorphe
dans ce demi-plan et qu’elle a une unique singularité, un pole d’ordre 1 en s = 0. Comme
(=1°

['(1) = 1 son résidu vaut 1 = .

16



1.4. FONCTION GAMMA

De plus dans le sous demi-plan {Re(s) > 0} C {Re(s) > —1}, l'identité fondamentale
montre que cette fonction

coincide bien avec la fonction & prolonger.
Pour un entier m > 1 quelconque, définissons dans le demi-plan {Re(s) > —m} la fonction :

B, (s) I'(s+m)
m\S) = :
(s+m—1).(s+n+1)(s+n)(s+n—1)- (s+1)s.
Visiblement cette fonction est méromorphe avec des poles simplesen s = —m+1,...,—1,0 et
en un point entier négatif s = —n avec 0 <n < m — 1 quelconque, elle a pour résidu :
['(—n+m)
reSse_nPm(s) =
(—n+m —1)...(1)(=1)(=2)...(—n)
(m—mn+1)!

(m—n+ D)(—1)n!
(-1

n!

17



Chapitre 2

Quelques notions sur la fonction zéta
de Riemann

2.1 Série de Riemann réelle

Définition 2.1.1 Soita € R. La série dont le terme général est donné par : 1u0 =0
Up = 75 pourn > 1

est dite série de Riemann d’exposant c.

Théoréme 2.1.1 La série de Riemann d’exposant o est convergente, si et seulement si o > 1
et diverge pour aw < 1.

Preuve. Dans le cas a < 0 : le terme générale n% ne converge pas vers 0, donc la série est

grossierement divergente.
Dans le cas a = 1 : la série se ramene a la série harmonique qui est divergente.

Dans les autres cas : on compare les sommes partielles de la série avec des intégrales de la

fonction t — t%

On a en effet, pour k > 2

1 1
—dt <

< P
=) w0 1)e

1
koz

—.

k—

—_

Supposons 1 < a. On obtient, pour tout n > 2

k
n

1 "ol r1
Sn == Zk_agl—'—Z/t_adtSl—'—/t_adt
1

k=1 k=2,"
T
N a—1 no—1/ — a—1

18



2.2. FONCTION ZETA DE RIEMANN

La suite (5,,) est majorée donc la série (a termes réels positifs) converge.
Supposons 0 < a < 1. On obtient de méme pour tout n > 2

n+1

nt1 nt1 K
1 1
~ > = i~ —1).
N R VRN S TR e
1

k=2 k:2k 1

Le terme de droite diverge vers +oco. Il en est de méme de la suite (S,,). La série est donc
divergente. m

2.2 Fonction zéta de Riemann

Définition 2.2.1 La fonction zéta de Riemann est une fonction a variable complexe, qui est
définie pour tout Re(s) = o > 1 et s’écrit sous la forme suivante :

1
= — R = 1 2.1
() = Do gpRels) = o> (2.1
S R
28 35 48
Pour s =0+ 1t
n~° = exp(—s.log(n)) =exp(—o.log(n) —it.log(n))

= n 7.cos(t.log(n)) —i.(n 7. sin(t.log(n))).

Ainsi Re({(s)) = ZM etIm (C(s)) = -3 Sm(tﬁg(n))_
n=1 n=1

Proposition 2.2.1 ([13]) La fonction zéta de Riemann est absolument convergente pour tout
o>1.

Preuve. On a

400 1
C(S) = Ea
n=1
donc
+o0 1
|Z§| < Z|
n=1
+o00 1
= Z‘ncﬂrlt’ Z‘naeztlnn| ZE’
n=1

19



CHAPITRE 2. QUELQUES NOTIONS SUR LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

et cette série > L converge pour tout o > 1 (d’aprés le critére de Riemann).
nZln

On en déduit que : la fonction ¢ est absolument convergente pour tout o > 1.

Proposition 2.2.2 Pour tout s € C, on a

et

Preuve. Soit 0 > 1:

posons U, la fonction définie pour o > 1 par U,(s) = ==.
1. On montre que la fonction zéta de Riemann est une fonction de classe C*.
*Vn, U, est de classe C', pour o > 1

In(n)

nS

Un(s) = -

)

U (s)] < lnn(—f) , 0 > 1 et la série 2;1 lnn(—f) est convergente.
n=z

La série Y U, est uniformément convergente pour o > 1.
n>1

Donc d’apres le théoréeme de dérivation sous le signe >, on a :

¢'(s) = —2“35—?*

n>1

Ainsi, la fonction zéta de Riemann est une fonction de classe C*.

2. On montre par récurrence que la fonction zéta de Riemann est une fonction de classe C*
et satisfait la relation

(=1 In*(n)

ns

VEeN,(F(s)=>"

n>1

o>1.

vérifiée pour k = 1.

Soit £ > 1 on suppose que la propriété est vraie pour l'ordre k£, on montre qu’elle est vraie,
pour l'ordre k£ + 1.

20



2.3. QUELQUES FORMULES DE LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

Soit ¢ > 1, posons U™ la fonction définie pour o > 1 par :

(~1)* ()

nS
(i) Vn, U est de classe C! pour & > 1, et on a

(_1)k+1 lnk:—H (n) .

UM (s) =
nS
(ii) |U£k)'(s)| < mk;#, Vo >1etlasérie > hlk;# est convergente.

n>1

, . k) . , N 2 IN
La série U,E )" est donc uniformément convergente pour o > 1, donc d’apres le théoreme
n>1

de dérivation sous le signe > la fonction ¢ est de classe C**1 pour o > 1, de plus :

(+H(5) = 3 (=1)k+ In* 1 (n)

o> 1.

On en déduit que :
(=1)* In*(n)

ns

Ainsi, nous concluons que la fonction zéta de Riemann est une fonction de classe C*. m

2.3 Quelques formules de la fonction zéta de Riemann

2.3.1 Produit d’Euler

Une formule qui montre la relation de la fonction de zéta avec les nombres premiers.

Théoréme 2.3.1 ([13]) Pour tout Re(s) > 1, la fonction zéta de Riemann s’écrit sous la
forme

) =Tl =TI (- 2) (22)

peP peP

oup€P=1{23,57,..} est 'ensemble des nombres premiers (entiers positifs).

Preuve. Par définition de ((s) on a

1 1 1
=14+ =4+ =+ =+ .. 2.
Cls) =1+ gttt (2.3)

21



CHAPITRE 2. QUELQUES NOTIONS SUR LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

On divise 'équation (2.3) par 2°, on obtient

() 1 1 1 1
— 2.4
> > F e s (24)

Retranchant (2.3) de (2.4), on trouve

Maintenant on divise (2.5) par 3°, on obtient

1\¢Gs) 1 1 1
— =4+ — .. 2.
( %)38 e T T (2:6)

Soustrayons (2.5) de (2.6), on trouve

1 1 o1
=) (1= o) =1+~ 4+~ .
( w)( %)“@ TETET T

On répéte 'opération de division par p® puis on fait la soustraction de la relation précédente,

on obtient :
(D606 Do
et comme
(0D Db

o [To- ) =1

Ainsi

o =1I _1% ~IIo- o
. ) )

22



2.3. QUELQUES FORMULES DE LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

2.3.2 Formule intégrale

Théoréme 2.3.2 ([13]) La relation qui relie la fonction zéta de Riemann et la fonction gamma
est donnée par la formule intégrale suivante :

+oo

C(s) = — /“S_1 du, o>1 (2.7)

Preuve. on a

donc

En appliquant le théoréme de convergence monotone, on trouve

oo TX°
C(s)I'(s) = Z/e"”uSIdu
n=1 0

+oo +o00

= /(Ze‘”“)us_ldu, si o> 1.

0 n=1

En effet :

+oo oo +oo

+oo
Z /enuusldu < Z/enuualdu
n=1 0

Y- D)) - < oo

ne
n=1

23



CHAPITRE 2. QUELQUES NOTIONS SUR LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

Par conséquent, on a pour o > 1

—+o00

C(s)T(s) = / " ldu

1 —e @

0
+o0o

us—l
= du.
/e“—l “

0

On peut dire que c’est une équation fonctionnelle reliant ¢ et I', mais il y en a d’autres. m

2.3.3 Equation fonctionnelle

Théoréme 2.3.3 ([14]) La fonction ¢ de Riemann a une équation fonctionnelle sous la forme :
F(s)=F(1-s), (2.8)

ol

Preuve. On a :

S

En adoptant le changement de variable s — 3, on obtient

—+00

F(g) = / ettt

0

Par le biais du nouveau changement de variable : t = mn?z — dt = 7n%dx, on a
+oo
S 2, \i-1_—mn’z 2
F(§) = /(7m xr)2 e mn dx

0
—+o00

= s _ _ 2
= /772715362 Le=m™@ .
0

Ainsi
“+o00

S 1 S
7T_§F<§)— = [ 22 e ™7y,
2

ns
0

24



2.3. QUELQUES FORMULES DE LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

Par sommation, on obtient

—+o00 s 1 —+o00 +oo
_s 5_1 —rn2
E 7 2l (z)— = E 2 e ™
2'ns
n=1 n=1 0

ce qui entraine

Ainsi

+oo

“+oo
ﬂ’%F(g)C(S) = /xglzemzxdx.
0 n=1

Il est commode de rappeler que la fonction ¥(z) = > e~ est connue sous le nom de

Nne”
fonction théta de Jacobi
et vérifie
o, 1
I(z) =142 e ™" =1420(z); I(=) = Vad(x).
n=1 x
D’ou

+o0 +oo

“+o0o
/.%';_1 Ze—wn%&dx — /1‘;_1 \IJ(I‘)dl'
0 n=1 0
+o0 !
= /x§—1 \If(x)der/xg_l U(z)dr.
1 0

25



CHAPITRE 2. QUELQUES NOTIONS SUR LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

Ona:d(z)= \%19(%) = 2U(x)+1= %(2\11(%) +1) = VY(z) = \/LE\I/(%) + 52~ — 1. De plus

T 2¢/x
1
/x
0

N|®

W (2)dr = /x;_l(i\lf(l) + S %)dm

s_3 1 1
_ /x e+
0

En faisant le changement de variable : 2 = & — dz = — 2 du |§ — |1, on trouve
1 1 ;
s 1 s_3 U 1
s_1 . s_3
[a v = [ +
0 o

En remplacant u par x dans I’équation ci-dessus
1 1

/ac;l\If(x)dx _ /(1)33\p<x)(—dﬁ) 4 8(81_ 0

T 2

0 [e's)

Réarrangeant cette derniere et intégrant la on obtient




2.3. QUELQUES FORMULES DE LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

/a:slkIf(sc)da: = /xél\li(x)da:—l—/x;%\lf(:c)dx—i— SG=1)
0 1 1

7 iT(E)((s) = /(xél LU ()da +

2 s(s—1)

On remplace s par 1 — s
—s ]_ - T s s_ 1
NG ) = [ e
1

donc 1

s 1—s —

F(s) =n i0(G)¢(s) =7 7 D(—5-)C(1—s) = F(1=s).
D’ou le résultat :
F(s)=F(1-s).

C’est donc I'équation fonctionnelle de la fonction ( de Riemann. De plus, en multipliant les
deux membres de cette identité par I'(1 — J), on a :

S

2

—(1=s) 1—s
2

5T = 2)6(1 = ).

T TN = 2)(s) =7 5

Les formules des compléments et de duplication permettent de simplifier :

s

C(s) = 2575 Lsin <7> (1 —s)C(1—s).
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Chapitre 3

Prolongement analytique de la fonction
zéta de Riemann

Théoréme 3.0.4 (Principe du prolongement analytique) Soit 2 un ouvert connexe du
plan compleze et soient f et g deux fonctions analytiques sur 2, coincidant sur une partie »
de 2, qui a un point d’accumulation dans 2, alors elles coincident sur €.

Exemple 3.0.1 La série f (z) = 1+z42%+.... converge pour |z| < 1 etona f(z)==. Or, le
membre de droite est définit analytiquement pour z € C\ {1}. 1l constitue donc un prolongement
analytique de f.

3.1 Prolongement analytique de ((s) sur Re(s) >0

On va procéder au prolongement analytique de ((s) sur Re(s) > 0, de plusieurs fagons :

3.1.1 Prolongement analytique de ((s) par le biais de la fonction éta
de Dirichlet

Fonction éta de Dirichlet

Définition 3.1.1 On appelle fonction éta de Dirichlet, la série de Dirichlet ainsi définie pour
s complexe

we) = SN 1)

1 1 1 1 1

28 * 35 4 * 55 65
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3.1. PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE ¢(S) SUR RE(S) > 0

Proposition 3.1.1 La fonction n est définie, homomorphe sur le demi-plan Re(s) = o > 0.
+o00

Preuve. 1l suffit de montrer que | (—171#' tend vers 0, pour Re(s) = o > 0.
n=2N+1
En effet
o | N@N+DT 2N +2)7 2N +3)" (@N+4)>) 7
1 1
Or
1 1 L =
¢ t
Z s ol 25/31§|5’/01
k>2N+1 (k> (k+ 1) E>2N+1 k e 2N+1 o
5]
—oN L 1\° 0 d N )
0.(2N+1)0—) , quan — OO
n

Proposition 3.1.2 ([13]) La fonction ¢ admet un prolongement méromorphe sur le demi-plan
Re(s) = o > 0, avec un pole simple en s = 1 de résidu 1.

Preuve. On a

(1=2"7)¢(s) = (1-25;)¢(s)
1 1 1
= (1-2)1+—+—+ ...
(L= 25)(14 g5 + 55 + )
1 1 1 1 1
= (14+—4+—4+.)=2(—+—+—+ ...
<+25+35+ ) <2s+45+63+ )
_ 1+1 1 1 1
N 25 35 45 5 6
+oo _
(=1
- Z ns T <$)7
n=1
donc N
1 (=1)! 1
C(S) - 1 _ 21—8; ns - 1 . 21_577(S>

Le membre de droite est convergeant pour Re(s) = o > 0, il définit donc un prolongement
de ((s) au demi-plan o > 0 avec un pole simple en s = 1 de résidu 1. [ |
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CHAPITRE 3. PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE LA FONCTION ZETA DE
RIEMANN

3.1.2 Prolongement analytique de ((s) via la formule sommatoire
d’Abel

Proposition 3.1.3 ([17])La fonction ((s) se prolonge en une fonction méromorphe sur le demi-
plan Re(s) = o > 0, avec un pole simple en s = 1 de résidu 1.
Preuve. On applique la formule sommatoire d’Abel a la fonction ((s), on a

x

S auf(n) = g(a) f(x) - / o) (1)t

1<n<z 1

On pose a,, = 1 pour tout n € N, on obtient

gl@)= Y an = ) 1=l

1<n<lzx 1<n<z

D’autre part,
fO)=t+N)"= [f(t)=—s(t+N)"",

ou N € N. Alors pour ¢(t) = [t] et pour 0 > 1 ona lim g(z)f(x) =0. Ainsi

T——+00

+o00 +o0

Z(n+—1N>S - /[t]((t +N)7)dt = s /[t](t + N) .
Donc
+o0 1 —+00
— =5 [ [t]J(t+N)*"dt.

Or, [t] =0 pour 0 <t < 1, en posant u =t + N, on trouve

+00

L s/[t](t+N)‘s‘1dt.
n:N+1n 0
+o0
= s/[u—N]uSldu
N

. SJr/w(u—N)—{u—N}du

ust1 )
N
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3.1. PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE ¢(S) SUR RE(S) > 0

ou {u — N} désigne la partie décimale de u — N, avec {u — N} = (u— N) — [u— N] et on a

. +/°°<u— N)—fu-N} +/°°<u— N) - {u}

us+1 us+1
N N
N
~ o517 et
N
Donc
UL N
C(S)_;E—i_s—l_ w1
= N
En particulier, pour N =1, on a
[
u
C(s)zl—i—s_l ustu (3.2)
1
Comme
+o0

alors (3.2) représente un prolongement analytique de ¢ en {s: Re(s) > 0}\{1}, avec
Res(¢,1) =1 car lin}(s —1)((s)=1. m

Remarque 3.1.1 On montre, ci-dessous, l’efficacité de ’intégrale de Stieltjes, en écrivant pour
o>1

[e.9] o0

o= [ [ - [

1— 1

3.1.3 Autre méthode
On étudie la fonction f(s) = ((s) — =5

Proposition 3.1.4 [ est holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 0.

Preuve. Il est clair que




CHAPITRE 3. PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE LA FONCTION ZETA DE
RIEMANN

On pose
n+1

1 1
In(8) = / (— — —) dx, pour n > 1.
ns xs

n

Les fonctions f,, sont holomorphes sur le demi-plan Re(s) > 0 et pour o > 0, on a :

n/+1
dt |s]

= sup s [ —| < .
n<z<ntl /ts—i—l noti

n

1 1

ns xs

1 1

dr < sup T

n<lr<n+1

|fn (5)]

IN

T

Ceci implique que la série f,, converge uniformément vers f sur les sous ensembles compacts
du demi-plan Re(s) > 0, d’ou f est holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 0. m
3.2 Prolongement analytique de zéta pour Re(s) <0

I nous reste a définir un prolongement analytique pour Re(s) < 0

3.2.1 Prolongement a ’aide de la fonction gamma

Théoréme 3.2.1 ([13]) La fonction ¢ définie dans le demi-plan Re(s) = o > 1, posséde un
prolongement méromorphe dans le plan complexe C, avec un pole simple s =1 de résidu 1.

Preuve. 1. On prouve le prolongement analytique sur C avec I'intégrale sur R,
Pour tout nombre complexe s tel que Re(s) =0 > 1 :

alors

et on a




3.2. PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE ZETA POUR RE(S) <0

la deuxiéme intégrale est une fonction holomorphe pour tout s. On utilise les nombres de
Bernoulli :

puis, on les remplace dans la premiere intégrale et en intégrant termes a termes, on obtient

1 1

7fs—l .o t
/et—ldt = /t et—ldt

0 0
[ g g
= / et
n!
0 n=0

1 1
Boto s—2 B Bntn s—2
_ /Tt dt+zl/7t dt
"=y

0
1

1
+oo
B,t"
_ s—2 n s—2
= /t dt—i—/gl—n!t dt
0o "=

0
+o00

1 B,
B s—1+;n!(n+s—1)'

Ainsi
1 1 & B 1 e
Cs) = G-I F(s)nz_:ln!(n Tso1)  T(s) / 1"
= 1

On distingue deux cas :

lére cas : Quand s # —k, k € N

La série de droite est convergente, donc le membre de droite est holomorphe.
2éme cas : Lorsque s — —k € Z_

On sait que les poles de la fonction I'(s) sont les entiers négatifs et par suite les zéros de

la fonction ﬁ sont les entiers négatifs. Donc, la fonction ((s) et la somme d’une fonction qui
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tend vers 0 et de terme

lim 1 Bri1 = lim stk Bri1
s——k['(s) (k4 1)!(s+ k) s——kRés(T, —k) (k+ 1)!(s + k)

B

_ (—1)kk!(k fll)'
B

= CURE f?)k'

B
- UG ﬂ)

ce qui donne le prolongement analytique de la fonction ¢ en une fonction méromorphe sur
tout C, sauf au point s = 1.

Finalement : ((—k) = (—1)"“5::11), comme Bggip =0 pour k >1,o0na((—2k)=0.

Les nombres (—2k) sont des zéros triviaux de la fonction zéta et ils sont simples.

2. On prouve le prolongement analytique sur C par une intégrale de contour.

Pour o > 1 on définie ((s) par :

“+oo
1 ts—l
) = [ =

on commence par la définition du contour C, tel que :

FIGURE(3.1) -Le contour de Hankel

pour s € C tel que Re(s) > 1, on note C, = C; U Cpy U C,3, ol chaque lacet représenter
respectivement la demi-droite dont les points ont argument 0, décrire de 400 a p, le cercle de
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3.2. PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE ZETA POUR RE(S) <0

rayon p et de centre 0, dont 'argument des points croit de 0 & 27, et la demi-droite dont les
points ont argument 27, décrire de p & +0o0. Donc on définie 'intégrale de contour tel que :

s—1
I(s) :/;_ 1du

Cp

I(s) est une fonction holomorphe sur C pour 0 < p < 27 avec ¢* — 1 # 0,

et on a

us—l us—l us—l
I(s) = )
(s) /e“—ldu+/e“—1du+/e"—1du

Premiérement, on a

Cpl Cp2 Cp3
usfl h usfl
du = u,
ev —1 ev —1
Cpl +o0

aussi (avec Arg(u) = 0)

De méme on a

ainsi

et enfin

f us—l e ts—l

li = — = —((s)T'(s).

plno ev — 1du / et — 1dt C(s)T(s)
+o00 0

s—1
u _ o—1
[ —jdu=o0(r )

ainsi (avec Arg(u) = 2m)

on a, donc

Cp2
s—1 s—1
lim du = lim du =0,
p—0 el — p—0 el —
Cp2 ui=p
+0oo
/ us—l g / us—l
u = u
et —1 et —1 7
Cp3 p
+oo +oo
s—1 s—1,2im(s—1)
u e .
dt = ———dt = @I (5)D(s
p—0 | et —1 / et — 1 C(s)T(s),
p 0

I(s) = —¢(s)(s) + ™™D ()0 (s)
(X7 —1)¢(s)D(s),
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on utilise les formules d’Euler, on obtient
621‘71'(571) -1 = eiﬂ(sfl) (eifr(sfl) . efiw(sfl))
= 2isin(m(s — 1))e™7D
— 2isin(nm(s))e™),
en substituant I’expression, on aura

I(s) = 2isin(m(s))e™ V¢ ()0 (s).

Sachons que
T

r'1-s)’

I'(s)I(1—s) = Sirz:rs = I'(s)sinms =

d’od

I(s) = 2isin(n(s))e™ ¢ (s)T(s)

— 2,L'7T€i7r(s) C(S) ’
I'(1—ys)
et finalement, on obtient
e~ mEIT(1 — )
= 1
(s) 1)
—im( )1“ 1— s—1
G ( s) / o
2T et —1
Cp
Ainsi O ) )
e "TYIN(1 — s u®~
= du.
() 2im / e 1
Cp

Cette formule, est définie pour Re(s) = o > 1, aussi elle représente le prolongement analy-
tique de ((s) sur le plan complexe sauf en s = 1, car I’expression a droite reste valable pour tout
valeur bornée de s, qui définie une fonction analytique, et comme 'intégrale I est holomorphe
sur C, cela implique le prolongement analytique de ¢ sur C. m

3.3 Prolongement analytique de ((s) avec la formule d’Euler-
Maclaurin

La formule d’Euler-Maclaurin (voir [15]), appliquée a la fonction x +— z~* sur l'intervalle
[1; N] qui est C™, pour tout entier n, donne :
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D’EULER-MACLAURIN

n

N
1-N'= 1-N—° s(s+1)..(s+k—2) .
= B 1— N—*7FH) —
;T s—1 T 3 +; k ! ( ) = Run(s),

ol les coefficients By, sont les nombres de Bernoulli et

Ron(s) = %s(s 1) (s tn—1) /Bn(x ~ e])e

1

dont les B, (x) sont les polynémes de Bernoulli et [x] désigne la partie entiere de x.
En faisant tendre N vers l'infini et en restant dans le demi-plan Re(s) > 1, on en déduit
pour tout entier n = 1,2, 3... que

o0

=g+ 5 ;Bks(s e e R |

1

Les fonctions = +— B,(x — [z]) étant périodiques et polynomiales sur [0;1], elles restent
bornées sur l'intervalle d’intégration, donc l'intégrale a droite converge si Re(s) > 1 — n. Donc
le membre de droite définit, sur Re(s) > 1 — n,une fonction, ¢,, holomorphe en dehors de 1,qui
prolonge ¢. L’unicité du prolongement analytique montre que les fonctions ¢,,, et sur ¢, , sont
identiques sur Re(s) > 1 — n. Ces identités permettent donc de définir une unique fonction
méromorphe sur tout le plan complexe (avec un seul pole en 1), coincidant avec la fonction (,
déja définie pour Re(s) > 1 et qu’on appelle encore (.

On peut méme utiliser, le développement de Laurent de zéta au voisinage de s = 1

1 " (—1)F . =log(n)k  log(N)kF+
C(s)zs_l+;uk(s—1),ouuk: o Nhinoo(; ) =05
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Chapitre 4

Conclusion et autres résultats

4.1 Relation de zéta avec certaines séries de Dirichlet

A partir de la série de Dirichlet et de ¢ on démontre les formules suivantes, en faisant appel
a la convolution de Dirichlet des fonctions arithmétiques qui vérifie :

i’;fﬁz) ig?(;:) _ if *ngs(n)

ou

fxgn) = 3 F(d)g(5).

d/n

Si Re(s) > 1, alors

—d(n) . »
2(5) = E ——_ ou d est la fonct bre de d 2 d(n) = E 1
¢*(s) - , ou d est la fonction nombre de diviseurs : d(n) ,

n=1 d/n

donc

1 pln)
ORI

ou p est la fonction de Mobius.

ou ¢ est l'indicatrice d’Euler.
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4.2. VALEURS DE LA FONCTION ZETA POUR S ENTIER DIFFERENT DE 1

C)ils—a) = D7

¢(s)C(s —a)C(s = D)¢(s —a—b) _ ~0a(n)oy(n)
((2s —a—b) Z—S’

n=1

ou o, est la fonction diviseur a la puissance a :
=2
d/n

et

Y

¢(2s) _ ~A(n)
¢(s) -2 n

1
oil A est la fonction de Liouville, définie par A(n) = (—1)%

n—=

('(s)  ~~dn)?
C(2s) Z ns

=1

3

4.2 Valeurs de la fonction zéta pour s entier différent de
1

Euler a calculé (dans le cadre de sa solution au probléme de Bale) la valeur de la fonction
¢, pour les entiers positifs pairs en utilisant 1’expression de $22 sous forme de produit infini, il
en a déduit la formule :
1 [Bal(2m)*
2k) =)y —="—"TFT—"— 4.1
cion = 3= 5 = Pl w

valable pour tout entier positif k£, ou les By, sont les nombres de Bernoulli. D’ici nous
obtenons des séries infinies correspondant aux puissances paires de 7 :

7T2 7.‘.4 8 7T10 69171'12

C(2)=E7C(4)=%,C() 945,C() 9450,C() 93555,4() 638512375
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CHAPITRE 4. CONCLUSION ET AUTRES RESULTATS

Pour les entiers impairs, le calcul n’est pas simple. Ramanujan a beaucoup travaillé sur ces
séries et Apéry a démontré en 1979 que ((3) vaut environ 1,2020569... est irrationnel. En 2000,
Tanguy Rivoal a démontré qu’il existe une infinité de nombres irrationnels parmi les valeurs
aux entiers impairs. On conjecture que toutes les valeurs aux entiers impairs sont irrationnelles
et méme transcendantes.

¢(5) = 1.036927.....,¢(7) = 1.008349......,((9) = 1.002008....,((11) = 1.000494.....

(*1)an+1

Pour les entiers négatifs impairs, on a : ((—n) = *——5

Remarque 4.2.1 Pour les réels s, non entiers on peut utiliser I’approximation par la formule
d’Euler-Maclaurin (section 3.3).

4.3 Zéros de zéta et conjecture de Riemann

En 1859, Georg Friedrich Bernhard Riemann avait annoncé la conjecture suivante, dite
Hypothese de Riemann

4.3.1 Conjecture

Soit ((s) une fonction complexe de variable complexe s = ¢ + it définie par le prolongement
analytique de la fonction :

+00
1
((s) = ZE’ pour Re(s) =0 > 1,
n=1

sur tout le plan complexe sauf au point s = 1. Alors les zéros non triviaux de ((s) = 0 sont de
la forme :s = % + it
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4.3. ZEROS DE ZETA ET CONJECTURE DE RIEMANN

wiros sur Rés = =

7iros trivianx en les —2n

Nl

-2 0 1

FIGURE(4.1)-La bande critique
Théoréme 4.3.1 ([16]) Les zéros de ((s) satisfont :

1. {(s) n’a pas de zéros pour Re(s) > 1.

2. Le seul pole de ((s) est au point s = 1, son résidu vaut 1 et il est simple.

3. Les zéros triviaux de ((s) sont déterminés pour les valeurs s = —2, —4, . . .

4. Les zéros non triviaux se situent tous dans la région 0 < Re(s) < 1, dite bande critique

et ils sont symétriques respectivement par rapport a ’axe vertical Re(s) = % et I'axe des réels
Im(s) = 0.

Proposition 4.3.1 L’hypothése de Riemann est équivalente & I’énoncé suivant :tous les zéros
de la fonction éta de Dirichlet

ns) =D = (1= 27)C(s)

n=1
qui se situent dans la bande critique 0 < Re(s) < 1, sont sur la droite critique Re(s) = %
4.3.2 Calculs des zéros de zéta

On s’intéresse aux zéros de cette fonction, c’est-a-dire aux nombres complexe s tels que
((s) = 0. La fonction ((s) a des zéros aux points entiers négatifs pairs s = —2, —4, —6, ..., on
les appelle les zéros triviaux. Les zéros non triviaux sont situés dans la bande critique : elle est
formée des nombres complexe s = o + it tels que

0 <Re(s) =0 < 1.
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Les zéros triviaux

CHAPITRE 4. CONCLUSION ET AUTRES RESULTATS

Par la relation fonctionnelle, il apparait que la fonction ¢ s’annule pour tous les entiers de la
forme —2k, (k > 0) par suite du facteur sin (

s
2
Ces zéros sont appelés des zéros triviaux.

), mais pas en s = 0 par suite du facteur I'(1—s).

La relation fonctionnelle permet de plus de montrer que chacun zéro est simple puisque la
valeur de la dérivée en (—2k) est :

k)¢ (2K
¢ ok = (- LD

—}]_I[]
|

FIGURE(4.2)- zéros triviaux de la fonction zéta
Les zéros non triviaux

Il existe d’autres zéros. On obtient de la relation fonctionnelle que la fonction ( admet une
infinité de zéros dans la bande Re(s) €]0, 1[. Pour cela, on remarque que la fonction

£(s) = 7

55 = Dm/20(/2)¢(5)
vérifie
£(s) = £(1— 5).
On n’en déduit que la fonction .
=(s) = 5(5 +1is)

—_
—
—

est paire. On montre que les deux fonctions £ et = sont deux fonctions entiéres d’ordre 1 et
comme Z(s) est paire, la fonction s — E(1/s) est une fonction entiére d’ordre 3, elle admet donc,
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4.3. ZEROS DE ZETA ET CONJECTURE DE RIEMANN

d’aprés la théorie générale des fonctions entiéres une infinité de zéros. Ces zéros se traduisent
par une infinité de zéros de ¢ dans la bande Re(s) €]0, 1[. On ignore pour l'instant si ’hypothése
de Riemann, qui affirme que tous ces zéros sont de partie réelle %, est vraie.

Folar graph of Riemann 2oy + 1t)

[ -

Im T + i)

2L

1
FIGURE(4.3)-Trajectoire de C(§+iy) pour y de 0 & 34

4.3.3 Calcul des premiers zéros de la fonction zéta

Les premiéres informations numériques sur les zéros sur la ligne critique o = % ont été
fournies par Gram en 1903.

Premiers zéros % + it sur la droite critique

En 2004, Gourdon et Demichel, ont calculé 10*® premiers zéros de zéta. Ils sont tous sur
g =

N[
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Année Nombres de zéros | Calculer par

1859(approx.) | 1 B. Riemann[51,P.159]

1903 15 J. P. Gram[58]

1914 79 R. J. Backlund [10]

1925 138 J. LHutchinson [76]

1935 1041 E. C. Titchmarsh[153]

1953 1,104 A. M. Turing[158]

1956 15,000 D. H. Lehmer [95]

1956 25,000 D. H. Lehmer [94]

1958 35,337 N. A. Meller [104]

1966 250,000 R. S. Lehman [92]

1968 3,500,000 J. B. Rosser,et al. [137]

1977 40,000,000 R. P. Brent [168§]

1979 81,000,001 R. P. Brent [26]

1982 200,000,001 R.P.Brent , et al [27]

1983 300,000,001 J. van de Lune , H. J. J. te Riele[159]
1986 1,500,000,001 J. van de Lune et al [160]
2001 10,000,000,000 J. van de Lune (unpubilshed)
2004 900,000,000,000 S. Wedeniwski [168]

2004 10,000,000,000,000 | X. Gourdon [57]

Actuellement les méthodes modernes basées sur les logiciels de mathématiques permettent

de calculer un nombre considérable de zéros p = % + at.

Théoréme 4.3.2 (Hardy) I existe une infinité de réels t tels que ((1/2 + it) = 0.

En outre, on a démontre que plus de

5
12

des zéros de zéta, sont sur o =

1
5

rang du t zéro rang du t zéro rang du t zéro

(10,20) 14.13472514 | (51,55) 52.97032148 | (78,80) 79.33737502
(20,23) 21.02203964 | (55,58) 56.44624770 | (80,83) 82.91038085
(23,30) 25.01085758 | (58,60) 59.43704400 | (83,85) 84.73549298
(30,32) 30.42487613 | (60,64) 60.83177852 | (85,88) 87.4252746
(32,35) 32.93506159 | (64,66) 65.11254405 | (88,90) 88.80911121
(35,40) 37.58617816 | (66,68) 67.07981053 | (90,93) 92.49189927
(40,42) 40.91871901 | (68,70) 69.54640171 | (93,95) 94.65134404
(42,45) 43.32707328 | (70,75) 72.06715767 | (95,97) 95.87063423
(45,49) 48.00515088 | (75,76) 75.70469070 | (97,100) 98.83119422
(49,51) 49.77383248 | (76,78) 77.14484007
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