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Résumé
Dans ce travail nous caractérisons une large classe des Cy semi-groupes
qui peut étre appliquée pour prouver l’existence et I'unicité des solutions de
beaucoup systémes des équations différencielles partielles. En effet, nous
appliquons notre resultat sur ’equation d’onde fortement amortie, vibration
d’une corde et le systéme de diffusion.
Abstract

In this work we characterize a large class of Cy semi-groups which can be
applied to prove the existence and the uniqueness of the solutions of many
systemsof partial differential equations. In fact, we apply our result to a
strongly damped wave equation, damped vibration of a string equation and
reaction diffusion systems.
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Intoduction
L’objectif de ce mémoire est de présenter une caractérisation d’une
large classe des Cy semi-groupe, et appliquer deux lemmes pour demontrer
I’existence et I'unicité de solution aux certains problémes .
Dans le premier chapitre, on va donner quelques définitions et rappels
sur les opérateurs et les semi-groupes.
Dans le deuxieme chapitre, on va présenter deux lemmes de générations

des Cy semi-groupes

Enfin on démontre I'existence et 'unicité de la solution des problémes :
pour systéme d’équation d’onde fortement amortie :

U+ 1(—=A)3uy + Y (=A)u =0, t >0, z€Q
u(0,2) = ug(x), u(0,2) =vo(x), z€Q
u(t,z) =0, >0, x €00

avec les conditions aux limite de Dirichlet homogene,
et pour ’équation non linéaire de vibration d’une corde ou une pourte :

Uy — 28Au; — f(/ |Vu]2 dr) + A%u =0, sur Ry x Q,
Q

avec la condition aux limites :

u=Au=0, dansR, x 0f2,



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Opérateurs linéaires

1.1.1 Un opérateur linéaire

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, une application linéaire A
de X dans Y définit d’un sous-espace vectoriel D(A) C X et a valeurs dans
Y est appelé un opérateur linéaire si pour tout z,y € D(A) et pour tout
AeC ona:

— Alz+y) = A(z) + A(y).

— A(Az) = MNA(x).

D(A) est appelé le domaine de A.

On dit que A est a domaine dense si D(A) = X, c-a~d si pour tout = € X,
il existe une suite (z,),>0 d’élléments de D(A) telle que :

r = limz,.
1.1.2 Un opérateur linéaire borné

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, 'opérateur linéaire A :
D(A) C X — Y est borné s’il existe M > 0, pour tout = dans X :

[Az]ly < M [|z]]x -



1.2. Cy SEMI-GROUPE

1.1.3 Un opérateur linéaire fermé

On dit que l'opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est fermé si et
seulement si pour toute suite (z,,),>0 d’éléments de D(A) telle que :

{ T, — T, :{xeD(A)

Ax, — . Ar =y

1.1.4 Ensemble résolvant

Définition 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, l’ensemble ré-
solvant p(A) est définit par :

p(A)={\ e C : (M — A) est inversible et dlinverse continue},

si A € p(A), on définit la résolvante :

Ra(A) = (A — A)7L,

1.2 C, semi-groupe

Définition 1.2.1 Une famille {T'(t)},, d’opérateurs linéaires bornés dans
l’espace de Banach Z est appelé un Cy semi-groupe si elle vérifie les trois
conditions suivantes :

i/ T(t+s)=Tt)T(s) t,s > 0.
ii/ T(0) =1 ( lopérateur d’identité dans Z ).
iii/ pour chaque z € Z , on a : limy_o+ || T'(h)z — z|| = 0.

Définition 1.2.2 Soit {T'(t) }+>0 un Cy semi-groupe en Z, alors 'opérateur
A:D(A) C Z — Z défini par :

T(h)z —z

Az = lim , z€ D(A),
h—0t
ou
. Th)z—z
D(A)={z € Z, hlir51+ — existe},

s’appelle le générateur infinitésimal ou le générateur du semi-groupe {7°(¢) }+>o.
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CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Définition 1.2.3 Un Cy semi-groupe {T(t)}:i>o sur Z est dit analytique si
pour tout z € Z, la fonction réelle t — T(t)z € D(A) est analytique sur
O<t<oo, et:

ST(t)2 = AT()z = T() Az, ¢ > 0.

Par conséquent : T'(t)z € D(A), pour t >0, et z € Z.

Définition 1.2.4 Soit L un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans
’espace de Banach Z, On dit que L est un opérateur sectoriel si Vo € (0,7)
et M >1 le secteur :

Sas ={A € C,¢ < |arg(A — a)| < 7, A #a},

est dans ’ensemble résolvant de L et :

|(A=L) m< YA€ S,

M
[A—al’
Le théoréme suivant se trouve dans [1].

Théoréme 1.2.1 Si L est opérateur sectoriel, alors —L est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe analytique.

Théoréme 1.2.2 ( Les propriétés fondamentales du générateur infinitésimal
du Cy semi-groupe )

Soit {T'(t) }+>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal avec
domaine D(A), on a :

a) D(A) est un sous-espace linéaire dans Z, et A est un opérateur linéaire
sur D(A).

b) Siz e D(A), alors T(t)z € D(A), t >0 est différentiable en ¢, et :

dT(t)
dt

z=AT(t)z =T(t)Az.



1.2. Cy SEMI-GROUPE

c) Size D(A), alors

T(t)z—T(s)z= /T(U)Azdu, t,s > 0.

s

d) Si f(t) est une fonction continue & valeur réelle pour ¢ > 0 alors :

t+h
}33%)% / F)T(u)zdu = FOT(H)z, 2 € Z, ¢ > 0.
e)
/T(s)zds €EDA) et T(t)z =2+ A/T(s)zds, z€Z, t>0.
0 0

f) Le sous-espace linéaire D(A) est dense dans Z, et A est un opérateur
fermeé sur D(A).

Théoréme 1.2.3 Soit {T'(t) }1>0 un Cy semi-groupe dans Z, et A son géné-
rateur infinitésimal dans D(A), le probléme de Cauchy :

2'(t) = Az(t), t =0
{ 2(0) = 29, 20 € D(A) ~’

admet 'unique solution :

Définition 1.2.5 On dit que la famille {P,} est compléte si :

(e.)
T = g P,x.
n=1



Chapitre 2

Lemmes de génération d’un Cj
semi-groupe

Dans ce chapitre, on va présenter deux lemmes de génération d’'un Cy
semi-groupe.

2.1 Premier lemme de génération d’un semi-
groupe

Lemme 2.1.1 Soit Z un espace de Hilbert séparable et {A,}n>1, {Pn}n>1
deuz familles d’opérateurs linéaires bornés en Z, avec {P,} est une famille
compléte de projections orthogonales, tel que :

AP, =P,A,, n=123..
On définit la famille d’opérateurs linéaires :

o0
T(t)z = ZeXpA"t Pz, t >0,
n=1
alors :
(a) T(t) est un opérateur linéaire borné si :

Antll < g(t),n =1,2,3.... (2.1)

|exp



2.1. PREMIER LEMME DE GENERATION D’UN SEMI-GROUPE

pour une fonction a valeur réelle continue g(t).

(b) Si la condition (2.1) est veérifite, {T'(t)}+>0 est un Cy semi-groupe dans
I’espace de Hilbert Z dont le générateur infinitésimal A est donné par :

Az =Y " APz, z € D(A), (2.2)

n=1
avec :

D(A) = {z €Z, ) |APuz|? < oo} .

n=1

(c) Le spectre de A, (o(A) =C/p(A) ) est donnée par :

o(4) = Jo(A),

ou :

A, = AP, : R(Pn) — R(P,).

Preuve. (a) puisque A, P, = P,A,, alors pour tout z € Z, {exp(A4,t)P,2}>>,
est une famille orthogonal de vecteurs dans Z, par conséquent :

T2 =) llexp(Aut) Paz® < (g(1) |1211)?

alors
IT@)=) < g(t) |11 -
(b) Vérifions la condition i/ de définition (1.2.1)

T(H)T(s)z = Y _exp(A,t)P,T(s)z
= Z exp(Ant)Pn(Z exp(A;,s)Pnz)

= Y exp(Au(t + )Pz =T(t +9)

la condition ii/ de définition (1.2.1) découle de la complétude de la famille
{F%}n21’



CHAPITRE 2. LEMMES DE GENERATION D’UN Cy, SEMI-GROUPE

c’est-a-dire :
oo
z = Z P.z, ze Z.
n=1

Vérifions la condition iii/ de définition (1.2.1)

IT(t)z = 21" <Y lexp(Ant) = 1|* || Pz

n=1
N oo
Z lexp(Ant) = I [ Pazl” + > llexp(Ant) = I[|* | Paz|*.
=1 n=N+1
D’apres (2.1), il existe une fonction continue K (t) tel que :
N o
IT(t)z — 2||* < sup lexp(Ant) = TI* D [1PazlI* + K () > 1Pz,
n=1.2.., n=1 n=N-+1

donner € > 0 pour trouver N suffisament grand tel que

[e.e]

K@) S 17l <

n=N-+1
pour t € [0,6], 6 > 0; d’autre part,

lim  sup ||eXp(Ant) —1I]|=0

t—0T p=1,2

.....

alors,
lim ||T(t)z — z|| = 0.

Soit A le générateur infinitésimal de ce semi-groupe, on a pour tout z € Z

Az = lim M — lim (eXp(Ant) - ])Pnz,
t—0% t =0+ ~— t

alors :

P,Az = P,(lim Pnz)
t—0t — t
= lim (exp(Ant) — 1) P,z=A,P,z.
t—0t t



2.1. PREMIER LEMME DE GENERATION D’UN SEMI-GROUPE

On a: . .
Az = Z P, Az = Z A,P,z,
n=1 n=1

D(A) C {z €Z : Z | A, Poz||” < oo} :
n=1

Maintenant, supposons que z € {z € Z : > 77, | Ar Pz < oo} alors

Z ||Aksz||2 <oo et y= ZAksz cZ.

k=1 k=1

Puis, si on pose

n
Zn = E PkZ,
n=1

tel que z, € D(A) et
Azn = Z AkPkZ
k=1

Alors : lim,_,o 2, = z et lim,_ ., Az = y, et puisque A est un opérateur
linéaire fermé, on trouve z € D(A) et Az =y
(c) Il suffit de prouver que :

U, 0(A4,) Co(A) et o(A) C U2, 0(A,).

On prouve la premiére partie : p(A) C NS, p(A4,), soit A dans p(A),
donc: (A—A)"!: 2 — D(A) est un opérateur linéaire borné, prouvons que :

(A=A, : R(P,) — R(Py)

existe et borné pour m > 1, supposons que (A — A,,) "' P,z =0 alors :

A=A)P,z = Y (A= A)PPyz
n=1
= AN=A,)Puz=A\—-A,)P,z=0,

ce qui implique que P,z = 0 alors (A — A4,,) est un & un .

9



CHAPITRE 2. LEMMES DE GENERATION D’UN Cy, SEMI-GROUPE

Puis donner y dans R(P,,) pour résoudre (A— A,,)w =y, pour A € p(A),
il existe z € Z tel que :

o0

(A—=A)z= Z()\ — AP,z =y.

n=1

Multipliant 1’équation par P,, on obtient :
Po(A—=A)z=\N—A,)Pnz=(\—A,)P,z= P,y =uy.

Comme (A — A,,) : R(P,,) — R(P,,) est une bijection, et R(P,,) est
fermé, donc est espace de Banach, alors d’apres le théoréme de graphe ouvert
ona:(A—A,): R(P,) — R(P,) existe et est un opérateur linéaire borné,
D’ou

p(A) € MiZip(An) < UL 0(A4,) C o(A),

pour A € p(A,,) pour tout m > 1. m

2.2 Deuxiéme lemme de génération d’un semi-
groupe

Lemme 2.2.1 Supposons que les conditions précédentes soient vérifiées, et
soit S un sous-ensemble borné de C, avec Re(S) >0, on a :

-1

)\—O'(An) CS, A\ >0, pour n=1,2...,
alors Uopérateur A donné par (2.1) est un générateur infinitésimal du Cy
semi-groupe analytique

Preuve. Si on pose D, = ;—iAn, alors A, = —\,D,, o(D,) C S, et

lopérateur A s’écrit comme suite :

—Az =) M\D,P.z, z € D(A).

n=1

D’aprés théoréeme (1.2.1), il suffit de prouver que 'opérateur — A est sectoriel.
Soit 0 € (0,%) tel que A € o(S), on a :largA| < . Il est claire que le
secteur :

S={ e, <|arg)\ <7}

10



2.2. DEUXIEME LEMME DE GENERATION D’UN SEMI-GROUPE

est dans ’ensemble résolvant de — A, donc prouvons 'existance de constante
M > 0 tel que :

M
A+ A7 < =,

puisque A € Sy, ﬁ n’est pas dans o(D,,) pour tout n > 1 et I'opérateur
A — A\, D, estinversible, prouvons 'existance de constante M > 0 tel que

/\ES@,

M
(A= ADn) M| €

L =1,2..,
pour tout A, on a
IRO. DI = 0= D = (= D7 = (D= D=7}
< g = 0= D0 =077
S L
< odpd,

si |A| est suffisamment grand,
d’autre part, on a :

| Dnll = \/7(DnD2) = \/sup{A: A € 0(D, D)} < k, n=1,2...,

ou: r(D,Dz) est le rayon spectral de D, D¥, donc on obtient 'existance
de constante M; et R tel que :

M,

H()‘_D 1H< ‘)\’

AeSpet [N\ >R, n>1, (2.3)

puisque la fonction résolvante A — R(A,—A) est une fonction holo-
morphe sur p(—A), il existe M, tel que :

IAR(\, —A)|| < M, A€ Sy Br,

c’est-a-dire :

M,
R\ -A)| < —
1RO =)l < 737

ol Bpg la boule fermée de centre zéro et de rayon R en C.

)\GSQQBR,

11



CHAPITRE 2. LEMMES DE GENERATION D’UN Cy, SEMI-GROUPE

pour A € Sy N B, considérons 1’équation :
A+ Az =y, z€ D(A), y € 2

Siy=> " P,y alors I'équation devient :

o

n=1 n=1

c-a-d :

(A=A\Dp)Poz =Py <= P,z = (A — ADp) PPy, n=1,2

ceey

par conséquent, z =3 > (A—=A,D,) 'Py et:

RO\, —A)y => (A= A\D,) ' Py, (2.4)
n=1
ce qui implique que :
1 My
[N =XDn) M| < =57 I A€ SyNBg, n>1, (2.5)

utilisons (2.3) et (2.5) on obtient pour tout A € Sy :

1 A _
M,a MR

< (Al An
- %,sing

Donc 4 M > 0 tel que :
M
A= XDn) | < 1550 AE S, n > 1,
utilisons (2.4) on obtient :

M
[A+A)7 < — T

12



Chapitre 3

Applications du lemme de
génération d’un C semi-groupe
aux E.D.P

Dans ce chapitre, on va donner ’application du lemme de chapitre pré-
cédent aux E.D.P.

3.1 Une équation d’onde fortement amortie

Appliquant le lemme (2.1.1) pour étudier l'existance et la stabilité des
solutions pour I’équation d’onde linéaire fortement amortie avec des condition
aux limites de Dirichlet homogene

U+ (—=A)3uy + Y (=A)u =0, t >0, z€Q
w(0,2) = ug(x), w(0,z) = vo(z), x€Q (3.1)
u(t,z) =0, t >0, x € 0N

ot 2 est un domaine borné suffisamment régulier dans RY (N > 1),Dans le
travail [6] S. CHEN et R. TRriGGIAN ont démontre que la partie linéaire de (3.1)
est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, ici ils prouvent
facillement que le semi-groupe est analytique et décroit exponentiellement
vers zéro, en outre :

IT@)] < M(n,~) exp(=pt), t =0,

13



CHAPITRE 3. APPLICATIONS DU LEMME DE GENERATION D’UN
Co SEMI-GROUPE AUX E.D.P

ot M (n,~y) est une constante dépendent de 7 et ~,

On choisit I'espace dans lequel ce probléme sera posé comme un équation
différentielle ordinaire abstraite du second ordre.

Soit : X = L*(2) = L*(Q, R), considérons I'opérateur linéaire non borné :
A:D(A) C X — X définit par : Ap = —A¢, ou:

D(A) = H*(Q,R) N Hy(Q,R),

Iopérateur A a les propriétés : le spectre de A se compose uniquement des
valeurs propres 0 < A\ < Ay < ..... < A\, — 00, chaque valeur propre est de
multiplicité finie v,, égale a la dimension de 1’espace vectoriel correspondant
au vecteur propre,

Par conséquent :

a) Il existe un ensemble complet orthonormé {¢,, ,} de vecteur propre de A.
b) Pour tout = € D(A) on a :

o0 Yn (e%)
Az = Z An Z <x, ¢nk> Ppk = Z B,
=1 k=1 n=1

ou (.,.) est le produit scalaire de X et :

Tn

E,x = Z <x> ¢n,k> ¢n,k'

k=1

Ainsi, {E,} est une famille compléte de projections orthogonales en X
et: rz=> " Ezx reX.

c) —A est un générateur d’un semi-groupe analytique {exp(—At)} donné
par :

exp(—At)r = Zexp(—)\nt)Ena:. (3.2)

d) L’espace de puissance fractionnaire est donné par :

X*=D(A") ={x € X : Y (A\)* | Enz|* < o0}, a >0,
n=1

14



3.1. UNE EQUATION D’ONDE FORTEMENT AMORTIE

avec la norme

[

o0

[l = [|A%]| = {Z(%)Z“ HEanQ} , T € X,

n=1

et

A% = i(An)aEnx,
n=1

par conséquent, I’équation (3.1) peut étre écrite comme un équation différen-
tielle ordinaire abstraite du second ordre en X, comme suit :

7 1 —
{ u' +nA2u +vAu=0,t>0 (3.3)

u(0) = up, v (0) = vy
Prenons le changement de variable : u/ = v, on peut ecrire ’équation du

second ordre (3.3) comme systéme des équations différentielles ordinaires du
premier ordre dans l'espace : Z = X2 x X = D(A2) x X comme suit :

Y =Az, z€Z t>0,

ou :
0 1,

u

(3.4)

est un opérateur linéaire non borné avec le domaine naturel : D(A) =

D(A) x D(Az2).

Théoréme 3.1.1 L’opérateur A donné par (3.4) est le générateur infinité-
simal d’un semigroupe analytique {T'(t)}i>0 donné par :

T(t)z = Zexp(Ant)Pnz, zeZ, t>0,

n=1

ou {P,},>0 est une famille compléte des projections orthogonales dans
I’espace de Hilbert Z donné par :

P, = diag(E,, E,), n>1,

et

15



CHAPITRE 3. APPLICATIONS DU LEMME DE GENERATION D’UN

Co SEMI-GROUPE AUX E.D.P

De plus ,

ou :

et :

Preuve.

0 1

An:BnPna Bn:( 1
—YAn —NAG

, n>1.

ce semi-groupe décroit exponentiellement vers zéro, donc :

IT@)] < M(n, ) exp(=pt), t =0,

5= A min{Re( TV )

£ VIR~ 4y

2¢/m? — 4~

M(n,7)

= max{

1
2 -4y

Calculons Az :

0 I U
( —vA —nA: ) 1% )

= —vAu — nA%v )
220:1 E,v
1
Y Yoy A Bt = 0 30 AL B
> E,v
= D[ L)
_ryAnEnu - n)\n EnU

n=1

Az =

= ( )

Il est claire que A, P, = P, A,, vérifions la condition (2.1) du lemme (2.1.1),
calculons le spectre de la matrice B,
En effet, ’equation caractéristique est donnée par :

1
A+ nAZA+ 9N, =0

et ses racines sont données par :

Lnt/n?—4
A==V ;7 Y n=1,2

16



3.1. UNE EQUATION D’ONDE FORTEMENT AMORTIE

1
F-exp(—Aipyt) + - exp(—

d’autre part, exp(A,t) = exp(B,t)P, avecexp(B,t)donné par: ( pz_/\p; . pl;%p
| 22 exp(-abput) - 724 el
ou :
_ NtV -4y _n—Vnr—4y
1= 5 Pe=— 5
2 2
Considérons z = (z1,22)" € z tel que : ||z]|, =1
alors ,
2 2 2 2
el = S A NP <1 et Izl = 3 1Bl < 1
j=1 Jj=1
Par conséquent, \/A; [|[Ejz || <1, ||Ejz| <1, j=1,2..,
Alors
1 1
L2 exp(—A2p t)Enz + 22— exp(— A2 pot) En 2y
lexp(Aat)zll} = || % et Tk,
;27_—;1 exp(—Aipt)Enzy — p?_’;h exp(—An pot) Enzy
1 1
———exp(=A2p t) Epzo + 12— exp(— A2 pyt) B 2
—l—( Az (pa—p1) L Az (p1—p2) |
pp;_’;l exp(—Aipit) Enze + 512__:2 exp(—Ai pot) B 2o
2
: a(n)E,z + %Enz2
p— )‘n
1
c(n)AiEpz +d(n)Eyz ||,
b(n) 1 2
= l|la(n)E,z1 + =~ Enz|| + ‘ c(n)AEnzy + d(n)Ey, 2o
A3 1 X
2
2
= Z A | Ej(a(n)Enzy + ——Enz)|| + Z ‘ Ei(c(n)A\3 Epz + d(n)E,2s)
j=1 A j=1
b(n) 1 2
= M |la(n)Eyz1 + = Enza|| + ||c(n)A2 Enz1 + d(n)Ey 2o
A2
< (la(m)] +[b(n)])* + (le(n)| + |d(n)])?,
on P 3 P1 3
a(n) = exp(—Aipit) + exp(—Az pot).
P2 — P1 ! P1— P2 ?
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CHAPITRE 3. APPLICATIONS DU LEMME DE GENERATION D’UN
Co SEMI-GROUPE AUX E.D.P

1 1 1
b(n) = exp(—Anpqt) + exp(—Aa pot).
() P2 — P1 ( 1) P1— P2 ( 2
_ 1 1
c(n) = exp(—Aapit) — exp(—Aa pot).
() P2 — P1 ( 2 P1— P2 ( 2
_ 1 — 1
d(n) = 2= exp(—Aipt) + 2= exp(—Aipyt).
P2 — P P1— P2
On pose :
1 +/n?—4
8 = A min{Re(-——),
M(n,7) = max| 2V = L)
2/ — 4y ||V =4y
on obtient :

lexp(Ant)|| < M(n,v)exp(—pt), t >0, n=1,2....

Alors A est un générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe donné par
(3.2), Ensuite montrons que ce Cy semi-groupe est exponentiellement décrois-

sant vers 0.
En effet,

T2 < ) lexp(Aut) Pzl

n=1

D llexp(Ant)|* [ Paz]®
n=1

IA

IN

M?(n, ) exp(—28t) Y _ || Puz||?
n=1

= M?(n,7) exp(—26t) ||z[|,
donc :
|T(t)|| < M(n,v)exp(—pt), t >0,

Panalycité de {T'(t)}=o sur Xz x X est découle directement du lemme
(2.2.1).

Maintenant, on va donner une deuxieme méthode pour montrer le résultat
précédent qui peut étre utiliser dans d’autre probléeme.
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3.1. UNE EQUATION D’ONDE FORTEMENT AMORTIE

Considérons les matrices 2 x 2 :

5= oy oty ) Ko = o Ly 1)

Ou :
1

1 1
o1(n) = =A2py, et oo(n) = —=Aipy, n=1,2...,

alors
-B, =K 'J,K,, n=1,2...,
avec
= | —o1(n) 0
o = 0 —0oo(n)

On définit les deux opérateures linéaires bornés :
Kp: XxX—>XixX |, K1 ':XtxX—o>XxX

comme suit :

K,=K,P, et K;' =K,'P,,

on va majorer les deux normes ||K,| et ||K,!|, considérons : z =
(21, 2)' € Z = X2 x X, tel que ||z]|, = 1, Alors :

o0 (e.0)
zalla =Y N IEzIP <1 et zlf =) I1Ez|* <1,
j=1

j=1
par conséquent,

1
A Bz <1 |Bz| <1, j=1,2.,
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CHAPITRE 3. APPLICATIONS DU LEMME DE GENERATION D’UN
Co SEMI-GROUPE AUX E.D.P

alors,
2
HK_12||2 _ 1 H |: ag(n)Enzl — EnZQ :|
bR Moy = ool 1L 01(0)Enzi + Buze |5, «
1
= ——— {lloa(n)Enz1 — Enzl* + |o1(n)Enzy + Enzl*}
An |p2 = pil
1 1
< 3 {(pe| | M Enza|| + [ Enzal))?}
An |p2 = pil
1
————— (] | M Enza|| + [ Enzal))?}
An |p2 = pil

< i(|ﬂ2’ + 1%+ (|py] +1)?

Y P2 — 01‘2

< F%(n?W),

< X,
alors,

_ 'y(n,7)
1 i\,
”Kn ”L(X%xX,XxX) < )\g ’

Pour HKHHL(XX&X%XX), considérons z = (z1,22)' € Z = X x X tel

que : [|zf| ; =1,

2 2 2 2
laal® =Y Nl Eal® <1 et llealy = Y [1Bjz|” < 1.
j=1

Jj=1

Par conséquent, ||E;z|| <1, ||Ejz| <1 j=1,2..

Alors,
2 E,z1+ E, 2 2
IKelisx = || ovmBoes + oam Bz || 14
o1\n)Lnz1 O2(MN ) Ly 2o Xyux
= )\n HEnzl + EnZZH2 + "Gl(TL)EnZl + Ug(n)EnZQH2
< {4+ (ool + [p2])?
< T3(0.7) A,
alors,
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3.1. UNE EQUATION D’ONDE FORTEMENT AMORTIE

On prouve maintenant que A est sectoriel, on écrit la matrice J,, comme
suit :

J, = diag [Aépl,)\épg}

_ (Aém)“ 8}+(Aéf’2){8 (1)]

1 1
= (Mipa + (Mipa)ae,
et Popérateur J,, = J, P, : Z — Z, soit le secteur :

So={A e C; 0§ < larg(N)| <, A#0},

ou : -
|arg(p1)| < 8 < 57
Si A\ € Sy, alors A est différent de )\%pi(n), i=1,2..
= 1 2 1 1
A= T) | = —————— llawyl* + ———— [yl -
A= (Aipy))? (A= (Mipo))?
On pose :
_ A _
N = sup{ T n>1,i=1,2.....}
A= (ip(m)
On obtient :
~1 112 N 2 2 2
(O ]| oL lawyll” + llazyl”]
= N
(A =T < 5y res
Si A € Sy, alors
RO\ —A)z = Y (A +A4,) Pz
n=1

= Y Ku(A+J) 'K, ' Pz

n=1

= Y K,A=J,) 'K, P,z
n=1
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CHAPITRE 3. APPLICATIONS DU LEMME DE GENERATION D’UN
Co SEMI-GROUPE AUX E.D.P

Alors,

1RO, —A)z1 < S TIEPET O = Z) 7 12z
n=1

F1(777 7)
F2(777 7)

2ﬁ222
(F e Py el

R
1=, =A< € S

3.2 Vibration amortie d’une corde

L’équation non linéaire suivante représente une corde de vibration non
linéaire amortie ou une pourte :

Uy — 280 uy — f(/ |Vu|2 dz) + AN*u =0, dansR, x Q, (3.5)
Q

avec la condition aux limite :
u=Au=0, dansR, x 0%, (3.6)

ou f: R — Rest de C! et § > 0, appliquant lemme (2.1.1) on prouve
que la partie linéaire de I’équation génére un semi-groupe exponentielle stable
dans Z = H*(Q)NH () x L*(Q), utilisons le changement de variable : v = w,
donc la partie linéaire de (3.5) peut étre écrite comme suit :

Ut =0
{ vy = 2800 — Ay (3.7)

avec la condition (3.6), pour résoudre le systéme (3.7) dans [5] Luiz A.F. de
Oliveira, utilise encore une changement de variable : w = Au , et le lemme
(2.1.1) pour prouver que le systéme génére un semi-groupe qui se décroit
exponentiellement vers zéro, et ’analycité de cet semi-groupe découle d’apres
lemme (2.2.1), Considérons l'espace de Hilbert H = L?(Q) et l'opérateur
linéaire non borné A : D(A) C H — H définit par : Ap = —A¢ avec le
domaine D(A) donné par les conditions aux limites de Dirichlet,
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3.2. VIBRATION AMORTIE D’UNE CORDE

ca-d : D(A) = H*(Q) N H}(Q), donc —A génére un semi-groupe analy-
tique {exp(—At)}i>0 donné par :

exp(—At)¢ = Z exp(—At)E,¢.

n=1
Donc le systéme (3.7) devient sous la forme :

Z=Az, t >0
2(0)=20€ 2 "’

ou z= (u,v)" et 'opérateur linéaire non borné¢ A est donné par :

0 I

A:(_A2 _2614)

(3.8)

avec :

D(A) = {u € HY Q) =u = Au =0 sur 90} x H*(Q) N Hy ().

Théoréme 3.2.1 L’opérateur A de domaine D(A) donné par (3.8) est le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique {T'(t)}1>0 donné par :

T(t)z = Zexp(Ant)Pnz, ze€Z, t>0,

n=1

ot { P, },>0 est un systéme complet de projections orthogonales dans I’espace
de Hilbert Z donné par :

P, = diag(E,, E,), n>1,

et
0 1

—A2 —28),

Ce semi-groupe décroit exponentiellement vers zéro, autrement dit : Ir > 0
et M(S) tel que :

T < M(B) exp(=rt), ¢ = 0.

23



CHAPITRE 3. APPLICATIONS DU LEMME DE GENERATION D’UN
Co SEMI-GROUPE AUX E.D.P

Preuve. La premiére partie découle du théoréme (1.2.1). pour appliquer le
lemme (2.1.1), nous étudions I’équation caractéristique de B,, qui est donnée

par: m
M 4 2BAA 4+ A2 = 0. (3.9)
L’équation caractéristique (3.9) de A,, devient :

A A
()\—n)Z + 26(>\_n) +1=0.
A

On pose z = %, on obtient :
22 4+282+1=0. (3.10)

Les racines de (3.10) sont simple et elles ont des parties reélles négatives,
De plus, elles sont données par :

—B+4/p%—1.

{ut:—aAu—bAv, t>0

vy = —cAu — dAv (3.11)

Le systéme (3.11) est écrit comme suit :

20 =Az, t >0
2(0)=20€2 ’

ou z = (u,v)" et 'opérateur linéaire non borné A donné par :

—aA —bA)
—cA —dA

de domaine D(A) = D(A) x D(A).

A=
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