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Résumé

L’objectif de ce memoire est d’étudier l'existence des solutions pour un probléme aux
limites anti-périodique d’ordre fractionnaire en utilisant la théorie de degré topologique de
Leray Schauder et on illustre notre travail par des exemples.

Mots clés: Calcul fractionaire, Degré topologique de Leray-Schauder, Existence des

solutions anti- périodique.



Chapitre 1

Introduction

La dérivation fractionnaire est un concept de généralisation de la dérivation (classique) a
un ordre non entier. Si cet ordre est négatif, on parle d'une intégration non entiere et s’il
est positif, il s’agit d’une dérivation non entiére.

La dérivation fractionnaire fournit plusieurs outils potentiellement utiles pour la réso-
lution des équations intégrales. Elle s’introduit aussi naturellement dans la modélisation
mécanique des matériaux qui conservent la mémoire des transformations passées (voir [10]).
D’ou l'intérét particulier porté sur le calcul et 'analyse fractionnaire pondent ces derniéres
décennies.

Bien que le calcul différentiel classique fournit des outils puissants pour la modélisation
d’un bon nombre de phénomeénes étudiés par les sciences appliquées, ces outils ne permettent
pas de tenir compte de la dynamique anormale que présentent certains. Systémes complexes
rencontrés dans la nature ou dans les interactions de la société. Les résultats expérimentaux
montrent que plusieurs processus liés aux systémes complexes ont une dynamique non-locale
impliquant des effets a long terme. Les opérateurs de dérivations et d’intégrations fraction-
naires présentent des similitudes avec certaines de ces caractéristiques, ce qui en fait un outil
plus adapté pour la modélisation de ces phénomeénes.

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17 "¢ siécle jusqu’a nos
jours. les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début a la fin de 'année 1695
quand L’Hospital a soulevé une question a Leibniz en s’interrogeantsur la signification de

n

Yy 1 oo ) s :
T lorsque n = 3" Leibniz, dans sa réponse voulut engager une réflexion sur une possible
x

théorie de la dérivation non entiére, et a écrit & L’Hospital : "... cela conduirait & un paradoxe

a partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles". Il a fallu attendre les années



1990 pour voir apparaitre les premiéres "conséquences utiles". la premiére tentative sérieuse
de donner une définition logique pour la dérivée fractionnaire est da & Liouville qui a publié
neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment, Riemann a proposé une
approche qui s’est avérée essentiellement celle de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le non
"Approche de Riemann-Liouville". Plus tard, d’autres théories on fait leurs apparitio comme
celle de Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo (voir [10,17]). A cette époque il n’y avait
presque pas d’applications pratiques de cette théorie, et c’est pour cette raison qu’elle a été
considéré comme une abstraite ne contenant que des manipulations mathématiques peu
utiles. Le passage des formulations mathématiques pures a des applications, a commencé a
voir le jour depuis les années 1990, o les équations différentielles fractionnaires sont apparues
dans plusieurs domaines tels que la physique, l'ingénierie, la biologie, la mécanique....

Notre mémoire est subdivisé en trois chapitres

Chapitre 1: Nous présentons dans ce chapitre les différents notions de bases concernant
la théorie de calculs fractionnaires.

Chapitre 2: On indique la notions de dgré topologique et on distingue deux types de
ce dernier et on montre leur avantage dans la résolutions des équations differentilles d’ordre
fractionnaie en appliquant la théorie du point fixe dans un espace du banach.

Chapitre 3: On va résoudre un systéme périodique d’ordre fractionnaire en utilisant le

degré topologique de Leray.Schauder.



Chapitre 2

Outils de bases

Dans ce chapitre on va présenter quelques notions de bases concernant le calculs fraction-

naire, voir [10] et [14].

2.1 Fonctions spéciales

2.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est en mathématiques, une fonction complexe, considérée également
comme une fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a ’ensemble des nombres

complexe.

Définition 2.1 Pour o € C tel que Re(a) = 0, on définit la fonction suivante
+oo
Na— /e_tta_ldt.
0

Quelques propriétés de la fanction Gamma

Une propriété importante de la fonction I' () est la relation de récurrence suivante:

I'(a+1)=al' (o), Re(a)>0.

En particulier

I'(n+1)=n!; Vne N.



2.1.2 La fonction Béta

Définition 2.2 La fonction Béta (qui est un type d’intégrale d’Euler, au méme titre que la

fonction Gamma) est une fonction définie par:

B(p.q) = / -1 (1 = 1) dr, Re(p) = 0,Re(q) = O, (1.2)

et de plus on a

IL'(p)T(q)

B(P,Q)ZW

, Re(p) =0, Re(q) > 0.

Définition 2.3 Soit f : [a,b) — R une fonction continue. On appelle intégrale de Riemann-

Liouville de f l'intégrale suivante:
(6% 1 a—1
UeN @) = 5= [ G=0"" F 0yt (13)

ot o est un réel (ou méme complexe) convenablement choisi.

Exemple 2.1 Considérons la fonction f (z) = (z — a)’: Alors

T

@ —aﬁzL T — a—1 —CLB
12 (@ — a) F(a)/( 0o (¢t — a)’ d.

a

Pour évaluer cette intégrale on pose le changementt = a+ (x — a)7 , d’ow

o B8 _ (m_a)6+a a—1 _ F(ﬁ_‘"l) o
I (x —a) —W/(I—T) Tﬁdt—m(x—a)ﬁ+,

aprés utilisation de l'intégrale eulérienne de premiére espéce (la fonction béta d’Euler). On

voit bien que c’est une généralisation du cas a« =1 ou on a

. 6_F(5+1)x_a6+1_ L6
[a(x—a)——r(ﬁ+2)( ) _ﬁ+1( )

a cause de la relation bien connue I' (z + 1) = 2" (2) .



Définition 2.4 si f € Cla,b], a € R, Uintégrale

xT

@y — L[y
191 @) = 5 [ =0 s ) (1.4

a

telle que a €] — 0o, 400[ est appelée intégrale fractionnaire (a gauche) de Riemann-Liouwville

d’ordre «, et l'intégrale

b

(@) x:L z — )b elle que — 00, +00
197 (2) F(a)/< D@D F () dt telle que  be]— oo, 400, (L5)

x

est appelée intégrale fractionnaire (o droite) de Riemann-Liouville d’ordre o

Théoréme 2.1 Pour f € Cla,b|, lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la

propriété suivante:

r [1{5@ f (x)] — I f (2)  pour a =0, B+ 0. (1.6)

2.2 Dérivées fractionnaire

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons siter les approches

qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

2.2.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 2.5 Soit o €)m — 1, m[ avec m € N\{0}. On appelle dérivée d’ordre o au sens

de Riemann-Liouville la fonction définie par

Cozn) @ = () [aren @), (1.7)

Lemme 2.1 Soit o €lm—1,m[et f une fonction vérifiant *D%f = 0 (appartenant au noyau

de lopérateur BD%). Alors

F)=2 ors (& —a)y o, (1.8)



ou les ¢ sont des constantes quelconques.

Proposition 2.2 L ’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville R DY posséde les propriétés
suivantes:

1. c’est un opérateur linéaire.

2. En général BD® of DB £ DF oft DY et qussi RDg‘ oft DB AR path

3. lim %Dof = fim=1 ¢ Jim REpof = fm

Q—VH’L—
<

4. RDg o I* = id,
5

R D) = f o) = 5 i () 1] )

2.2.2 Approche de Griinwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation entiére
d’une fonction & des ordres de dérivée arbitraires, donc on peut exprimer la dérivée d’ordre
entier p (si p est positif) et l'intégrale répétée (—p) fois (si p est négatif) d’une fonction f

par la formule suivante:
. R k(P
DPf(t) = hhmoh P E (—1) <k;)f (t — kh), (1.9)

k=0

avec

(Z) _p(p—l)...k,(!p—k-i—l)'

La généralisation de cette formule pour p non entier (avec 0 <n —1 < p < n) et comme

(1) - 2Dl

I'(k —p)
I'(k+ 1T (—p)’

nous obtenons
n

I'(k—p)

CDPf(t) :hlinohp;r(k+1)r(_p)f<t—kh), (1.10)
et
DT (1) = lim kz; F(Fk(f—%f (t — kD). (1.11)



Si f est de classe C™, alors en utilisant I'intégration par partie on obtient:

t

L) () (F — a)FTP )
CDPf(t) = kz_o / ng>+(tp+ i) + 1 (n1+p) / (t — 7)) ) (1) dr, (1.12)

a

2.2.3 Approche de Caputo

Nous avons vu plus haut que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre
a €)m — 1, m[ s’obtient par une régularisation (application de I'"~ ) suivie d'une dérivation
classique d’ordre m. La dérivée de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux

opérations.

Définition 2.6 Soit a €lm — 1,m[ et f € C™ ([a,b)). On appelle dérivée de f au sens de

Caputo la fonction définie par:

(“Dgf) (@) = (1 f") (x) . (1.13)

Remarque 2.1 La dérivée de Caputo permet de rattraper certaines "anomalies” que nous

recontrées dans le cas de Riemann-Liouville. En voici la premiére:
“De1 =0, (1.14)

i.e, la dérivée de Caputo d’une constante est nulle.

Proposition 2.3 On a
1 CDs(Ief] = f.
2.5 °DYf =0 alors f (z) = 3. ¢; (x — a)’,

j .
m—1 _ CL)J

3. I3 [“Daf] (x) = £ (2) - j;o Tf(j) ().

—
8

Remarque 2.2 Un des "défauts” de la dérivée de Caputo est qu’elle ne constitue pas une
bonne interpolation entre les dérivées entiéres comme ce fut le cas pour Riemann-Liouuville.

En effet on a
i (D) (@) = £ (2) (115

=<



mais par contre
lim (“Dgf) (x) # f") (2)

a—m—1
—

Lemme 2.4 Soit f continue sur |a,b] et a > 0, alors

lim (I°f)(z) = 0 (1.16)

r—at

Corollaire 2.5 Si0 < a <1 et f de classe C* alors
(Igo" D) f=fet (“Dioly)f=f

C’est-a-dire que les dérivations au sens de Riemann-Liouville et de Caputo respectivement
constituent 'inverse a droite et & gauche de 'opérateur de Riemann-Liouville (au moins sur

les fonctions de classe C!)

10



Chapitre 3
Degré topoligique

3.0.4 Introduction

Ces derniéres années, le degré topologique s’est révélé un outil trés puissant pour la résolution
de certains problémes associés a des équations différentielles ordinaires et fonctionelles. Pour
cela on va présenter, dans ce travail, la théorie du degré topologique en dimension finie et
infinie.

En 1869 Kronecker [8] a introduit la notion du degré pour les applications de classe C*
de R™ dans R". Poincaré [4], Bohler [11] et Hadamard [5] 'ont ensuite développé au début
des années 1890 puis étendu au cas des fonctions continues. L.E. Brouwer [7] le généralisa
pour les applications continues entre variétés compactes de méme dimension finie et donna
quelques applications topologiques. D’ailleurs, ’emploi dans les démonstrations d’arguments
de type topologique revient a Poincaré (en 1883,1884). Pour les applications différentiables,
on a pu considérer des points critiques singuliers & partir de 1942 date a laquelle Sard étudia
ces points. Les théories analytiques du degré de Brouwer pour les applicationsC® ont été
dtéveloppées par Nagumo [9] et Heinz [9]. Cependant, les théorémes du point fixe restérent
longtemps plus célébres que le degré lui-méme si bien que l'on trouve de nos jours une
démonstration directe pour ces théorémes et une autre utilisant la théorie du degré.

Soient y € R™ et  un ouvert borné de R", f :  — R” une application au moins
continue, et considérons 1’équation f(z) =b

On se pose cette question comment peut-on de maniére pratique affirmer qu’il existe au
moins une solution x a notre équation 7. Il y a une réponse simple dans le cas ou n = 1; par

exemple si Q =] —1,1[ et f € C(]—1,1[; R); s'il existe deux nombres réels z,, x, €] —1,1] tels

11



que f(x,)f(r,) = 0; alors notre équation admet au moins une solution, comme conséquence
directe du théoréme des valeurs intermédiaires. Alors que serait-ce pour une dimension plus
grande n > 1; certains se diront dans le cas ou f est linéaire et si le déterminant de f est
non nul, alors il existe une solution et méme une unique solution a notre équation, et
ce pour tout b € R"™; bien entendu cela n’est valable que si le déterminant de 1’application
linéaire f est non nul, que faire si ce n’est pas le cas ?!!!

C’est pour répondre a cette derniére question, qu’a été développé un outil intervenant pour
les applications non-linéaires, ol la notion de déterminant pour les applications linéaires, sera
remplacée par la notion de "degré", ce dernier est un réel qui indique par sa non nullité
que notre équation admet au moins une solution. Dans le cas de la dimension une,

cette notion de degré peut étre introduite de la maniére suivante

deg(,0,) = S{sgn((F(1) ) = sgn(f(~1) = b);

de telle sorte que si deg(f,b) = 0; on a (f(1) —b)(f(—1) — b) < 0 d’ou I'existence des
solutions, nous constatons en premier lieu que si ce degré est non nul, notre équation posséde
bien une solution ou peut étre méme plusieurs. On observera aussi qu’il dépend de f et de
Y.

Une premiére idée pour définir le degré de f en b sur un ensemble €) consisterait a le faire
coincider avec "le nombre de solutions de 1’équation dans 2". C’est cette notion que

l'on va introduire dans ce mémoire.

3.0.5 Le degré topologique de dimension fini

Soit € un ouvert borné de R, f : Q — R™ une application de classe C* sur € et continue
sur  (noté CH(Q) N CO(Q)), et yo € R™. L’idée du degré topologique est d’associer 4 la fonct
ion f en yp relativement & €2 un entier qui est non nul pour avoir ’existence de solution de

I’équationde la forme: x € Q, f(z) = yo.

Le degré topologique de Brouwer

Définition 3.1 Soit f une application de classe C*(Q)NC(Q). Notons J¢(zo) le déterminant

de la matrice Jacobienne de f en un point xo de. Le point xy est dit point singulier si

12



Jr(xo) = 0. On désigne par S;(2) 'ensemble des points singuliers, c’est a dire :
Sf(Q) = {ZC e, Jf(SC) = 0} (2.1)
Définition 3.2 Un élément xq € ) est dit point régulier si .

J(w0) # 0 (2.2)
dans le cas contraire, yy est dite une valeur singuliére.

Définition 3.3 [16](Degré topologique de Brouwer): Soient Q2 un ouvert borné de R",
f:Q — R™ une application de C*(Q) N C(Q) tel que yo & f(OQ) U SF(Q). On définit le

degré topologique de f en yo relativement a §2 par:

D weani-1({yo}) S91J 7 (x) si QN f({yo}) # 0

deg(f, S, =
o) si QN ({yo}) = 0

Remarque 3.1 siyg ¢ f(0R) est une valeur singuliére, on pose: deg(f, 2, yo) = deg(f, 2, v1),00

y1 une valeur réquliére proche de 1.

Proposition 3.1 Soient Q un ouvert borné, fi, fo € C*(Q)NC (ﬁ) et yo € R™. On suppose
que fi,f2: Q — R" sont deux fonctions continues telles que yo & f1(0Q) U f2(9Q). Alors
pour e > 0 tel que : ||f1 — f2lloo < % dist(yo, [1(OQ) U f2(09)),0n a

deg(fh Qa yO) - deg(f27 Q7 yO)

Propiétés principals du degré topologique de Brouwer

Nous présentons les propriétés les plus importantes du degré topologique de Brouwer. Dans

la suite, I désigne ’application identité sur R”.

Théoréme 3.1 [8] Soit R™ un ouvert borné et f : Q@ — R™ une application continue, si

yo & f(OY) , alors il existe un entier deg(f, 2, yo) satisfaisant les propriétés suivantes :

1 st yOEQ

(1) Z) deg([vayO) = _
O Yo §é Q

13



(=1)" st Yo € Q
0 si Yo & Q
(2) Additivité Supposons que 4 Sy sont deuzr sous-ensembles ouverts disjoints de € et

yo & f1(0OQ) U f2(0RQ) alors :

ZZ) deg(_-[7 Q? y()) =

deg(fa Qa yO) = deg(f: Qla 3/0) + deg(f7 927 y0>

(3) Invariance par homotopie

Si fi(z) : [0,1] x Q — R™ est continue et yo ¢ f(OQx[0,1]), alors deg(f:, 2, y0) est constant
pour tout t € [0,1].

(4) Invariance sur le bord Soient Q2 un ouvert borné de R™ et deux fonctions f;g €

(Q, R™), on suppose que f = g sur OS) et que.yy & f(0Q) Alors, on a

d€g<f7 Q7 yO) = deg(.ga QJ yO)

(5) Propriété d’excision: Soit f: Q — R™ une fonction continue sur un ouvert borné €0,

alors pour tout ensemble fermé K C Q tel que yo ¢ f(k) U f(0Q) on a

deg(f»QJJo) = deg(.f’Q - K7y0)'

(6) Existence

Si deg(f,Q,90) # 0, alors f(x) = yo a une solution dans SQ.

Preuve.
1)
i) @ Siyy € Q,onadeg(l,,y) est bien défini et QN I ({yo}) # 0 donc :
deg(1,$2,y0) = sgnJi(yo) = 1

e Siyo ¢ Q,onadeg(l,Q, 1) est bien défini et QN (—1)"(yo) # ) donc:

d@g(], Q? yO) =0.

14



ii) ® Siyy € Q, on a deg(—1,8,yo) est bien défini et QN (—1)"(yo) # 0 donc :

deg(_IJQ7yU) = S'L.gnJ,I(I'),
= sign(—1)"

- (-
e Siyy € Qon adeg(—1,9Q, 1) est bien défini et QN (—1)"(yo) = 0 donc :

deg(_‘[7 Q7 ?JO) =0

(2) Soit f, une suite de fonctions de C1(2) N C(Q) tel que :

limy—tooll fo — flla. = 0.

Alors, on a :

d@g(f, Qa yU) = llmk—>+00d€g(fk7 Q: yO)
:zmwﬁméwmmw—mmﬂmww,

_ umbﬂﬂmlégw)wmn@»—yﬂgiﬂuwa
:zm%*méwwmn—mM#mwx

Hm%%méwmmw—thmwx
= deg(f, N, y0) + deg(f,Q2,%0)

1 _
(3) Soit € = Zdist(yojt(aﬁ x [0,1])); d’apres la continuité uniforme de f; sur Qx [0,1], il

existe § > 0 tel que si | t; — 5 |< § pour tout # € Q on ait :

| f(xatl) - f(iC,tQ) ‘< €.

Par conséquent d’apres la proposition (1.3.1) on a

15



deg(f('atl)a QayO) = deg(f('7t2)>Q>y0)

pour tout t1,ts € [0,1] tel que | t; — t2 |< §. Puisque [0,1] est un compact, on peut trouver

un recouvrement d’intervalles finis |¢;;t;,1] de longueur §, donc V|t;;t;1[€ [0;1], on a :

deg(f(x, ti)ﬁ Qa yO) = deg(f(x, ti-i-l)v Qv yO)

alors : deg(f;, 1, y0) est constant pour tout ¢ € [0,1].

(4) Considérons I’homotopie suivante: ¢ € [0,1]

H(w;t) = tf(x) + (1 = t)g(x); V¢ € [0,1].
On a: Hy(x) # yo, c'est a dire: yo ¢ Hy(092), donc deg(Hy, 2, 10) est bien défini. Par homo-
topie, on a deg(Hy, 2, 1y0) est constant V¢ € [0,1], c’est a dire :
deg(Ho, 2, yo) = deg(H, €2, yo),

donc

d@g(f, Qa yO) = d€g<97 Qa yO)

(5) On a: Q@ = KU (Q — k), alors :

deg(fa Qqu) = deg(f7 kvyO) + deg(f7Q - k7y0)'

Comme deg(f, k,yo) est bien défini et kN f~1({yo}) = 0 donc:

d@g(f, ka yO) =0.

Ainsi deg<f7 Qa y0> = deg(f? Q- ka yO)
(6) Supposons que f(r) = yo n’admet pas une solution dans €, donc yo ¢ f(Q). D’apreés la

propriété (5), on a :

deg(f7 Qa 3/0) =0.

Ce qui est absurde. m
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Théoréme fondamentaux du degré toplogique de Brouwer

Théoréme 3.2 (Théoréme de point fize de Brouwer)
Soit 0 C R™ un sous ensemble convexe, fermé, borné, non vide f : 0 — Q une fonction

continue, alors f admet un point fize.

Preuve.
Etape 1
Considérons €2 comme une boule B(0;7) = {z, ||  |[2< r}
a) Sil existe xy € 0N tel que f(zg) = o, le résultat est prouve.
b) Sinon, introduisons ’homotopie suivante: f;(z) = (I —tf)(x) pour tout t € [0, 1].
On a: 0 ¢ f,(00) c’est a dire: deg(f;,(2,0) est bien défini. D’apres la propriété
(3) deg(f;,2,0) est constant pour tout ¢ € [0;1], c’est a dire :

deg(anQ’O) = deg(thvO) =L

Donc,deg( f1,92,0) = deg(I — f,9,0).

Ainsi, deg(I — f,€,0) # 0. D’apreés la propriété (6), on a : Jzg € Q, tel que(l — f)(xg) = 0,
c’est a dire, f(xg) = zo:

Etape 2

Soit €2 un convexe, compact, non-vide. Soit B(0;7) tel que Q C B(0,7) et soit R : R" —
une rétraction. L’applicationf o R est continue, d’apres I'étape (1) :

dxg € B(0;7) tel que(fo R)(xg) = . Puisquef(2) C Q et R(zg) € Q; donc zg € .

Comme R(xg) = xo; alors: (f o R) (z9) = f(x¢) = xo, ainsi Jzg € Q tel que f(xg) = z9. W

Théoréme 3.3 [16] (Théoréme de Borsuk)

Soit Q C R™ un ouvert borné, symétrique par rapport o Uorigine et f : @ — R™ une
application continue, impaire telle que 0 ¢ f(0Q). Alors :

a) Si0¢ Q, le degré deg(f,$,0) est pair,

b) si 0 € Q, le degré deg(f,2,0) est impair.

Preuve.
Dans le cas ot f € CH(2) N C(Q) , et 0 est une valeur réguliére.
a) Si 0 ¢ €, il ya deux possibilités :
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i) f71(0) =0, donc deg(f,Q,0) =0,
ii) f71(0) # 0, f étant impaire, on a : x € f~1(0) = —z € f(0), et donc

F7H0) = {z1, 29, ..n; —21, —22,, ... — N}
D’autre part, Df(—x) = Df(x);Vx € Q. Par conséquent,

deg(f,Q,0) = Z sgnd f(x);

zeQNf~1(0)

N N
— Z sgnd f(x;) + Z sgnd f(—z;)
i=1 =1

N
= 2 Z sgnd f(x;).

Donc le degré deg(f,$2,0) est pair.
b) 0 € Q. Comme f est impaire, f(0) = 0, alors on a :
i) f71(0) = {0} donc deg(f,,0) = sgnJ f(0) =1,

it) f71(0) = {0} U {xy, 29, ..xN; =1, =9, ... — TN}, €t alors

N
deg(f,,0) = sgnJ f(0) + 2 Z sgnd f(z1),
i=1
donc le degré deg(f,2,0) est impair. m

3.0.6 Le degré topologique en dimension infinie
Le degré topologique de Leray-Schauder

Définition 3.4 Soient X un espace de Banach, Q un owvert borné de X,T : Q@ — X un
opérateur compact tel que 0 ¢ T(9S)). Soient e > 0; E. C X et T, : Q — E.; on considére
F un sous-espace vectoriel de dimension fnie contenant E.et tel que Qp := FNQ #(;. On

définit le degré topologique de Leray-Schauder par :

d€g([—T,Q,O) = degF([F - TE7F7 OF)
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Propriétés du degré topologique de Leray Schauder [§]

Dans toute la suite, supposons queX est un espace de Banach, ) un ouvert borné de X
et T': 0 — X un opérateur compact. La démonstration de ces résultats découle de
la définition du degré de Leray-Schauder, ainsi que des propriétés analogues du degré de

Brouwer.

Proposition 3.2 1. Normalisation

St Yo € Q
deg(1,$2, yo) = _
st yo &
2. Additivté
S1 Q1 Qysont deux ouverts bornés disjoints et T : O UQy — X est un opérateur compact

tel que 0 ¢ T'(0 U ), alors :
deg(I —T,Q, U9, 0) =deg(l —T,Q1,0) + deg(I —T,$5,0).
3. Siyo € X tel que pour tout u € Q on a : u— Tu # vy, alors:
deg(I —T.Q.yo) = 0.

4. Existence
Siyo € X tel que pour tout uw € 92 on a : u—Tu # yo et deg(I —T,Q,yo) # 0, alors :il
existe u € ) tel que u — Tu = yq.
5. Invariance du degré par translation
Siyo € X tel que yo # (I — T)(0R), alors : deg(I —T,Q,yo) = deg(I —T — 40,2, 0).
6. Invariance par homotopie [8]
Soient yo € X et H: Q x [0,1] — X une application compacte telle que pour tout
(u,t) € 02 x [0;1] ait : w— H(u,t) # yo, alors deg(I — H(.,t),Q,yo) est constant pour tout
tel0,1] -
deg(I — H(.,t),Q,y0) = deg(I — H(.,0),,yo).
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Théoréme fondamentaux du degré topologique de Leray Schauder

Théoréme 3.4 (Théoréme de point fire de Schauder)
Sotent Q0 un sous-ensemble convexe, fermé, borné non-vide d’un espace de Banach X et

T : Q — Q une application compacte, alors T admet au moins un point fixe.

Preuve.Etape 1 Considérons 2 = B(0, R) = {x, || z [|.< R}.
i) S'il existe z € 012, tel que T'(zg) = xo alors le résultat est prouve.
i1) Sinon, considérons I’homotopie suivante : Ti(z) = (I — tT")(x) pour tout ¢ € [0,1]. On
a, 0 ¢ T'(09), donc deg(T;,2,0) est bien défini. D’apres la propriété de ’invariance par
homotpie on a: deg(T},2,0) est constant pour tout ¢t € [0, 1],

c’est a dire :

deg(Tlaga()) = d€g([—T,Q,0),

= deg(T()v Q7 0)7
— deg(1,9,0);
=1

Alors, d’aprés, la propriéte 6 on a :

dzg € Q tel que: (I —T)(xg) =0,

c’est a dire:

T(l’o) = XZ9-

Etape 2 Soit 2 un convexe, fermé, borné, non-vide. On considére I'application continue
r: X — Q et B(0, R) une boule. L’application T" o r est compacte,

d’apres 1'étape (1), on a :

dzg € B(0, R) tel que : (T or)(z9) = w0,

c’est a dire:

Jdzo € B(0, R) tel que : T'[r(xg)] = .
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Or, r(zg) € et par hypotheése T(Q) C Q, alors xy € Q et donc T'(zg) € Q Par conséquent,
g € Q tel que: T(xg) = 2. W

Théoréme 3.5 (Théoréme de Borsuk)
Soient 0 un ouvert borné de X contenant l’origine et symétrique par rapport a celui-ci, on
considére une application compacte T' définie sur ) est impaire alors, si 0 ¢ (I —T)(0Q)le

degré deg(I — T,€2,0) est impair.

Théoréme 3.6 (Alternative on linéaire de Leray Schauder) Soient, Q un ouvert
borné d’un espace de Banach X et f : Q@ — X wune application compacte, alors ['une
des propriétés est satisfaite :

(1) f admet un point fize dans €2,

(2) 3z € 03t € [0,1] tel que: x = tf(x).

Preuve.
Supposons que (2) n’est pas satisfaite,
c’est a dire :

Vo € 90Vt € [0,1], (I — tf)(x) £ 0,

donc: deg(I —tf,£2,0) est bien défini, d’aprés la propriété d’homotopie , on a :

deg(1,9Q,0) =deg(I — f,92,0) = 1.

Par la propriété d’existence, on a: Iz € Q tel que: f(z) = x, donc : f admet un point fixe

dans Q., on a :deg(1,2,0) = deg(I — f,9Q,0) = 1.Par la propriété d’existence, on a :

dz € Q tel que: f(x) = =z,

donc : f admet un point fixe dans €.
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Chapitre 4

Existence des solutions pour un

probléme anti-périodique

Dans ce chapitre on aura appliqué la théorie de degré de Leary schauder pour démon-
ter queques résultats d’existence pour le probléme fractionnire aux limites anti-périodique

suivant:

Dy (t) = f(t,u(t)) pur t € [0,77, 1<¢g<2,
u(0) = —u(T), i (0) = —a(T),

o DY notée la dérivée fracionnaire de Caputo d’ordre ¢ , f: [0,7] x R — R et T est une

constante positive fixée

4.1 Préliminaires
Premiérement on rappelle quelques définitions de base [10] et [14], on calcul différentielle.

Définition 4.1 Pour une fonction g : [0,1] — R. La dérivée de Caputo fractionnaire d’ordre

q > 0 est défini comme suit:

t

1

CDqg(t):F(n—q)/(t—S)”_q_lgn(S)dS; n—1<q=<n, n=I[g+1,
0

ot [q] dénote la partie entiére du nombre réel q.

Définition 4.2 L’intégrie fractionnaire de Riemann-Liouvlle d’ordre q de la fonction g est
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défini par:
q _ 1 : g1 \

a condition que lintégrale existe.

Définition 4.3 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouvlle d’ordre q de la fonction g est
défini par:

Dult) = s | =) g ds = g+,

a condition que le coté droit soit défini ponctuel sur (0, 00).

Lemme 4.1 ([16]) Pour q = 0 la solution générale de l’équation différentielle fractionnaire

¢ D%y (t) = 0 est donnée par
u(t) = by + byt + bot> + ... + by 1 t"
oub; €Ri=0,...,n—1(n=[¢+1).
D’apres Lemma 3.1 on obtient
I'D% (t) = u (t) + b + byt + bot® + ... + b, 1", (3.1)

pour certains b; € R i =0,...,n — 1 (n = [g] + 1) .Pour une fonction donnée o , I’équation

différentielle la plus simple impliquant une fraction ordre 1 < g < 2 est
Diu(t)=o0(t), t€[0, T].
En posant les conditions aux limites anti-périodique, on trouve le résultat suivant

D%y (t) =0 (t) pourt € [0,7], 1 <¢g<2
u(0) = —u(T), 4(0) = —u (T).

(3.2)

Lemme 4.2 Pour tout o € C|0,T], il existe exactement une seule solution u pour le prob-

léme (3.2). De plus, la fonction u est une solution du probléme (3.2) si et seulement si
¢
u(t) = / G (t,s)u(s)ds
0
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ot G (t,s) est la fonction de green est donnée par

(T — )" (T —2t) (T —5)"?

0 <t <T
T (g—1) s1tUS 1 <8<

g 2T (q) s ‘
G (t,s) (t_s)q—l_%+(T—2t)(T_5)q_2 si0<s=<t<T o
I Tla=1 -

Preuve.En utilisant 3.1 on trouve que

u(t):Iqa(t)—bo—blt:/twa(t)ds—bo—blt;

0 ' (q)

pour by, b; sont des constantes arbtraires. D’aprés la relation
D% (t) = D% (t) = u (t),

et 19 IPu(t) = I7Pu(t) pour p, q, € C[0,T], on obtient

a@):/ﬂ %a(sms—bl

Appligantnt les conditions aux limites u(0) = —u(T"),4(0) = —4(T), on trouve que

7

1 T g1
boszo (T — )" "o (s)ds—

1 T g—1
Zﬂ‘(q——l)fo (T'—s)" o (s)ds

1 T a1 )
by = mfo (T — )" "o (s)ds;

\

c’est-a~dire la solution de (3.2) est

u(t) = /0%a(s)ds—%/o%0(3)d5+}1(T_2t)/ uff(s)ds

= /OtG(t,s)u(s)ds

On va utiliser le théoréme du point fixe suivant pour démonter 'existence de la solution

pour un probléme non-linéaire.
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Théoréme 4.1 Soit un sous ensemble borné dans espace de Banack E avec 0 € 2 et [ :

Q — E est un opérateur compact. Alors B a un point fize dans Q & condition

1Bu —ull* = [|Bull® — [lu]*,u € ©

4.2 Résultats d’existence [1§]

Théoréme 4.2 On suppose qu’ils existes des constantes 0 < K < 4I'(q + 1)/(6 + q) et
K
M > 0 tel que |f(t,u)] < 7Tq|u| + M pour tous t € [0,T], u € C[0,T]. Alors le probléme

anti-périodique (3.1) a au moins une solution.

Preuve.D’apreés le Lemme 3.2 u est la solution du probléme (3.1) si et seulement si

I': [0, 7] — [0,T] vérifié les conditions suivantes

ou I' est donné par:

co) - | %ﬂs,u@)ds—l / = (s, u(s))ds

pour t € [0, 7].11 suffit de montrer I'existence aux moins d’une solution u € C|0, T satisfaite
(3.1). On définit une boule convenable Br C C[0,T]
avec un rayon R > 0 comme Bp = {u € C0,T]: maz|u(t)| < R}, ou R est fixé apres.

te[0,T)

Alors il est suffisant de montrer que I': Bp — C[0, T satisfait

u # Al'u, pour tout u € dBg et pour tout A € [0, 1]. (3.5)

Laissant poser H(\,u) = A\T'u, u € C(R), A € [0, 1]. Alors d’apres le théoréme Arzela—Ascoli,
ha(u) =u— H(A\ u) =u— Al'u est complétement continu Si (3.5) est vraie, alors les degrés
de Leray-Schauder sont bien définies et par invariance par homotopie de degrée topplogique,

il suit que
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deg(h/\aBRvo) = d€g([— )\F7BRaO)
= deg(hlu BR70)
= deg(hy, Br,0) = deg(I, Bg,0) =1 # 0,

pour 0 € B,, ou I noté 'opérateur identique. Par la propriété de non-zéro de degré de
Leray-Shauder, h;(t) = v — A'u = 0 pour aux moins un u € Bg. pour démontrer (3.5), on
suppose que u = Al'u pour certain A € [0, 1] et pour tout ¢ € [0, 7] alors

)

u(t)] = |ALu(t)| S/O U9t ') (s, uls))|ds+

%/0 @;(—jg]l|f(8,u(s))|ds+
;l‘T— 2t| fﬂT%’f(&u(s))‘ds/o %ds

' /t(t D

K
§<ﬁHUH+M> +1/ (T (3 ds + - \T 2?5\/ q—l

B

K [ T — 2t|T9*
< | — M

—< el >=r<q+1>+2r<q+1>+ (g }

371 T1 K T7(6 4 q)
<= M == M) |—w—F
- <T‘f I+ > 120 (¢ + 1) +4F(C./)} (Tq Il ) {4F(q+1)]’
on prend la norme et on obtient

< MT? (6 + q)
AT (g+1)—k(6+q)

On pose R = MT9(6 +q)/(4T'(g+ 1) — (6 + q) + 1), (3.5) est satisfaite m

Exemple 4.1 Nous considérons le probleme aux limites anti- périodique suivant

¢ 1 . [(27u |l
Drult) = <4w>‘°’m(Tq)+1+r|
w(0) = —u(T),  (0) = —u(T).

forte[0,T], 1<q<2

1l est claire

el =|gsin (G ) + | < g ol

avec k =1/2 <Al'(g+1)/(6+¢q) pour1 < q <2 et M =1. Ce ci la conclusion du théoréme
3.1 implique au probléme (3.6) .
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4.3 Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié 'existance de la solution des problémes aux limites anti-
périodiques en utilisant la théorie de degré topologique de Leray-Schauder pour des systémes
fractionnaire non-linéaire.

D’autre part il ya plusieures approches pour étudier I’existance des solutions et notre but

au futur c’est étudier la stabilité des solutions.
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