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Résumé

Dans ce mémoire, nous concentrerons a |'étude des inégalités de type Hermite-
Hadamard pour des fonctions vérifiant certains types de convexité :
exponentiellement convexe, (p,h)-exponentiellement convexe ainsi que m-
convexe et (s,m)-convexes via les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville.

Mots clés: fonction convexe, fonction exponentiellement convexe, inégalité
de Holder, intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville, fonction gamma,
fonction béta, fonction hypergéométrique de Gauss

Abstract

In this thesis, we will focus on the study of Hermite-Hadamard-type inequalities
for functions satisfying certain types of convexity: exponentially convex, (p, h) -
exponentially convex as well as m-convex and (s, m) -convex via Riemann-
Liouville fractional integrals.

Keywords: convex function, exponentially convex function, Hélder's
inequality, Riemann-Liouville fractional integral, gamma function, beta
function, Gauss hypergeometric function.
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Introduction

Les inégalités intégrales jouent un réle important dans le développement de toutes les
branches mathématiques modernes telle que la théorie des probalilités et des statistiques, ’analyse
réelle, I’analyse complexe, et ’analyse numérique. Une inégalité trés intéressante qui est largement
étudiée dans la littérature est due & Hermite et Hadamard qui ’ont découverte indépendamment
( découverte par Charles Hermite en 1883 et prouvée par Jaques Hadamard en 1893), voir
[[9], [11]]. Maintenant elle est connue comme l'inégalité d’Hermite-Hadamard, on peut dire
qu’elle est le premier résultat fondamental pour les fonctions convexes avec une interprétation
géométrique naturelle et de nombreuses applications. Elle nous génére une estimation de la valeur
moyenne de la fonction convexe sur un intervalle borné. Ce célebre résultat est donné comme

suit :

f(a—2|—b> - bia/abf@dxg f(a)—;f(b)'

Ces derniéres années, de nombreux chercheurs ont accordé beaucoup d’attention a la théorie de
la convexité en raison de sa grande utilité dans divers domaines des sciences pures et appliquées.
La
théorie des fonctions convexes et les inégalités sont étroitement liées. Le concept des fonctions
convexes & effectivement trouvé une place importante dans les mathématiques modernes, comme
on peut le voir dans de grand nombre d’articles de recherche et des livres consacrés au domaine

de nos jours.



Table des matiéres

Beaucoup de mathématiciens ont consacré leurs efforts a généraliser et raffiner cette inégalité
et I’étendre & différentes classes de fonctions : fonctions s-convexes, fonctions p-convexes, etc. et
I'appliquer & des moyennes spéciales ( la moyenne arithmétique, la moyenne géométrique , etc.).

L’objectif de ce travail est d’étudier et généraliser quelques inégalités intégrales pour certains
type de convexités en utilisant 'approche fractionnaire au sens de Riemann-Liouville en passant
par une introduction et trois chapitres. Le premier chapitre est consacré aux inégalités de type
Hermite-Hadamard pour les fonctions exponentiellement convexes et exponentiellement (p, h)-
convexes. Dans le deuxiéme chapitre nous présentons certains Théorémes concernant les inégalités
de type Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes de type exponentielle. Dans le troisiéme
chapitre on donne certains Théorémes concernant les fonctions exponentiellement m-convexes et

(s, m)-convexes dans le cas fractionnaire, et on termine notre mémoire par quelques applications.




Chapitre 1

Inégalités pour Certains types de

convexité

La convexité joue un role tres important dans la théorie classique de 'optimisation. Elle
est un outil indispensable pour la recherche des conditions & la fois nécessaires et suffisantes
d’optimalité.

L’objectif de ce chapitre est de donner quelques résultats concernant I'inégalité d’Hermite-

Hadamard pour Certains types de convexité.

1.1 Inégalité de type Hermite-Hadamard pour les fonc-
tions exponentiellement convexes
Définition 1.1 [1] La fonction f: I CR — R est dite conveze, si
fltz+ (1 —=t)y) <tf(z)+ (1 =1)f(y), (1.1)
pour tout x, y € I ett € [0,1]. On dit que f est concave si (-f) est convexe.

Exemple 1.1 1) f(z) = 2?2 est une fonction convexe dans R.
2) f(x) =e" est une fonction convexe dans R

3) f(x) = |z| est convere dans R.



Chapitre 1. Inégalités pour Certains types de convexité

Définition 1.2 [1] On dit que f : I C R — R est une fonction exponentiellement convexe si

pour tout x,y € I, t€[0,1] et € R on a :

f((1=t)x+ty) <(1-— t)% + t%. (1.2)
Lemme 1.1 [1] Soit f : I = [a,b] C R — R une fonction différentiable sur I° ou I° est

Uintérieur de 1. Si f' € Lq[a,b] alors :

b S
bia/ f(u)du—ﬂa);f(b) _ 52 UO (1= 20)f/((1—Da+thydt| . (1.3)

Théoréme 1.1 [1] Soit f : I C R — R une fonction intégrable et exponontiellement convexe

alors :

a+b 1 b f(u) e~ f(a) + e f(b)
2 )Sb—aa e"‘“duS 2 '

oA

Preuve. Soit f une fonction exponontiellement convexe alors :

ryy F@) | W)

2 T e ew

2/(

soit z = (1 —t)a+thety=ta+ (1 —t)bona:

a+b < f((L=t)a+tb)  f(ta+ (1 —1t)b)
2 ) — ec((1-t)a+td) ec(ta+(1-t)b)

2/(

En intégrant par rapport a ¢ sur U'intrevalle [0, 1] et en utilisant le changement de variable on a :

f<a;b>§bia/ab%du. (1.4)

Utilisons encore le fait que f est une fonction exponontiellement convexe on a :

{OWWI0
eaa 604

f((I—=ta+th) <(1—-1)

Intégrons par rapport a t sur U'intrevalle [0, 1] on a :

LI, e @) e )
b—a J, e - 2

(1.5)

En ajoutant les inégalités (1.4) et (1.5) nous obtenons :

a+b 1 b f(u) e f(a) + e f(b)
f( 2 )Sb—a . e‘“‘duS 2 '
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Théoréme 1.2 [1] Soient f, g : I C R — R deux fonctions intégrables et exponontiellement

convezes alors :

a+b a+b 2 b f(u)g(u) 1 1 ‘ 1 .
2f< 2 >g( 2 ) = <b—a>/a e T Sy [gM @ bie) + g N(a bie)
< %M(a,b;e)—i-%]\f(a,b;e)
ot
b)g(b
- 10 050
et

N(a,b:) = — iy [F(Blo(a) + F(@)gO)]

Preuve. Soient f et g deux fonctions exponontiellement convexes, on a :

(7)o () = () (- 20

Posons = (1 —t)a+th et y = ta + (1 — t) alors on obtient

(570 (55) < {(Mhmtent) Lot
" {(g((l —t)a+ tb)) L glta+(1— t)b)}

ec((1-t)a+tb) ea(ta+(1-t)b)

En intégrant par rapport a ¢ sur Uintervalle [0, 1] on a :
W) = o [
czb [[1-r2 2 0o
L R O (AT C BT

exa eab exa eab

Ce qui implique que

() e(420) < 2 [ 1
ik [ o {0 10t}

S ) + s a

6
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D’ou

b
(5o (222) <52 [ At i s, 0

Nous prouvons maintenant 1’inégalité du second membre. Puisque f et ¢ sont des fonctions

exponentiellement convexes nous avons :

@,

f«1_wa+wm«1—oa+w)g[u—¢)e g?]k1_@ﬂ@+¢%ﬂ}.

exa eab

Intégrons par rapport a t sur [0, 1] on a :

’ 1 1
/ f(UQ)g(u) du < =M(a,b;e) + =N(a,b,e) (1.7)
o et 3 6
En ajoutant les inégalités (1.6) et (1.7) nous obtenons :

a+b a+b 2 b Flu)g(u) 1 1 1
2f < ) g ( 5 ) < — /a 2o du + ot 6]\/[(@, b;e) + gN(a, b, e)
1 1

< gM(a,b; e) + aN(a,b; e).

Théoréme 1.3 [1] Soit f : I = [a,b] C R — R une fonction différentiable sur I° ou I° est

|

‘b;“£%1_%y«u_oa+wm4

"((1 = t)a + bt)|dt.

-0

) [2o.

eab

. L. . / . .
Uintérieur de 1. Si |f| est une fonction exponentiellement convexe alors :

‘f(a);f b—a/f ‘ b—a{f’(a) f'(b)

eca eab
Preuve. En utilisant le Lemme 1.1, on a

A e

<

Puisque |f’| est une fonction exponetiellement convexe alors :

'f )+ f(b) /f \du
=8{

() | f10)

eab

Ja

eaa
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Théoréme 1.4 [1] Soit f : I = [a,b] C R — R une fonction différentiable sur I° ou I° est

1 1
Uintérieur de 1. Si |f'|* est une fonction exponentiellement conveze, ot g > 1 et — + = =1

alors :
b 1 [ b—a [1[|1@[=  (ro\] 7
IO L [ ] < 22| A DTG
2 —-a j, 2p+1)7 2 e e
Preuve. D’aprés le Lemme 1.1 on a :

LCES R

_ 'b mL /01(1 — 20 f((1— t)a +tb)dt'

b—a
<
- 2

1

/ 11— 26 | /(1 — ) + tb)] dt.
0

Utilisons I'inégalité de Holder on obtient

HEESTORN Y

2
b—a ! » z o q a
< 5 1 —2t|Pdt | x (1 —t)a+tb)|"dt (1.8)
0 0
1
ol Z_7+5 = 1. Maintenant en utilisant le fait que |f’|? est une fonction exponentiellement convexe
on aura
1 1 / q (b q 1 / q (b q

/ F/((1 = D)a+ th)|" dt < / {(1 L@ | SO } dt =1 [ F@p |70 } (1.9)

0 0 eqa e 2 eqa e

avec
! 1
/ =2t dt — —— (1.10)
0 p+1

En utilisant (1.8), (1.9) et (1.10) nous avons le résultat recherché . m

1.2 Inégalité de type Hermite-Hadamard pour les fonc-
tions exponentiellement (p, h)-convexes

Définition 1.3 [5] Soit h : I C R — R une fonction positive. Considérons un intervalle J C

(0,00), alors, une fonction f: J — R est appellée h-conveze si elle est non-négative et
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flkry 4+ (1= k)xa) < h(k)f(z1) + h(1 = k) f(22) (1.11)
pour tout x1, xo € J et k € [0,1]. Si (1.11) est inversée (f est appellée h-concave).

Définition 1.4 [5] Consdérons un intervalle J C (0,00) et p € R\{0}. Une fonction f : J — R

est appellée p-conveze si :

Fkad + (1= k)a§]7) < kf(a) + (1= k) f(22) (1.12)
pour tout x1,x9 € J et k € [0,1]. Si (1.12) est inversée (f est appellée p-concave).

Exemple 1.2 Une fonction f : (0,00) — R, définie par f(x) = P pour p € R\{0}, est p-convexe

ausst bien que p-concave.

Remarque 1.1 Un intervalle I est un ensemble p-convezxe si kat + (1 — k:)mg]% € I pour tout x,

yeletkel01],oup=2t+1 orpzﬁ,n:2r+1,m:2s+1 ett,s,r € N
m

Définition 1.5 [5] Soit h : J C R — R une fonction positive, soit J C (0,00) un intervalle et

p € R\ {0}. Une fonction f : J — R est appellée (p, h)-convezxe si f est non-négative et

1

f(lkat + (1 = B)xs)7) < h(k)f(z1) + h(1 = k) f(22), (1.13)

pour tout x1, x2 € J et k € [0,1]. Si (1.13) est inversée (f est appellée (p, h)-concave).

Définition 1.6 [5] Soit h : I C R — R une fonction positive. Considérons un intervalle
J C (0,00) = Ry et p € R\ {0}. Une fonction f : J — R est appellée exponentiellement

(p, h)-convezxe si :

flz)

el

flz2)

ear2

hSA

f(kat + (1 = k)az]r) < h(k) +h(1 k) (1.14)

pour tout x1, x5 € J et k € [0,1], a € R. Si l'inégalité (1.14) est dans la direction opposée alors

[ est appelée exponentiellement (p, h)-concave.
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Lemme 1.2 [5] Soit f : J — R une fonction différentaible sur J° Uintérieur de J et x1, x93 € J,
x1 < a9, et p € R\ {0}. Si f' € Ly[xq, xs] alors :
f(z1) + f(22) P IQf(w)dw:xg—xf/l 1 -2k
0 [kab +

Ay —ah f, wi 2p (1—k)af)' >

2 it
x f'([ka? + (1 — k)2Z]7)dk. (1.15)

Théoréme 1.5 [5] Soit f : J — R une fonction intégrable , exponontiellement (p, h)-conveze et
soit x1, xo € J avec x1 < T9 alors pour a € R on a
1 x2
1 P Pl
. ([ml +x2] ) [ g ) o S 116)
2

2h( 2 — ab + 2l | wireow e o2
xr1

ol

-

- / i / AL Rk

1 1-
" ea(xjf—&-(l—k)wg)P ] ea(ka:’f—l—(l—k)a:g)l’

Preuve. Puisque f est une fonction exponentiellement (p, h)-conveze on a :

1 ([oF 48]\ _ fo) | f(w2)
h@f([ > U—+—

Soit v = kal + (1 — k)ah et vf = (1 — k)al + kab alors on obtient

] v (|:xf+x§1p> o SUkri + (A = K)ag]r) | Q= K)oy + kab]?) (1.17)

h(% 2 @a(krﬁ(l*k)mé’)% ea((lfk)x’erkzg)%

Intégrons (1.17) par rapport a k € [0,1] et utilisons encore une fois le changement de variable,

1 Yo

1 o + b 2p f(w)

< dw. 1.1
Y1

on a :

La premiére inégalité de (1.16) est donc prouvée. Pour la seconde inégalité, utilisons le fait que

| est exponentiellement (p, h)-convexe, nous trouvons

F(lkat + (1= kyag]#) _ h(R) G+ h(1— k)2

e

ea(k:pzl)+(lfk)xg)% ea(kfor(lfk)xg)%
Une intégration par rapport o k € [0,1] donne :

P 7 f(w) dw < f(xl)/l h(k>dk + f(xQ)/l h(l — k>dk (1‘19)
eal e“

kel L (1-k)el)p €02 kP +(1—k)a2) P
oy +(1-k)z3) (kzy+(1-k)z3)

«Tg _ xli’ wl—peaw - ear1

1

De (1.18) et (1.19) on obtient (1.16). =

10
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Théoréme 1.6 [5] Soit f : J — R une fonction différentiable sur J° et x1, x9 € J avec x1 < xo
et f' € Lyi[xy,xs]. Si |f'|" est exponentiellement (p, h)-convexe sur [x1, 2] pour g > 1 et a € R

alors :

T2 p_ P 1 ' q ' q
ORI LR (C WP S I L et
2 zh —af J,, wiP 2p e ear2
ol
1
1 /2% +a8\7 " 1 2l — ok 1 b — o
T = — z1 2 E 1__23# F 1—2.92.3: 2 1
1 4< 2 ) |:2 1( p7 ) 7$€+xg +2 1 p> ) 7.’13?4-1’3 )
! 1 — 2k| h(k Vol =2k h(1 -k
TQZ/ | | ()lldk et T3:/ | | ( 1)1dk.
0 [kaf + (1 —Fk)xy] > 0 [kaf + (1 —Fk)xy] >
et

1

1
2 F (Oé, 5777 1’) = m/o ! (1 - t)'Yiﬁil (1 - :Ut)ia dt, Re(f}/) > Re(ﬁ) >0, ’l" <1

est la fonction hypergéométrique de Gauss.

Preuve. Utilisons le Lemme 1.2 nous trouvons :

1— 2k
[ka? + (1 — k)ab) =
dk

p_ D 1-
2 Ty — @y Jp, w P

flz)+ flza)  p mf(w)dw‘ < 375_95217/1
0

F/([ka? + (1 — k))»)

1—1
g ! 1-2 !
) 1 / | k| 3 ldkf
2P 0 [kay+ (1 —k)as] >

/1 |1 — 2k|
X 1 X
0 [kat+ (1 —Fk)ay] 7

Puisque |f’|? est exponentiellement (p, h)-convexe sur [z1, 5] nous trouvons :

X

IN

f/([ka? + (1 — k)25)7)

1
q q
dk) :

11
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2 b —af wl-p

oS _p [ 10,

x1

1-1
b—af [ [ 1-2 ’
) Ty / | kl — dk
2p 0 [ka} + (1—k)ab]' ">

IN

-k

f'(x2)

e0x?2

q
]dk

X /
0

[kt + (1 — k)] ™7
f'(2)

eazZ

q

f'(x1) v T

el

IN

p_ P 11
1’22 xlTl q |:1"12
p

q]

Observons que

1 1— 2k
/ e
0 [kaf+ (1 k)ab]'

1
1 (2l 4+ a2\ 7 1 al — b
_ ! F(1->239""2)  p
4( 2 ! p o + b h

et le Théoréeme est prové. m

Q|

1
q

12



Chapitre 2

Convexité de type exponentielle et

quelques inégalités associées

Dans ce chapitre on s’intéresse a une classe de fonctions de type exponentielle notée EX PC(I).

Nous allons présenter certaines propriétés et quelques nouvelles inégalités associées.

2.1 Certaines propriétés

Définition 2.1 [4] Une fonction non négative f : I — R est appelée fonction convexe de type

exponentielle. Si pour tout x, y € I et k € [0,1] :

F ka4 (1= k)y) < (€ = 1) () + (¢ = 1) (). (21)
Les fonctions convezxes de type exponentielle sur intervalle I sont indiquées par EX PC(I).
Remarque 2.1 Le domaine des fonctions convezes de type exponentielle est [0, 00).

Preuve. Soit x € [ est arbitraire. En utilisant la définition de la fonction convexe de type

exponentielle pour k=1 . On a :

f(x) < (e=1)f(x) = 0 < (e =2)f(x) = f(x) = 0.

13
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Lemme 2.1 [4] Pour tout k € [0,1]. Les inégalités ¢ —1 > k et ™% — 1 > 1 — k sont valables.

Proposition 2.1 [4] Toute fonction convere non négative est une fonction convexe de type ex-

ponentielle.

Preuve. D’aprés le Lemme 2.1, puisque k < e* — 1 et 1 — k < e!™* — 1 pour tout k € [0,1], on
obtient :

flho+(1—k)y) <kf(z)+ (1—k) f(y) < (" =1) f(@)+ (" = 1) f(y).

Proposition 2.2 [4] Toute fonction convezre de type exponentielle est une fonction h-convexe

avec h(k) = e* — 1.

Preuve. Si on substitue e — 1 = h(k) et e —1 = h(1 — k) dans I'inégalité (1.11), une fonction

h-convexe est facilement obtenue . m

Théoréme 2.1 [4] Soit y > 0 et f, : [z,y] — R une famille arbitraire de fonctions convezes de
type exponentielle. Et soit f(z) = supfa(z). Si J ={u € [x,y] : f(u) < oo} est non vide alors J

est un intervalle et f est une fonction convexe de type exponentielle sur J .
Preuve. Soit k € [0,1] et x, y € J est arbitraire. Alors :

flkz+(1-k)y) = Sup fo (kz+(1-k)y)
sup (64~ 1) fole) + (e = 1) o)
(e" —1) sup fal@) + (77 =1) sup fa(y)

= (ek — 1) flx) + (el_k — 1) fly) < 0.

IN

IN

Cela montre simultanément que J est un intervalle, car il contient tout point entre deux de ses

points et que f est une fonction convexe de type exponentielle sur J. m

Théoréme 2.2 [4] Si la fonction f : [x,y] — R est convexe de type exponentielle. Alors f est

bornée sur [z,y] .
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Chapitre 2. Convexité de type exponentielle et quelques inégalités associées

Preuve. Soit k = max{f (z), f (y)} et z € [z,y] un point arbitraire. Alors il existe k € [0, 1] tel

que z = kx + (1 — k). Ainsi, puisque e* < e et e!~* < e donc

fz) < flhkz+(1—-k)y)
< (F=1) fl@)+ (7= 1) f(v)
< (Feho2) k
< 20e-1) k=M
Aussi, pour tout z € [z,y] il existe un A € [0,%} telquezsz—HJ—i-)\ouz:m—)\. Sans

. T+
perte de généralité, on suppose z = Ty + A donc nous avons :

(CORRASTRNICER)

< We-n(fe+r (5E-1)).

2

En utilisant M comme borne supérieure, nous obtenons :

) > f(w;y)vg_l—f(ﬁgﬂ—A)

1 T+y _
> 7=/ () e

2.2 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonc-
tions convexes de type exponentielle

Théoréme 2.3 [4] Soit f : [z,y] — R une fonction convexe de type exponentielle. Si x < y et

f € Ly[z,y], alors les inégalités de type Hermite-Hadamard suivantes sont valables :

1 r+y 1 y
2<\/é—1)f< 2 )Sy_x/gc f(2)dz < (e = 2) [f(x) + f(y)]- (2.2)

15



Chapitre 2. Convexité de type exponentielle et quelques inégalités associées

Preuve. Premiérement, a partir de la propriété de la fonction convexe de type exponentielle de

f, nous obtenons :

P(Er) gl )

= 7 (Gt a=Ra 50 R+h)
< <e%—1)f(ka;+(1—k)y)+( 1_’—1>f((1—k)$+ky).

Maintenant, si nous prenons l'intégrale dans la derniére inégalité par rapport a k € [0, 1] nous

en déduisons que :

(39

< [e /f (kz + (1 — k) )dk+<e%—1)/01f((1—k)x+ky)dk

= 3/——_33/36 f(2)dz

Deuxiémement, en utilisant la propriété de la fonction convexe de type exponentielle f, si la

(SIS

variable est modifiée comme v = kz + (1 — k) y. Alors :

yix/xf(U)du = /fk:c+ (1—k)y)dk

A
in)
m
|
)—l
A
|
—_
SN—
s
—
<
N~—
—
U
o

Lemme 2.2 [4] Soit f : I° C R — R une application différentiable sur I°, x, y € I° avec x < y.

Si f' € Ly [x,y] alors Uidentité suivante est vraie :

f(x)—gf(y)_yix/zyf(z)dzzy;f’f O (1 —=2k) f' (kz + (1 — k) y) dk. (2.3)

Théoréme 2.4 [4] Soit f : I — R une fonction différentiable sur 1°, x, y € I° avec x < y,
et f' € Lyx,y]. Si|f'| est une fonction convexe de type exponentielle sur [x,y| alors l'inégalité

sutvante est vérifiée :

HOI0) L [ joie] < -0 (- e= D AW @LIFWD -

pour k € [0,1] ot A (u,v) est la moyenne arithmétique de u et v.

16



Chapitre 2. Convexité de type exponentielle et quelques inégalités associées

Preuve. A partir du Lemme 2.2 et la convexité de type exponentielle de |f’|, on a

‘f )+ f(y /
) 1
< 27 (ka+ (1= k) y)| dk
e a— [(eF = 1) |f'(2)] + (e = 1) |£'(v)]] dk

:y;th@NA|ﬂ—2@H&—4)Mwﬁf@ﬂA|G—2@Mé*-1ﬁm
== >(%f—e—z) (HGIRFEONE

ou

7

/0|(1—2k)](ek—1)dk:/0 |(1—2k’)\(el’k—l)dk::él\/é—e—i

Théoréme 2.5 [4] Soit f : I — R une fonction différentiable sur I°, x,y € I° avecx <y, ¢ > 1

et f'€ Ly[z,y]. Si|f'|" est une fonction convexe de type exponentielle sur [x,y| alors l'inégalité

f(x)2 —x/f

Yy—x . q
(5?T>‘“(M()|waﬂy

sutvante est vraie :

Q=

=< 2 (e —2)]

2

1 1
Pour k € [0,1] o — 4+ — =1 et A est la moyenne arithmétique .
p g

Preuve. A partir du Lemme 2.2, 'inégalité de Holder et la convexité de type exponentielle de

|f'|*, on a
1 Y
LEEYC Ny
y—z ! )

"(kx+ (1 —k)y)|dk

gy;x(/01|(1—2k: |pd/<;> </ ' (ka+ (1— k) )|qdk>




Chapitre 2. Convexité de type exponentielle et quelques inégalités associées

= () ([ e -nwers e - dl{:);
(zﬁ) z Ar (If/@)7 17 @)Y -

A

S

L 2(e—2)]

Théoréme 2.6 [4] Soit f : I — R une fonction différentiable sur 1°, x, y € I° avec x < y,

q>1et f' € Lix,y]. Si|f'|* est une fonction convexe de type exponentielle sur [x,y] alors on

’f(a:);f(y) L[ e

<122l (v D) 4t g o)

a linégalité suivante

Pour k € 0,1].

Preuve. Supposons d’abord que ¢ > 1. En utilisant le Lemme 2.2, I'inégalité de Holder et la

propriété de la fonction convexe de type exponentielle de |f|?, on obtient :

’f )+ f(y _x/ 1
< %/Olm—%n\f/(kwu—k)y»dk
_y;m(/;\(l—%)rdk)l_; (/01|<1—2k>|rf'<ka:+(1—zc>y>rqdk)é

_ut (g)l‘i ([ 10=200 (5 = )17+ (= 1) 767 )

- { (Ng_ . Z)] " (PP,

1
q

<

Pour ¢ = 1, nous considérons les estimations de la preuve du Théoréme 2.4 qui suit également

pas a pas les estimations ci-dessus. m

Remarque 2.2 Sous les hypothéses du Théoréeme 2.6 avec ¢ = 1, nous obtenons la conclusion

du Théoréme 2.4.
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Chapitre 2. Convexité de type exponentielle et quelques inégalités associées

2.3 Convexité de type exponentielle pour le cas fraction-
naire

Définition 2.2 [8] La fonction béta de deux variables x ety est définie comme suit :
1
B(z.y) = / (1 — 1)t
0
pour Re (z) > 0, Re (y) > 0.

Définition 2.3 [8] Soit f € Ly[a,b] alors les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

J& f et J- f d’ordre o € C, Re(a) > 0 de f sont définies par :

JE f(x) = ﬁ /I(x — ) f(r)dr, x> a,
JL f(z) == ﬁ/ (r—z)* Y f(r)dr, z<b,

respectivement. Ici () est la fonction gamma d’Euler : T(a) = [ e 'ro tdr et JO, f(x) =
Jy-f(x) = f(=).
Lemme 2.3 [10] Soit f: I C R — R une fonction deux fois dérivable sur I°, a, b€ I, a < b et

t€0,1). Si f” € Ly [a,b], alors pour tout a <betaw—1>0, on a :

o i 0 0] =1 ()

(b —ay [/2taf”(ta+(1—t>b>dt+[1(1—t)“f”(ta+(1—t>b>dt]-

a22—a
2
Le résultat suivant est une généralisation du Lemme 1 de [3] quand o >n —1 et n € N,
Théoréme 2.7 [10] Soit f : I C R — R une fonction dérivable sur I° ou I° est l'intérieur de I

et f" € Lyla,b] aveca, b€ I°,0<a<bettel0,1] .5 |f"|" est une fonction convexe de type

, , 11
exponentielle sur [a,b] C I et « — 1 > 0, alors pour certain ¢ > 1 fixe ot —+ — =1 on a :

oo by 0 by r@)] =1 (7))

o (P (- (e =5 o)
vt (e = 2) 1w, (et = ) @) .
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Chapitre 2. Convexité de type exponentielle et quelques inégalités associées

ot A (u,v) est la moyenne arithmétique de u et v.

Preuve. Nous utilisons maintenant le Lemme 2.3, les propriétés du module puis 'inégalité de

Holder on obtient :

29771 (o) T () - 4t b
b—a { +J(a+b) f(a):|_f( 2 )‘

: (ZQ_—)[ Etaif” (ta+ (1 —1) >|dt+[<1—t>a|f"<m+<1_t>b>|dt]
<22_2f22 tapdt ' (/02|f”(ta—|—(1—t)b)’th>q—|—

([(1 “pdt> </ |f"(ta+(1—1t)b )th>1

Appliquons maintenant la définition de la fonction convexe de type exponentielle pour | ) }q et

par calcul on obtient :

) o, o] -1 (43)

o <apil>;{K62— >!f”( >q+<6162 Y]
+ Ke—eé — %) | (a)|* + (e% _ g) |f”<b)|qr}-
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Chapitre 3

Fonctions exponentiellement
m~convexes et (s, m)-convexes dans le

cas fractionnaire

Dans ce chapitre on donne certains résultats concernant 'inégalité d’Hermite-Hadamard pour

d’autres types de convexité en utilisant 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

3.1 Inégalités fractionnaires pour les fonctions m-convexes

Définition 3.1 [7] Une fonction f :k C R — R est dite une fonction m-convexe ot m € [0, 1]
st :

f((L=t)a+mtb) < (1 —1t)f(a) +mtf(b), a, bek, te|0,1]. (3.1)

Exemple 3.1 Soit f: [0,b] — R une fonction définie par :

o]

est m-conveze sur [0,2] .
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Chapitre 3. Fonctions exponentiellement m-convexes et (s, m)-convexes dans le cas

fractionnaire

Remarque 3.1 Clairement, une fonction 1-conveze est une fonction convexe au sens ordinaire.

La fonction 0-convexe est la fonction en forme d’étoile. Si nous prenonst =1 alors :
Fmb) <mf®), me0,1], bek
cela montre que la fonction f est sous-homogéne.

Définition 3.2 [7] Une fonction f :k C R — R positive est dite exponentiellement conveze si :
e/ (A=0attt) < 1(1 — )ef@ 14/ ®]  q, bek, te€0,1], (3.2)

Définition 3.3 [7] Une fonction f : k C R — R est dite exponentiellement m-conveze ot
m € (0,1] si
/A Datmid) < [(1 — 1)/ 4 mte!®] | a, bek, te0,1], (3.3)

quand t = % nous avons

a b
ef(%mb) < ef( )_|_m€f()

<5 abek (3.4)

la fonction f est appelée exponentiellement m-convexe de Jensen.

Théoréme 3.1 [7] Soit f : I C R — R est une fonction exponentiellement m-convezre ot

€ (0,1]. Si f € Ly [a,mb], alors :

( atmb F(a+1) o f(mb) atl ya  _f(5
e ( 2 ) S m J(a)+€ +m J(b)7€ ( )

8% [ef(a) + m2ef(77’;)i| + |:m€f(b) + mef(%)i|

= alat 1)

(3.5)

Preuve. Soit f une fonction exponentiellement m-convexe, a partir de I'inégalité (3.4), nous

avons :

o f(z) fw)
€f< £ y) < e + me

S x, y € [a,mb].
a b

Posons x = at + m(1 —t)bet y = (1 —t)— + mt— pour ¢t € [0,1] on a
m m

a+mb 21— —_t)a mi
26f(+T) < [ef(at+n(1 t)b) +m€f((1 )2+ tm)] .
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Chapitre 3. Fonctions exponentiellement m-convexes et (s, m)-convexes dans le cas

fractionnaire

Multipliant les deux cotés de l'inégalité ci-dessus par t*~! et intégrant par rapport & t sur
[0, 1],nous avons :

2 () ! Flat-+m(1—t)b) F=t) & +mt D)
—e < ot [e + me e ] dt
a 0

L " b a=1 f(u) g art [ @yt f)q
:m /a (mb—u)"""e u+m /1<U—E> e’dv

m

F(Oé) «a m «a «a £

i.e.

r(#5) o +1) a _f(mb atl o f(2
e Sm{J(a)+€( )+m+J()7e (m)} (3.6)

Par contre la m-convexité exponentielle de f donne
—t) 2 1m b a
ey + mef((1 Yt <t [ef(“) + m2ef(%)} +(1—1) [mef(b) + mef(z)}

Multipliant les deux cotés de I'inégalité ci-dessus par t*~! et intégrant par rapport a ¢ sur [0, 1]

on obtient
1 1
—1 flat+m(1-1)b) 1 F((A-t) & +mtl)
/ ot dt+m/ t* e dt
0 0

3o

1 1
- / s [ef(a) n m2ef(%):| dt + / (toc—l . ta) |:m€f(b) + mef< )] dt.
0 0

F(CY) e f(mb a+1l ja fl&
= a Ve m Ty /()

@ L2t () el ® £ omet(5)
a+1 ala+1)

i.e.

F(Oé + 1) «a f(mb) atl 7o o
g0t (el oty (5}

e [ef(“) + erf(%)} + [mef(b) + mef(%)}
<
- ala+1)
En combinant les inégalités (3.6) et (3.7), on obtient (3.5). m

(3.7)
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Chapitre 3. Fonctions exponentiellement m-convexes et (s, m)-convexes dans le cas

fractionnaire

Corollaire 3.1 Si nous choisissons m = 1 dans le Théoréme 3.1 ,alors nous avons le résultat
sutvant
(=) T(a+1

) [0 B 1 j0 . f@
€ < 2 (b — a)a {J(a)+e + ‘](b)f6 }

[ef(a) + ef(b)}
<t - 1
o
Corollaire 3.2 Si nous choisissons m =1 et « = 1 dans le Théoréme 3.1, alors nous avons le

résultat suivant

() 1 :
2e < 2 el @dy <2 [ef(“) + et )} )

Théoréme 3.2 [7] Soient f, g : I C R — R deux fonctions exponentiellement m-convezxes ot
€ (0,1]. Si f, g € Ly [a,mb], alors :

F ef(a) + meg(b) + o mef(b) + eg(a)
(Oé> {J;—Zb, 6f(a) + J((Ix+eg(mb)} < ( ) .

(mb — a)” - ala+1)

Preuve. Soient f, g : I C R — R deux fonctions exponentiellement m-convexes, alors :
ef@=04mit) < (1 1) /@ ptmel® ) a, b€ [a,mb], t €0,1]
edlattm=00) < 4e9(@) oy (1 =) e9®) | a, b e [a,mb], t €[0,1]

En ajoutant les deux cotés des inégalités ci-dessus membre & membre nous avons :

ef(a(l—t)-i-mtb) + eg(at-i—m(l—t)b) < (1 _ t) [ef(a) + meg(b)} +t [mef(b) + 69(‘1)] )

Multipliant les deux cotés des inégalités ci-dessus par ! et intégrant par rapport a t sur [0, 1],

nous avons
1
/ pa-1 [ef(a(lft)ertb) +6g(ater(klt)b)} dt
0

1 1
< / (7t — 1) [T 4 mes®)] at +/ t* [mel® + 9] dt.
0 0

1 mb mb
b —a) {/ (u—a)* " e/ ™Wdu + / (mb —v)*"" 69(”)dv}
mb—a a u

ef(a) + meg(b) o (mef(b) + eg(a))
< +
~ a(a+1) ala+1)
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Chapitre 3. Fonctions exponentiellement m-convexes et (s, m)-convexes dans le cas

fractionnaire
i.e.
F(OZ) o a o mb
m {me_ef( ) 4 Ja+€9( )}
< ef(a) + meg(b) + o (mef(b) + eg(a))
- ala+1) '

qui est le résultat recherché. m

Corollaire 3.3 Si nous choisissons m = 1 dans le Théoréme 3.2, alors nous avons un nouveau
résultat suivant

ala+1)

F(a) « a «
Boap U@+ e®) <

Corollaire 3.4 Si nous choisissons m = 1, a« = 1 dans le Théoréme 3.2, alors nous avons un

autre nouveau résultat suivant

b
/ [9) 1 )] dr <

a

f@) 4 of®) | e9(a) 4 o)
2

1
b—a

Nous dérivons maintenant des inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions m-

convexes en utilisant l'intégrale fractionnaire de Reimann-Liouville.

Théoréme 3.3 [7] Soit a >0 et f: I C R — R une fonction exponentiellement m-convezre ot
€ (0,1]. Si f € Ly[a,mb), alors :

a+mb 20-11 a+1 o m a o a
08 < O [T 1 T, )]

2m

(0] a m a
<« Y [u@ _ 2 f(mQ)] m [ o) f(mz)} .
_4(Q+1) [e m-e +2 e + me

Preuve. Soit f une fonction exponentiellement m-convexe, de 'inégalité (3.4), nous avons

ef(r+2my) < ef(x) + mef(y)

- T a, yel
< 5 T,y

Substituons = = La +m2:h, y = 2ta+ Lb pour ¢t € [0, 1], alors

2€f(a+2mb> < ef(%a—l—m%b) _i_mef(%a-‘r%b)'

En multipliant les deux cotés de I'inégalité ci-dessus par %! et intégrant par rapport a t sur

[0,1], 0on a:

1 1
Eef(‘”{””) < / to‘flef(%‘”m%b)dt—i- m/ tolef (Gratst) gy
(0% 0 0
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fractionnaire
a+mb a—1 2 a+mb _a a—1
_ 2 / 2 2 (mb — U) ef(u) du n 2m 2m 2 ('U m) ef('u)dv
a—mb ). mb — a mb—a Ja b— =
2T (« .
o [T it T 3],
Ainsi
a—1
f(w) w [ « f(mb) a+1 7o f(%)i|
1
=3 / ot {ef (bem®3t) o e (tevit) L ay
0
1
<3 / et Lo MO0 o) oy |2 L) 1 Lero| Ly
2 Jo 2 2 2 2
1 1
=2 [eﬂ“) - m%ﬂ#)} / pagr 4 M [ef(b) _ mef(,;z)/ taldt:|
4 0 2 ;

__ « @) _ 2 f(ﬁ)] m [ 1) f(#)]
4(a+1)[6 m-e +2 e’ + me )

qui est le résultat recherché. m

Lemme 3.1 [7] Soit « > 0 et f: I C R — R une fonction différentiable et exponentiellement

m-convexe sur I° Uintérieur de I oum € (0,1] . Si |f'| € L1 [a,mb] , est une fonction m-conveze,

alors :
a—1
W [J(amyef(mb) +m*+! aw)—ef(%)} B % [ef(a+2m) + mef(a§$b>
mo — a 2 2m
mb— a 1 ¢ 2—t t 2—t
_ e f(fa—i—m—b) - Z 7y ) dt
1 {/0 e’\z 2 f 50 +m 5
1 _ 2—t t
. / poed (Fiatab) g (%a + 5b) dt} . (3.8)
0

Preuve. 1l suffit de noter que

b— ! ¢ 2t t 2—t
m a |i/ taef(ia"rm?b)f/ <_a + me> dt:|
0

4 2
~ mb—a 2 () 2% /a+2’"b 2 (mb — ) a=1 o f(z)dz
B 4 mb—a (@ —mb) Ju mb—a a —mb
mb —a 2 atmb 2a+1F (O{ + 1) a
- — fe) g 2 28T ) e ey
4 [ mb—a’ (mb — a)**! (etgny+© ‘ (3.9)
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fractionnaire

De méme on peut avoir

mb—a o f(2ta 2—1 t
— Vot ef (Gtatst) pr <%a+§b>dt}

mb—a | 2m armo)  (2m)* T T (a4 1) a
= — Fegit) ! Gi) 3.10
4 [mb _ a@ : (mb . a)oz-i-l J(a+mb) . ( )

De (3.9) et (3.10) on obtient (3.8). m

Théoréme 3.4 [7] Soit a > 0 et f: I C R — R une fonction différentiable sur I° l'intérieur de

I et exponentiellement m-convexe ou m € (0,1]. Si |f'| € Li[a, mb] est une fonction m-conveze

alors :
% [sza+mb)+€f(mb) + ot ge (agmb )~ ef(ﬁ)} _ % [ef(a+2mb) —{—mef(a;r,;nb)]
T : ’ / 2 (0 4 Ta + 14
<5 4 : { a+3 {[e"f (@] + |V @)} + 4(;n+(10; (a +O;) (aJ)r?))
, wa) (2 m (o +4) a
(s )]+ | ()} + ot (st + 24 (50) ]
Av(a,0) = [/ B)] + [ (@)
et
Ay (i b) — ef(ﬁ)f'(b)’ +efo (iﬂ
m?’ —

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1 et la m-convexité exponentielle de f nous avons :

22710 (a+ 1)
(mb — a)®

[J( a+mb)+€f(mb) + moc-‘rlj a+mb)

s fen (on2s)
ey D)

1. e, ’
En utilisant la m-convexité de ‘ f |, nous avons :

ef(%)} 1 [ef(%mb) n mef(“;::b)]

+
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fractionnaire

t) ‘ef(b)@ E (o) 4+ 2D (b)l]}

t ta m (2 —
<{ gl 52 ;

2
[0 st 4 L] [0 | ()] + S o)}
- g 5@ f'(a) m (24— t)’ 7O F(5)] + m(24_ t)t (|7 F/(b)] + |e7® f'(a)|]
RO | ) ()| \ef(b)f’(b)\ ¥ @ [e G )|+ 1o ()]
-l + G (oo [y ()]}
+m(24_t> {A1 (a,6) + Do (5,0) |
donc
a+1jaa+mb) ef(%)} _ % [ef(”zmz’) +mef(a;r$b)]

2m

b— ' ? 2(9_ )2 )
m a [/0 ta{tz{}@f(a)f’(aﬂ+|€f(b)f/(b){}+W{‘ef(b)fl<b)}_’_‘ef(m)f/ (&)]}

<
- 4

m (24— ki (A1) + 80 (5.0) }} dt]
_mwahml (0@ + OO + e

4
Gy () [} + (ailn—(QO)é(—Zz? 3) ESICORNS (%b)}}

+

{|€f(b
qui est le résultat recherché. m

Corollaire 3.5 Si nous choisissons m =1 et o« = 1 dans le Théoréeme 3.4 on obtient

b
ef(“%”)_ 1 /ef(g”)dx

b—a /,

()]} +10[A (a,b) + As (a, b)]]
24 ’

b—a

[7 {|ef@ fr(a)| + |/ ® s
=g
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fractionnaire

Théoréme 3.5 [7] Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I° Uintérieur de I et
exponentiellement m-convexe o m € (0,1]. Si |f'|* € Ly [a,mb] est une fonction m-conveze sur

Tetpt+qgt=1o0uqg>1alorsona

ga—11 (Oé + 1) f " 1 b s
R S ol (mb) a+1 e Ly £
e [ it gy ()] — 2[5 g el 5]
2.2
< mb—a1 {{ 1 |€f(a) /a)}q—i— m? (o + Ta + 14) ‘ 0 /(b ‘
4(a+1)7 4(a+3) 4(a+1)(a+2)(a+3)

(ﬂ S(Q? 3R (@ b)} * {4 (51(10; (;j&zj(iﬂ 3) )‘ﬂﬁ)f’ (%)

Q=

1 b) m(a+4) a
+4(04+3 O rof +(&+2)(a+3)A4<ﬁ’b>} ]’

ol

As(a,b) |ef(a ‘ +’ ) ¢ (b )‘

84 () = | (5[

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1 et I'inégalité des puissances moyennes nous avons

)] = 2o/ 5) s+ mef (4:2)] '

et
+ e/ O f1 )]

22710 (a+ 1)
(mb — a)®

3o

|:Jaa+mb)+ ef(mb) + ma+1l] atmb ef(
2m
of (satm25to) g (Ea m2s tb) ‘

)~
<o e
ol (Grtatsh) p (22—%% + %b) ’} dt}
s [ e
([ efetsemr (ter ) o)
() H/ : [tz For@f+ W il

Lmt (2—t)A3 (@ b)} } . {/1 o E 0 )1 ™ (24— t)®

+

¢ Vi
a




Chapitre 3. Fonctions exponentiellement m-convexes et (s, m)-convexes dans le cas

fractionnaire

. mb—a 1 ) o g m2(&2+7a+14) / ,
N [{4( }ef( )f(a)‘ * 4(a+1)(a+2)(a+3) |€f(b)f (b)|

q

et} S e g [ ()

L1 m(a+4) a .
+4(a+3) 7O ' ()] + @12 (a+3)A4 (Wb)} ]

Corollaire 3.6 Si nous choisissons m =1 et o« = 1 dans le Théoréeme 3.5 on obtient

b
ef(%w— 1 /ef(x)dx
b—a /,

_b-a 3|e/@ f(a)]" + 11|/ £ (b)|* + 2045 (a,b) | *
T 42) 48

{ 11 /@ f'(a)|” + 3 |ef® £/ (B)|* + 20A4 (a, b) }3
i 18

Théoréme 3.6 [7] Soit f: 1 C R — R une fonction exponentiellement m-convexe différentiable

sur 1° Uintérieur de I oum € (0,1]. Si |f'|" € Ly [a, mb] est une fonction m-conveze sur I et

1

pl+qgt=10uqg>1alorsona:

2011 (a + 1)

a 1 at+m a+m
(mb — a)a [Jfé%m)+€f(mb) _|_ma+1(]am 7€f(g)i| _ [ef( +2 b) +m€f( ;rmb)]

(“37) 2

1

mb—a /@ f'(a)|" + Tm? |/ O £ ()| + 2mA; (a,b) | *
" 4(pa+1)r 12

el ® )T+ 2mA, (L,0) )
2

/)1 ()

Tm?

+
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fractionnaire

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1 et 'inégalité de Holder nous avons

2017 (a + 1)
(mb—a)"

a ]_ a+m ar+m
[J(’f,,+m,b)+€f(mb) +m**t! (O‘a+mh),ef(ﬁ>} — = [ef( %) + me!( ;nb)]
2 2m

2
7 Y3
dt}

ef(%“m%b)f’ <za + mﬁb>

mb — a 1 , 1
< Pt
1 1
1 » AT — t \ | q
+</ t”“dt) {ef<zm“+zb>f’ (ua—i-ﬁb) dt}]
0

2m

_ 2 :

< mb— a ; {/1 ﬁ ‘ef(a)f/(a)rl X m® (2 - t) |6f(b)f'(b)|q + MAL% (a,b)] dt}
4(pa+1)r | Vo | !

g

mE Q0% ) ()

4 m?2

¢t A t(2—t i
Lo+ A, (%“’)”

mb—a {ef(a)f’(a)}q +7m? ‘ef(b)f’(b)‘q + 2mAs (a,b) |
4(pa+1)7 12

Q=

a

S (23)[[ 4 (6O B+ 2mda (22,0)

7m2 m2
12

Corollaire 3.7 Si nous choisissons m =1 et « = 1 dans le Théoréeme 3.6 on obtient

S - L /bemdx b—a | [ISO @ 4T[O O + 280 (ab) | *
b—aJ, A(p+1)» 12

<

7|/ @ f (@) + |/ f' ()| + 224 (a,b) :

12

3.2 Inégalités k-fractionnaires pour les fonctions (s,m)-
convexes

Définition 3.4 [8] Soit s € [0,1] et I C [0,00) un intervalle. Une fonction f : I — R est dite

exponentiellement (s, m)-conveze si :
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fractionnaire

flrz+m(l—r)y) <r° +m(1l — 7’)3@, (3.11)

est valable pour tout m € [0,1] et r € [0,1], n € R.

Remarque 3.2 En sélectionnant les valeur appropriées des paramétres s, m et n la définition
ci-dessus reproduit les fonctions bien connues comme suit :

i) En fixant n = 0 la fonction (s, m)-convexe [2] peut étre obtenue

i1) En fitant n =0 et s =1 la fonction m-conveze [11] peut étre obtenue

iii) En fitant n =0 et m = 1 la fonction s-conveze [6] peut étre obtenue

v) En fixzant s =1, la fonction m-convexe exponentiellement [7] peut étre obtenue

(

(

(

() En fizxant n =0, s =1 et m =1 la fonction convexe [9] peut étre obtenue

(

(vi) En fixant m =1, la fonction s-convexe exponentiellement [6] peut étre obtenue
(

vii) En fitant s =1 et m =1, la fonction convexe exponentiellement [1] peut étre obtenue

Définition 3.5 [8] Soit f € Li[a,b] alors les intégrales k-fractionnaires de Riemann-Liouville

J;;kf et J;“,’kf d’ordre o € C, Re(a) > 0 de f sont définies par :

S ) = s [ = o>

. |
Jb_’kf(x) = T

@ /x (r—a)c L f(r)dr, x<b,

_k
respectivement. Ici Ty(a) = [°to eTdt et Jo) f(x) = T2 f(z) = f(2).

Théoréme 3.7 [8] Soit f : [0,00) — R une fonction exponentiellement (s, m)-convezre avec

m € (0,1], n € R avec f € Ly[a,b],0<a<b. Si g, %, mb € [a,b] alors nous aurons :
m’ m
1 bm + a Ik (a+k) iy qak, (@ ak
< ) el s
it (75) < s e [ () + 2o
a FGa) O, f)  fl@)] _k
< 2 m _ .
_kZS{[m g +m€nb B(k,s+1)+ menb+€m Pl (3.12)

1

ot h(n) = =5 pour n < 0 et h(n) = == pourn >0

S|

3

e
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fractionnaire

Preuve. Puisque f est une fonction exponentiellement (s, m)-convexe on a

() < L (ML L)

2 - 28 ent env

Puisque ﬁ, mb € [a,b] pour r € [0,1], (1 — r)g +7rb<bet (l—r)mb+ra> aen définissant
m m
u=(1- 7")g +7rb<betv=(1—r)mb+ra> a dans I'inégalité ci-dessus,puis en intégrant sur
m

[0, 1] aprés multiplication par %! on a

1
f<bm+a)/ i dr
2 0

1 [/sz—lmf ((1_T)%+Tb)dr+/l a_lf(m(l—r)b—irm)dr].

< — e
A (A7) & +rb) en(m(1—r)b+ra)

Maintenant si nous laissons w = (1 —7)% +rbet 2 = m(l — 7)b+ ra dans le coté droit de

I'inégalité ci-dessus, nous obtenons :
bm+a\ k
(")
o

1 bw— 2 N f(w)dw o mb—2\F T f(2)dz
: Elﬁ(b—ﬁ e (=a) o

m

De plus il donne I'inégalité suivante qui fournit la premiére inégalité de (3.12) :

f (M) < h(n)T (o + k) [m%+1J£x_,kf< > n Jj‘;kf(mb)} .

a
2 25(mb — a)* m

D’autre part en utilisant 1’exponentiellement (s, m)-convexité de f, nous avons :

mf@l—ﬂ§?+w>+fUM1—rw+r@

< mir -G Oy
em2

% +7“5J;(77(CLL).

En multipliant les deux cotés de I'inégalité ci-dessus avec (%)S r&~! et en intégrant sur [0, 1]

aprés quelques calculs, nous obtenons :

DOt R) e o () 4 g fmb)

a
25(mb—a m

< % { mng?) +m@] /017"7:_1(1 —7r)%dr + {m@ + f(a)] /Olri_lrsdr} :

e enb enb ena
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fractionnaire

En utilisant la définition de la fonction béta & partir de I'inégalité surmentionnée, la seconde
inégalité de (3.12) sera obtenue. m

Dans ce qui suit, nous donnons les conséquences du Théoréme ci-dessus

Corollaire 3.8 L’inégalité ci-dessous est vraie pour les fonctions exponentiellement (s, m)-convexes

via les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville :

1)f(bm+a> < I'(a+ k)

g f (25 g )|

h(n 2 = 25 (mb — a)”
<o e O] (2 ¢ [b D O] L

Preuve. En posant £ = 1 dans l'inégalité (3.12) du Théoréme 3.7, on obtient l'inégalité ci-

dessus (3.13).

Corollaire 3.9 Le résultat ci-dessous est valable pour les fonctions convexes via des inégalités

k-fractionnaires de Riemann-Liouville .

fla) + 1)

b+ a Ll +Fk) [ oo, a
F(55) < et et + ] < 29 (.14

]
Preuve. En posant 7 =0, s = 1 et m = 1 dans (3.12) du Théoréme 3.7 nous obtenons l'inégalité

ci-dessus (3.14) . =

Corollaire 3.10 Le résultat ci-dessous est valable pour les fonctions convexes via les inégalités

fractionnaires de Riemann-Liouville .

H(%50) = s i F @+ ) < KO0

Preuve. En posant =0, s =1, m = 1 et k = 1 dans (3.12) du Théoréme 3.7 nous obtenons

I'inégalité ci-dessus .

Lemme 3.2 [8] Soit f : [a,b] — R une fonction différentaible sur lintervalle (a,b). Si f' €
L1 la,b]. Alors on a :

_b—a /01 [(1 — r)% — 7’%} [ (ra+ (1 —r)b)dr. (3.15)
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fractionnaire

Théoréme 3.8 [8] Soit f : [0,00) — R wune fonction différentiable telle que [a,b] C [0,00) et
'€ Lya,b]. Si|f'| est une fonction exponentiellement (s, m)-convexe avec m € (0,1], n € R,

q > 1 on a linégalité suivante

[(@)+ F(0) _Tala+ ) [ 0 .
' g ot O )

—

0-a ("0

e

| i <a>|>
ena

N | 3R

<

o=

2%+s+1

-2 1
X o - a
ey [

2qs+1 -1 %
[qu (gs + 1)}

o + 1
s an |

1 1
. S4-=1 (3.16)
28 (g + 1)

r 1
{2‘18“ (q8+1)} g p

+

Preuve. En utilisant le Lemme 3.2 on a

fla) + f(b)  T(
2 2(b—a)*

b—a/1
<
< SH

En utilisant exponentiellement (s, m)-convexité de | f’| nous obtiendrons :

TS0+ T ()]

(1 =r" |1 (ra+ (1= r)b)| dr.

fla)+ f(b) Tpla+E) [ ok ok (g
i . —QQ_Gﬁ[ﬂ+ﬂw+J;f(ﬂ

- b;a/oé [(1_r)% _T%} [ !f’( )] m(1—7~)8’f’(§)|] i

_b—ahWH/é e ) s
= (1—r) rdr
—l——m W,E” /2 (1-— T)% (1 —r)dr — M )] U;EE)‘ /2 r%(l —r)%dr

Ve |/ D v+ L [

2
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m £ Gl /

—r)%dr +

Maintenant .en utilisant I'inégalité de Holder, on a :

MD

ridr

IN

/j(l—w

1

(1—r)

=R

ridr

IN

o

N

o

r* (1 —r)"dr

IN

/0
]' (e
%
r
1

2

(1—r)dr <

%Pl _q

m|f (5

nb

o=

1/ A1y }

1 14

287 (fp+ 1)

1

=

205+ (gs 4+ 1) ]

Q=

2qs+1 -1

_2%p+1 (gp+1)

1

o=

| 205+ (gs +1)] 7

T

2f18+1 -1

_2%p+1 (%p-i- 1)_

2kPHl — 1

=

205+ (gs +1)] 7

S

1

2674 (gp + 1) |

| 20541 (gs 4 1) ]

En utilisant les inégalités ci-dessus dans la partie droite de (3.17) nous avons :

‘f (a) —2% ON 2?20‘_2)";) TS0+ T ()]
b—a ) |f'(a)l it -2 [ 1 ﬁ { SI
T2 em 2R (R s 1) 20 (fpr )| (297 (gs 1)
ogrtl 1 |7 1 ‘
+ 2571 (2p 1) {ml

) [ aten s L P e
67: 9% s+l (% 454+ 1) %P+l (%p+ 1) 2gs+1 (qs + 1)
1
s N 1 “
21T (2p + 1) 2us+1 (gs + 1)

q

]1

Corollaire 3.11 L’inégalité ci- dessous est valable pour les fonctions exponentiellement (s, m)-
convexes via des intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

fla) + f(b) _
2

2(b—a)”

[Ja+ f(0) + J- f(a)]
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em

- 2

27" 9 1 P ogestl_q Tu
2" (ot s+1) [28H (ap+1)] [29F (gs+ 1)

} . (3.18)

Preuve. En posant £ = 1 dans l'inégalit¢ (3.16) du Théoréme 3.8 nous obtients l'inégalité

ci-dessus (3.18). m

(b—a) (m|f< o)l +|fe§2)l>
<

gaptl _ 1 17 1 .
" [2 (ont 1)] [2 @ 1)]

Théoréme 3.9 [7] Soit f : [0,00) — R wune fonction (s,m)-convere avec m € (0,1], f €
Lila,b], a, b€ [0,00) ou g, %, mb € [a,b]. Alors nous aurons l'inégalité ci-dessous :
m’ m

() < LD ety (£ 4 2 )]
{2

s (o) s @) B (55 41)

s )+ f(@)]

(3.19)

Preuve. Sa preuve est similaire a la preuve du Théoréme 3.7 ou directement (3.19) peut étre

obtenue a partir de (3.16) en prenant n =0 m

Corollaire 3.12 L%inégalité ci-dessous est valable pour les fonctions m-convezres via Riemann-

Liouville K -intégrales fractionnaires

F (bm + a) < Iy (a+ k) [m%+1J;_7kf <%> n Jsff(mb)}

2 2 (mb— a)*
- %{k[mféblzf<a)] N [mzf (%) +mf<b)} B <%2)} (3.20)

Preuve. En posant s = 1 dans 'inégalité (3.19) du Théoréme 3.9 nous obtenons 'inégalité

ci-dessus (3.20) m
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Corollaire 3.13 L’inégalité ci-dessous est valable pour les fonctions s-converes via Riemann-

Liouville K -intégrales fractionnaires

() = gt et gz

«

gkﬂme)+fwﬂ{ u <+B(%ﬁ+4)}. (3.21)

o+ ks

Preuve. En posant m = 1 dans I'inégalité (3.19) du Théoréme 3.9 nous obtenons l'inégalité

ci-dessus (3.21). =

Théoréme 3.10 [7] Soit f : [0,00) — R et [a,b] C [0,00) avec f € Ly|a,b]. Si |f'| est une
fonction (s,m)-convexe avec m € (0,1] et ¢ > 1. Alors pour Riemann-Liowville K -intégrales

fractionnaires nous avons :

fla)+ () Tela+k) [ ax ok
‘ 5 L [Ja+ f0)+ Jy f(a)}
_ b=a)(m]f (Z)| =11
= 2
A 1 ’ { el _ rz
o tet (2+s+1) 2FPHL (2p 4 1) 2as+1 (gs + 1)

1

p{ ! ]; | (3.22)

205+ (gs + 1)

25+l 1

g (4p+1)

11
ot —+—-=1.
p q

Preuve. Sa preuve est semblable a la preuve du Théoréme 3.8 ou directement (3.22) peut étre

obtenue a partir de (3.16) en prenant n =0. m

Corollaire 3.14 L’inégalité ci-dessous est valable pour les fonctions m-convexes via Riemann-

Liouville K -intégrales fractionnaires

fla)+ f(b) Twla+k)
2 2(b—a)*

TeET0) + T f ()]
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2 =11 (@)
{quqj(lqull)} %

) | 1 (3.23)

—
S
|

IS
N—r

3
=
N [ —~

3=

42
2y 1
207 (2 4+ 2) [2?“1 (Fr+1)

2Pt 1
28T (2p + 1)

Preuve. En posant s = 1 dans 'inégalité (3.22) du Théoréme 3.10 nous obtenons 'inégalité

ci-dessus (3.23) =

Corollaire 3.15 L’inégalité ci-dessous est valable pour les fonctions s-convexes via Riemann-

Liouwville K -intégrales fractionnaires

'f(a) +f(b) Tilatk) L

2 | 0) + 5 )]

2 2(b—a)*
< =) (S (§)| — [/(a)])

=

2%+s+1

—2 1
2T (2 5 41) szﬂ (¢p+1)

2qs+1 -1 %
[W“ (gs + 1)}

mer) | (- 320

Preuve. En posant m = 1 dans l'inégalité¢ (3.23) du Théoréme 3.10 nous obtenons l'inégalité

ci-dessus (3.24). =

2%rtl
2 (p+1)

Corollaire 3.16 L’inégalité ci-dessous est valable pour les fonctions convexres via Riemann-

Liouville K -intégrales fractionnaires

fla) + f(b)  Tu(a+k)
2 2(b—a)%

< b=a) ()] ~|f'(a)])

= 2
Pogitl 1 s
[2‘1“ (¢+ 1)}

[T 1) + I f (@)

=

o
ET2

—9 1
2" (2 4 9) N [2%“1 (24p+1)
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1

[%1 (11+ 1)} 1y (3.25)

Preuve. En posant s = 1 et m = 1 dans (3.23) du Théoréme 3.10 nous obtenons l'inégalité

ci-dessus (3.25). =

1
9%p+l _ 1 P

+ 9eptl (%p—l— 1)
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Chapitre 4
Application

Tout au long de cette section par souci de simplicité, les notations suivantes sont utilisées
pour les moyennes spéciales de deux nombres non négatifs x, y :

La moyenne arithmétique

La moyenne géométrique

La moyenne harmonique

La moyenne logarithmique
L:=1L(xy) = Iny—Inz’ . x, y>0.

La moyenne p-logarithmique

Yl — gl

Lp::Lp(xay): ((p+1)(y—x

>)p, v4y, peR\{-1,0}

xZ, r=1y

, x, y>0.
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La moyenne identrique

1 g\ 7"
I::I(:C,y):—(y—) L oy >0.

e \ %

Il est bien connu que L, est strictement croissante pour p € R. De plus Ly = I, L_; = L.

Proposition 4.1 Soit z, y € [0,00) avec x <y et p € (—00,0) U [1,00)\ {—1} .Alors on a les
1méqgalités suivantes
AP (2, y)
— L P <2(e—2)A(aP,y?
Preuve. On le voit facilement a partir des inégalités (2.2) pour la fonction
f(z) = 2P, z € [0, 00)

]
Proposition 4.2 Soit x, y € [0,00) avec x <y et p > 1 .Alors on a les inégalités suivantes :
A (2P, y") = Ly (2, y)] < ply —2) (4\/5 —e— ;) ALy
Preuve. On le voit facilement & partir des inégalités (2.4) pour la fonction
f(z) = 2P, z € [0,00)
]

Proposition 4.3 Soit x,y € (0,00) avec x < y. Alors on a les estimations suivantes

A7l (2,y)
— e <! <2(e—2)H "
e—1) = (z,y) <2(e—2)H " (z,y)
Preuve. On obtient le résultat facilement a partir des inégalités (2.2) pour la fonction
flz)=2"" , x€(0,00).

Proposition 4.4 Soit x,y € (0,00) avec x < y. Alors on a la majoration suivante

1 -1 7 -1 2 2
|H " (z,y) — L (z,y)lé(y—$)<4\/5—e—§)!H (2%, 9%)]
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Preuve. On le voit facilement a partir des inégalités (2.4) pour la fonction

flz)=2a"" ., xe(0,00).

Proposition 4.5 Soit x,y € (0,1] avec © < y. Alors on a les inégalités suivantes

InA(z,y)
2 (Ve — 1)

Preuve. On obtient le résultat en appliquant I'inégalité (2.2) a la fonction

2(e—2)InG(z,y) <Inl (z,y) <
flz)==lnz xz € (0,1].

Proposition 4.6 Soit x,y € (0,1] avec © <y . Alors on a lestimation suivante
7 -1
Inl —InG(z,y)| < (y—2) (4e—e—3 ) |[H (z,y)

Preuve. On le voit facilement & partir des inégalités (2.4) pour la fonction

f(x)=—Inx | z € (0,1].
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conclusion

La problématique de ce mémoire était d’une part ’étude de certaines inégalités de type
Hermite-Hadamard plus précisement pour les fonctions exponentiellement convexes via l'intégrale
fractionnaire , et de se familiarise avec certaines outils nécessaires utilisé dans les démonstrations
dans ce genre de probléeme .

L’objectif de ce travail est d’étudier et généraliser quelques inégalités intégrales pour certains
type de convexités en utilisant ’approche fractionnaire au sens de Riemann-Liouville en passant
par une introduction et trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions
exponentiellement convexes et exponentiellement (p, h)-convexes.

Dans le deuxieéme chapitre nous présentons certains Théorémes concernant les inégalités de
type Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes de type exponentielle.

Dans le troisiéme chapitre on donne certains Théorémes concernant les fonctions exponen-
tiellement m-convexes et (s, m)-convexes dans le cas fractionnaire , et on termine notre mémoire

par quelques applications.
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