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Résumé
Dans ce travail on considère un problème parabolique inverse avec mémoire qui est

mal posé au sens d’Hadamard. On fait une régularisation de la solution instable à l’aide

d’une méthode de troncature spectrale, cela nous permet de récupérer la position correcte

du problème étudié.

Finalement on montre la convergence de la méthode proposée ainsi quelques estimations

d’erreurs via un choix de paramètres a priori et a posteriori.

Mots clés

Problème inverse, problème parabolique rétrograde, équation intégro-différentielle, pro-

blème mal-posé, méthode spectrale, régularisation.
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Abstract
In this work we consider an inverse parabolic problem with memory, who is an ill

posed problem in the sens of Hadamard. We regularize the instable solution with a spectral

troncature method, which allows us to recover the correct position of the studied problem.

In the end we prove the convergence and some estimations via a priori and a posteriori

parameter choice rules.

Key words

Inverse problem, retrograde parabolic problem, integro-differential equation, ill posed

problem, spectral method, regularization.
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Introduction

0.1 Equations intégro-différentielles

La modélisation mathématique est le processus de construction d’objets mathéma-

tiques dont les comportements ou les propriétés correspondantes d’une manière ou d’une

autre à un système particulier du monde réel. Dans cette description, un objet mathéma-

tique peut être un système d’équations, un processus stochastique, une structure géomé-

trique ou algébrique, un algorithme ou tout autre objet mathématique.

Dans certains domaines mathématiques on trouve beaucoup de problèmes qui nécessitent

de faire une considération sur les relations analytiques qui ont à la fois le terme intégral qui

signifie le sens du mémoire, et le terme différentiel qui représente en général un phénomène

de diffusion.

Pour évaluer les quantités d’intérêt physique, un rôle clé est joué par le mémoire du

matériaux, et en conséquence le comportement de tels matériaux est caractérisé par des

équations constitutives appropriées où des noyaux de type Volterra apparaissent.

Le mathématicien et physicien Italien Vito-Volterra 1 a étudié les influences héréditaires

lorsqu’il examinait un modèle de croissance de la population. Les travaux de recherche

ont abouti à un thème spécifique, où les opérateurs différentiels et intégraux sont apparus

ensemble dans la même équation. Ce nouveau type d’équations a été appelé équations

intégro-différentielles de Volterra, données sous la forme

dnu
dxn = f (x) + λ

∫ x

0
k(x, t)u(t)dt. (0.1.1)

1. V.Volterra : né en 1860 à Ancône et mort en 1940 à Rome, dont les travaux portent sur l’analyse
mathématique et ses applications à la mécanique, la physique et la biologie, aussi il a appelé ce genre
d’équation qui contient les deux termes (integral et différentiel) ; les équations intégro-différentielles.
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Les équations intégro-différentielles de Volterra peuvent être observées lorsque nous

convertissons un problème de valeur initiale à une équation intégrale en utilisant la règle

de Leibnitz 2.

L’équation intégro-différentielle de Volterra est apparue après sa création par Volterra. Elle

est ensuite apparu dans de nombreuses applications physiques telles que le processus

de formation du verre [11], la nano-hydrodynamique[7], le transfert de chaleur dans des

matériaux non homogène[20, 12], le processus de diffusion en général [8], la diffusion de

neutrons et les espèces biologiques coexistant avec des taux de production croissants [29]

et décroissants et l’ondulation du vent dans le désert [9].

La résolution de ce type d’équations (appelées équations intégro-différentielles) repose sur

une combinaison des techniques d’analyse des équations différentielles et des équations

intégrales.

0.1.1 Exemples :

Exemple 1 :

1. Dans les problèmes électriques de l’engineering, la représentation du courant I(t)

dans un circuit fermé mêne à l’équation intégro-différentielle suivante :

L
dI
dt

+ RI +
1
C

∫ t

0
I(t)dt = f (t)

I(0) = I0

où L est l’inductance, R la résistance, C la capacité, et f (t) la tension appliquée.

2.
u”(x) = f (x) + λ

∫ x

0
(x− t)u(t)dt

u(0) = 0, u′(0) = 1

2. Gottfried Wilhelm Leibniz : est un mathématicien, philosophe, scientifique et logicien Allemand né
à Leipzig en 1646 et mort à Hanovre en 1716, Il est une personnalité centrale dans l’histoire des sciences
(surtout dans celle des mathématiques) et dans l’histoire de la philosophie.

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Achoura H-L
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3.

u′(x) = f (x) + λ
∫ 1

0
(xt)u(t)dt

u′(0) = 1.

Les équations dans les exemples (1) et (2) sont des équations intégro-différentielles de type

Volterra alors que l’équation dans l’exemple (3) est une équation intégro-différentielle de

type Fredholm 3.

Ces terminologies ont été conclues à cause de la présence d’intégrales définies et indéfinies.

Exemple 2 :

En écologie, les équations de réactions-diffusion sous-estiment la vitesse d’invasion (Clark,

1998 ; Kot et al., 1996). Une solution à cette sous-estimation des vitesses d’invasion a été

donnée par l’utilisation des opérateurs intégraux à la place des opérateurs de diffusion,

résultant en des équations intégro-différentielles ou intégro-différences (Kendall, 1965 ; Kot

and Schaffer, 1986 ; Lee et al., 2001). Ces modèles intègrent des informations détaillées sur

le contact à petite échelle et le processus de dispersion pour prédire les effets à grands

échelles avec plus de précision. Comme exemple, (Aronson,1977 ; Kendall, 1965 ; Mollison,

1977) étudièrent l’équation

∂I
∂t

= β(N − I)
∫

Ω
k(x, y)I(y, t)dy (0.1.2)

qui modélise la propagation d’une infection par contact d’un individu sain susceptible

d’être infecté, par un individu infecté d’une population de taille constante

N = S(x, t) + I(x, t).

Où,

I S(x, t) : représente les susceptibles au point x et au temps t.

I I(x, t) : représente les infectés au point x et au temps t.

3. Ivar Fredholm (7 avril 1866 à Stockholm - 17 août 1927) est un mathématicien suédois, qui a étudié les
équations intégrales et la théorie spectrale.

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Achoura H-L
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I K(x, y) : est la fonction densité de probabilité exprimant que la proportion des

infectés en y contacte les susceptibles en x.

I β : le taux constant de transmission de l’infection.

Exemple 3 :

Les équations qui sont utilisées dans l’étude de la propagation des populations et les

épidémies sont basées sur les équations de réaction-diffusion [32], integro-différentielles

[19] et intégro-différences [28, 27].

0.2 Contenu du Mémoire :

L’objectif principal de ce mémoire est la régularisation via une méthode de troncature

spectrale d’un problème parabolique rétrograde avec mémoire. Ce travail contient une

introduction, trois chapitres, une conclusion et quelques perspectives.

L’introduction est consacrée à un petit historique sur les équations intégro-différentielles

et ses motivations physiques et applications.

Dans le chapitre 1, on rappelle certaines notions préliminaires fondamentales et on prépare

les outils nécessaires dans ce travail, a savoir les notions de (problème inverse, problème

mal-posé, régularisation...) .

Dans le chapitre 2, on donne la position du problème en question, la détermination de

la solution sous une forme d’une série à l’aide de la méthode de Fourier. Et enfin pour

montrer l’instabilité de la solution en t = 0 on construit un exemple illustratif.

Le dernier chapitre est consacré à la présentation de la méthode de régularisation par

troncature spectrale. On propose une stratégie de régularisation via un choix a priori et a

posteriori. On termine ce chapitre par des résultats de convergences et quelques estimations

d’erreurs.

Ce travail est clôturé par une conclusion et quelques perspectives.

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Achoura H-L
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Notions préliminaires

1.1 Rappels

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront utilisés

dans le reste du travail.

1.1.1 Problèmes inverses

On dit que deux problèmes sont inverses l’un de l’autre, si la résolution de l’un met

l’autre en cause. Par conséquent, quand on parle d’un problème inverse [25, 26], il est

nécessaire de mentionner le problème direct, qui nécessite de déterminer les effets à partir

des causes observables. Ce problème peut être schématiser comme suit :

(entrée) input → processus → output (sortie);

cause → modèle → effet.

Les problèmes inverses peuvent être classés en deux catégories, ceux axés sur la déter-

mination des conditions aux limites ou des sources inconnues, et ceux visant à déterminer

les paramètres fondamentaux du système.

Ces problème ont le potentiel de créer des difficultés particulières. En effet, il est raison-
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nable de supposer qu’un problème direct est bien posé (les mêmes causes produisent les

mêmes effets). Cependant, il est facile d’envisager que les mêmes effets puissent résulter

des causes différentes. Cela montre la difficulté d’étudier les problèmes inverses.

Les problèmes inverses jouent un rôle essentiel dans de nombreux domaines, à savoir :

* l’imagerie médicale (échographie, scanners, rayons X)[13]

* l’ingénierie pétrolière (prospection par des méthodes sismiques, magnétiques, identi-

fication des perméabilités dans un réservoir).[14]

* l’hydrogéologie (identification des perméabilités hydrauliques).

* la chimie (détermination des constantes de réaction).

* le radar et l’acoustique sous-marine (détermination de la forme d’un obstacle).[6]

* le traitement d’image (restauration d’images floues)[26].

Définition 1.1.1. Un problème inverse 1 est l’inverse de celui appelé problème direct (les

causes étant connues, consistant à déterminer les effets). Il consiste à déterminer l’origine

d’un phénomène, ou bien l’essai de connaître les causes qui ont conduit à ce phénomène ;

à partir de là ; pour connaître les informations suffisantes sur celui ci, ou à partir d’une

information partielle sur le problème qui nous permet de limiter l’ensemble des causes de

ce fait.

1.1.2 Problèmes mal-posés

Définition 1.1.2. [Hadamard 1923][18]

Soient X, Y deux espaces de Banach, et A : X ⊇ D(A) −→ Y un opérateur (linéaire ou

non-linéaire). Le problème inverse Ax = y est bien posé au sens d’Hadamard si

Existence : Pour tout y ∈ Y il existe x ∈ X tel que Ax = y.

Unicité : Pour tout y ∈ Y, il y a au plus une solution x ∈ X.

Stabilité : La solution x dépend continûment de la donnée y.

1. Pour plus de detail on cite les quatres célèbres journaux spétialisée en problèmes inverses :
JIIP (Journal of Inverse and Ill posed Problem) : www.degruyter.com/journal/key/JIIP/html.
Inverse Problem (IOP) : iopscience.iop.org/journal/0266-5611 .
IPI (Inverse Problem and Imagine) : www.aimsciences.org/journal/1930-8337.
IPSE (Inverse Problem in science and engineering) : www.tandfonline.com/toc/gipe20/current.

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Achoura H-L
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Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le problème est dit mal posé.

En pratique, cela veut souvent dire qu’il n’existe pas de solution unique ou que, si elle

existe, une légère modification des données conduit à des solutions très différentes.

Définition 1.1.3 (Orthogonalité). [21]

Soit (H, 〈.|.〉) un espace préhilbertien réel ou complexe.

— On dit que deux vecteurs x et y de H sont orthogonaux, et écrit :

x ⊥ y (ou y ⊥ x),

si et seulement si :

〈x|y〉 = 0.

— On dit que deux sous-ensembles A et B de H sont orthogonaux, et écrit :

A ⊥ B (ou y ⊥ x),

si, et seulement si :

∀x ∈ A, ∀y ∈ B, x ⊥ y.

— Soit A un sous-ensemble de H. Par définition, l’orthogonal de A dans H est le plus «

large » sous-ensemble de H, que l’on note A⊥, tel que A⊥ ⊥ A :

A⊥ = {y|y ∈ H et, ∀x ∈ A, x ⊥ y} .

Théorème 1.1.1 (Théorème de la projection). [21]

Soit (H, 〈.|.〉) un espace préhilbertien réel ou complexe, M un sous-ensemble non vide de H, et

‖ . ‖ la norme induite sur H par le produit scalaire 〈.|.〉.
Si M est un sous-espace complet de H (ce qui est le cas par exemple si (H, 〈.|.〉) est un Hilbert, et

M en est un sous-espace fermé), alors, PM(x) est le seul vecteur de M tel que : [x− PM(x)] ∈ M⊥.

Définition 1.1.4 (Basse hilbertiennes). [21]

Soit H un espace préhilbertien. On appelle base hilbertienne de H toute famille orthonor-

male et totale dans H.

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Achoura H-L
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Proposition 1.1.1. [21]

Soit {ek}∞
k=1 un système unitaire dans un espace préhilbertien (H, 〈.|.〉) .

1. Ce système est une base hilbertienne de H si, et seulement si les deux propriétés suivantes

sont vérifiées :

— Pour tout x ∈ H, la série numérique∑ |〈x|ek〉|2 est convergente dans R.

— Pour tout x ∈ H, on a l’égalité suivante dite identité de Bessel-Parseval :

‖x‖2 =
∞

∑
k=1
|〈x|ek〉|2 . (1.1.1)

2. Si ce système est une base hilbertienne de H, alors :

— Pour tout x ∈ H, la série vectorielle ∑ 〈x|ek〉 ek, dite série de Fourier de x dans la base

hilbertienne {ek}∞
k=1 est convergente dans H et on a :

x =
∞

∑
k=1
〈x|ek〉 ek.

Les scalaires 〈x|ek〉 , que le note xk, sont appelés les coordonnées ou les coefficients de

Fourier de x dans la base {ek}∞
k=1.

— Quels que soient x et y dans H, la série numérique ∑ xkyk est convergente et

〈x|y〉 =
∞

∑
k=1

xkyk.

Théorème 1.1.2 (Les valeurs propres des opérateurs elliptiques et symétriques). [23] Soient

U un sous ensemble ouvert de Rn, et L est l’opérateur laplacien, alors on a :

(i) chaque valeur propre de L est un réel.

(ii) de plus, si on répète chaque valeur propre selon sa multiplicité (finie) on a ∑ = {λk}∞
k=1,

où

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ . . . , et lim
k→∞

λk = +∞.

(iii) finalement il existe une base orthonormée {ωk}∞
k=1 de L2(U), où ωk ∈ H1

0(U) est une

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Achoura H-L
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fonction propre correspondant à λk : Lωk = λkωk, dans U ;

ωk = 0, sur ∂U.

1.1.3 Exemples de problèmes mal posés[24]

Exemple 1.1.1. Problème de Cauchy pour l’équation de Laplace. Considérons le problème

suivant : 
4u = 0, (x, y) ∈ R× (0, ∞),

u(x, 0) = 0, x ∈ R,

∂yu(x, 0) = ϕε(x), x ∈ R,

(1.1.2)

où ϕε(x) = ε cos(x/ε), ε > 0. On vérifie aisément que uε(x, y) = ε2 sinh(y/ε) cos(x/ε) est

une solution du problème (1.1.2).

On remarque que (ϕε −→ 0, ε −→ 0) mais (uε(x, y) −→ ∞, ε −→ 0) pour tout x > 0

fixé. Ce qui prouve que les solutions de (1.1.2) ne dépendent pas continûment des données

initiales. 2

Exemple 1.1.2. Problème rétrograde pour l’équation de la chaleur. Trouver u(x, 0) =

u0(x) (condition initiale inconnue), sachant que le champ de temperature u(x, t) vérifié :


ut − uxx = 0, x ∈ (0, π), t ∈ (0, T),

u(x, T) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ π,

u(0, t) = u(π, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

(BCP)

où ψ ∈ L2(0, π) une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la

solution du problème (BCP) sous la forme :

u(x, t) =
∞

∑
n=1

e(T−t)n2
ψnen(x),

2. Pour plus de détails, on cite les travaux : L. BOURGEOIS, A mixed formulation of quasi-reversibility to
solve the Cauchy problem for Laplace’s equation, Inverse Problems 22 (2006), 413-430.

L. BOURGEOIS, Convergence rates for the quasi-reversibility method to solve the Cauchy problem for Laplace’s
equation, Inverse Problems 21 (2005), No. 3, 1087-1104.

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Achoura H-L
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où ψn est le coefficient de Fourier d’ordre n de ψ :

ψn = 〈ψ, en〉 =
√

2
π

π∫
0

ψ(x) sin(nx) dx, en(x) =

√
2
π

sin(nx).

Soit ϕ(x) = u0(x, 0) la temperature initiale. Alors d’après l’égalité de Parseval, on a :

‖ϕ‖2 =
∞

∑
n=1

e2n2T|ψn|2.

On considère maintenant le problème (BCP) avec des données bruitées :

ψk = ψ +
1
k

ek(x).

On remarque que ‖ψk − ψ‖ = 1
k
−→ 0, k −→ +∞ mais

‖u(ψk; 0)− u(ψ; 0)‖ = 1
k

ek2T −→ +∞, k −→ +∞.

On voit très clair que le problème (BCP) est instable donc mal posé. C’est pour cela, qu’on

dit que les phénomènes de la chaleur sont irréversibles.

La solution de l’équation de la chaleur avec la condition initial u(x, 0) = ϕ(x) ∈ L2(0, π)

est donnée par la formule :

u(x, t) =
∞

∑
n=1

e−n2t ϕnen(x) =
π∫

0

{
2
π

∞

∑
n=1

e−n2t sin(nx) sin(nξ)

}
ϕ(ξ) dξ.

Ainsi, u est solution du problème (BCP) ssi ϕ satifait l’équation de Fredholm de première

espèce :

Kϕ = ψ, u(x, T) =
π∫

0

K(x, ξ)ϕ(ξ) dξ = ψ(x), 0 ≤ x ≤ π,

où K(x, ξ) =
2
π

∞

∑
n=1

e−n2T sin(nx) sin(nξ).

L’opérateur intégral K est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’où K−1 n’est pas
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borné. Ce qui montre le caractère mal posé du problème (BCP).

Exemple 1.1.3. Equation hyperbolique avec conditions de Dirichlet. Considérons le

problème suivant :  utt(t) + Au(t) = 0, 0 < t < T,

u(0) = ϕ, u(T) = ψ,
(HCP)

où ϕ, ψ sont des fonctions données dans H, et A : D(A) : H −→ H tel que A = A∗ et

A ≥ δ > 0.

Si λk = (kπ)2/T2, k = 1, 2, · · · , ne sont pas des valeurs propres de A, alors l’opérateursin(T
√

A)
 est injectif, et la solution formelle du problème (HCP) est donnée par :

u(t) = sin((T − t)
√

A)
sin(T

√
A)
−1

ψ + sin(t
√

A)
sin(T

√
A)
−1

ϕ.

Inversement, si
{

λk = (kπ)2/T2, k = 1, 2, . . . ,
}
∩ σp(A) 6= ∅, alors la solution du pro-

blème (HCP) n’est pas unique. Cependant, le problème (HCP) est mal posé au sens

d’Hadamard dans les deux cas : les valeurs λk = (kπ/T)2, k = 1, 2, · · · , peuvent être

proches des valeurs propres de A :

[δ,+∞[3 λ 7−→ 1
sin(T

√
λ)

n’est pas bornée au voisinage des λk.

I D’après les exemples précédemment donnés, on remarque :

1 La non unicité de la solution : il nous faut plus d’informations sur la solution et la

nature du problème physique étudié.

2 L’instabilité de la solution : cela nous fait vraiment une problématique, surtout dans

le cadre numérique, c’est à dire que le comportement de la solution numérique serait

instable et non convergent ; malgré l’utilisation des méthodes performantes, et pour traiter

ce caractère d’instabilité on va faire une régularisation du problème par un autre problème

proche (dans certain sens) qui serait stable.

Remarque 1.1.1. Il y a plusieurs méthodes de régularisation, car chaque problème nécessite

un traitement spécifique selon sa complexité et son degré de mal position (Pour une bonne

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Achoura H-L



1.2 Régularisation 13

référence sur les méthodes de régularisation, on cite le livre de H.W. Engel [15])).

1.2 Régularisation

Définition 1.2.1. [15] Soit X et Y deux espace de Hilbert, si x ∈ X et y ∈ Y on définie

l’opérateur T : X → Y, tel que Tx = y.

Soit xt = Tty la meilleur approximation de la solution du Tx = y.

Soit α0 ∈ (0,+∞], pour tout α ∈ (0, α0), on a Rα : Y → X un opérateur continu (n’est pas

nécessairement linéaire).

La famille Rα est appelé une régularisation ou un opérateur régularisé (pour Tt) si :

pour tout y ∈ D(Tt), il existe une règle de choix des paramètres α avec α = α(δ, yδ), telle

que

lim
δ→0

sup
{∥∥∥Rα(δ,yδ)y

δ − Tty
∥∥∥ | yδ ∈ Y,

∥∥∥yδ − y
∥∥∥ ≤ δ

}
= 0. (1.2.1)

On prend,

α : R+ ×Y → (0, α0),

tel que

lim
δ→0

sup
{

α(δ, yδ) | yδ ∈ Y,
∥∥∥yδ − y

∥∥∥ ≤ δ
}
= 0. (1.2.2)

si les deux relations (1.2.1) et (1.2.2) sont vérifiées, et pour un spécifique y ∈ D(Tt), alors la

paire (Rα, α) est appelée une méthode de régularisation.

Définition 1.2.2. [15] Soit α une règle de choix du paramètre selon la définition (1.2.1).

Si α ne dépend pas de yδ, mais elle dépend seulement de δ , alors on appelle α un choix

a-priori. Autrement dit α est appelé choix a-posteriori.

Théorème 1.2.1. [15] Soient T : X → Y un opérateur linéaire borné ; on suppose qu’il y a une

régularisation {Rα} pour Tt avec une règle de choix de paramètre α qui dépend seulement de yδ

(et ne dépend pas de δ), tel que la méthode de régularisation (Rα, α) est convergente pour tout

y ∈ D(Tt). Alors Tt est borné.
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Preuve. [15] Si α est independent de δ, α = α(yδ), et elle vérifie (1.2.1) ; alors

lim
δ→0

sup
{∥∥∥Rα(yδ)y

δ − Tty
∥∥∥ | yδ ∈ Y,

∥∥∥yδ − y
∥∥∥ ≤ δ

}
= 0, (1.2.3)

avec Rα(y)y = Tty pour tout y ∈ D(Tt). Par conséquent, de (1.2.3) et pour une suite

{yn} ∈ D(Tt) quelconque qui converge à y ∈ D(Tt),

Ttyn = Rα(yn)yn → Tty,

donc Tt est continue dans D(Tt).

Définition 1.2.3. [24] Considérons un opérateur inverse Kh1 = h2 où K : H1 → H2 est un

opérateur compact injectif.On suppose que h2 ∈ R(K), i.e., le problème inverse possède

une solution unique.

Une famille d’opérateurs linéaires bornés Rα : H2 −→ H1, (α > 0) est dite "famille

régularisante" pour l’opérateur K si

∀h1 ∈ H1, lim
α−→0

(RαK)h1 = h1, i.e., RαK −→ I simplement.

Remarque 1.2.1. [24] Si Rα est une famille régularisante pour l’opérateur K : X −→ Y, où

X est de dimension infinie, alors les opérateurs Rα ne sont pas uniformément bornés, i.e., il

existe une suite (αn) ⊂ R+ telle que lim
n−→∞

‖Rαn‖ = +∞.

La donnée initiale y ∈ Y n’est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui vient

la perturber. Notons yδ la donnée perturbée où le nombre δ > 0 est le niveau du bruit, i.e.,

|y− yδ| ≤ δ.

Notons xα,δ = Rαyδ l’approximation de la solution du problème inverse Kx = y obtenue

avec l’opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant l’inégalité triangulaire

sur |x− xα,δ| on obtient

|x− xα,δ| = |(x− Rαy) + (Rαy− xα,δ)| ≤ δ‖Rα‖+ |(x− Rαy)|. (1.2.4)

Le premier terme de droite de l’équation (1.2.4) représente la majoration de l’erreur dûe au

niveau du bruit. Par la Remarque (1.2.1), nous avons vu que ‖Rα‖ −→ +∞ quand α −→ 0.
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Il ne faut donc pas choisir α trop petit sinon l’erreur peut devenir très grande. Par contre

le second terme de droite de (1.2.4) tend vers 0 quand α tend vers 0 par définition de Rα.

Nous allons faire tendre le niveau du bruit δ vers 0 et nous allons choisir une stratégie de

régularisation de manière à ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie solution

x.

Définition 1.2.4. [24] Une stratégie de régularisation δ 7−→ α(δ) est admissible si pour tout

x ∈ X

lim
δ−→0

α(δ) = 0 et lim
δ−→0

(
sup
yδ∈Y

{
|Rα(δ)yδ − x| tel que |Kx− yδ| ≤ δ

})
= 0. (1.2.5)

Plusieurs exemples de stratégies de régularisation admissibles se trouvent dans le livre

[15].
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Problème rétrograde avec mémoire : Résolution

et stabilité

2.1 Position du problème

Soit Ω ⊂ Rn, n ≥ 1 un ouvert borné à frontière régulière ∂Ω, et T est un réel positif.

Posons : Q = Ω× (0, T) et Γ = ∂Ω× (0, T) est la frontière latérale du cylindre Q.

L’objectif de cette section est de trouver la fonction u(x, t), où (x, t) ∈ Ω× [0, T] vérifiant le

problème suivant :

(P)



∂u(x, t)
∂t

− ∆u(x, t) = β
∫ t

0
u(x, s)ds, dans Q,

u(x, t) = 0 dans Γ,

u(x, T) = ϕ(x) dans Ω,

où ϕ est une fonction donnée, β est un réel positif donné.

La première équation du problème (P) est appelée équation parabolique avec mémoire où

le terme non local
∫ t

0
u(x, s)ds représente l’effet commémoratif du passé au présent. Ce type

d’équation et ces variations apparaissent dans divers domaines de l’ingénierie comme la

modélisation de la condition thermique dans des matériaux à mémoire[20], la compression
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des milieux poreux-viscoélastiques [31], l’analyse de la dynamique des réacteurs nucléaires

dépendant de l’espace temps et les phénomènes épidémiques en biologie [10].

Bien qu’il ait plusieurs résultats sur le problème (P) avec une donnée initial, à notre

connaissance, il n’y a pas de résultat consacré aux équations paraboliques rétrogrades avec

mémoire.

Dans le cas β = 0, le problème (P) se réduit au problème rétrograde classique pour les

équations paraboliques.

Remarque 2.1.1 (voir le théorème (1.1.2)). Soit ∆ l’opérateur laplacien tel que−∆ : D(−∆) =

H2(Ω) ∩ H1
0(Ω).

Comme Ω est un ouvert, les valeurs propres de l’opérateur linéaire (−∆) noté par {λn}∞
n=1

vérifient

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... , et lim
n→∞

λn = +∞

de plus il existe une base orthonormée {φn}∞
n=1 de L2(Ω) telle que

(3)

 −∆φn(x) = λnφn(x), dans Ω ;

φn(x) = 0, dans ∂Ω.

pour n ∈N.

2.2 Résolution du problème

En utilisant un changement de variable convenable, on transforme le problème intégro-

différentiel (P) à un problème différentiel. L’idée est la suivante :

Posons

v(x, t) =
∫ t

0
u(x, s)ds, (2.2.1)

et on cherche la solution sous la forme,

v(x, t) =
∞

∑
n=1

vn(t)φn(x), (2.2.2)
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où vn :=< v(x, t), φn(x) > est le coefficient de fourier de la fonction v.

Puis on inject la formule (2.2.1) dans le problème (P), on obtient
vtt − vxxt − vttt = βv, dans Q

v(x, t) = 0 sur Γ,

v(0, t) = 0, t ∈ [0, T].

vt(x, T) = ϕ(x), x ∈ Ω.

Ce qui nous donne

(Pv)


vtt(x, t)− ∆vt(x, t) = βv(x, t), dans Q.

v(x, t) = 0 dans Γ

v(x, 0) = 0; t ∈ [0, T].

vt(x, T) = u(x, T) = ϕ(x) dans Ω.

Puis on injecte (2.2.2) dans (Pv) on obtient :

(Pvn)



d2vn(t)
dt2 + λn

dvn

dt
= βvn(t),

vn(0) = 0,

dvn(T)
dt

= ϕn,

où ϕ(x) =
+∞

∑
n=1

ϕnφn(x).

L’équation caractéristique de l’équation différentielle du problème (Pvn) est donnée par :

r2 + λnr− β = 0.

Puisque β > 0 donc le discriminant ∆ = λ2
n + 4β > 0, alors l’équation caractéristique

admet les deux racines suivantes :
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µ−n =
−λn +

√
λ2

n + 4β

2
et − µ+

n =
λn +

√
λ2

n + 4β

2
.

La solution de l’équation différentielle est donnée par :

vn(t) = c1eµ−n t + c2e−µn+t. (2.2.3)

En substituant (2.2.3) dans (Pvn) on obtient :


vn(0) = c1 + c2 = 0
dvn(t)

dt
= −c2µ−n eµ−n t − c2µ+

n eµ+
n t

dvn(T)
dt

= c2[−µ−n eµ−n T − µ+
n eµ+

n T] = ϕn

On calcul direct on trouve :

c1 =
ϕn

µ−n eµ−n T + µ+
n e−µ+

n T
, (2.2.4)

c2 =
−ϕn

µ−n eµ−n T + µ+
n e−µ+

n T
, (2.2.5)

D’après (2.2.4) et (2.2.5) la relation (2.2.3) devient :

vn(t) = c1eµ−n t + c2e−µ+
n t,

=
eµ−n t ϕn

µ−n eµ−n T + µ+
n e−µ+

n T
− e−µ+

n t ϕn

µ+
n e−µ+

n T + µ−n eµ−n T
(2.2.6)

Donc

v(x, t) = ∑
n≥1

vn(t)φn(x)

= ∑
n≥1

(
eµ−n t

µ−n eµ−n T + µ+
n e−µ+

n T
− e−µ+

n t

µ+
n e−µ+

n T + µ−n eµ−n T

)
ϕnφn(x). (2.2.7)

Puisque v(x, t) =
∫ t

0
u(x, s)ds =⇒ u(x, t) =

∂v(x, t)
∂t

.
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Alors :

u(x, t) = ∑
n≥1

(
µ−n eµ−n t

µ−n e−µ−n T + µ+
n e−µ+

n T
+

µ+e−µ+
n t

µ+
n e−µ+

n T + µ−n e−µ−n T

)
ϕnφn(x),

= ∑
n≥1

(
µ+

n eµ+
n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
+

µ−n eµ−n (t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ−n +µ+

n )T

)
ϕnφn(x).

2.3 Etude de stabilité.

La stabilité est une condition essentielle. En effet, s’il y a un problème de stabilité, le calcul

numérique de la solution peut devenir difficile à cause des erreurs de mesure ou d’arrondis.

La définition d’Hadamard est assez peu pratique. Il est donc nécessaire d’assouplir la

définition d’un problème bien posé.

Remarque 2.3.1. 1. Soit E1 est un espace de Sobolev

E1 = HP(Ω) = {v ∈ L2(Ω) : ‖v‖HP(Ω) < ∞}, et ‖v‖2
HP(Ω) = ∑

n≥1
λ

2p
n |〈v, ϕn〉|2 ;

2. Lp(0, T; X) est l’espace de Banach des fonctions u : [0, T] −→ X (espace de Banach)

tel que :

‖u‖p
Lp(0,T;X)

=
∫ T

0
‖u(., t)‖P

Xdt < ∞ 1 ≤ p < ∞,

‖u‖L∞(0,T;X) = ess sup
0<t<T

‖u(., t)‖Xdt < ∞ p = ∞.

Pour la suite du travail on a besoin de quelques lemmes techniques.

Lemme 2.3.1. 1. (a) µ−n × µ+
n = β,

(b) µ+
n ≥ λn; (

1
µ+

n
≤ 1

λn
),

(c) µ−n ≤
β

λn
.

2. Soit a, x > 0, alors : e−ax ≤ m!
amxm , pour tout m ∈N.

3. (a) sup
n∈N

µ−n e(t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T
≤ 1,

(b) sup
n∈N

µ+
n eµ+

n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
≤ e−µ+

n t

2βt2 .
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4. (a) A =
(µ+

n )
2eµ+

n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
≤ 24

βt4λn
,

(b) B =
((µ−n )

2eµ−n (t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T
≤ β

λn
.

Preuve. 1. (a)

µ− × µ+
n =

−λn +
√

λ2
n + 4β

2
× λn +

√
λ2

n + 4β

2
=

4β

4
= β.

(b) µ+
n ≥

√
λ2

n + λ

2
=

2λn

2
= λn.

(c) µ−n =
β

µ+
n

; d’après 1.(a) du lemme (2.3.1) on obtient : µ−n ≤
β

λn
.

2. Soit a, x > 0, alors : e−ax =
1

∑∞
m=0

m!
amxm

≤ m!
amxm , pour tout m ∈N.

3. (a)

sup
n∈N

µ−n e(t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T
≤ µ−n

µ−n
eµ−n (t−T),

≤ eµ−n (t−T) ≤ 1.

(b)

sup
n∈N

µ+
n eµ+

n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
≤ µ+

n

µ−n
eµ+

n (T−t)eµ+
n Te−µ−n T,

≤ µ+
n

µ−n
e−µ+

n te−µ−n T,

≤ µ+
n

µ−n
e−µ+

n t.

Or :
µ+

n

µ−n
=

√
λ2

n + 4β + λn

2
× 2√

λ2
n + 4β− λn

,

=
(
√

λ2
n + 4β + λn)2

λ2
n + 4β− λ2

n
=

(µ+
n )

2

4β
.

En utilisant (2) du lemme (2.3.1), on obtient : (pour m = 2)

(µ+
n )

2

4β
e−µ+

n ≤ (µ+
n )

2

4β
× 2!

(µ+
n t)2

=
1

2βt2 .
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Alors sup
n∈N

µ+
n eµ+

n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
≤ e−µ+

n t

2βt2 .

4. (a)

A =
(µ+

n )
2eµ+

n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
× µ+

n

µ+
n
≤ (µ+

n )
3eµ+

n Te−µ+
n t

µ−n µ+
n eµ+

n Teµ−n T

≤ (µ+
n )

3

β
e−µ+

n t =
(µ+

n )
2µ+

n

βeµ+
n t

D’après la (2) du lemme (2.3.1) on a (pour m = 4) :
1

eµ+
n t
≤ 4!

(µ+
n )4t4

.

Donc A ≤ (µ+
n )

3

β
× 4!

(µ+
n )4t4

=
4!

βµ+
n t4
≤ 24

βt4λn
.

(b) B =
(µ−n )

2eµ−n (t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T
≤ (µ−n )

2

µ−n
= µ−n ≤

β

λn
.

Théorème 2.3.1. (stabilité)

‖u(., t)‖Hq(Ω) =

∥∥∥∥∥∑
n≥1

λ
q
n

(
µ+

n eµ+
n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
+

µ−n eµ−n (t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ−n +µ+

n )T

)
ϕnφn(.)

∥∥∥∥∥
Hq(Ω)

,

≤ sup
n∈N

µ+
n eµ+

n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T

∥∥∥∥∥∑
n≥1

λ
q
n ϕnφn(.)

∥∥∥∥∥
Hq(Ω)

+ sup
n∈N

µ−n e(t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T

∥∥∥∥∥∑
n≥1

λ
q
n ϕnφn(.)

∥∥∥∥∥
Hq(Ω)

,

≤
(

1 +
1

2βt2

)
‖ϕ‖Hq(Ω)

∥∥∥∥du(., t)
dt

∥∥∥∥
Hq+1(Ω)

=

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=1

λ
q+1
n

(
(−µ+

n )
2eµ+

n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ

+
n +µ−n )T

+
(µ−n )

2eµ−n (t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T

)
ϕnφn(.)

∥∥∥∥∥
Hq+1(Ω)

,

≤
∥∥∥∥∥∑

n≥1

λ
q+1
n (µ+

n )
2eµ+

n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
ϕnφn(.)

∥∥∥∥∥
Hq+1(Ω)

+

∥∥∥∥∥∑
n≥1

(λ
q+1
n µ−n )

2eµ−n (t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T
ϕnφn(.)

∥∥∥∥∥
Hq+1(Ω)

.
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Donc d’après A et B du lemme (2.3.1) on a :

∥∥∥∥du(., t)
dt

∥∥∥∥
Hq+1(Ω)

≤
(

24
βt4 + β

)∥∥∥∥∥∑
n≥1

λ
q+1
n

λn
ϕnφn(.)

∥∥∥∥∥
Hq+1(Ω)

≤
(

24
βt4 + β

)
‖ϕ‖Hq(Ω)

Lemme 2.3.2. Sous la condition que 0 < tn, t ≤ T ; posons :
An =

µ+
n

(
eµ+

n (T−tn) − eµ+
n (T−t)

)
µ+

n + µ−n e(µ
+
n +µ−n )T

,

Bn =
µ−n

(
eµ−n (tn−T) − eµ−n (t−T)

)
µ−n + µ+

n e−(µ
−
n +µ+

n )T
.

Mettant :

e+(tn, t) = e−µ+
n tn − e−µ+

n t,

= e−µ+
n tn
(

1− e−µ+
n (t−tn)

)
.

e−(tn, t) = eµ−n tn − eµ−n t,

= eµ−n tn
(

1− eµ−n (tn−t)
)

.
Estimation du An :

µ+
n

(
eµ+

n (T−tn) − eµ+
n (T−t)

)
µ+

n + µ−n e(µ+
n +µ−n )T

=
µ+

n eµ+
n T
(

e−µ+
n tn − e−µ+

n t
)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
=

µ+
n eµ+

n Te+(tn, t)
µ+

n + µ−n e(µ+
n +µ−n )T

.

(i) Si tn ≤ t :

e+(tn, t) ≤ 24(
µ+

n
)3 t4

n

|tn − t|.

Donc An ≤
µ+

n eµ+
n T

µ+
n + µ−n e(µ

+
n +µ−n )T

24(
µ+

n
)3 t4

n

|tn − t|.

(ii) Si t ≤ tn :

e+(tn, t) ≤ 24

t4
(
µ+

n
)3 |tn − t|.

par la suite An ≤
µ+

n eµ+
n T

µ+
n + µ−n e(µ

+
n +µ−n )T

24

t4
(
µ+

n
)3 |tn − t|.
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Estimation du Bn :

µ−n (eµ−n (tn−T) − eµ−n (t−T))

µ+
n + µ+

n e−(µ+
n +µ−n )T

=
µ−n e−µ−n T

(
eµ−n tn − eµ−n t

)
µ−n + µ+

n e−(µ+
n +µ−n )T

=
µ−n e−µ−n Te−(tn, t)

µ−n + µ+
n e−(µ+

n +µ−n )T
.

(i) Si tn ≤ t :

e−(tn, t) ≤ eµ−n T β

λn
|tn − t|.

Donc Bn ≤
µ−n e−µ−n T

µ−n + µ+
n e−(µ

+
n +µ−n )T

eµ−n T β

λn
|tn − t|.

(ii) Si t ≤ tn :

e−(tn, t) ≤ eµ−n T β

λn
|tn − t|.

Par la suite Bn ≤
µ−n e−µ−n T

µ−n + µ+
n e−(µ

+
n +µ−n )T

eµ−n T β

λn
|tn − t|.

Preuve. Estimons (e+) et (e−).

(i) Si tn ≤ t :

e+(tn, t) = eµ+
n tn

(
1− ∑

m≥0

(−µ+
n |t− tn|)m

m!

)
,

= eµ+
n tn

(
1−

(
1− µ+

n |t− tn|
1!

+ ∑
m≥2

(−µ+
n |t− tn|)m

m!

))
,

≤ e−µ+
n tn
(
µ+

n |tn − t|
)
≤ m!

(µ+
n )mtm

n
µ+

n |tn − t|,

≤ 24
(µ+

n )3t4
n
|tn − t| (pour m = 4).

(ii) Si t ≤ tn :
e+(tn, t) = e−µ+

n t(1− e−µ+
n (tn−t)),

≤ e−µ+
n tµ+

n (tn − t) ≤ 24
t4
2(µ

+
n )3
|tn − t|.

(i) Si tn ≤ t :
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e−(tn, t) = eµ−n t
(

1− eµ−n (tn−t)
)

,

= e−µ−n t

(
1− ∑

m≥0

(−µ−n |t− tn|)m

m!

)
,

= e−µ−n t

(
1−

(
1− µ−n |t− tn|

1!
+ ∑

m≥2

(−µ−n |t− tn|)m

m!

))
,

≤ e−µ−n Tµ−n |tn − t|,

≤ e−µ−n T β

λn
|tn − t|.

(ii) Si t ≤ tn :

e−(tn, t) = eµ−n tn
(

1− eµ−n (tn−t)
)

≤ eµ−n tn µ−n |tn − t| (d’après [1.(c)] du lemme(2.3.1))

Théorème 2.3.2. Soit u une fonction telle que u : E×R+ → Hq(Ω), et soit (tn)n∈N∗ une suite

avec (tn) ⊂]0, T] telle que lim
n→+∞

tn = t, alors on a

lim
n→+∞

‖u(., tn)− u(., t)‖Hq(Ω) = 0.

Or :

R2 =

∥∥∥∥∥∑
n≥1

λ
q
n

(
µ+

n (eµ+
n (T−tn) − eµ+

n (T−t))

µ+
n + µ−n e(µ

+
n +µ−n )T

+
µ−n (eµ−n (tn−T) − eµ−n (t−T))

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T

)
ϕnφn(.)

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∥∑
n≥1

λ
q
n

µ+
n

(
eµ+

n (T−tn) − eµ+
n (T−t)

)
µ+

n + µ−n e(µ+
n +µ−n )T

ϕnφn(.)

∥∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∥∑

n≥1
λ

q
n

µ−n

(
eµ−n (tn−T) − eµ−n (t−T)

)
µ−n + µ+

n e−(µ−n +µ+
n )T

ϕnφn(.)

∥∥∥∥∥∥ .

Donc l’estimation de R2 est basée sur les estimations (résultats)de An, Bn, e+, et e− du lemme

(2.3.2) ; ensuite :

R2 ≤
∥∥∥∥∥∑

n≥1
λ

q
n An

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∑

n≥1
λ

q
nBn

∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥∥∑

n≥1
λ

q
n

µ+
n eµ+

n Te+
µ−n e(µ+

n +µ−n )T

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∑

n≥1
λ

q
n

µ−n eµ−n Te−
µ−n

∥∥∥∥∥
U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Achoura H-L



2.3 Etude de stabilité. 26

≤
∥∥∥∥∥∑

n≥1
λ

q
n

µ+
n × 24

µ−n (µ
+
n )3 |tn − t|max(

1
t4
n

,
1
t4 )

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∑

n≥1
λ

q
n

µ−n
µ−n

e−µ−n Teµ−n T β

λn
|tn − t|

∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥∥∑

n≥1
λ

q−1
n ϕnψn(.)

∥∥∥∥∥
(

24
β
|tn − t|max

(
1
t4
n

,
1
t4

))
+

∥∥∥∥∥∑
n≥1

λ
q−1
n ϕnψn(.)

∥∥∥∥∥ (β |tn − t|)

≤
∥∥∥∥∥∑

n≥1
λ

q−1
n ϕnψn(.)

∥∥∥∥∥
{

24
β

max
(

1
t4
n

,
1
t4

)
+ β

}
|tn − t| .

Lemme 2.3.3. On prend :

A + B =
µ+

n eµ+
n T

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
+

µ−n e−µ−n

µ−n + µn + e(µ+
n +µ−n )T

tel que, A =
µ+

n eµ+
n T

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
et B =

µ−n e−µ−n

µ−n + µn + e(µ+
n +µ−n )T

.

D’après le lemme(2.3.1) on a :

— µ−n =
β

µ+
n

,

— µ+
n ≥ λn,

— µ+
n ≤

2eµ+
n T

T2µ+
n
⇔ (µ+

n )
2 ≤ 2eµ+

n T

T2 ⇒ 1
(µ+

n )2
≥ T2

2eµ+
n T

,

et on a B > 0 donc il est claire que A + B ≥ A,

avec µ−n =
2β√

λ2
n + 4β + λn

≤ 2β√
λ2

1 + 4β + λ1

,

donc,

eµ−n = e
2β√

λ2
n+4β+λn ≤ e

2β√
λ2

1+4β+λ1 ,

e−µ−n T = e
− 2β√

λ2
n+4β+λn ≥ e

− 2β√
λ2

1+4β+λ1 .
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Alors :

µ+
n eµ+

n T
µ+

n + µ−n e(µ+
n +µ−n )T

+
µ−n e−µ−n

µ−n + µn + e(µ+
n +µ−n )T

≥ λn

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
eµ+

n T

=
λn

µ+
n + β

µ+
n

e(µ+
n +µ−n )T

eµ+
n T

≥ λnµ+
n

(µ+
n )2 + βe(µ+

n +µ−n )T
eµ+

n T

≥ λ2
neµ+

n T

2eµ+n T

T2 + βe(µ
+
n +µn−)T

≥ λ2
nT2

2 + T2βeµ−n T

≥ T2

2 + T2βe
2βT√

λ2
1+4β+λ1

λ2
n = Cλ2

n.

2.3.1 Exemple d’instabilité (en t = 0) :

Construisons un exemple pour illustrer le caractère mal-posé du problème (P) en t = 0.

Soit (τn)
∞
n=1 une base orthonormée de L2(Ω) vérifiant le problème : −∆τn(x) = λnτn(x) , dans Ω,

τn(x) = 0 , dans ∂Ω.

On note :

ϕ1 = τ1(x),

ϕm(x) = τ1(x) +
1

λ
β
m

τm(x), avec β ∈ (0, 2), et m ≥ 2,

et ϕm(x) = ϕ1(x) +
1

λ
β
m

τm(x).

Il est claire que lim
m→+∞

‖ϕm − ϕ1‖2 = 0.

En effet ‖ϕm − ϕ1‖2 =

∥∥∥∥∥ 1

λ
β
m

τm(x)

∥∥∥∥∥
2

=
1

λ
β
m
→ 0 quand m→ +∞.

D’autre part, soit um la solution du problème (P) par rapport à la donnée ϕm
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D’après le lemme(2.3.3) on a :

lim
m→+∞

‖um(., 0)− u1(., 0)‖L2(Ω) = lim
m→+∞

1

λ
β
m

(
µ+

n eµ+
n T

µ+
n + µ−n e(µ

+
n +µ−n )T

+
µ−n e−µ−n T

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T

)

≥ lim
n→+∞

T2

2 + T2βe
2βT√

λ2
1+4β+λ1

λ
2−β
n ,

= C lim
m→+∞

λ
2−β
m = +∞.

Donc le problème (P) est mal posé au sens d’Hadamard.
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3
Méthode de régularisation

Il est bien connu dans la théorie des problèmes inverses que le problème rétrograde

classique est mal-posé au sens d’Hadamard [18] pour tout 0 ≤ t < T. En effet, la littérature

sur les méthodes de régularisation est très riche. Ces méthodes incluent la méthode Quasi-

Tikhonov [17], la méthode de Quasi-réversibilité [3, 4, 30], méthode des valeurs auxiliaires

[1, 2], méthode spectral [5], méthode de filtrage [16]. Il est donc intéressant de savoir si le

caractère mal-posé pour les équations paraboliques rétrogrades avec mémoire peut être

diminué avec des techniques de régularisation. Notre objet majeur dans cet mémoire doit

apporter une réponse à cette question.

3.1 Méthode spectrale

La manière standard de stabiliser un problème mal-posé est d’éliminer les hautes fré-

quences et de considérer la solution tronquée comme une approximation de la solution

instable.

Soit δ le bruit tel que

‖ϕ− ϕδ‖L2(Ω) ≤ δ, (3.1.1)

où δ ∈ (0, 1). Il est bien connu, que le problème rétrograde, qui consiste à trouver u(x, 0)
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en connaissance de l’observation finale u(x, T) est mal posé au sens d’Hadamard.

Définition 3.1.1. Soit PM la projection orthogonale sur l’espace des valeurs propres

E = {φn ∈ L2(Ω) / λn ≤ M}

c’est-à-dire PN(w) =
N

∑
n=1

(w, φn)φn pour tout w ∈ H = L2(Ω), où

N = N(M) := max{n ∈N/ λn ≤ M}. (3.1.2)

Remarque 3.1.1. Pour le choix du paramètre N, on considère par la suite deux méthodes ;

la première méthode est basée sur un choix a priori et la seconde sur un choix a posteriori.

3.2 Choix a priori :

Pour surmonter l’instabilité d’un problème Ax = y mal-posé au sens de la troisième

condition d’Hadamard [18] nous introduisons une information a priori.

Condition(A) :

Une des conditions nécessaires dans l’étude des problèmes rétrogrades est la supposition

suivante :

‖u(., 0)‖2
Hp(Ω) :=

+∞

∑
n=1

λ
2p
n (un(0))2,

≤ E2,

où E est une constante et un est le coefficient de Fourier en t = 0.

D’après (1.2.4), le premier terme représente la majoration de l’erreur dûe au niveau de

bruit, et comme ‖Rα‖ → +∞ quand α → 0. Il ne faut pas donc choisir α trop petit sinon

l’erreur peut devenir très grande. Par contre le second terme de droite de (1.2.4) tend vers

0 quand α → 0 par définition de Rα. Le choix optimal du paramètre de régularisation α

est par conséquent délicat. Nous voyons donc bien la nécessite d’adapter le paramètre de

régularisation au niveau de bruit présent dans la donnée.

U. 8 Mai 1945 Guelma Département de Mathématiques Achoura H-L



3.2 Choix a priori : 31

Une telle stratégie de régularisation peut se concevoir de deux façons :

Si l’on possède une estimation du niveau de bruit (relation 3.1.1), on peut en déduire

comment il faut choisir le paramètre de régularisation pour obtenir la convergence. Une

telle stratégie s’appelle la stratégie de régularisation.

On considère le problème approché suivant :

(PP)


d
dt

uδ
P − ∆uδ

P = β
∫ t

0
uδ

P(x, s)ds dans Q

uδ
P = 0 dans Γ

uδ
P(x, T) = PN(ϕδ(x)).

En utilisant les mêmes techniques utilisées dans la section précédente, on peut obtenir la

solution analytique du problème (PP).

uδ
P(x, t) =

N

∑
n=1

(
µ+

n eµ+
n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ

+
n +µ−n )T

+
µ−n eµ−n (t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T

)
ϕδ

nφn(x) (3.2.1)

où µ+
n , µ−n sont donnés précédemment et ϕδ

n est le nième coefficient de Fourier de la donnée

mesurée ϕδ.

Théorème 3.2.1. Soient uP et uδ
P les solutions du problème (PP) correspondant aux données ϕ et

ϕδ respectivement. Alors on a :

∥∥∥uδ
P(., 0)− uP(., 0)

∥∥∥
L2(Ω)

≤ C+M2
∥∥∥ϕδ − ϕ

∥∥∥
L2(Ω)

(3.2.2)

où C+ =
2

λ2
1
+

1
2β

(
1 +

√
1 +

4β

λ2
1

)
.

Preuve.
∥∥∥uδ

P(., 0)− uP(., 0)
∥∥∥

L2(Ω)
=

∥∥∥∥∥ N

∑
n=1

(
µ+

n eµ+
n T

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
+

µ−n eµ−n −T

µ−n + µ+
n e−(µ−n +µ+

n )T

)
ϕδ

nφn(x)

−
N

∑
n=1

(
µ+

n eµ+
n T

µ+
n + µ−n e(µ

+
n +µ−n )T

+
µ−n eµ−n −T

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T

)
ϕnφn(x)

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

,
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≤
∥∥∥∥∥ N

∑
n=1

(
µ+

n eµ+
n T

µ+
n + µ−n e(µ

+
n +µ−n )T

+
µ−n eµ−n −T

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T

)
×
(

ϕδ
nφn(x)− ϕnφn(x)

)∥∥∥
L2(Ω)

,

≤
(

sup
n∈N

µ+
n eµ+

n T

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
+ sup

n∈N

µ−n eµ−n −T

µ−n + µ+
n e−(µ−n +µ+

n )T

)
×
∥∥∥ϕδ

nφn(x)− ϕnφn(x)
∥∥∥

L2(Ω)
.

D’près le lemme (2.3.1) on obtient :∥∥∥uδ
P(., 0)− uP(., 0)

∥∥∥
L2(Ω)

≤
(

µ+
n

µ−n
+ 1
)∥∥∥ϕδ − ϕ

∥∥∥
L2(Ω)

,

≤
(
(µ+

n )
2

4β
+ 1
)∥∥∥ϕδ − ϕ

∥∥∥
L2(Ω)

,

≤
(

2λ2
n + 4β + 2λn

√
λ2

n + 4β

4β
+ 1

)∥∥∥ϕδ − ϕ
∥∥∥

L2(Ω)
,

≤
(

λ2
n

2β
+

λn

2β

√
λ2

n + 4β + 2
)∥∥∥ϕδ − ϕ

∥∥∥
L2(Ω)

,

≤
(

λ2
n

2β

(
1 +

√
1 +

4β

λ2
n

)
+ 2

)∥∥∥ϕδ − ϕ
∥∥∥

L2(Ω)
,

≤ λ2
n

(
2

λ2
1
+

1
2β

(
1 +

√
1 +

4β

λ2
1

))∥∥∥ϕδ − ϕ
∥∥∥

L2(Ω)
,

≤ M2C+
∥∥∥ϕδ − ϕ

∥∥∥
L2(Ω)

.

3.3 Estimation de convergence a priori

Théorème 3.3.1. Soit u la solution du problème (P). Soit ϕδ la donné bruité vérifiant la condition

(3.1.1) et on a supposé que la condition (A) est vérifiée pour p > 0.

Soit uδ
P la solution régularisée donnée par (3.2.1).

si le paramètre de régularisation est choisie par N = max{n ∈N/λn ≤ M} où

M =

(
E
δ

) 1
2+p

. (3.3.1)
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Alors on a l’estimation suivante :

∥∥∥uδ
P(., 0)− u(., 0)

∥∥∥ ≤ (1 + C+
)

E
2

2+p δ
p

2+p . (3.3.2)

Preuve. En utilisant l’inégalité triangulaire, on peut écrire ;∥∥∥uδ
P(., 0)− u(., 0)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥uδ
P(., 0)− uP

∥∥∥+ ‖uP − u(., 0)‖ .

On pose T1 = ‖uδ
P(., 0)− uP‖ et T2 = ‖uP(., 0)− u(., 0)‖ d’une part le premier T1 peut être

estimer comme suit :

∥∥∥uδ
P(., 0)− uP

∥∥∥ = ≤ C+M2
∥∥∥ϕδ − ϕ

∥∥∥ ,

= ≤ C+M2δ. (3.3.3)

D’autre part le terme T2 peut être estimer de la manière suivante :

‖uP(., 0)− u(., 0)‖ =
∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N+1

un(0)φn(.)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N+1

1
λ

p
n

λ
p
nun(0)φn(.)

∥∥∥∥∥ ,

≤ 1
Mp

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N+1

λ
p
nun(0)φn(.)

∥∥∥∥∥ ,

≤ 1
Mp E.

(3.3.4)

Combinant (3.3.3), (3.3.5) et l’inégalité triangulaire, on obtient :

∥∥∥uδ
P(., 0)− u(., 0)

∥∥∥ ≤ C+M2δ +
1

Mp E.

Si on choisi M =

(
E
δ

) 1
2+p

, alors :
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∥∥∥uδ
P(., 0)− u(., 0)

∥∥∥ ≤ C+ (E)
2

2+p

(δ)
2

2+p
δ +

(δ)
p

2+p

(E)
p

2+p
E,

= C+(E)
2

2+p (δ)

(
1− 2

2+p

)
+ (δ)

p
2+p (E)1− p

2+p ,

= C+(E)
2

2+p δ
p

2+p + (E)
2

2+p δ
p

2+p .

(3.3.5)

3.4 Estimation de convergence a posteriori

La stratégie de régularisation a priori suppose qu’on sache estimer le bruit présent dans

les données, ce qui n’est pas forcément possible. Par contre la stratégie de régularisation

a posteriori consiste à estimer au cours du calcul la valeur convenable du paramètre en

utilisant uniquement les données disponibles.

Cette section est consacrée à la dérivation du taux de convergence de la solution régularisée

sous le choix a posteriori du paramètre de régularisation.

Notons :

Λ(x, t) = ∑
n≥1

1
λ2

n

(
µ+

n eµ+
n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
+

µ−n eµ−n (t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ−n +µ+

n )T

)
ϕnφn(x),

Λδ(x, t) = ∑
n≥1

1
λ2

n

(
µ+

n eµ+
n (T−t)

µ+
n + µ−n e(µ+

n +µ−n )T
+

µ−n eµ−n (t−T)

µ−n + µ+
n e−(µ−n +µ+

n )T

)
ϕδ

nφn(x).

Soit Λn(t) et Λδ
n(t) le nième coefficient de Fourier de Λ(x, t) et Λδ(x, t) respectivement. En

utilisant ces notations. Nous réécrivons la solution exacte et la solution régularisée par

rapport aux données mesurées comme suit :

u(x, t) = ∑
n≥1

λ2
nΛn(t)φn(x), (3.4.1)

uδ
P
(x, t) =

N

∑
n=1

λ2
nΛδ

n(t)φn(x). (3.4.2)
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Là encore, le paramètre N sera choisi plus tard. Noter que le choix a posteriori du paramètre

N est différent de ce qui précède. Ainsi, pour le distinguer de la solution régularisée

précédente on note uδ
P

la solution régularisée dans cette sous section. Motivé par [livre de

Heinz.W.Engl. section 4,3. page 83-88]. Nous introduisons le principe de selection sous la

forme suivante.

∥∥∥(I −PN)Λδ(., 0)
∥∥∥ ≤ ηδ <

∥∥∥(I −PN−1)Λδ(., 0)
∥∥∥ , (3.4.3)

où δ est le niveau de bruit, et η > C+ et C+ est une constante positive spécifiée dans le

théorème (3.2.1).

PN est défini au début du chapitre 2 ; c’est à dire :

PN

(
Λδ(x, 0)

)
=

N

∑
n=1

Λδ
n(t)φn(x); P0

(
Λδ(x, 0)

)
= 0. (3.4.4)

D’après le lemme suivant, on sait qu’il existe un N unique pour (3.4.3) si
∥∥∥Λδ(., 0)

∥∥∥ > ηδ.

En fait, on a

Lemme 3.4.1. Soit Sn =
∥∥∥(I −PN−1)Λδ(., 0)

∥∥∥ .

Si
∥∥∥Λδ(., 0)

∥∥∥ > ηδ, alors les résultats suivants sont vérifiés :

-a- S1 =
∥∥∥Λδ(., 0)

∥∥∥ ;

-b- lim
N→+∞

SN = 0;

-c- {SN}∞
N=1 est une suite décroissante.

Il est facile de vérifier les points a, b, c.

Lemme 3.4.2. Soit ϕ et ϕδ tels que
∥∥∥ϕ− ϕδ

∥∥∥
L2(Ω)

≤ δ. Alors on a l’estimation suivante :

K =
∥∥∥Λδ(., 0)−Λ(., 0)

∥∥∥ ≤ C+δ
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Preuve.

K =

∥∥∥∥∥ N

∑
n=1

1
λ2

n

(
µ+

n eµ+
n T

µ+
n + µ−n e(µ

+
n +µ−n )T

+
µ−n e−µT

n

µ−n + µ+
n e−(µ

−
n +µ+

n )T

)(
ϕδ

n − ϕ
)

φn(x)

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C+

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=1

(
ϕδ

n − ϕ
)

φn(x)

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C+
∥∥∥ϕδ

n − ϕ
∥∥∥

L2(Ω)

= C+δ

Lemme 3.4.3. Supposons que la condition (A) est vérifiée et le paramètre N est choisi par le

principe de selection a posteriori :

∥∥∥(I −PN−1)Λδ(., 0)
∥∥∥ ≤ ηδ <

∥∥∥(I −PN)Λδ(., 0)
∥∥∥ .

Alors la borne supérieure de N est vérifie

λN ≤
(

E
(η − C+) δ

) 1
2+p

(3.4.5)

Preuve. ∥∥∥(I −PN−1)Λδ(., 0)
∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N

Λδ(., 0)−PN−1

(
Λδ(., 0)

)∥∥∥∥∥ ,

=

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N

1
λ2

n
un(0)φn(.)

∥∥∥∥∥ ,

=

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N

λ
p
n

λ
p
n

1
λ2

n
un(0)φn(.)

∥∥∥∥∥ ,

≤ 1

λ
2+p
N

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N

λ
p
nun(0)φn(.))

∥∥∥∥∥ ,
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≤ 1

λ
2+p
N

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N

λ
p
nun(0)φn(.)

∥∥∥∥∥ ,

=
1

λ
2+p
N

‖u(., 0)‖Hp(Ω),

≤ 1

λ
2+p
N

E;

puisque λN ≤
(

E
(η − C+) δ

) 1
2+p

alors
∥∥∥(I −PN−1)Λδ(., 0)

∥∥∥ ≤ 1

λ
2+p
N

E.

D’autre part :∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N

Λn(0)φn(.)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N

(
Λn(0) + Λδ

n(0)−Λδ
n(0)

)
φn(.)

∥∥∥∥∥
≥
∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N

Λδ
n(0)φ(.)

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N

(
Λδ

n(0)−Λn(0)
)

φn(.)

∥∥∥∥∥
=
∥∥∥(I −PN)Λδ

n(., 0)
∥∥∥− ∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N

(
Λδ

n(0)−Λn(0)
)

φ(.)

∥∥∥∥∥
≥ ηδ−

∥∥∥Λδ(., 0)−Λ(., 0)
∥∥∥

≥ ηδ− C+δ =
(
η − C+

)
δ

cependant λN ≤
(

E
(η − C+) δ

) 1
2+p

.

En utilisant les deux lemmes précédents ; on a le résultat d’estimation de converge via le

choix a posteriori.

Théorème 3.4.1. Soit η > C+. Supposons que
∥∥∥Λδ(., 0)

∥∥∥ > ηδ et la condition (A) est vérifiée.

Supposons que N est choisi via le principe (3.4.5). Alors nous obtenons l’estimation d’erreur

suivante :

∥∥∥uδ
P
(., 0)− u(., 0)

∥∥∥ ≤ ( C+

(η − C+)
2

2+p
+
(
C+ + δ

) p
2+p

)
E

2
2+p δ

p
2+p (3.4.6)
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Preuve. Par l’inégalité triangulaire, on a

∥∥∥uδ
P
(., p)− u(., 0)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥uδ
P
(., 0)− uP(., 0)

∥∥∥+ ∥∥uP(., 0)− u(., 0)
∥∥ . (3.4.7)

On note : L1 =
∥∥∥uδ

P
(., 0)− uP(., 0)

∥∥∥, L2 =
∥∥uP(., 0)− u(., 0)

∥∥
Commençons par L1 :

D’après un théorème précédent (3.2.1), on a :

L1 =
∥∥∥uδ

P
(., 0)− uP

∥∥∥ ,

≤ C+M2
∥∥∥ϕδ

n − ϕ,
∥∥∥ ,

≤ C+

(η − C+)
2

2+p
E

2
2+p δ

p
2+p . (3.4.8)

Ensuite le terme L2 est estimé comme suit :

L2 =
∥∥uP(., 0)− u(., 0)

∥∥
=

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N+1

un(0)φn(.)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
(

un(0)
λ2

n

) p
2+p (

λ
p
nun(0)

) 2
2+p φn(.)

∥∥∥∥∥ ,

=

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N+1

(Λn(0))
p

2+p
(
λ

p
nun(0)

) 2
2+p φn(.)

∥∥∥∥∥ ,

≤
∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N+1

(Λn(0))φn(.)

∥∥∥∥∥
p

2+p
∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N+1

λ
p
nun(0)φn(0)

∥∥∥∥∥
2

2+p

,

≤
∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N+1

(
(Λn(0))−Λδ

n(0) + Λδ
n(0)

)
φn(.)

∥∥∥∥∥
p

2+p

‖u(., 0)‖
2

2+p
Hp(Ω)

,

(3.4.9)
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≤
(∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N+1

Λδ
n(0)φn(.)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N+1

Λδ
n(0)−Λn(0)φn(.)

∥∥∥∥∥
) p

2+p

‖u(., 0)‖
2

2+p
Hp(Ω)

,

=

(∥∥∥(I −PN)Λδ(., 0)
∥∥∥+ ∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=N+1

(
Λδ

n(0)−Λn(0)
)

φn(.)

∥∥∥∥∥
) p

2+p

‖u(., 0)‖
2

2+p
Hp(Ω)

,

≤ (C+ + η)
p

2+p E
2

2+p δ
p

2+p . (3.4.10)

En combinant (3.4.7), (3.4.8) et (3.4.10), on obtient l’estimation recherchée.
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans ce mémoire on a traité un problème rétrograde d’une équation parabolique avec la

présence d’un terme mémoire.

On a montré pour tout 0 < t < T le problème en question est bien posé avec un choix

particulier des espaces contrairement aux problèmes paraboliques rétrogrades classiques.

En t = 0 le problème est mal posé, pour surmonter la mal position du problème, on a

proposé une méthode de régularisation spectrale avec un choix a priori et un choix a

posteriori du paramètre de régularisation. On a obtenu des résultat de convergence et des

estimation d’erreurs Höldérienne sous une condition de bornétude de la condition initiale.

Perspectives

Les futurs travaux incluent, l’extension de cette méthode a une classe de problèmes plus

large à savoir :

-1- Problème parabolique rétrograde non linéaire (ce problème est très délicat)[22, 34].

-2- Pour diminuer le caractère mal-posé des problèmes non-linéaires paraboliques

rétrogrades, on peut étudier le problème fractionnaire, en remplaçant ut par une

dérivée fractionnaire de type Caputo.

-3- On peut penser à combiner l’effet aléatoire avec les avantages de la dérivée frac-

tionnaire pour étudier le phénomène de diffusion dans un milieu hétérogène avec

mémoire [33].
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