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 ملخص

 

 التكاملية اتحالمتراج دراسة على نركز سوف ا�طروحة، ھذه في
.الوسطى النقطة نوع من   

 الك)سيكي، لتحدبل تعريفاتال بعضب ذكرن ،ا�ول الفصل في
.الوظائف فئات بعض وكذلك  

.ا�دبيات في المعروفة النتائج بعض نقتبس الثاني، الفصل في  

من  الجديدة المساواة لعدم بالكامل ا�خير الفصل خصصنس بينما
 مث ، المحتمل للنشر ورقتين قدمنا أننا نذكر ،الوسطى نقطةال نوع
  الدولية المجلة في ونشره أحدھما قبول

“Journal of Fractional Calculus and Nonlinear Systems”  

 

 

 

 راجحةمت ، ھادامارد - ھرمايت راجحةمت: المفتاحية الكلمات
.ھولدير دوال ، محدودة دوال ، محدبة دوال ، وزن دوال ھولدر، . 



Abstract 
 
 
 
 

In this memory, we will focus on the study of midpoint 
type integral inequalities. 
In the first chapter, we recall some definitions of 
classical convexity, as well as some classes of functions. 
In the second chapter, we quote some results already 
known in the literature. 
While the last chapter will be entirely devoted to new 
midpoint inequalities, we mention that we have 
submitted two papers for possible publication, one of 
which has been accepted and published in “Journal of 
Fractional Calculus and Nonlinear Systems” (JFCNS). 
 
 
 
Keywords: Hermite-Hadamard inequality, Hölder 
inequality, weight functions, s-convex functions, 
bounded functions, Hölderian functions. 



Résumé  
 
 
 
 

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur l'étude 
des inégalités intégrales de type point milieu. 
Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques 
définitions de convexité classique, ainsi que certaines 
classes de fonctions. 
Dans le deuxième chapitre, nous citons certains résultats 
déjà connus dans la littérature. 
Tandis que le dernier chapitre sera entièrement consacré 
aux nouvelles inégalités de type point milieu, nous 
mentionnons que nous avons soumis deux papiers pour 
une éventuelle publication, dont l'un a été accepté et 
publié dans la revue internationale : 
« Journal du calcul fractionnaire et des systèmes non 
linéaires » (JFCNS). 
 
 
Mots clés: inégalité d’Hermite-Hadamard, inégalité de 
Hölder,  fonctions poids, fonctions s-convexes, 
fonctions bornées, fonctions hölderiennes. 
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Introduction

Les inégalités jouent un rôle important dans divers branches des mathématiques mo-

dernes telles que la théorie des probabilités et des statistiques, l�analyse réelle, l�analyse

complexe, l�analyse numérique, la théorie qualitative des équations di¤érentielles et des

équations aux di¤érences, etc, dont elle représente un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18�eme

et 19�eme siècles par d�éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, µCeby�ev dans

les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapu-

nov, Gronwall, Hölder, Hadamard, Pólya, Bellman et Ostrowski. La littérature dans ce

contexte est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une très bonne

description de l�évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovíc, Peµcaríc

et Fink [13; 14; 15].

Cette théorie évolue constamment dans plusieurs directions et de di¤érentes manières,

de nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des ra¢ nements, des exten-

sions ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, fractionnaires et dis-

crets.

L�objectif de ce mémoire est de faire une petite synthèse concernant les inégalités

intégrales de type point milieu dont les dérivées premières jouissent d�un certain type

de convexité classique où appartienne à une certaine classe de fonctions, aussi d�essayer

d�établir de nouvelles généralisations de ce type d�inégalités intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons certains types de convexités classiques,

quelques classes de fonctions, ainsi que des identités et inégalités intégrales utiles pour

notre étude.

Dans le deuxième chapitre, nous traiterons quelques résultats connus dans la littéra-

ture concernant les inégalités intégrales de type point milieu.

En revanche, le dernier chapitre sera entièrement consacré aux nouvelles inégalités de

type point milieu, dont ces nouveaux résultats sont soumis pour une éventuelle publica-
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tion. En note qu�un des papiers soumis a été accepté et publié dans la revue internatio-

nale : « Journal du calcul fractionnaire et des systèmes non linéaires » .
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques types de convexité classiques, certains types

de classes de fonctions et quelques identités de fonctions.

1.0.1 Convexité classique

Dans tout ce qui suit nous désignons par I = [a; b] � R.

Dé�nition 1.1 ([11]) Un ensemble I est dit convexe, si pour tout x; y 2 I et pour tout

t 2 [0; 1], on a

tx+ (1� t) y 2 I:

Dé�nition 1.2 ([17]) Une fonction f : I ! R est dite convexe, si

f (tx+ (1� t) y) � tf (x) + (1� t) f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.3 ([2]) Une fonction positive f : I � [0;1) ! R est dite s-convexe au

second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], si

f(tx+ (1� t)y) � tsf(x) + (1� t)sf(y)

4



est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1].

1.0.2 Quelques classes de fonctions

Dé�nition 1.4 ([6]) Soit f : I ! R une fonction continue. f est dite bornée sur [a; b],

s�il existe �1 < m < M < +1 telle que pour tout x 2 [a; b], on a

m � f (x) �M:

Dé�nition 1.5 ([18]) Soit f : I ! R. f est dite lipschitzienne de rapport k > 0, si pour

tout x; y 2 I

jf (x)� f (y)j � k jx� yj

est satisfaite.

Dé�nition 1.6 ([5]) Soit f : I ! R. f est dite r-H-hölderienne, si pour tout x; y 2 I

jf (x)� f (y)j � H jx� yjr ;

est satisfaite, où H > 0 et r 2 (0; 1].

1.0.3 Inégalité de Hölder et sa variante

Théorème 1.1 ([13]) Soient f et g sont deux fonctions réelles dé�nies sur [a; b] où a <

b, telle que jf j et jgj sont des fonctions p-intégrable et q-intégrable sur [a; b] respectivement

où p; q > 1 tel que 1
p
+ 1

q
= 1, alors

bZ
a

jf (x) g (x)j dx �

0@ bZ
a

jf (x)jp dx

1A
1
p
0@ bZ

a

jg (x)jq dx

1A
1
q

:

Théorème 1.2 ([3]) Soient x = (xi)i=1;2;:::;n et p = (pi)i=1;2;:::;n deux n-uplets stricte-

ment positives et soit q 2 R [ f�1;+1g, l�inégalité des moyens d�ordre q pondérés par

5



p est dé�nie par

M [q]
n =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

0@ 1
nP
k=1

pk

nP
i=1

pix
q
i

1A 1
q

pour q 6= �1; 0;+1;

�
n

�
i=1
xpii

� nP
k=1

pk

pour q = 0;

min (x1; x2; :::; xn) pour q = �1;

max (x1; x2; :::; xn) pour q = +1:

De plus, on a

M [q]
n �M [r]

n ;

pour �1 � q < r � +1.

Théorème 1.3 (Version intégrale du Théorème 1.2) Soient jf jp et jgjq deux fonc-

tions intégrables sur [a; b], où a < b et q � 1, alors on a

Z b

a

jf (x) g (x)j dx �
�Z b

a

jf (x)j dx
�1� 1

q
�Z b

a

jf (x)j jg (x)jq dx
� 1

q

:

1.0.4 Quelques théorèmes importants

Théorème 1.4 ([8; 9]) Soit f : [a; b] ! R, une fonction convexe sur [a; b] où a < b,

alors

f
�
a+b
2

�
� 1

b�a

bZ
a

f(x)dx � f(a)+f(b)
2

:

Théorème 1.5 ([7]) Soit f : [a; b] ! R, une fonction convexe sur [a; b] où a < b, et

soit w : [a; b]! R une fonction positive, intégrable et symétrique par rapport à a+b
2
, alors

l�inégalité suivante à lieu

f
�
a+b
2

� bZ
a

w (x) dx �
bZ
a

f (x)w (x) dx � f(a)+f(b)
2

bZ
a

w (x) dx:
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Théorème 1.6 ([4]) Soit f : [a; b] � [0;1)! [0;1) une fonction s-convexe au second

sens, où s 2 (0; 1] et a; b 2 [0;1) tels que a < b. Si f 2 L([a; b]), alors l�inégalité suivante

à lieu

2s�1f
�
a+b
2

�
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx � f(a)+f(b)
s+1

: (1.1)
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Chapitre 2

Inégalités intégrales de type point

milieu

Ce chapitre est consacré aux inégalités de type point milieu. Dans la première section

nous verrons les inégalités de type point milieu pour les fonctions dont les premières

dérivées sont convexes les résultats ont été développés par Kirmaci, ainsi qu�une variante

établie par Pearce et Peµcaríc. Tandis que la seconde section traite une généralisation

des résultats de la première section concernant les fonctions dont les premières dérivées

jouissent de la s-convexités au second sens.

2.1 Inégalités de type point milieu pour les fonctions

convexes

Les premiers résultats de cette section s�appuient sur l�identité donnée par le lemme

suivant :

Lemme 2.1 ([10]) Soit f : I � R! R une application dérivable sur I�, où (I�est

l�intérieure de I), a; b 2 I tel que a < b. Si f 0 2 L([a; b]), alors l�identité suivante est

8



satisfaite

1
b�a

bZ
a

f(x)dx� f(a+b
2
) = (b� a)

0B@
1
2Z
0

tf 0(ta+ (1� t)b)dt

+

1Z
1
2

(t� 1)f 0(ta+ (1� t)b)dt

1CA :
Preuve. En intégrant par parties les deux intégrales du membre de droite de l�identité

donnée, on a

1
2Z
0

tf 0(ta+ (1� t)b)dt+
1Z
1
2

(t� 1)f 0(ta+ (1� t)b)dt

= f(ta+(1�t)b)
a�b t

���1
1
2

� 1
a�b

1
2Z
0

f(ta+ (1� t)b)dt

+ f(ta+(1�t)b)
a�b (t� 1)

���1
1
2

� 1
a�b

1Z
1
2

f(ta+ (1� t)b)dt

= 1
(b�a)2

bZ
a

f(x)dx� 1
b�af(

a+b
2
):

La preuve est ainsi achevée.

Théorème 2.1 ([10]) Soit f : I � R! R une application dérivable sur I�(I�l�intérieure

de I) telle que f 0 2 L([a; b]), où a; b 2 I avec a < b. Si jf 0j est convexe sur [a; b], alors

on a ������ 1
b�a

bZ
a

f(x)dx� f(a+b
2
)

������ � b�a
8
(jf 0 (a)j+ jf 0 (b)j) :

9



Preuve. D�après le Lemme 2.1 et la convexité de jf 0j, on obtient

������ 1
b�a

bZ
a

f(x)dx� f(a+b
2
)

������
=

�������(b� a)
0B@

1
2Z
0

tf 0(ta+ (1� t)b)dt+
1Z
1
2

(t� 1) f 0(ta+ (1� t)b)dt

1CA
�������

� (b� a)

0B@
1
2Z
0

jtj jf 0(ta+ (1� t)b)j dt+
1Z
1
2

jt� 1j jf 0(ta+ (1� t)b)j dt

1CA
� (b� a)

0B@
1
2Z
0

�
t2 jf 0 (a)j+ t (1� t) jf 0 (b)j

�
dt

+

1Z
1
2

�
(1� t) t jf 0 (a)j+ (1� t)2 jf 0 (b)j

�
dt

1CA
� b�a

8
(jf 0 (a)j+ jf 0 (b)j) :

où on a utilisé

1
2Z
0

t2dt =

1Z
1
2

(1� t)2dt = 1
24
et

1
2Z
0

t(1� t)dt =
1Z
1
2

t(1� t)dt = 1
12
:

La preuve est ainsi achevée.

Théorème 2.2 ([10]) Soit f : I � R! R une application dérivable sur I�(I�l�intérieure

de I) telle que f 0 2 L([a; b]), où a; b 2 I avec a < b. Si jf 0j
p

p�1 est convexe sur [a; b] où

10



p > 1, alors on a ������ 1
b�a

bZ
a

f(x)dx� f(a+b
2
)

������
� b�a

16

�
4
p+1

� 1
P

 �
jf 0(a)j

p
p�1 + 3 jf 0(b)j

p
p�1
� p�1

p

+
�
3 jf 0(a)j

p
(p�1) + jf 0(b)j

p
(p�1)

� (p�1)
p

1A : (2.1)

Preuve. D�après le Lemme 2.1, la valeur absolue et l�inégalité de Hölder, on a������ 1
b�a

bZ
a

f(x)dx� f(a+b
2
)

������
� (b� a)

0B@
1
2Z
0

t jf 0(ta+ (1� t)b)j dt+
1Z
1
2

jt� 1j jf 0(ta+ (1� t)b)j dt

1CA

� (b� a)

0BB@
0B@

1
2Z
0

tpdt

1CA
1
p
0B@

1
2Z
0

jf 0(ta+ (1� t)b)jq dt

1CA
1
q

+

0B@ 1Z
1
2

(1� t)p dt

1CA
1
p
0B@ 1Z

1
2

jf 0(ta+ (1� t)b)jq dt

1CA
1
q

1CCA

� b�a
(p+1)

1
p

�
1
2

�1+ 1
p

0BB@
0B@

1
2Z
0

jf 0(ta+ (1� t)b)jq dt

1CA
1
q

+

0B@ 1Z
1
2

jf 0(ta+ (1� t)b)jq dt

1CA
1
q

1CCA : (2.2)
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D�après la convexité de jf 0jq, on a

1
2Z
0

jf 0(ta+ (1� t)b)jq dt �

1
2Z
0

[t jf 0(a)jq + (1� t) jf 0(b)jq]dt

= jf 0(a)jq+3jf 0(b)jq
8

(2.3)

et

1Z
1
2

jf 0(ta+ (1� t)b)jq dt �
1Z
1
2

[t jf 0(a)jq + (1� t) jf 0(b)jq]dt

= 3jf 0(a)jq+jf 0(b)jq
8

: (2.4)

En substituant (2.3) et (2.4) dans (2.2), on obtient

������ 1
b�a

bZ
a

f(x)dx� f(a+b
2
)

������
� b�a

(p+1)
1
p

�
1
2

�1+ 1
p

��
jf 0(a)jq+3jf 0(b)jq

8

� 1
q
+
�
3jf 0(a)jq+jf 0(b)jq

8

� 1
q

�
= b�a

4

�
1
p+1

� 1
p

��
jf 0(a)jq+3jf 0(b)jq

4

� 1
q
+
�
3jf 0(a)jq+jf 0(b)jq

4

� 1
q

�
:

En réarrangeant la dernière écriture on aboutit au résultat souhaité.

Théorème 2.3 ([10]) Soit f : I � R! R une application dérivable sur I�(I�l�intérieure

de I) telle que f 0 2 L([a; b]), où a; b 2 I avec a < b. Si jf 0j
p

p�1 est convexe sur [a; b] où

p > 1, alors on a������ 1
b�a

bZ
a

f(x)dx� f(a+b
2
)

������ � b�a
4

�
4
b�a
� 1
p (jf 0(a)j+ jf 0(b)j) :

12



Preuve. Comme les hypothèses du Théorème 2.1 sont satisfaites, alors (2.1) à lieu,

et donc on a������ 1
b�a

bZ
a

f(x)dx� f(a+b
2
)

������ � b�a
16

�
4
b�a
� 1
p

��
jf 0(a)j

p
p�1 + 3 jf 0(b)j

p
(p�1)

� p�1
p

+
�
3 jf 0(a)j

p
p�1 + jf 0(b)j

p
p�1
� p�1

p

�
:

En utilisant l�inégalité algébrique suivante :

nX
k=1

(ak + bk)
s �

nX
k=1

ask +
nX
k=1

bsk;

pour 0 � s � 1; a1; a2; ::::::; an � 0; b1; b2; ::::::; bn � 0, on obtient������ 1
b�a

bZ
a

f(x)dx� f(a+b
2
)

������ � b�a
16

�
4
b�a
� 1
p (4 jf 0(a)j+ 4 jf 0(b)j)

= b�a
4

�
4
b�a
� 1
p (jf 0(a)j+ jf 0(b)j);

qui est le résultat souhaité.

Une autre variante a été proposée par Pearce et Peµcaríc [16], cette dernière traite le

cas où jf 0j a une certaine puissance q � 1 est convexe donnée par le théorème ci-dessous

Théorème 2.4 ([16]) Soit f : I � R ! R une application di¤érentiable sur I�, telle

que f 0 2 L([a; b]), où a; b 2 I avec a < b. Si jf 0jq est convexe sur [a; b] où q � 1, alors

on a ������f(a+b2 )� 1
b�a

bZ
a

f(x)dx

������ � b�a
4

h
jf 0(a)jq+jf 0(b)jq

2

i 1
q
:

Preuve. Il est facile de prouver que

f(a+b
2
)� 1

b�a

bZ
a

f(x)dx = 1
b�a

bZ
a

S(x)f 0(x)dx;

13



où

S(x) =

8<: x� a; si x 2 [a; a+b
2
];

x� b; si x 2 [a+b
2
; b]:

Ainsi, en appliquant la valeur absolue aux deux membres de l�égalité ci-dessus, puis en

utilisant l�inégalité des moyens d�ordre q et la convexité de jf 0jq sur [a; b], on obtient

������f(a+b2 )� 1
b�a

bZ
a

f(x)dx

������
� 1

b�a

0B@
a+b
2Z
a

(x� a) jf 0(x)j dx+
bZ

a+b
2

(b� x) jf 0(x)j dx

1CA

� 1
b�a

0BB@
0B@

a+b
2Z
a

(x� a)dx

1CA
1� 1

q
0B@

a+b
2Z
a

(x� a) jf 0(x)jq dx

1CA
1
q

+

0B@ bZ
a+b
2

(b� x)dx

1CA
1� 1

q
0B@ bZ

a+b
2

(b� x) jf 0(x)jq dx

1CA
1
q

1CCA

= 1
b�a

�
1
2

�
b�a
2

�2�1� 1
q

0BB@
0B@

a+b
2Z
a

(x� a) jf
0(a)jq+jf 0(b)jq

2
dx

1CA
1
q

+

0B@ bZ
a+b
2

(b� x) jf
0(a)jq+jf 0(b)jq

2
dx

1CA
1
q

1CCA

= 1
b�a

�
1
2

�
b�a
2

�2�1� 1
q

0BB@
0B@ jf 0(a)jq+jf 0(b)jq

2

a+b
2Z
a

(x� a)dx

1CA
1
q

14



+

0B@ jf 0(a)jq+jf 0(b)jq
2

bZ
a+b
2

(b� x)dx

1CA
1
q

1CCA
= 2

b�a

�
1
2

�
b�a
2

�2�� jf 0(a)jq+jf 0(b)jq
2

� 1
q
= b�a

4

�
jf 0(a)jq+jf 0(b)jq

2

� 1
q
:

La preuve est ainsi achevée.

Les résultats précédents ont été généralisés de di¤érentes manières, parmi ces géné-

ralisations on note celle donnée par Alomari et ses collaborateurs [1], dont ils ont traité

le cas où la valeur absolue des dérivées premières sont s-convexes

2.2 Inégalités de type point milieu pour les fonctions

s-convexes au second sens

Lemme 2.2 ([1]) Soit f : I � R! R une application dérivable sur I�. Si f 0 2 L([a; b])

où a < b 2 I tels que a < b, alors l�identité suivante est satisfaite

f
�
a+b
2

�
� 1

b�a

bZ
a

f(x)dx

= b�a
4

0@ 1Z
0

tf 0(ta+b
2
+ (1� t)a)dt+

1Z
0

(1� t)f 0(tb+ (1� t)a+b
2
)dt

1A : (2.5)

Preuve. Posons

I1 =

1Z
0

tf 0(ta+b
2
+ (1� t)a)dt;

et

I2 =

1Z
0

(1� t)f 0(tb+ (1� t)a+b
2
)dt:

15



En intégrant par parties I1, on obtient

I1 =

1Z
0

tf 0(ta+b
2
+ (1� t)a)dt

= 2
b�atf(t

a+b
2
+ (1� t)a)

��t=1
t=0
� 2

b�a

1Z
0

f(ta+b
2
+ (1� t)a)dt

= 2
b�af(

a+b
2
)� 2

b�a

1Z
0

f(ta+b
2
+ (1� t)a)dt: (2.6)

En adoptant le changement de variable x = ta+b
2
+ (1� t)a, (2.6) donne

I1 =
2
b�af(

a+b
2
)� 4

(b�a)2

a+b
2Z
a

f(x)dx: (2.7)

D�une manière analogue, on obtient

I2 =
2
b�af(

a+b
2
)� 4

(b�a)2

bZ
a+b
2

f(x)dx: (2.8)

En additionnant les équations (2.7) et (2.8), puis en multipliant le résultat obtenu par
(b�a)2
4
, on aboutit à l�identité désirée.

Théorème 2.5 ([1]) Soit f : I � [0;+1)! R une application di¤érentiable à I�, telle

que f 0 2 L([a; b]), où a; b 2 I avec a < b. Si jf 0j est s-convexe sur [a; b], pour un certain

nombre �xé s 2 (0; 1], alors on a

������f(a+b2 )� 1
b�a

bZ
a

f(x)dx

������
� b�a

4(s+1)(s+2)

�
jf 0(a)j+ 2(s+ 1)

��f 0(a+b
2
)
��+ jf 0(b)j� (2.9)

� (22�s+1)(b�a)
4(s+1)(s+2)

[jf 0(a)j+ jf 0(b)j] : (2.10)

16



Preuve. Du Lemme 2.2, on a������f(a+b2 )� 1
b�a

bZ
a

f(x)dx

������
� b�a

4
[

1Z
0

t
��f 0(ta+b

2
+ (1� t)a)

�� dt+ 1Z
0

jt� 1j
��f 0(tb+ (1� t)a+b

2
)
�� dt]

� b�a
4

1Z
0

t[ts
��f 0(a+b

2
)
��+ (1� t)s jf 0(a)j]dt

+ b�a
4

1Z
0

(1� t)[ts jf 0(b)j+ (1� t)s
��f 0(a+b

2
)
��]dt

= b�a
4

�
1
s+2

��f 0(a+b
2
)
��+ 1

(s+1)(s+2)
jf 0(a)j

�
+ b�a

4

�
1

(s+1)(s+2)
jf 0(b)j+ 1

s+2

��f 0(a+b
2
)
���

= b�a
4(s+1)(s+2)

�
jf 0(a)j+ 2(s+ 1)

��f 0(a+b
2
)
��+ jf 0(b)j� : (2.11)

Ainsi, nous avons prouvé l�inégalité (2.9). Concernant l�inégalité (2.10), il su¢ t d�appli-

quer la s-convexité de jf 0j sur [a; b] à l�inégalité (2.11), c�est-à-dire.

��f 0(a+b
2
)
�� � 2s�1 jf 0(a)j+jf 0(b)j

s+1
: (2.12)

D�où, on obtient ������f(a+b2 )� 1
b�a

bZ
a

f(x)dx

������
� (b�a)

4(s+1)(s+2)

�
jf 0(a)j+ 2(s+ 1)

��f 0(a+b
2
)
��+ jf 0(b)j�

� (b�a)
4(s+1)(s+2)

�
jf 0(a)j+ 2(s+ 1)21�s jf

0(a)j+jf 0(b)j
s+1

+ jf 0(b)j
�

= (22�s+1)(b�a)
4(s+1)(s+2)

(jf 0(a)j+ jf 0(b)j) :

La preuve est terminée.

17



Théorème 2.6 ([1]) Soit f : I � [0;+1) ! R une application di¤érentiable sur I�,

telle que f 0 2 L([a; b]), où a; b 2 I avec a < b. Si jf 0jq est s-convexe au second sens sur

[a; b], pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1] et q � 1, alors on a

������f(a+b2 )� 1
b�a

bZ
a

f(x)dx

������
� b�a

8

�
2

(s+1)(s+2)

� 1
q
n�
(21�s + 1) jf 0 (a)jq + 21�s jf 0 (b)jq

� 1
q

+
�
(21�s + 1) jf 0 (b)jq + 21�s jf 0 (a)jq

� 1
q

o
:

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de l�identité du Lemme

2.1, puis l�inégalité des moyens d�ordre q, on obtient������f(a+b2 )� 1
b�a

bZ
a

f(x)dx

������
� b�a

4

0@ 1Z
0

t
��f 0(ta+b

2
+ (1� t)a)

�� dt+ 1Z
0

(1� t)
��f 0(tb+ (1� t)a+b

2
)
�� dt
1A

� b�a
4

0B@
0@ 1Z

0

tdt

1A1� 1
q
0@ 1Z

0

t
��f 0(ta+b

2
+ (1� t)a)

��q dt
1A

1
q

+

0@ 1Z
0

(1� t)dt

1A1� 1
q
0@ 1Z

0

(1� t)
��f 0(tb+ (1� t)a+b

2
)
��q dt

1A
1
q

1CA
= b�a

4�21�
1
q

0B@
0@ 1Z

0

t
��f 0(ta+b

2
+ (1� t)a)

��q dt
1A

1
q

+

0@ 1Z
0

(1� t)
��f 0(tb+ (1� t)a+b

2
)
��q dt

1A
1
q

1CA : (2.13)
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Comme jf 0jq est s-convexe, on a

1Z
0

t
��f 0(ta+b

2
+ (1� t)a)

��q dt
�

1Z
0

[ts+1
��f 0 �a+b

2

���q + t (1� t)s jf 0(a)jq dt
= 1

2+s

��f 0 �a+b
2

���q + 1
(s+1)(s+2)

jf 0(a)jq : (2.14)

et

1Z
0

(1� t)
��f 0(tb+ (1� t)a+b

2
)
��q dt

�
1Z
0

(1� t) ts jf 0 (b)jq + (1� t)s+1
��f 0(a+b

2
)
��q dt

= 1
2+s
jf 0 (b)jq + 1

(s+1)(s+2)

��f 0(a+b
2
)
��q : (2.15)

En substituant (2.14) et (2.15) dans (2.13), on obtient

������f(a+b2 )� 1
b�a

bZ
a

f(x)dx

������
� b�a

8

�
2

(s+1)(s+2)

� 1
q
n�
(s+ 1)

��f 0 �a+b
2

���q + jf 0 (a)jq� 1q
+
�
jf 0 (b)jq + (s+ 1)

��f 0 �a+b
2

���q� 1qo : (2.16)

Puisque jf 0jq est s-convexe sur [a; b], on a

��f 0 �a+b
2

���q � 21�s jf 0(a)jq+jf 0(b)jq
s+1

: (2.17)
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En combinant (2.16) et (2.17), on trouve

������f(a+b2 )� 1
b�a

bZ
a

f(x)dx

������
� b�a

8

�
2

(s+1)(s+2)

� 1
q
n�
(21�s + 1) jf 0 (a)jq + 21�s jf 0 (b)jq

� 1
q

+
�
(21�s + 1) jf 0 (b)jq + 21�s jf 0 (a)jq

� 1
q

o
;

qui est le résultat souhaité.
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Chapitre 3

Inégalités intégrales pondérées de

type point milieu

Ce chapitre traite des nouveaux résultats qui sont soumis pour une éventuelle publi-

cation, dont l�un est soumis et l�autre a été accepté pour publication.

Dans la première section nous étudierons les inégalités intégrales pondérées de type

point milieu pour les fonctions dont les dérivées premières sont s-convexes au second

sens, ces dernières sont basées sur une nouvelle identité intégrale donnée par le lemme

ci-dessous.

Par contre la deuxième section sera consacrée aux inégalités intégrales de type point

milieu pour les fonctions dont les dérivées premières sont soit bornées, lipchitziennes ou

hölderiennes et sont publier dans la revue "Journal of Fractional Calculus and Nonlinear

Systems" (voir [12]).
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3.1 Inégalités intégrales pondérées de type point mi-

lieu pour les fonctions s-convexes

Lemme 3.1 Soit f : [a; b] � R! R une fonction di¤érentiable sur ]a; b[, avec a < b, et

soit w : [a; b]! R une fonction symétrique par rapport à a+b
2
. Si f; w 2 L ([a; b]), alors

�
�
bR
a

w (u) du

�
f
�
a+b
2

�
+

bR
a

w (u) f (u) du

= (b�a)2
4

�
1R
0

p1 (t) f
0 �tb+ (1� t) a+b

2

�
dt�

1R
0

p2 (t) f
0 �ta+ (1� t) a+b

2

�
dt

�
;

où

p1 (t) =
1R
t

w
�
sb+ (1� s) a+b

2

�
ds; (3.1)

et

p2 (t) =
1R
t

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds: (3.2)

Preuve. Posons

I =
1R
0

p1 (t) f
0 �tb+ (1� t) a+b

2

�
dt�

1R
0

p2 (t) f
0 �ta+ (1� t) a+b

2

�
: (3.3)

L�intégration par parties de la première intégrale donne

1R
0

p1 (t) f
0 �tb+ (1� t) a+b

2

�
dt

=
1R
0

�
1R
t

w
�
sb+ (1� s) a+b

2

�
ds

�
f 0
�
tb+ (1� t) a+b

2

�
dt

= 2
b�a

�
1R
t

w
�
sb+ (1� s) a+b

2

�
ds

�
f
�
tb+ (1� t) a+b

2

�����
+ 2
b�a

1R
0

w
�
tb+ (1� t) a+b

2

�
f
�
tb+ (1� t) a+b

2

�
dt

= � 4
(b�a)2

0B@ bR
a+b
2

w (u) du

1CA f �a+b2 �+ 4
(b�a)2

bR
a+b
2

w (u) f (u) : (3.4)
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D�une façon analogue, on obtient

1R
0

p2 (t) f
0 �ta+ (1� t) a+b

2

�
dt:

= 4
(b�a)2

0@a+b
2R
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�
� 4

(b�a)2

a+b
2R
a

w (u) f (u) du: (3.5)

En remplaçant (3.4) et (3.5) dans (3.3), puis en multipliant le résultat obtenu par (b�a)
2

4
,

on aboutit au résultat souhaité.

Théorème 3.1 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur ]a; b[ telle que f 0 2

L ([a; b]) avec 0 � a < b, et soit w : [a; b] ! R une fonction continue et symétrique par

rapport à a+b
2
. Si jf 0j est s-convexe au second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1],

alors on a ������
bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�������
� (b�a)2

4(s+1)(s+2)
kwk[a;b];1

�
jf 0 (a)j+ 2 (s+ 1)

��f 0 �a+b
2

���+ jf 0 (b)j� :
Preuve. D�après le Lemme 3.1 et des propriétés de la valeur absolue, on a������

bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�������
� (b�a)2

4

0@ 1Z
0

jp1 (t)j
��f 0 �tb+ (1� t) a+b

2

��� dt
+

1Z
0

jp2 (t)j
��f 0 �ta+ (1� t) a+b

2

��� dt
1A : (3.6)

Puisque jf 0j est s-convexe, on a

��f 0(tb+ (1� t)a+b
2

�� � ts jf 0 (b)j+ (1� t)s ��f 0 �a+b
2

��� ; (3.7)
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et ��f 0(ta+ (1� t)a+b
2

�� � ts jf 0 (a)j+ (1� t)s ��f 0 �a+b
2

��� : (3.8)

En substituant (3.1), (3.2), (3.7) et (3.8) dans (3.6), on obtient

������
bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�������
� (b�a)2

4

0@ 1Z
0

���� 1R
t

w
�
sb+ (1� s) a+b

2

�
ds

���� �ts jf 0 (b)j+ (1� t)s ��f 0 �a+b2 ���� dt
+

1Z
0

���� 1R
t

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds

���� �ts jf 0 (a)j+ (1� t)s ��f 0 �a+b2 ���� dt
1A

� (b�a)2
4

kwk[a;b]1

0@ 1Z
0

(1� t)
�
ts jf 0 (b)j+ (1� t)s

��f 0 �a+b
2

���� dt
+

1Z
0

(1� t)
�
ts jf 0 (a)j+ (1� t)s

��f 0 �a+b
2

���� dt
1A

= (b�a)2
4

kwk[a;b]1

0@jf 0 (b)j 1Z
0

(1� t)tsdt+
��f 0 �a+b

2

��� 1Z
0

(1� t)s+1dt

+ jf 0 (a)j
1Z
0

(1� t)tsdt+
��f 0 �a+b

2

��� 1Z
0

(1� t)s+1dt

1A
= (b�a)2

4
kwk[a;b]1

�
1

(s+1)(s+2)
jf 0 (a)j+ 2

s+2

��f 0 �a+b
2

���+ 1
(s+1)(s+2)

jf 0 (b)j
�
;

qui est le résultat souhaité.

Remarque 3.1 Dans le Théorème 3.1, si on prend w (u) = 1
b�a , on obtient le Théorème

2.2 de [1].
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Corollaire 3.1 Dans le Théorème 3.1, si on prend s = 1, on obtient������
bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�������
� (b�a)2

24
kwk[a;b];1

�
jf 0 (a)j+ 4

��f 0 �a+b
2

���+ jf 0 (b)j� :
De plus, si on choisit w (u) = 1

b�a , on obtient

:

������ 1
b�a

bZ
a

f (u) du� f
�
a+b
2

�������
� b�a

24

�
jf 0 (a)j+ 4

��f 0 �a+b
2

���+ jf 0 (b)j� : (3.9)

Remarque 3.2 En utilisant la convexité de jf 0j, l�inégalité (3.9) sera réduite au Théo-

rème 2.2 de [10].

Théorème 3.2 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur (a; b) telle que f 0 2

L ([a; b]) avec 0 � a < b, et soit w : [a; b] ! R une fonction continue et symétrique par

rapport à a+b
2
. Si jf 0jq est s-convexe au second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1]

où q > 1 avec p�1 + q�1 = 1, alors on a������
bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�������
� (b�a)2

4
kwk[a;b];1

�
1
p+1

� 1
p

"�
jf 0(b)jq+jf 0(a+b2 )jq

s+1

� 1
q

+

�
jf 0(a)jq+jf 0(a+b2 )jq

s+1

� 1
q

#
:

Preuve. D�après le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, l�inégalité de
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Hölder et de la s-convexité de jf 0jq, on a

���� bR
a

w (u) f (u) du�
�
bR
a

w (u) du

�
f
�
a+b
2

�����
� (b�a)2

4

�
1R
0

jp1 (t)j
��f 0 �tb+ (1� t) a+b

2

��� dt+ 1R
0

jp2 (t)j
��f 0 �ta+ (1� t) a+b

2

��� dt�
� (b�a)2

4

 �
1R
0

jp1 (t)jp dt
� 1

p
�
1R
0

��f 0 �tb+ (1� t) a+b
2

���q dt� 1
q

+

�
1R
0

jp2 (t)jp dt
� 1

p
�
1R
0

��f 0 �ta+ (1� t) a+b
2

���q dt�

= (b�a)2
4

"�
1R
0

���� 1R
0

w(sb+ (1� s)a+b
2
)ds

����p dt�
1
p
�
1R
0

��f 0 �tb+ (1� t) a+b
2

���q dt� 1
q

+
1R
0

����� 1R
0

w(sa+ (1� s)a+b
2
)ds

����p dt�
1
p
�
1R
0

��f 0 �ta+ (1� t) a+b
2

���q dt� 1
q

#

� (b�a)2
4

kwk[a;b];1

"�
1R
0

(1� t)p dt
� 1

p
�
1R
0

��f 0 �tb+ (1� t) a+b
2

���q dt� 1
q

+
1R
0

�
1R
0

(1� t)p dt
� 1

p
�
1R
0

��f 0 �ta+ (1� t) a+b
2

���q dt� 1
q

#

� (b�a)2
4

kwk[a;b];1
�

1
p+1

� 1
p

"�
1R
0

�
ts jf 0 (b)jq + (1� t)s

��f 0 �a+b
2

���q� dt� 1
q

+

�
1R
0

�
ts jf 0 (a)jq + (1� t)s

��f 0 �a+b
2

���q� dt� 1
q

#

= (b�a)2
4

kwk[a;b];1
�

1
p+1

� 1
p

"�
jf 0 (b)jq

1R
0

tsdt+
��f 0 �a+b

2

���q 1R
0

(1� t)s dt
� 1

q

+

�
jf 0 (a)jq

1R
0

tsdt+
��f 0 �a+b

2

���q 1R
0

(1� t)s dt
� 1

q

#

= (b�a)2
4

kwk[a;b];1
�

1
p+1

� 1
p

"�
jf 0(b)jq+jf 0(a+b2 )jq

s+1

� 1
q

+

�
jf 0(a)jq+jf 0(a+b2 )jq

s+1

� 1
q

#
:

La preuve est terminée.
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Corollaire 3.2 Dans le Théorème 3.2, si on prend w (u) = 1
b�a , on obtient������ 1

b�a

bZ
a

f (u) du� f
�
a+b
2

�������
� b�a

4

�
1
p+1

� 1
p

"�
jf 0(b)jq+jf 0(a+b2 )jq

s+1

� 1
q

+

�
jf 0(a)jq+jf 0(a+b2 )jq

s+1

� 1
q

#
:

Remarque 3.3 En utilisant la convexité de jf 0jq, le Corollaire 3.2 sera réduit au Théo-

rème 2.3 de [1].

Corollaire 3.3 Dans le Théorème 3.2, si on prend s = 1, on obtient������
bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�������
� (b�a)2

4
kwk[a;b];1

�
1
p+1

� 1
p

"�
jf 0(b)jq+jf 0(a+b2 )jq

2

� 1
q

+

�
jf 0(a)jq+jf 0(a+b2 )jq

2

� 1
q

#
:

De plus, si on choisit w(u) = 1
b�a , on obtient������ 1

b�a

bZ
a

f (u) du� f
�
a+b
2

������� (3.10)

� b�a
4

�
1
p+1

� 1
p

"�
jf 0(b)jq+jf 0(a+b2 )jq

2

� 1
q

+

�
jf 0(a)jq+jf 0(a+b2 )jq

2

� 1
q

#
:

Remarque 3.4 En utilisant la convexité de jf 0jq, l�inégalité (3.10) sera réduite au Théo-

rème 2.3 de [10].

Théorème 3.3 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur ]a; b[ telle que f 0 2

L ([a; b]) avec 0 � a < b, et soit w : [a; b] ! R une fonction continue et symétrique par

rapport à a+b
2
. Si jf 0jq est s-convexe au second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1],
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et q � 1, alors on a������
bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�������
� (b�a)2

8
kwk[a;b];1

��
2

(s+1)(s+2)
jf 0 (b)jq + 2

s+2

��f 0 �a+b
2

���q� 1
q

+
�

2
(s+1)(s+2)

jf 0 (a)jq + 2
s+2

��f 0 �a+b
2

���q� 1
q

�
:

Preuve. D�après le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, l�inégalité des

moyens de puissances et de la s-convexité de jf 0jq, on a

������
bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�������
� (b�a)2

4

0@ 1Z
0

jp1 (t)j
��f 0 �tb+ (1� t) a+b

2

��� dt+ 1Z
0

jp2 (t)j
��f 0 �ta+ (1� t) a+b

2

��� dt
1A

� (b�a)2
4

0B@
0@ 1Z

0

jp1 (t)j dt

1A1� 1
q
0@ 1Z

0

jp1 (t)j
��f 0 �tb+ (1� t) a+b

2

���q dt
1A

1
q

+

0@ 1Z
0

jp2 (t)j dt

1A1� 1
q
0@ 1Z

0

jp2 (t)j
��f 0 �ta+ (1� t) a+b

2

���q dt
1A

1
q

1CA
� (b�a)2

4
kwk[a;b];1

0B@
0@ 1Z

0

(1� t) dt

1A1� 1
q
0@ 1Z

0

(1� t)
��f 0 �tb+ (1� t) a+b

2

���q dt
1A

1
q

+

0@ 1Z
0

(1� t) dt

1A1� 1
q
0@ 1Z

0

(1� t)
��f 0 �ta+ (1� t) a+b

2

���q dt
1A

1
q

1CA
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� (b�a)2

4�21�
1
q
kwk[a;b];1

0B@
0@ 1Z

0

(1� t)
�
ts jf 0 (b)jq + (1� t)s

��f 0 �a+b
2

���q� dt
1A

1
q

+

0@ 1Z
0

(1� t)
�
ts jf 0 (a)jq + (1� t)s

��f 0 �a+b
2

���q� dt
1A

1
q

1CA
= (b�a)2

4�21�
1
q
kwk[a;b];1

0B@
0@jf 0 (b)jq 1Z

0

(1� t) tsdt+
��f 0 �a+b

2

���q 1Z
0

(1� t)1+s dt

1A
1
q

+

0@jf 0 (a)jq 1Z
0

(1� t) tsdt+
��f 0 �a+b

2

���q 1Z
0

(1� t)1+s dt

1A
1
q

1CA
= (b�a)2

8
kwk[a;b];1

��
2

(s+1)(s+2)
jf 0 (b)jq + 2

s+2

��f 0 �a+b
2

���q� 1
q

+
�

2
(s+1)(s+2)

jf 0 (a)jq + 2
s+2

��f 0 �a+b
2

���q� 1
q

�
:

La preuve est ainsi achevée.

Corollaire 3.4 Dans le Théorème 3.3, si on prend w (u) = 1
b�a , on obtient������ 1

b�a

bZ
a

f (u) du� f
�
a+b
2

�������
� b�a

8

��
2

(s+1)(s+2)
jf 0 (b)jq + 2

s+2

��f 0 �a+b
2

���q� 1
q

+
�

2
(s+1)(s+2)

jf 0 (a)jq + 2
s+2

��f 0 �a+b
2

���q� 1
q

�
:

Remarque 3.5 En utilisant la convexité de jf 0jq, le Corollaire 3.4 sera réduit au Théo-

rème 2.4 de [1].
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Corollaire 3.5 Dans le Théorème 3.3, si on prend s = 1, on obtient������
bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�������
� (b�a)2

8
kwk[a;b];1

0B@
0@ jf 0(b)jq+2

����f 0�a+b2
�����q

3

1A 1
q

+

0@ jf 0(a)jq+2
����f 0�a+b2

�����q
3

1A 1
q

1CA :
De plus, si on choisit w (u) = 1

b�a , on obtient������ 1
b�a

bZ
a

f (u) du� f
�
a+b
2

�������
� b�a

8

0B@
0@ jf 0(b)jq+2

����f 0�a+b2
�����q

3

1A 1
q

+

0@ jf 0(a)jq+2
����f 0�a+b2

�����q
3

1A 1
q

1CA :
3.2 Inégalités intégrales pondérées de type point mi-

lieu pour les fonctions bornées et hölderiennes

Notons que ses résultats ont fait l�objet de la publication [].

Théorème 3.4 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur ]a; b[ telle que f 0 2

L ([a; b]) avec 0 � a < b, et soit w : [a; b] ! R une fonction continue et symétrique par

rapport à a+b
2
. S�il existe des constantes 
 < � telles que �1 < 
 � f 0 (u) � � < +1

est satisfaite pour tout u 2 [a; b], alors on a

������
bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�

� (�+
)(b�a)2
8

0@ 1Z
0

p1 (t) dt�
1Z
0

p2 (t) dt

1A������
� (��
)(b�a)2

8
kwk[a;b];1 :
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Preuve. D�après le Lemme 3.1, on a

bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�

= (b�a)2
4

0@ 1Z
0

p1 (t) f
0 �tb+ (1� t) a+b

2

�
dt�

1Z
0

p2 (t) f
0 �ta+b

2
+ (1� t) a

�
dt

1A
= (b�a)2

4

1Z
0

p1 (t)
�
f 0
�
tb+ (1� t) a+b

2

�
� �+


2
+ �+


2

�
dt

� (b�a)2
4

1Z
0

p2 (t)
�
f 0
�
ta+b
2
+ (1� t) a

�
� �+


2
+ �+


2

�
dt

= (b�a)2
4

1Z
0

p1 (t)
�
f 0
�
tb+ (1� t) a+b

2

�
� �+


2

�
dt+ (�+
)(b�a)2

8

1Z
0

p1 (t) dt

� (b�a)2
4

1Z
0

p2 (t)
�
f 0
�
ta+b
2
+ (1� t) a

�
� �+


2

�
dt� (�+
)(b�a)2

8

1Z
0

p2 (t) dt:

(3.11)

Ainsi, de (3.11) on a

bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�
� (�+
)(b�a)2

8

0@ 1Z
0

p1 (t) dt�
1Z
0

p2 (t) dt

1A
= (b�a)2

4

1Z
0

p1 (t)
�
f 0
�
tb+ (1� t) a+b

2

�
� �+


2

�
dt

� (b�a)2
4

1Z
0

p2 (t)
�
f 0
�
ta+b
2
+ (1� t) a

�
� �+


2

�
dt:

(3.12)
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En appliquant la valeur absolue aux deux côtés de (3.12), on obtient

������
bZ
a

w (u) f (u) du�

0@ bZ
a

w (u) du

1A f �a+b
2

�

� (�+
)(b�a)2
8

0@ 1Z
0

p1 (t) dt�
1Z
0

p2 (t) dt

1A������
� (b�a)2

4

1Z
0

jp1 (t)j
��f 0 �tb+ (1� t) a+b

2

�
� �+


2

�� dt
+ (b�a)2

4

1Z
0

jp2 (t)j
��f 0 �ta+b

2
+ (1� t) a

�
� �+


2

�� dt: (3.13)

Comme 
 � f 0 (u) � � pour tout u 2 [a; b], on a donc

���

2
� f 0

�
tb+ (1� t) a+b

2

�
� �+


2
� ��


2
:

Ainsi, on a ��f 0 �tb+ (1� t) a+b
2

�
� �+


2

�� � ��

2
; (3.14)

et ��f 0 �ta+ (1� t) a+b
2

�
� �+


2

�� � ��

2
: (3.15)
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En remplaçant (3.1), (3.2), (3.14) et (3.15) dans (3.13), et en utilisant la symétrie de w,

on obtient

j� (a; b; w; f)j � (��
)(b�a)2
8

�
1R
0

���� 1R
t

w
�
sb+ (1� s) a+b

2

�
ds

���� dt
+

1R
0

���� 1R
t

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds

���� dt�
� (��
)(b�a)2

8
kwk[a;b];1

�
1R
0

���� 1R
t

ds

���� dt+ 1R
0

���� 1R
t

ds

���� dt�
= (��
)(b�a)2

4
kwk[a;b];1

�
1R
0

(1� t) dt
�

= (��
)(b�a)2
8

kwk[a;b];1 ;

qui est le résultat souhaité.

Corollaire 3.6 Dans le Théorème 3.4, si on prend w (u) = 1
b�a , on obtient���� 1

b�a

bR
a

f (u) du� f
�
a+b
2

����� � (��
)(b�a)
8

:

Théorème 3.5 Soit f : [a; b] ! R une fonction di¤érentiable sur ]a; b[ telle que f 0 2

L ([a; b]) avec 0 � a < b, et soit w : [a; b] ! R une fonction continue et symétrique par

rapport à a+b
2
. Si f 0 satisfait la condition de Hölder pour des certains H > 0 et r 2 (0; 1],

alors on a

jz (a; b; w; f)j � 2
2+r

�
b�a
2

�2+r
H kwk[a;b];1 ;

où

z (a; b; w; f) =
bR
a

w (u) f (u) du�
�
bR
a

w (u) du

�
f
�
a+b
2

�
� (b�a)2

4

�
f 0 (b)

1R
0

p1 (t) dt� f 0 (a)
1R
0

p2 (t) dt

�
: (3.16)
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Preuve. D�après le Lemme 3.1, on a

bR
a

w (u) f (u) du�
�
bR
a

w (u) du

�
f
�
a+b
2

�
= (b�a)2

4

�
1R
0

p1 (t) f
0 �tb+ (1� t) a+b

2

�
dt�

1R
0

p2 (t) f
0 �ta+ (1� t) a+b

2

�
dt

�
= (b�a)2

4

�
1R
0

p1 (t)
�
f 0
�
tb+ (1� t) a+b

2

�
� f 0 (b) + f 0 (b)

�
dt

�
1R
0

p2 (t)
�
f 0
�
ta+ (1� t) a+b

2

�
� f 0 (a) + f 0 (a)

�
dt

�
= (b�a)2

4

�
1R
0

p1 (t)
�
f 0
�
tb+ (1� t) a+b

2

�
� f 0 (b)

�
dt+ f 0 (b)

1R
0

p1 (t) dt

�
1R
0

p2 (t)
�
f 0
�
ta+ (1� t) a+b

2

�
� f 0 (a)

�
dt� f 0 (a)

1R
0

p2 (t) dt

�
: (3.17)

Donc, de (3.17) on a

z (a; b; w; f) = (b�a)2
4

�
1R
0

p1 (t)
�
f 0
�
tb+ (1� t) a+b

2

�
� f 0 (b)

�
dt

�
1R
0

p2 (t)
�
f 0
�
ta+ (1� t) a+b

2

�
� f 0 (a)

�
dt

�
; (3.18)

où z (a; b; w; f) est donnée par (3.16). En appliquant la valeur absolue aux deux côtés

de (3.18), on obtient

jz (a; b; w; f)j � (b�a)2
4

�
1R
0

jp1 (t)j
��f 0 �tb+ (1� t) a+b

2

�
� f 0 (b)

�� dt
+

1R
0

jp2 (t)j
��f 0 �ta+ (1� t) a+b

2

�
� f 0 (a)

�� dt� : (3.19)
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Comme f 0 satisfait à la condition de Hölder, de (3.19) on a

jz (a; b; w; f)j � (b�a)2
4
H

�
1R
0

jp1 (t)j
��tb+ (1� t) a+b

2
� b
��r dt

+
1R
0

jp2 (t)j
��ta+ (1� t) a+b

2
� a
��r dt�

=
�
b�a
2

�2+r
H

�
1R
0

jp1 (t)j (1� t)r dt+
1R
0

jp2 (t)j (1� t)r dt
�
:

(3.20)

En substituant (3.1) et (3.2) dans (3.20), et en utilisant la symétrie de w, on obtient

jz (a; b; w; f)j �
�
b�a
2

�2+r
H

�
1R
0

���� 1R
t

w
�
sb+ (1� s) a+b

2

�
ds

���� (1� t)r dt
+

1R
0

���� 1R
t

w
�
sa+ (1� s) a+b

2

�
ds

���� (1� t)r dt�
�

�
b�a
2

�2+r
H kwk[a;b];1

�
1R
0

���� 1R
t

ds

���� (1� t)r dt+ 1R
0

���� 1R
t

ds

���� (1� t)r dt�
=

�
b�a
2

�2+r
H kwk[a;b];1

�
2
1R
0

(1� t)1+r dt
�

=
�
b�a
2

�2+r
H kwk[a;b];1

�
2
2+r

�
= 2

2+r

�
b�a
2

�2+r
H kwk[a;b];1 :

La preuve est ainsi achevée.

Corollaire 3.7 Sous les hypothèses du Théorème 3.5, et si f 0 satisfait à la condition de

Lipschitz pour un certain L > 0, alors on a

jz (a; b; w; f)j � (b�a)3
12

L kwk[a;b];1 :

Corollaire 3.8 Dans le Théorème 3.5, si on prend w (u) = 1
b�a , on obtient���� 1

b�a

bR
a

f (u) du� f
�
a+b
2

����� � (b�a)1+r
(2+r)21+r

H + b�a
8
(f 0 (b)� f 0 (a)) :
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Corollaire 3.9 Dans le Corollaire 3.7, si on prend w (u) = 1
b�a , on obtient���� 1

b�a

bR
a

f (u) du� f
�
a+b
2

����� � (b�a)2
12

L+ b�a
8
(f 0 (b)� f 0 (a)) :

3.2.1 Applications impliquant les moyens arithmétiques et lo-

garithmiques

Nous considérerons les moyens des nombres réels arbitraires a; b.

Le moyen arithmétique : A (a; b) = a+b
2
.

Le moyen p-logarithmique : Lp (a; b) =
�
bp+1�ap+1
(p+1)(b�a)

� 1
p
, a; b > 0; a 6= b et p 2 R8 f0;�1g.

Proposition 3.1 Soit a; b 2 R tels que 0 < a < b, alors on a

��L33 (a; b)� A3 (a; b)�� � 3(b+a)(b�a)2
8

:

Preuve. L�assertion découle du Corollaire 3.6, appliqué à la fonction f (x) = x3 dont

la première dérivée est f 0 (x) = 3x2, satisfait l�estimation suivante : 3a2 � f 0 (x) � 3b2

sur [a; b].

Proposition 3.2 Soit a; b 2 R tels que 0 < a < b � 1, alors on a

���L 3
2
3
2

(a; b)� A 3
2 (a; b)

��� � (b�a)
3
2

5
p
2
+ 3(b�a)

16

�p
b�

p
a
�
:

Preuve. L�assertion découle du Corollaire 3.8, appliqué à la fonction f (x) = x
3
2 dont

la première dérivée est f 0 (x) = 3
2
x
1
2 est une fonction 1

2
-hölderienne.
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Conclusion

L�objectif principal du mémoire était d�étudier d�une part, certaines inégalités de type

point milieu qui sont très sollicitées dans l�estimation de l�erreur d�intégration approchée,

et d�autre part d�essayer d�établir de nouvelles estimations concernant ce type d�inégalité.

Dans la première partie, nous avons rappelé certains types de convexité classique ainsi

que quelques classes de fonctions.

Dans la deuxième partie nous avons étudié des inégalités de type point milieu via

certains types de convexités.

Et dans la troisième partie nous avons discuté des nouveaux résultats concernant ce

type d�inégalités qui sont soumis pour une éventuelle publication.
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Abstract
In this note, some new weighted midpoint type inequalities for Hölder continuous functions are given.
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functions.
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1. Introduction

Mathematical inequalities are a powerful and very important tool in many branches
of mathematics such as the theory of differential and integral equations as well as the
theory of approximations and numerical analysis. Due to their wide fields of application
in various problems related to other sciences such as physics, biology and engineering in
general. They have attracted the attention of many researchers who have given rise to
several investigations and studies see for example [1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17], and references therein.

In [8], Kirmaci gave the following midpoint type inequalities∣∣∣∣∣∣ 1
σ2−σ1

σ2∫
σ1

ξ (τ)dτ− ξ
(
σ1+σ2

2

)∣∣∣∣∣∣ 6 σ2−σ1
8

(∣∣ξ′ (σ1)
∣∣+ ∣∣ξ′ (σ2)

∣∣) ,

and ∣∣∣∣∣∣ 1
σ2−σ1

σ2∫
σ1

ξ (τ)dτ− ξ
(
σ1+σ2

2

)∣∣∣∣∣∣
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6σ2−σ1
16

(
4
p+1

) 1
p
(∣∣ξ′ (σ1)

∣∣ pp−1 + 3
∣∣ξ′ (σ2)

∣∣ pp−1
)p−1

p
(

3
∣∣ξ′ (σ1)

∣∣ pp−1 +
∣∣ξ′ (σ2)

∣∣ pp−1
)p−1

p
.

In this note, we investigate some new weighted midpoint inequalities for functions having
Hölder condition and for bounded functions.

2. Main results

We start by demonstrating this equality, then we will discuss our main results.

Lemma 2.1. Let λ : [σ1,σ2]→ R be symmetric with respect to σ1+σ2
2 , with σ1 < σ2. And let

ξ : [σ1,σ2]→ R be a differentiable function on (σ1,σ2). If ξ, λ ∈ L ([σ1,σ2]), then

−

σ2∫
σ1

λ (z)dz

 ξ (σ1+σ2
2

)
+

σ2∫
σ1

λ (z) ξ (z)dz

=
(σ2−σ1)

2

4

1∫
0

p1 (υ) ξ
′ (υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ−

1∫
0

p2 (υ) ξ
′ (υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ

 ,

where

p1 (υ) =

1∫
υ

λ
(
rσ2 + (1 − r) σ1+σ2

2

)
dr (2.1)

and

p2 (υ) =

1∫
υ

λ
(
rσ1 + (1 − r) σ1+σ2

2

)
dr. (2.2)

Proof. Let

I =

1∫
0

p1 (υ) ξ
′ (υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ−

1∫
0

p2 (υ) ξ
′ (υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ. (2.3)

Integrating by parts and changing the variables, we obtain

1∫
0

p1 (υ) ξ
′ (υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ

=

1∫
0

1∫
υ

λ
(
rσ2 + (1 − r) σ1+σ2

2

)
dr

 ξ′ (υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2
2

)
dυ

= 2
σ2−σ1

1∫
υ

λ
(
rσ2 + (1 − r) σ1+σ2

2

)
dr

 ξ (υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2
2

)∣∣∣∣∣∣
υ=1

υ=0
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+ 2
σ2−σ1

1∫
0

λ
(
υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
ξ
(
υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ

=− 2
σ2−σ1

1∫
0

λ
(
rσ2 + (1 − r) σ1+σ2

2

)
dr

 ξ (σ1+σ2
2

)

+ 2
σ2−σ1

1∫
0

λ
(
υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
ξ
(
υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ

=−
(

2
σ2−σ1

)2


σ2∫

σ1+σ2
2

λ (z)dz

 ξ (σ1+σ2
2

)
+
(

2
σ2−σ1

)2
σ2∫

σ1+σ2
2

λ (z) ξ (z)dz. (2.4)

Similarly, we have

1∫
0

p2 (υ) ξ
′ (υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ

=
(

2
σ2−σ1

)2


σ1+σ2

2∫
σ1

λ (z)dz

 ξ (σ1+σ2
2

)
−
(

2
σ2−σ1

)2

σ1+σ2
2∫
σ1

λ (z) ξ (z)dz. (2.5)

Substituting (2.4) and (2.5) in (2.3), using the symmetry of λ, and then multiplying the

result by (σ2−σ1)
2

4 , we get the desired result.

Theorem 2.2. Let λ : [σ1,σ2] → R be symmetric with respect to σ1+σ2
2 , with σ1 < σ2. And

let ξ : [σ1,σ2]→ R be a differentiable function on (σ1,σ2) such that ξ′ ∈ L ([σ1,σ2]). If there
exist constants ϕ < Φ such that −∞ < ϕ 6 ξ′ (u) 6 Φ < +∞ for all z ∈ [σ1,σ2], then we
have

|Λ (σ1,σ2, λ, ξ)| 6 (Φ−ϕ)(σ2−σ1)
2

8 ‖λ‖[σ1,σ2],∞ ,

where

Λ (σ1,σ2, λ, ξ) =

σ2∫
σ1

λ (z) ξ (z)dz−

σ2∫
σ1

λ (z)dz

 ξ (σ1+σ2
2

)

−
(Φ+ϕ)(σ2−σ1)

2

8

1∫
0

p1 (υ)dυ−

1∫
0

p2 (υ)dυ

 . (2.6)

Proof. From Lemma 2.1, we have

σ2∫
σ1

λ (z) ξ (z)dz−

σ2∫
σ1

λ (z)dz

 ξ (σ1+σ2
2

)
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=
(σ2−σ1)

2

4

1∫
0

p1 (υ) ξ
′ (υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ

−

1∫
0

p2 (υ) ξ
′ (υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ


=

(σ2−σ1)
2

4


1∫
0

p1 (υ)
(
ξ′
(
υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
−

(Φ−ϕ)
2 +

(Φ−ϕ)
2

)
dυ

−

1∫
0

p2 (υ)
(
ξ′
(
υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
−

(Φ−ϕ)
2 +

(Φ−ϕ)
2

)
dυ


=

(σ2−σ1)
2

4


1∫
0

p1 (υ)
(
ξ′
(
υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
−

(Φ−ϕ)
2

)
dυ+

(Φ−ϕ)
2

1∫
0

p1 (υ)dυ

−

1∫
0

p2 (υ)
(
ξ′
(
υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
−

(Φ−ϕ)
2

)
dυ−

(Φ−ϕ)
2

1∫
0

p2 (υ)dυ

 . (2.7)

Thus, (2.7) gives

Λ (σ1,σ2, λ, ξ) = (σ2−σ1)
2

4


1∫
0

p1 (υ)
(
ξ′
(
υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
−

(Φ−ϕ)
2

)
dυ

−

1∫
0

p2 (υ)
(
ξ′
(
υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
−

(Φ−ϕ)
2

)
dυ

 , (2.8)

where Λ (σ1,σ2, λ, ξ) is defined in (2.6). By applying the absolute value in both sides of
(2.8), we get

|Λ (σ1,σ2, λ, ξ)| 6 (σ2−σ1)
2

4


1∫
0

|p1 (υ)|
∣∣∣ξ′ (υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
−

(Φ−ϕ)
2

∣∣∣dυ
+

1∫
0

|p2 (υ)|
∣∣∣ξ′ (υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
−

(Φ−ϕ)
2

∣∣∣dυ
 . (2.9)

Since ϕ 6 ξ′ (z) 6 Φ for all z ∈ [σ1,σ2], we have

−Φ−ϕ
2 6 ξ′

(
υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
−

(Φ−ϕ)
2 6 Φ−ϕ

2 ,

which implies ∣∣∣ξ′ (υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2
2

)
−

(Φ−ϕ)
2

∣∣∣ 6 Φ−ϕ
2 (2.10)
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and ∣∣∣ξ′ (υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2
2

)
−

(Φ−ϕ)
2

∣∣∣ 6 Φ−ϕ
2 . (2.11)

Using (2.1), (2.2), (2.10) and (2.11) in (2.9), and the symmetry of w, we get

|Λ (σ1,σ2, λ, ξ)| 6 (Φ−ϕ)(σ2−σ1)
2

8

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
1∫
υ

λ
(
rσ2 + (1 − r) σ1+σ2

2

)
dr

∣∣∣∣∣∣dυ
+

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
1∫
υ

λ
(
rσ1 + (1 − r) σ1+σ2

2

)
dr

∣∣∣∣∣∣dυ


6 (Φ−ϕ)(σ2−σ1)
2

8 ‖λ‖[σ1,σ2],∞
1∫

0

∣∣∣∣∣∣
1∫
υ

dr

∣∣∣∣∣∣dυ+
1∫
0

∣∣∣∣∣∣
1∫
υ

dr

∣∣∣∣∣∣dυ


=
(Φ−ϕ)(σ2−σ1)

2

4 ‖λ‖[σ1,σ2],∞
1∫

0

(1 − υ)dυ


=

(Φ−ϕ)(σ2−σ1)
2

8 ‖λ‖[σ1,σ2],∞ ,

which is desired result.

Corollary 2.3. Taking λ (z) = 1
σ2−σ1

, Theorem 1 becomes∣∣∣∣∣∣ 1
σ2−σ1

σ2∫
σ1

λ (z) ξ (z)dz− ξ
(
σ1+σ2

2

)∣∣∣∣∣∣ 6 (Φ−ϕ)(σ2−σ1)
8 .

Our next result involve the Hölder continuous functions. We recall that a function
ξ : [σ1,σ2]→ R is of r-H-Hölder, if

|ξ(θ1) − ξ(θ2)| 6 H |θ1 − θ2|
r

holds for all θ1, θ2 ∈ (σ1,σ2), where H > 0 and r ∈ (0, 1], (see [5]).

Theorem 2.4. Let λ : [σ1,σ2] → R be symmetric with respect to σ1+σ2
2 , with σ1 < σ2. And

let ξ : [σ1,σ2] → R be a differentiable function on (σ1,σ2) such that ξ′ ∈ L ([σ1,σ2]). If ξ′

satisfies a Hölder condition for some H > 0 and r ∈ (0, 1], then we have

|z (σ1,σ2, λ, ξ)| 6 2
2+r

(
σ2−σ1

2

)2+r
H ‖λ‖[σ1,σ2],∞ ,

where

z (σ1,σ2, λ, ξ) =

σ2∫
σ1

λ (z) ξ (z)dz−

σ2∫
σ1

λ (z)dz

 ξ (σ1+σ2
2

)

−
(σ2−σ1)

2

4

ξ′ (σ2)

1∫
0

p1 (υ)dυ− ξ
′ (σ1)

1∫
0

p2 (υ)dυ

 . (2.12)



B. Meftah and D. Bouchemel / Weighted midpoint type inequalities 56

Proof. Using Lemma 2.1, we deduce

σ2∫
σ1

λ (z) ξ (z)dz−

σ2∫
σ1

λ (z)dz

 ξ (σ1+σ2
2

)

=
(σ2−σ1)

2

4

1∫
0

p1 (υ) ξ
′ (υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ

−

1∫
0

p2 (υ) ξ
′ (υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
dυ


=

(σ2−σ1)
2

4

1∫
0

p1 (υ)
(
ξ′
(
υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
− ξ′ (σ2) + ξ

′ (σ2)
)
dυ

−

1∫
0

p2 (υ)
(
ξ′
(
υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
− ξ′ (σ1) + ξ

′ (σ1)
)
dυ


=

(σ2−σ1)
2

4


1∫
0

p1 (υ)
(
ξ′
(
υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
− ξ′ (σ2)

)
dυ+ ξ′ (σ2)

1∫
0

p1 (υ)dυ

−

1∫
0

p2 (υ)
(
ξ′
(
υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
− ξ′ (σ1)

)
dυ− ξ′ (σ1)

1∫
0

p2 (υ)dυ

 . (2.13)

So, from (2.13) we get

z (σ1,σ2, λ, ξ) = (σ2−σ1)
2

4


1∫
0

p1 (υ)
(
ξ′
(
υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
− ξ′ (σ2)

)
dυ

−

1∫
0

p2 (υ)
(
ξ′
(
υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
− ξ′ (σ1)

)
dυ

 , (2.14)

where z (σ1,σ2, λ, ξ) is defined in (2.12). By applying the absolute value in both sides of
(2.14), we get

|z (σ1,σ2, λ, ξ)| 6 (σ2−σ1)
2

4


1∫
0

|p1 (υ)|
∣∣ξ′ (υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
− ξ′ (σ2)

∣∣dυ
+

1∫
0

|p2 (υ)|
∣∣ξ′ (υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2

)
− ξ′ (σ1)

∣∣dυ
 . (2.15)
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Since ξ′is a Hölder continuous function, from (2.15), we get

|z (σ1,σ2, λ, ξ)| 6 (σ2−σ1)
2

4 H

1∫
0

|p1 (υ)|
∣∣υσ2 + (1 − υ) σ1+σ2

2 − σ2
∣∣r dυ

+

1∫
0

|p2 (υ)|
∣∣υσ1 + (1 − υ) σ1+σ2

2 − σ1
∣∣dυ


=
(
σ2−σ1

2

)2+r
H

1∫
0

|p1 (υ)| (1 − υ)r dυ+

1∫
0

|p2 (υ)| (1 − υ)r dυ

 .

(2.16)

Substituting (2.1) and (2.2) in (2.16), and using the symmetry of λ, we obtain

|z (σ1,σ2, λ, ξ)| 6
(
σ2−σ1

2

)2+r
H

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
1∫
υ

λ
(
rσ2 + (1 − r) σ1+σ2

2

)
dr

∣∣∣∣∣∣ (1 − υ)r dυ

+

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
1∫
υ

λ
(
rσ1 + (1 − r) σ1+σ2

2

)
dr

∣∣∣∣∣∣ (1 − υ)r dυ


6
(
σ2−σ1

2

)2+r
H ‖λ‖[σ1,σ2],∞

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
1∫
υ

dr

∣∣∣∣∣∣ (1 − υ)r dυ+

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
1∫
υ

dr

∣∣∣∣∣∣ (1 − υ)r dυ


=
(
σ2−σ1

2

)2+r
H ‖λ‖[σ1,σ2],∞

2

1∫
0

(1 − υ)1+r dυ


=
(
σ2−σ1

2

)2+r
H ‖λ‖[σ1,σ2],∞ ( 2

2+r

)
= 2

2+r

(
σ2−σ1

2

)2+r
H ‖λ‖[σ1,σ2],∞ ,

which is desired result.

Corollary 2.5. Under the assumptions of Theorem 2.4, and if ξ′ satisfies the Lipschitz condi-
tion for some L > 0, we obtain

|z (σ1,σ2, λ, ξ)| 6 (σ2−σ1)
3

12 L ‖λ‖[σ1,σ2],∞ ,

Corollary 2.6. Takeing λ (z) = 1
σ2−σ1

, Theorem 2.4 becomes∣∣∣∣∣∣ 1
σ2−σ1

σ2∫
σ1

ξ (z)dz− ξ
(
σ1+σ2

2

)∣∣∣∣∣∣ 6 (σ2−σ1)
1+r

(2+r)21+r H+ σ2−σ1
8

(
ξ′ (σ2) − ξ

′ (σ1)
)

.
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Corollary 2.7. Takeing λ (z) = 1
σ2−σ1

, Corollary 2.5 becomes∣∣∣∣∣∣ 1
σ2−σ1

σ2∫
σ1

ξ (z)dz− ξ
(
σ1+σ2

2

)∣∣∣∣∣∣ 6 (σ2−σ1)
2

12 L+ σ2−σ1
8

(
ξ′ (σ2) − ξ

′ (σ1)
)

.

3. Applications involving the arithmetic and logarithmic means

We recall that for arbitrary real numbers z,k.
The Arithmetic mean: A (z,k) = z+k

2 .

The p-Logarithmic mean: Lp (z,k) =
(
kp+1−zp+1

(p+1)(k−z)

) 1
p
, z,k > 0, z 6= k and p ∈ R8 {0,−1}.

Proposition 3.1. Let z,k ∈ R with 0 < z < k, then we have∣∣L3
3 (z,k) −A

3 (z,k)
∣∣ 6 3(k+z)(k−z)2

8 .

Proof. The assertion follows from Corollary 2.3, applied to the function ξ (b) = b3 which
ξ′ (b) = 3b2 and 3z2 6 ξ′ (b) 6 3k2 on [z,k].

Proposition 3.2. Let z,k ∈ R with 0 < z < k 6 1, then we have∣∣∣∣L 3
2
3
2
(z,k) −A

3
2 (z,k)

∣∣∣∣ 6 (k−z)
3
2

5
√

2
+ 3(k−z)

16

(√
k−
√
z
)

.

Proof. The assertion follows from Corollary 2.6, applied to the function ξ (b) = b
3
2 which

ξ′ (b) = 3
2b

1
2 is 1

2 -Hölder continuous function.
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