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Abstract

In this memory, we will focus on the study of midto
type integral inequalities.

In the first chapter, we recall some definitions of
classical convexity, as well as some classes daitims.
In the second chapter, we quote some results glread
known in the literature.

While the last chapter will be entirely devotechew
midpoint inequalities, we mention that we have
submitted two papers for possible publication, ohe
which has been accepted and published in “Joufnal o
Fractional Calculus and Nonlinear Systems” (JFCNS).

Keywords: Hermite-Hadamard inequality, Holder
Inequality, weight functions, s-convex functions,
bounded functions, H6lderian functions.



Résumeé

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons surd'etud
des inégalités intégrales de type point milieu.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques
définitions de convexité classique, ainsi que oeesR
classes de fonctions.

Dans le deuxieme chapitre, nous citons certaindteds
déja connus dans la littérature.

Tandis que le dernier chapitre sera entieremergama
aux nouvelles inegalités de type point milieu, nous
mentionnons que Nous avons soumis deux papiers pour
une éventuelle publication, dont I'un a été accepté
publié dans la revue internationale :

« Journal du calcul fractionnaire et des systenoas n
linéaires » (JFCNS).

Mots clés:inégalité d’Hermite-Hadamard, inégalité de
Holder, fonctions poids, fonctions s-convexes,
fonctions bornées, fonctions hélderiennes
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Introduction

Les inégalités jouent un role important dans divers branches des mathématiques mo-
dernes telles que la théorie des probabilités et des statistiques, ’analyse réelle, I’analyse
complexe, 'analyse numérique, la théorie qualitative des équations différentielles et des
équations aux différences, etc, dont elle représente un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18°¢
et 19°™¢ siecles par d’éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Cebysev dans
les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapu-
nov, Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littérature dans ce
contexte est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une trés bonne
description de I’évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovi¢, Pecari¢
et Fink [13, 14, 15].

Cette théorie évolue constamment dans plusieurs directions et de différentes manieéres,
de nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, des exten-
sions ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, fractionnaires et dis-
crets.

L’objectif de ce mémoire est de faire une petite synthése concernant les inégalités
intégrales de type point milieu dont les dérivées premieres jouissent d’un certain type
de convexité classique ol appartienne & une certaine classe de fonctions, aussi d’essayer
d’établir de nouvelles généralisations de ce type d’inégalités intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons certains types de convexités classiques,
quelques classes de fonctions, ainsi que des identités et inégalités intégrales utiles pour
notre étude.

Dans le deuxiéme chapitre, nous traiterons quelques résultats connus dans la littéra-
ture concernant les inégalités intégrales de type point milieu.

En revanche, le dernier chapitre sera entierement consacré aux nouvelles inégalités de

type point milieu, dont ces nouveaux résultats sont soumis pour une éventuelle publica-



tion. En note qu’un des papiers soumis a été accepté et publié dans la revue internatio-

nale : « Journal du calcul fractionnaire et des systémes non linéaires ».



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques types de convexité classiques, certains types

de classes de fonctions et quelques identités de fonctions.

1.0.1 Convexité classique

Dans tout ce qui suit nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 ([11]) Un ensemble I est dit convexe, si pour tout x,y € I et pour tout
te€0,1], on a
tr+(1—t)y e 1.

Définition 1.2 ([17]) Une fonction f : I — R est dite conveze, si

flz+ (1 —t)y) <tf(z)+(1—1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.3 ([2]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite s-conveze au

second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1], si

flz+ (1 —1t)y) <t*f(z)+ (1—1)°f(y)

4



est satisfaite pour tout x,y € I et t € [0,1].

1.0.2 Quelques classes de fonctions

Définition 1.4 ([6]) Soit f: I — R une fonction continue. f est dite bornée sur [a,b],

sl existe —oo < m < M < +oo telle que pour tout z € [a,b], on a
m < f(z) < M.

Définition 1.5 ([18]) Soit f : [ — R. f est dite lipschitzienne de rapport k > 0, si pour

tout v,y € 1

[f (z) = f ()| < ko -yl

est satisfaite.

Définition 1.6 ([5]) Soit f: I — R. f est dite r-H-hdélderienne, si pour tout x,y € I

[f (@)= f W <Hlz—yl",

est satisfaite, oo H > 0 et r € (0,1].

1.0.3 Inégalité de Holder et sa variante

Théoréme 1.1 ([13]) Soient f et g sont deux fonctions réelles définies sur [a,b] ot a <
b, telle que | f] et |g| sont des fonctions p-intégrable et g-intégrable sur [a,b] respectivement

ot p,q > 1 tel que%nt%:l, alors

1
q

7|f(w)g(l‘)|dxs 7|f(l’)|”dw ; 7lg(x)lqu

Théoréme 1.2 ([3]) Soient x = (7:),_,, , et p = (Pi)i—1o.. ., deuzr n-uplets stricte-

----------

ment positives et soit ¢ € RU{—o00,+00}, l'inégalité des moyens d’ordre q pondérés par

5



p est définie par

Q=

—>opii | pour g # —00,0, +oo,

ipk =1
k=1
la) no O\ 2P
min (1, g, ..., Ty) POUr ¢ = —00,

max (1, T2, ..., Tp) POUT ¢ = +00.

De plus, on a

M7[lq} < ]\/_[7[;]7
pour —o0 < g < r < 400.

Théoréme 1.3 (Version intégrale du Théoréme 1.2) Soient |f|” et |g|? deuz fonc-

tions intégrables sur [a,b], ot a < b et ¢ > 1, alors on a

[ 15wl < (/ab|f(x)|dx>1_; (/ab|f(x)||g(x)|qu>é.

1.0.4 Quelques théorémes importants

Théoréme 1.4 ([8,9]) Soit f : [a,b] — R, une fonction conveze sur [a,b] ot a < b,

alors

b
£(23) < 3 [ Flajde < L0300

Théoréme 1.5 ([7]) Soit f : [a,b] — R, une fonction convexe sur [a,b] ot a < b, et
soit w : [a,b] — R une fonction positive, intégrable et symétrique par rapport a “T“’, alors
['inégalité suivante a lieuw

b b

f(aTH))/bw(ﬂf)de/f(x)w(x)deW/w(z)dx.

a a



Théoréme 1.6 ([4]) Soit [ : [a,b] C [0,00) — [0,00) une fonction s-convere au second
sens, ou s € (0,1] et a,b € [0,00) tels que a < b. Si f € L([a,b]), alors Iinégalité suivante

a lieu
b

g f (as) < 1 / f (2) d < L@H1O) (L.1)

a



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type point

milieu

Ce chapitre est consacré aux inégalités de type point milieu. Dans la premiére section
nous verrons les inégalités de type point milieu pour les fonctions dont les premiéres
dérivées sont convexes les résultats ont été développés par Kirmaci, ainsi qu'une variante
établie par Pearce et Pecari¢c. Tandis que la seconde section traite une généralisation
des résultats de la premiére section concernant les fonctions dont les premiéres dérivées

jouissent de la s-convexités au second sens.

2.1 Inégalités de type point milieu pour les fonctions
convexes

Les premiers résultats de cette section s’appuient sur 'identité donnée par le lemme

suivant :

Lemme 2.1 ([10]) Soit f : I C R — R une application dérivable sur 1°, ou (I°est

Uintérieure de 1), a,b € I tel que a < b. Si f' € L([a,b]), alors l'identité suivante est



satisfaite

ﬁ/f(x)dx— [ = (b—a) /tf’(ta—l— (1 —t)b)dt

1

+ /(t — 1) f'(ta+ (1 —t)b)dt

1

2

Preuve. En intégrant par parties les deux intégrales du membre de droite de I'identité

donnée, on a

1

/tf’(ta 4 (1= )b)dt + /(t —1)f'(ta+ (1 — t)b)dt

=

2
1
L 2
deteony] - 2 [ flta+ (1= by
2 0
1

1
4 fltat(=0b) )

a—b

— a%b/f(ta + (1 —t)b)dt

[NIES
N|=

b

o [ Fe)de = e

a

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.1 ([10]) Soit f : I C R — R une application dérivable sur I° (1°lintérieure

de I) telle que " € L(Ja,b]), ot a,b €I aveca <b. Si|f'| est conveze sur [a,b], alors

on a
b

ﬁ/f(x)dx —FE)| < (1 @)+ 1F ).

a



Preuve. D’apres le Lemme 2.1 et la convexité de | f'|, on obtient

—/f )z — f(252)

= |(b-a) /ﬁﬁmHL¢mﬁ+/@—Dfm+ﬂ—®Wﬁ

2

1

< (b—a) /|t|\f’(ta+(1—t)b)|dt+/|t—1||f’(ta+(1—t)b)|dt

0

IV

N

(1 (@] + @ =) [f (b)]) dt

A
—~
S
|
S
~—
O\M\»—t

1

+/Kﬂ—ﬂﬂf@ﬂ+ﬂ—ﬂﬂfwmdt

[NIES

< B (f @]+ 1 B

ol on a utilisé

1
2 1

/tdt /l—t ——et/(1—t)dt:/t(1—t)dt:1—12.

La preuve est ainsi achevée. m

N[

Théoréme 2.2 ([10]) Soit f : I C R — R une application dérivable sur I°(1°l'intérieure

de I) telle que f' € L([a,b]), ot a,b € I aveca <b. Si |f’\p%1 est conveze sur [a,b] ou

10



p > 1, alors on a

p—1

p

< e () <(|f'<a>|p"1 +317/®))
(p—1)
+ (3I£ @I + @) ) 21)

Preuve. D’apres le Lemme 2.1, la valeur absolue et 'inégalité de Holder, on a

b
. / f(x)de — f(E0)

< (b—a) /t|f’(ta+(1t)b)dt—|—/t1f’(ta—|—(1t)b)dt)
< (b—a) (/tpdt) (/f’(ta+(1t)b)th)

Q=

+ (/(lt)pdt> (/f’(ta+(1t)b)th)

1
2

b—a 1+% | / . q
(p1)P () ({f (ta+ (1 —t)b)| dt)

1

q

IN

q

+ (/f’(ta—l—(l t)b)th) : (2.2)

11



D’apres la convexité de |f'|?, on a

1

2

/ Flta+(1— Dyt < / L1 ()] + (1 t) |f(0)dt
: |§’<a)‘1;3|f'(b)|q (2.3)

et

1 1

[f'(ta+ (1 =0)b)|"dt < /[t [f(@)]" + (1 =) |f(b)[ "]t

1

3

S @ HT 0" (2.4)
En substituant (2.3) et (2.4) dans (2.2), on obtient

i [ f@de - £

1 1
b—a (1N [ (1@ 431707 31/ (@) T+ (B)] 7\ @
= (5) (( 8 ) +< 8 ) )

1 1
) @ B (@) T+ (B)|7 ) @
) ().

1
_ b (L) <(f’(a)q+3f’(b)
4 p+1 4

En réarrangeant la derniere écriture on aboutit au résultat souhaité. m

Théoréme 2.3 ([10]) Soit f : I C R — R une application dérivable sur I°(1°l'intérieure

de 1) telle que f' € L([a,b]), ot a,b € I aveca <b. Si |f’|Pj%1 est convexe sur [a,b] ou

p > 1, alors on a

ﬁ/f(flf)daf 1] < 52 (5)7 (7 @]+ 17 0))

a



Preuve. Comme les hypothéses du Théoréme 2.1 sont satisfaites, alors (2.1) & lieu,

et donc on a

(@i +alron) ™

A

e = ) < 2 )
+ (3@ + 70 7).

En utilisant I'inégalité algébrique suivante :

D (a+b) <> ap+> b
k=1 k=1 k=1
pour 0 < s <1, ay,as,...... san > 0,b1,bg, ...... , b, > 0, on obtient

b

s [ fande = (23

a

ba (Y5 (4] (a)] + 4] £(B)))

IN

= L) (17 @]+ O,

qui est le résultat souhaité. m
Une autre variante a été proposée par Pearce et Pecari¢ [16], cette derniére traite le

cas ou | f’| a une certaine puissance ¢ > 1 est convexe donnée par le théoréme ci-dessous

Théoréme 2.4 ([16]) Soit f : I C R — R une application différentiable sur I°, telle
que f" € L([a,b]), ot a,b € I avec a < b. Si |f'|* est convexe sur [a,b] ow q > 1, alors

on a
b

1 b—a [ 1@+ (B)"] @
- b_/ da) < > [f] :

Preuve. Il est facile de prouver que

[

13



ou

S(x)

a+b

ol

si x € [, 0],

r—a, six€la,

x —b,

Ainsi, en appliquant la valeur absolue aux deux membres de 1’égalité ci-dessus, puis en

utilisant I'inégalité des moyens d’ordre ¢ et la convexité de |f’

atb
2
< L /<a:—a>|
atb
< ﬁ (/xa
b
+ /(b—:c)d:c
a+b
2
1 (1 (b—a\2\
- ()
_l’_

b
/(b _ pylfarrer g,

|7 sur [a, b], on obtient

b

f(@) i + / (b— ) |f'(x)| da

Q=

[@-alre)ra

a

b

/ ) |f (@) da

n.+b

Q=

a+b
2

If (@) +1f" (0]
/(:L‘ —a) == dr

a

Q=

Q=

[f" (@) "+ [ ()|
2

(x — a)dx

a+b
]
a

14



b

L | e /

1 1

_ 2 < (17-_&)2> (|f’<a>|4+|f'<b>\q>5 _ b (If’(a)lq+\f’(b)\q>5
b—a 2 2 4 2

La preuve est ainsi achevée. m

N[

Les résultats précédents ont été généralisés de différentes maniéres, parmi ces géné-
ralisations on note celle donnée par Alomari et ses collaborateurs [1], dont ils ont traité

le cas ou la valeur absolue des dérivées premiéres sont s-convexes

2.2 Inégalités de type point milieu pour les fonctions
s-convexes au second sens

Lemme 2.2 ([1]) Soit f: I C R — R une application dérivable sur I°. Si f' € L([a,b])

ot a < bel tels que a < b, alors l'identité suivante est satisfaite

i__/f

- bjTa/ (2 4+ (1—t)a dt+/1—t "(th+ (1 —t)yat | . (2.5)
0 0

Preuve. Posons
1

I = /tf’(t“T”’ + (1 — t)a)dt,

0

et
1

I = /(1 CHF b+ (1— t)e)dr.

0

15



En intégrant par parties 1, on obtient
1
I = /tf’(t“T“’ + (1 — t)a)dt
0
a t=1 a
= ZtftSt+ (1-t)a)|_, - ﬁ/f(t%b + (1 — t)a)dt
1
2 2 a b
0

En adoptant le changement de variable z = t*t2 + (1 — t)a, (2.6) donne

a+b
—L i
L= 52 /(% m/f

G“

D’une maniére analogue, on obtient

T
@

(2.6)

(2.8)

En additionnant les équations (2.7) et (2.8), puis en multipliant le résultat obtenu par

(b—a)’

1> on aboutit a Iidentité désirée. m

Théoréme 2.5 ([1]) Soit f: 1 C [0,+00) — R une application différentiable a I°, telle

que " € L([a,b]), ot a,b € aveca <b. Si|f'| est s-convexe sur [a,b], pour un certain

nombre fizé s € (0, 1], alors on a

IN
T
IS

ey (F @] +2(s + 1) £ (4] + £ ®)])

(a
0 (1 (a)] + £/ (0]

IN

(2.9)
(2.10)



Preuve. Du Lemme 2.2, on a

1
< "jTa[/t}f’( Y+ (1—t)a \dt+/|t—1|\f (tb+ (1 — t)£2)| dt]

10
< e [ ]+ 0 -0 17 )i

0

bT/l—t [ F/(0)] + (1 —¢)° | f/(2£2)[)dt
0

- %(% %|+sﬂ o |1/(@)])

a<(5+1 s5+2) |f s+2‘f a2b D
= ey (F (@) +2( 8+1)|f’(“7“’)}+|f’(b)l)- (2.11)

Ainsi, nous avons prouvé l'inégalité (2.9). Concernant l'inégalité (2.10), il suffit d’appli-

quer la s-convexité de |f’| sur [a,b] & 'inégalité (2.11), c’est-a-dire.

|f ( )| < 95 1]f’ (a)s|i‘|1f( )|‘ (2‘12)

D’ot1, on obtient

b
- o
< m(|f()|+25+1 LF(5D)] + 1))

sy (I1/(@)+2(s + 12! L0l p)))

= St (@117 0)).

IA

La preuve est terminée. m

17



Théoréme 2.6 ([1]) Soit f : I C [0,4+00) — R une application différentiable sur I°,
telle que ' € L([a,b]), owa,b €1 aveca <b. Si|f'|* est s-convexe au second sens sur

la, b], pour un certain nombre fizé s € (0,1] et ¢ > 1, alors on a

QR

< 5 (Hﬁw) {((21‘5 +1) | (@) + 2| (0)])
(@ DI O 271 @) ]

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de I'identité du Lemme

2.1, puis I'inégalité des moyens d’ordre g, on obtient

1 1
< b /t‘f’(t“T“’Jr(l—t)a)‘dtnL/ O |F/(th+ (1 )2 de
0 0
1 =2 /1 a
< b /tdt /t\f’(t bt (1—t)a)|" dt
0

—
—
|
|
—
Q|

+ /(1—t)dt /1—t|f (tb+ (1 —t)=2)|" at

0 0

—
Q|

e /t|f +(1—t)a)|"dt

4x2° 4
0
. 1
+ /1—t ) |F/(tb+ (1 —t)=)|" at : (2.13)
0

18



Comme |f'|? est s-convexe, on a

1

/t|f +(1—t)a)|"at

0
1

< /ts“{f( Y|t (1 — )7 | f'(a)| dt

0

- 2+s|f( >| ‘l'(s+1—s+2|f()|

et

(1 —t) | f'(tb+ (1 —t)%2)|" at

(L= )8 [ O + (1= o) (242" e
0
S T O (e—— T

En substituant (2.14) et (2.15) dans (2.13), on obtient

L_L
2 b—

< (o s+2) {(+D 7 (=) +1f @)
(I O + s+ D] ()]}

Puisque | f’|? est s-convexe sur [a,b], on a

R

19

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)



En combinant (2.16) et (2.17), on trouve

Q=

< 2 (k) L@+ D1 @ 2 1 0))
(@ DI O +27 I @) ]

qui est le résultat souhaité. m
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Chapitre 3

Inégalités intégrales pondérées de

type point milieu

Ce chapitre traite des nouveaux résultats qui sont soumis pour une éventuelle publi-
cation, dont I'un est soumis et ’autre a été accepté pour publication.

Dans la premiére section nous étudierons les inégalités intégrales pondérées de type
point milieu pour les fonctions dont les dérivées premiéres sont s-convexes au second
sens, ces derniéres sont basées sur une nouvelle identité intégrale donnée par le lemme
ci-dessous.

Par contre la deuxiéme section sera consacrée aux inégalités intégrales de type point
milieu pour les fonctions dont les dérivées premiéres sont soit bornées, lipchitziennes ou
holderiennes et sont publier dans la revue "Journal of Fractional Calculus and Nonlinear

Systems" (voir [12]).
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3.1 Inégalités intégrales pondérées de type point mi-

lieu pour les fonctions s-convexes

Lemme 3.1 Soit f : [a,b] C R — R une fonction différentiable sur |a,b[, avec a < b, et

soit w : [a,b] — R une fonction symétrique par rapport “TH’ Si f,w € L([a,b]), alors

- (Futan) £ (5 + Furt s i
- (jpl(t)f’(tm(1—t>“7“’)dt—jl“p2(t)f’ (ta+(1—1)% )dt>

p(t) = z (sb+ (1 —s) %) ds, (3.1)
et
o (t) = {w (sa+ (1 —s)%?) ds. (3.2)
Preuve. Posons
I= jl"pl (t) f (tb+ (1 —t) “E) dt — pr [ (ta+ (1 —t) 2. (3.3)

0

L’intégration par parties de la premiére intégrale donne

pu(t) f1(tb+ (1 —t) <L) at

(}w (sb+ (1—s) %) ds) f(th+ (1 —t) <) dt

t

_ (fw(sb+(1—s) )ds)f(tb+<1—t>“7”’)

Fo2 fu (th 4 (1— 1) #2) £ (bt (1 — 1) %2 i

b

2

b b
= e | S |7 F) 4 L e f ). (3.4)



D’une fagon analogue, on obtient

Jp2 () ' (ta+ (1 —t) “£2) dt.
0
atb a+b

: o . (b—a)?
En remplacant (3.4) et (3.5) dans (3.3), puis en multipliant le résultat obtenu par -,

on aboutit au résultat souhaité. m

Théoréme 3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur la,b| telle que f' €
L ([a,b]) avec 0 < a < b, et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par

rapport a %’. Si |f'| est s-convexe au second sens pour un certain nombre fixé s € (0,1],

alors on a
7w () f (u) du — 7w (u)du | f(“5?)

< s 0l (I @1 +2(s + D) | £ (252)] + 1£ 0)]).

Preuve. D’apres le Lemme 3.1 et des propriétés de la valeur absolue, on a

7w(U)f(U)du— b/w(U)du (3%

1

0

/|p2 ) |f (ta+ (1 —t) <) | de | . (3.6)

Puisque |f’| est s-convexe, on a

|f/(tb+ (L —t) k| <t |f/ (b)| + (1 —t)* | f' (2£2)], (3.7)
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et
[f/(ta + (1= )%2] < | ()] + (1 0)° | (£2)]. (3.8)

En substituant (3.1), (3.2), (3.7) et (3.8) dans (3.6), on obtient

7w(U)f(U)du— (7 (u )du) f(%Y)

a a

< o (/ jw s+ (1 —s) 52) ds| (¢ | (b)) + (1= 0)* [ /' (+42)]) at
(sa+ (1—s) =) ds (tSf()+(1t)8f’(“T+b))dt)
< ol W[ (g 4100 (/1t (1 O+ @ =) [f (%52)]) at

0

+/<1—t> (11 (@) + (1= 0 |/ (2£2)]) at

0

N——

= S g (f’ I [a=oed | (2)] [ -0

0 0
1

+1f (a)] / (- t)esdt + | (452)) / s%)

0

||w||[a,b] ((s+1)(s+2) |f s+2 |f ( )| m |f/ (b)|> )

(b—a)’
4

qui est le résultat souhaité. m

Remarque 3.1 Dans le Théoréme 3.1, si on prend w (u) = %a, on obtient le Théoréme

b
2.2 de [1].
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Corollaire 3.1 Dans le Théoréme 3.1, si on prend s = 1, on obtient

b

?w (u) f (u) du — /w () du | f(%52)

a

< O w0 (IF @)+ 4| (552) [+ 1 O)]) -

De plus, si on choisit w (u) = 3=, on obtient

it [ =g (+52)
< S @l (3] + 17 o) 39)

Remarque 3.2 En utilisant la convezité de |f'|, l'inégalité (3.9) sera réduite au Théo-

réme 2.2 de [10].

Théoréme 3.2 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) telle que [’ €
L ([a,b]) avec 0 < a < b, et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par
rapport a “T”’ Si |f'|? est s-convexe au second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1]

1

ot q>1 avec p~t +q ' =1, alors on a

b

7w(u)f(U)du— /w(u)du f(422)

1 1 1
b=o)’ v | (1rorHrE" T (@)
< O ol (77)” [( el (ordresl) ]

Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité de
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Holder et de la s-convexité de | f’

IN

IN

IN

IN

|7, on a

}w () f (u) du — (}w (u) du> F(%5%)

(J 1m0 Hf(:b+1—t“+b)}dt+f|pz 17 o+ (1023
(@pl rpdt) (J17 @+ -0 sty ar)

+(J \pdt) (117 as o)
== (f pdt) (flf (tb+(1— )% >\th);

| ) (fireesn-nra)
<

(ba
(ba

B =

}w(sb + (1 — s)2th)ds

1
+f(fwsa+ 1—3 ds
0

1 q
(b“ 1]l 4.41.00 [( l—tpdt) [ (th+ (1 —t)«? }th>
0

+2‘(Z‘ 1—tpdt) (z‘|f’(ta+(1—t %M)‘thY]

1
q

0 e (1) [(f (17 O+ 00 |7 (=) )
+(J @+ a- e ) dt);]

o () (o e e - o)
+ (|f' <a>|‘1ZtSdt+ 7 (=51 J =ty dt);

1 1 1
(bfa)z 1 5 \f’(b)\q+|f/(m)|q q \f’(a)|q+ f/(L‘HJ) a\ gq
4 HwH[a,b],oo (m) [( s+1 : + sLl : | )

(b—a)
4

La preuve est terminée. m
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Corollaire 3.2 Dans le Théoréme 3.2, si on prend w (u) = ﬁ, on obtient

b
e [ du— g (22)

1 1 1
ba (1 \7 | [ 1FOUH]FE] ) I @)+ (D] \ @
< T(m) [( s+1 : + s+1 ) )

Remarque 3.3 En utilisant la convexité de |f'|?, le Corollaire 3.2 sera réduit au Théo-

réme 2.3 de [1].

Corollaire 3.3 Dans le Théoréme 3.2, si on prend s = 1, on obtient

b b

Jwt sade | fuwan) 5 ()

1 1 1
(o)’ v | (et (@]
< G e (ﬁ)*’[( el HESTAY

De plus, si on choisit w(u) = X, on obtient

e [ g (22) (310

1 1 1
b—a 1 » \f’(b)\q+|f/(a7+b)’q q |f’(a)|q+|f'(a7+b)|q q
< 5 (m) [< 22 + T :

Remarque 3.4 En utilisant la convexité de |f'|*, l'inégalité (3.10) sera réduite au Théo-

réme 2.3 de [10].

Théoréme 3.3 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur la,b| telle que f' €

L ([a,b]) avec 0 < a < b, et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par

a+b

A\ . /19 ; 4
rapport a 32, Si | f'|* est s-convexe au second sens pour un certain nombre fivé s € (0,1],
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et g > 1, alors on a

] du(] ()du)f(Tb)

a
1

w((mw Flr )’

(b=a)?
< 8

Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité des

moyens de puissances et de la s-convexité de |f/|*

b/ du(/ ()dU)f(T”)

a

, 0n a

IN
-
T
S
S
»

1 /Ip1 )| (b + 1—ta+b}dt+/|p2 | (ta+ (1 —1) )|dt)
< (/p1 dt)l(/pl @) (th+ (1 - 1) )|th)
(/Ipz dt>1(/p2 O f (ta+(1~1) )th>q
/1—t 1q(]<1t>}f’(tb+<1t>“7+b)<"dt);

q

(b—

0

1— 1
+( (1-t)d ) ( 1tf(ta—|—(1t“+qut)
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Q=

IN

L e /1—t (17 O + (0 =0 |7 (=82)[) o
0

{ [a=n @@ ool e

0

Q=

1

q

! 1
= 4(:2‘1)— ||wH[ab |f/ (b)|q/<1 _ t) Sdt + |f % |Q/ 1+S dt
0 0

1
+ I @] [ A =t)yedt+ | (4)]" t) " dt
/ fo-

1
(b—a)?

TH H[ab (((s+1)(s+2)|f< s+2‘f( )|)E
+<m|f( |q+s+2}f ‘)q)

La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 3.4 Dans le Théoréme 3.3, si on prend w (u) =

57—, on obtient
b
it [ £ du =g (+52)

< 5 ((eadem 11 O + 217 (o5 2)7)’
+ (et I @1 + 25| (252 ))‘5)-

Remarque 3.5 En utilisant la convexité de |f'|?, le Corollaire 3.4 sera réduit au Théo-
réme 2.4 de [1].
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Corollaire 3.5 Dans le Théoréme 3.3, si on prend s = 1, on obtient

b b
/w(U>f(U)du— /w(u)du f (=)
(b—a)® rorlr (58] @y (5]
< 8 ”wH[a,b],oo 3 + .

De plus, si on choisit w (u) = ﬁ, on obtient

ﬁ]fw)du—f(%b)

.

q

oo [ (1ol (452)
S 5 3 + 3

3.2 Inégalités intégrales pondérées de type point mi-
lieu pour les fonctions bornées et hélderiennes

Notons que ses résultats ont fait ’objet de la publication [].

Théoréme 3.4 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur la,b| telle que f' €
L ([a,b]) avec 0 < a < b, et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par
rapport & “F2. S'il existe des constantes v < T telles que —oco < v < f'(u) <T < 400

est satisfaite pour tout u € [a,b], alors on a

b

7w(u)f(u)du_ /w(U)dU (5%

1
2
_W /pl(t)dt—/pg(t)dt
0

0

I'—v)(b—a)?
< | oo -
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Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, on a

O [ (7 (24 + (100 = TP T

4 2
0
1 1
—a2 a —a2
_ %/mt) (f’(tb+(1—t)%b)—%)dtJr%/pl(t)dt
0 0

1 1
O [ ) (7 (1242 + (1= ) a) = ) d - P00 [ 1y
0 0

(3.11)

7w(U)f(U)dU(7w(U)dU)f(%b (Cafemay (/p dt—/ t)

0

(3.12)
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En appliquant la valeur absolue aux deux cotés de (3.12), on obtient

b

7w(u)f(u)dU— /w(U)du (5%

1 1
e AU PACT
0 0

1

%/m O | (tb+ (1 —t) «b) — E2| at

0

IN

1
+—(b4a)2/ [p2 (O] (1952 + (1 = t)a) — 57| dt.
0

Comme v < f"(u) <T pour tout u € [a,b], on a donc

Lo - P < I

Ainsi, on a

et
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En remplagant (3.1), (3.2), (3.14) et (3.15) dans (3.13), et en utilisant la symétrie de w,

on obtient

} (sb+ (1 —s) =) ds|dt

t

1
Maban] < S (] "

0
1
L
0
111 1
< Tl (f Jds|di+ f
0 0

1
T—~)(b—a)?
. (f (1-t)d )
0

—)(b—a)?
_ (T v)é ) Hw”

f (sa—i- (1 —s)att
t

\_/

fds
¢

5

[a’b]7oo )

qui est le résultat souhaité. m

1

Corollaire 3.6 Dans le Théoréme 3.4, si on prend w (u) = ;=

, on obtient

b

sl () du— [ (252)] < St

a

Théoréme 3.5 Soit [ : [a,b] — R une fonction différentiable sur |a,b[ telle que f' €
L ([a,b]) avec 0 < a < b, et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par
rapport a “TH’ Si ' satisfait la condition de Holder pour des certains H > 0 et r € (0, 1],
alors on a

IF (a,byw, )] < 52 (52) H [|w]]

2+7' [avb] ,00 )

ol
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Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, on a

fuotw s @du— (fuwan) 7 (22)

pr(®) (f (1 + (1 =) 2552) = f/(b) + [ (b)) dt

- fp O (tat (1—8)=2) — /() + f (@) dt}

1

Z‘pl ) (f (tb+ (1 —t) =) — f (b)) dt + f' (b) [p1 () dt

Donc, de (3.17) on a

F(a,b,w, f) = %{Zpl(t) (f (tb+ (1 —t)=2) — f/ (b)) dt

- }pz @) (f' (ta+ (1 —t) L) = f'(a)) dt} : (3.18)

0

ou fF (a,b,w, f) est donnée par (3.16). En appliquant la valeur absolue aux deux cotés

de (3.18), on obtient

F(abw, f)] < 5 {zlpl(t)!\f'(t“(l—t)%“’)—f'(b)}dt

+ } 2 (O] | £ (ta+ (1 —t) <) — f'(a)) dt}. (3.19)

=]
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Comme f’ satisfait a la condition de Holder, de (3.19) on a

Fabw )l < CH <}|p1(t)|}tb+(1—t)“7+b—b}rdt
0
+}Ipz ()| |ta+ (1 —t) 4L —al dt)
0

= (5 ([l O1a =07 de [0l 007 ar).
(3.20)

En substituant (3.1) et (3.2) dans (3.20), et en utilisant la symétrie de w, on obtient

1

b )] < (507 H (f

0

Jw (sb+ (1 —s) %) ds

t

(1—1t)"dt

Jw (sa+ (1 —s)42) ds

(1— t)rdt)

(1—1¢) dt+f
0

fi

(1—1) dt)

La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 3.7 Sous les hypothéses du Théoréme 3.5, et si ' satisfait a la condition de

Lipschitz pour un certain L > 0, alors on a

IF (a,b,w, f)] < &=

1

Corollaire 3.8 Dans le Théoréme 3.5, si on prend w (u) = ;=

, on obtient

b 1+r
ra ) £ (W) du— f(52)] < g H + 552 (F (0) = £ (0)).

a
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Corollaire 3.9 Dans le Corollaire 3.7, si on prend w (u) = -, on obtient

b

[ (W) du— £ (452)| < C20L 4+ 22 (F (0) — £ (a)).

a

3.2.1 Applications impliquant les moyens arithmétiques et lo-

garithmiques

Nous considérerons les moyens des nombres réels arbitraires a, b.

Le moyen arithmétique : A (a,b) = %2
1

>;,a,b>(),a7ébetp€R\{(),—1}.

ppt+1_gpt+1

Le moyen p-logarithmique : L, (a,b) = (m

Proposition 3.1 Soit a,b € R tels que 0 < a < b, alors on a
|3 (a,b) — A® (a,b)| < 2o,

Preuve. L’assertion découle du Corollaire 3.6, appliqué a la fonction f (x) = 2 dont
la premiere dérivée est f'(z) = 322, satisfait Pestimation suivante : 3a* < f'(x) < 3b?

sur [a,b]. m

Proposition 3.2 Soit a,b € R tels que 0 < a < b <1, alors on a

L

3 _a)} —a
(a,8) — A (a,b)] < G + 2422 (Vo - va)

W W

Preuve. L’assertion découle du Corollaire 3.8, appliqué a la fonction f (z) = 22 dont

la premiére dérivée est [ (z) = %xz est une fonction %—holderlenne. ]
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Conclusion

L’objectif principal du mémoire était d’étudier d’une part, certaines inégalités de type
point milieu qui sont tres sollicitées dans ’estimation de I'erreur d’intégration approchée,
et d’autre part d’essayer d’établir de nouvelles estimations concernant ce type d’inégalité.

Dans la premiére partie, nous avons rappelé certains types de convexité classique ainsi
que quelques classes de fonctions.

Dans la deuxiéme partie nous avons étudié des inégalités de type point milieu via
certains types de convexités.

Et dans la troisieme partie nous avons discuté des nouveaux résultats concernant ce

type d’inégalités qui sont soumis pour une éventuelle publication.
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Abstract

In this note, some new weighted midpoint type inequalities for Holder continuous functions are given.

Keywords: Weighted midpoint inequality, Hélder continuous functions, bounded functions, Lipschitzian
functions.
2010 MSC: 26D10, 26D15, 26A51..

1. Introduction

Mathematical inequalities are a powerful and very important tool in many branches
of mathematics such as the theory of differential and integral equations as well as the
theory of approximations and numerical analysis. Due to their wide fields of application
in various problems related to other sciences such as physics, biology and engineering in
general. They have attracted the attention of many researchers who have given rise to
several investigations and studies see for example [1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17], and references therein.

In [8], Kirmaci gave the following midpoint type inequalities

%,

1 Jamdr—a("l;“ﬂ < @9 (|€/ (o) + |€/ (02)

),

02—01
01
and

02

o Ja (v) do— g (2:522)

01
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p=1

cmzen ()7 (|2 (o074 318 (]P0 ™ (318 (o] + 12 (o)) T) 7

In this note, we investigate some new weighted midpoint inequalities for functions having
Holder condition and for bounded functions.
2. Main results

We start by demonstrating this equality, then we will discuss our main results.

Lemma 2.1. Let A : [01, 02] — R be symmetric with respect to W, with o1 < 0y. And let
¢ : [01,00] — R be a differentiable function on (01, 02). If £, € L ([01, 02]), then

— (J?\(z) dz) E(W) + J)\(Z) £(z)dz

o1 o1

1 1
(o) (Jm ()& (v + (1—v) &%) dv—Jvz ()& (vor + (1 -v) £5%) dv) /
0 0

where .
P1 (V) :J?\ (r02+(1—r) W) dr 2.1
and
1
P2 (V) = J?\ (rog + (1 —7) 252 dr. (2.2)
Proof. Let
1 1
I= Jm (V) & (vop + (1 —v) 2F2) dv — JpZ (V) & (vor+ (1—v) &F2) dv.  (2.3)
0 0

Integrating by parts and changing the variables, we obtain
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1
+ =2 J?\ (Vo2 + (1 —v) TF2) & (vop + (1 —v) T52) dv

02—01

0

1

0

1
+ ke [N (voat (1-0) 1) £ (o + (1 v) 752) d

02—01
0

02 02

:_(62561)2 J A(z)dz a(%;vz)+(®igl)2 J AN2)E(z)dz.  (2.4)

01+07 01407
2 2

Similarly, we have

1
[P 018 (wor+ (1 vy 2=y av
0

01+02 01+02
2
2 2

- (:25) J Medz | £(55%) - (524 J N2 E(z)dz. (2.5

o1 o1
Substituting (2.4) and (2.5) in (2.3), using the symmetry of A, and then multiplying the

2

result by @, we get the desired result. O

Theorem 2.2. Let A : [07, 02] — R be symmetric with respect to <15°2, with 01 < 0. And

let & : [01, 02] — R be a differentiable function on (o1, 03) such that & € L ([o1, 02]). If there
exist constants @ < ® such that —oo < @ < & (u) < ® < +oo for dll z € [0y, 03], then we
have ,

A (o1, 02,2, 8)] < 2=l 3

01,02],00 7

where

A (01,09, &) :J?\(z) E(z)dz— (J?\(z) dz) E(W)

o1 o1

1 1
_ w (Jm (v) dv — JpQ (v) dv) . (2.6)
0 0

Proof. From Lemma 2.1, we have

J)\(Z)E(Z) dz— (Jx(z) dz) & (5%)

01 01
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1
2
:@ (Jpl (V) & (Voo + (1 —v) I5°2) dv
0

1
_ Jm (v) & (vo1 + (1 —v) BF92) dv)
0

1
2
:(02—461) {Jpl (v) (&/ (1)0‘2+ (1-v) 0"1‘50‘2) _ (<D§<P] + (d)E(P)) dv
0

1
B SR
0

1 1
2
=lork {Jm (0) (& (o + (1 - ) 242) — L2200} qu 4 “’g‘”Jpl (v) dv
0 0

1 1
— Jpz (v) (&’ (vor + (1 —v) 8F2) — (@;(p)> dv — ((I)Z(MJ’pz (v) dv} ) 2.7)
0 0

Thus, (2.7) gives

1
2
Aoy, 02\, &) =125 {Jpl (v) <5/ (vop + (1 —v) 8F2) — ((D?p)) dv
0

1
— Jpz (v) (E’ (voy + (1 —v) 61;“02) — (CDE(P)) dv} , (2.8)
0

where A (01, 02, A, §) is defined in (2.6). By applying the absolute value in both sides of
(2.8), we get

1

2
IA (01,09, M, &) L2 @l {Jpl (V)|
0

g (vop+ (1—v) 2f%2) — ((D;(p) ) dv

1
+ Jpz (v)] ‘a’ (voy + (1 —v) @ty (2 e) ( dv}. (2.9)
0

Since @ < &' (z) < @ for all z € [0, 07], we have

0@ <& (vop + (1—v) f2) - 0] « Poe

which implies

‘5/ (vop + (1 —v) BF%2) — ((D?p)’ < B5e (2.10)
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and

(a’ (voy + (1—v) 252 — @;‘P)] < oo (2.11)
Using (2.1), (2.2), (2.10) and (2.11) in (2.9), and the symmetry of w, we get

1]1
2
A (01,02, )] < LO=elleaman (J JA (roz + (1—71) 2£2) dr| dv
01lv

1)1
—|—J J?\(le—i—(l—r) 91192 dr| dv
0fv

1 111
Jdr dv—l—J Jdr dv
v 01lv

(1—v)dv

O— _
S L\ [

O — —
=2 elor o A g,

O O—

O— —
=2l A g,

which is desired result. O

Theorem 1 becomes

Corollary 2.3. Taking A (z) =

op— cr’
02

L JA(Z)E(Z) dz—&(‘”;%) < ((D—W)éﬁz—tf])‘

02—01

o1

Our next result involve the Holder continuous functions. We recall that a function
& : [o1,02] — R is of r-H-Holder, if

|€(61) — &(82)] < H[B; — 82"
holds for all 64,0, € (071, 0,), where H > 0 and r € (0, 1], (see [5]).

Theorem 2.4. Let A : [01,02] — R be symmetric with respect to Gl;‘rz with o1 < 07. And
let & : [01,02] — R be a differentiable function on (01, 03) such that &' € L([o1,02]). If &
satisfies a Holder condition for some H > 0 and r € (0, 1], then we have

_ 2
IF (01,02, &) < 525 (25%)" " HIAllgy.04,

where
F(G1,Gz,7\,6)ZJA(Z)a(z)dz— J)\(Z)dz £ (rto)

1 1
ool (E,’ (02) Jm (v) dv — &’ (01) Jpz (v) dv) : (2.12)
0

0
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Proof. Using Lemma 2.1, we deduce

J)\(z)é(z) dz — (J?\(z) dz) £ (92)

o1 o1

1
:(02161)2 (Jm (V) & (oo + (1 —v) 2F2) dv
0
1
- Jpz (V) & (voy + (1 —v) 2F2) dv)
0
1
=lo=o) ( Jpl () (& (o2 + (1) TF2) — & (02) + & (02)) dv
0

1
- Jpz (V) (& (Vo1 + (1 —v) B5%2) — & (01) + & (01)) dv}
0

1 1
:(021761)2 {Jpl (V) (& (Voo + (1 —v) 2F2) — &' (07)) dv + & (02) Jpl (v) dv
0

0

1 1
— Jpz (v) (&' (voy + (1 —v) 52) — € (01)) dv — & (01) Jpz (v) dv} . (213)
0 0

So, from (2.13) we get

1
F (01,02,A8) 2(02_4701)2 {Jm () (& (Voo + (1 —v) &F2) — & (07)) dv
0

1
- Jpz () (& (voy + (1 —v) 252) — € (01)) dv}, (2.14)
0
where F (01,07, A, &) is defined in (2.12). By applying the absolute value in both sides of

(2.14), we get

1

IF (01,02,A, &) <(02+r1)2 {Jpl (W& (vor + (1 —v) 95%2) — & (02)| dv
0

1
+JP2 (vl & (vol+(1v)‘”§“2)£/(cl)dv}. (2.15)
0



B. Meftah and D. Bouchemel / Weighted midpoint type inequalities 57

Since &/is a Holder continuous function, from (2.15), we get

1
2
IF (01,00, )] <1220 H Jh?l (W ooz + (1—v) D52 — 0| dv
0
1
lez ‘v01+ (1—v )W—Gl}dv
0

1 1
= (259" H J|p1 (V)| (1—v)" dv+ J Ip2 (L) (1 —v)" dv
0 0

(2.16)

Substituting (2.1) and (2.2) in (2.16), and using the symmetry of A, we obtain

111
o2 £ < (27 T[] [ (roat (1-7) €52 @] (1-v)" v
01|v

1
J JA ro1+ (1—7) 9F2) dr| (1—-v)" dv
v

1

1 1
<(%)2+THH7\H (01,00, ( Jdr (1—v dv+J Jdr (1—v)" dv
v 01lv
L
2

— (25T H |, 1 V)T dv

[01,02],

= (27 TH A,

— 2 (2o P T A,

0‘10'2 o0

0'1 0'2
which is desired result. O

Corollary 2.5. Under the assumptions of Theorem 2.4, and if &/ satisfies the Lipschitz condi-
tion for some L > 0, we obtain

IF (01,02,A, &) < %LHAH

01 0'2

Corollary 2.6. Takeing A (z) = Theorem 2.4 becomes

Op— 0’

02

e JE(Z) dz— & (952)| < (gig;lj H+ 229 (& (o) — & (07)) .

o1
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Corollary 2.7. Takeing A (z) = 62%01, Corollary 2.5 becomes

02

02101 JE’(Z) dz—& (0‘1‘562) < (02;261)2L+ Uzgcl (E,I (0_2) . ((_7/ (0_1)) )

o1

3. Applications involving the arithmetic and logarithmic means

We recall that for arbitrary real numbers z, k.

The Arithmetic mean: A (z,k) = 25X,

1
The p-Logarithmic mean: L, (z,k) = (%) " z2,k>0,z#kandp € R\{0,—1}.

Proposition 3.1. Let z, k € R with 0 < z < k, then we have

2
\Lg (z,k) — A3 (z,k)| < W

Proof. The assertion follows from Corollary 2.3, applied to the function & (b) = b® which
£ (b) = 3b? and 32> < &' (b) < 3k? on [z, k]. O

Proposition 3.2. Let z,k € R with 0 < z < k < 1, then we have

—
NI NI W
—
™

3
: b2} | 3cz)
k) —Ad(z))| < B2 20 (\/E—ﬁ).

Proof. The assertion follows from Corollary 2.6, applied to the function & (b) = b2 which
£ (b) = %b% is 2-Holder continuous function. O
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