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Résumé

Le mémoire traite les inégalités intégrals plus précisément celle de Cebysev. Le premier
chapitre est ensacré aux quelques préliminaires. Le second chapitre traite les identites de
Montgomery avec differents type de noyaux suivi des quelques inégalités intégrals de
type Cebysev. Enfin le dernier chapitre traite les identités et les inégalités fractionelles
ainsi que les identites et les inégalités intégrals de type Cebysev pour les fonction a deux
variables.

Mots clés : Les inégalités de type Cebysev, extension de Pecari¢, Identité de Monte-

gomery, Intégrale Fractionelle, Les inégalités Fractionelle de type Cebysev.



Abstract

The dissertion deals with the integral inequalites more precisely that of Cebysev. The
first chapter deals with some preliminaries. The second chapteris devoted to some Mont-
gomery identities with different types of kernels as well as some integral inequalities. We
conclude this work with fractional inequalites and double integrals Cebysev inequalities
for two variables function.

Keywords and phrases : Cebysev type inequalities, Pecarié¢’s extension, Montegomery

identity, Fractional integrals.



0.1 Introduction

La théorie des inégalités constitue un important sujet de recherche ou plusieurs si-
tuations mathématiques font appels & ces inégalités. En revanche les inégalités intégrales
ont connues un grand développement dans plusieurs domaines telles que I'analyse réelle,
I’analyse numérique et les équations différentielles ect. Elles représentent un outil puis-
sant et indispensable.

L’intérét porté a I’étude des inégalités intégrales n’a cessé de croitre & une abondante
littérature a été développée sur ce sujet et pour d’amples détails voir les travaux de
Pachpatte [8], Burton, Pecari¢ [9], S.S Dragomir [12] dont on peut trouver une tres
bonne description de I’évolution historique des inégalités.

Il convient de rappeler qu’en théorie de I'intégration la relation entre l'intégrale du
produit de deux fonctions et le produit de leurs intégrales est I'un des problémes fascinants
de l'analyse, parmi les inégalités intégrales bien connues nous citons a titre d’exemple
celles de Griiss, et Cebysev [13].

Dans notre mémoire on s’intéresse aux inégalités intégrales de type Cebysev qui ont été
appliquées presque a tous les types de fonctions et applicables dans plusieurs domaines
tels que dans l'intégration numérique et en analyse non linéaire et dans 1’étude de la
stabilité.

L’objectif de cette mémoire est de faire une petite synthése concernant les inégalités
intégrales de type Cebysev fractionnaires et des inégalités intégrales de type Cebysev
pour les fonctions & plusieurs variables.

Cette mémoire est structuré comme suit :

Le chapitre 1 est dédié & un rappel lintégration fractionnaire [11] en présentent
quelques notions préliminaires, qui seront par la suite utilisées dans les démonstrations,
et quelques définitions de ’analyse fonctionnelles.

Dans le deuxiéme chapitre, nous traiterons quelques résultats connus dans la littéra-
ture concernant les inégalités intégrales de type Cebysev.

Tandis que le dernier chapitre sera entiérement consacré aux nouvelles inégalités de



type Cebysev fractionnaires [7] et des inégalités intégrales de type Cebysev pour les

fonctions a plusieurs variables [5].



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre se compose de deux sections :

La premiére section est consacrée a un rappel de quelques notions mathématiques sur
les espaces et les normes de L? et quelques définitions de ’analyse fonctionnelles et de la
théorie de probabilité avec quelques exemples.

Dans la deuxiéme section on commencera par présenter des notions sur le calcul fraction-
naire, ol nous rappelons quelques définitions utiles pour ce calcul qui seront par la suite

utilisées dans les démonstrations.

1.1 Généralités sur la théorie fonctionnelle

Espace des fonctions intégrables :

Définition 1.1 Soit p € [1,+00). On définit l’espace LP :

Lp(Q):{f:QHRmesumble et /|f(x)|pdx<—i—oo },
Q



pour f € LP (), on note

71, = (/Q|f<as>|pda:);

Définition 1.2 On appel espace L™ ()) l’espace des fonction essentiellement bornées

sur €} :
L*(Q)={f:Q — R mésurable et 3 ¢>0, |f(z)]<c ppsurQ},

Pour f € L™ (), on note
1fllo =€ss sup [ f(£) |
teQ

Théoréme de Fubini

En énonce a présent un des résultats utiles dans le calcul des intégrales doubles c’est
celui de Fubini.
Soient @ et Iy deux fonctions & valeurs réelles, définies et continues sur un méme

intervalle [a,b] telles que :

Viteadl: @1()<Ty(t).

Soit @ ={(z,y) ER*/ a<z<b @ (r)<y<Iy(x)}, Alors Q est un fermé régulier

et pour toute fonction f intégrable sur 2 on a :

Fgydeay= [ ([ fydy) do
/ [

cas particulier Si € = [a,b] X [c,d], dans ce cas :

[ [ [ ([ oo [ ([ o)

10



Fonction de densité de probabilité

Définition 1.3 Une fonction f définie sur [a,b] est dite une fonction de densité de

probabilité si elle est continue, positive et :

/abf(a:)dx _1

Exemple 1.1 La fonction f(x) = surR est une fonction de densité de probabilité.

1
m(1+z2)

1.2 Généralités sur le calcul fractionnaire

Dans cette section nous rappelons quelques définitions de base sur le calcul fraction-

naire [11] .

Les fonctions Gamma et Béta
La fonction Gamma

Définition 1.4 Pour tout nombre a € C tel que Re(a) > 0, on pose
+oo
[(a) :/ t* e tdt. (1.1)
0
Cette fonction est appelée "fonction d’Euler”.

Quelques proprietés de la fonction Gamma :

Corollaire 1.1 La fonction T'(«) vérifier la relation de récurrence suivante :
FNa+1) = al(a).
La fonction gamma d’Euler généralise le factoriel

I'n+1)=n! VneN.

11



La fonction Béta

Parmi les fonctions de base de calcul fractionnaire la fonction Béta. Cette fonction
joue un role trés important spécialement dans une certaines combinaisons avec la fonction

Gamma.

Définition 1.5 Soient p, ¢ € C tels que Re(p) > 0 et Re(q) > 0, on définit la fonction

Béta par :
1
Slpea) = [ -0 (12)
0

La relation entre la fonction Gamma et Béta

Proposition 1.1 La fonction béta est relié aux fonctions Gamma par la relation sui-

vante :

I'(p).I'(q)
L'(p+q)

Proposition 1.2 La fonction béta posséde la forme intégrale suivante :

B(p,q) = Re(p) >0 et Re(q) > 0. (1.3)

i

B(p,q) = 2/02 (sin 0)%~*(cos 0)?~1d 6, (1.4)

cas particulier : (3, %) =7 et par suite F(%) = /7.

Remarque 1.1 Par le changement de variable y = 1 —t, on remarque que

B(p,q) = B(q,p).

Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.6 On appelle intégrale fractionnaire de f d’ordre o (o > 0), on la note J “,

la fonction définie par :

S f@) = s [ o0 e (1)

ot I'(«) est la fonction Gamma.

12



Théoréme 1.1 Si f € L'([a,b]) et a > 0, alors (J*f)(z) existe pour tout x € |a,b| et

on a
Jof € L'([a,b]).

Quelques propriétés de l’intégrale fractionnaire :

Proposition 1.3 Pour toute fonction f € L*([a,b]), et a, 3 € Ry on a :
Ja (IR f) = T2 f) = Ja*Pf,

de plus

() = ﬁ / w0 nd = / ")t

Preuve. D’apreés la formule (1.5), on a :

TN = gy [ e = s D)

L e [ s
= iy [ @ [ -0 soanas

le théoreme de Fubini permet d’écrire :

P () = W / i | / " — ) (s — 1) dslt,

en effectuant le changement de variable s =t + (z — t)y, 0 <y <1 on obtient :

) () = m / " H0) (@ — / (1= )™y \dydt.

Enfin, d’aprés la relation (1.2) et (1.3), on obtient :

() = % / " )@ — 1

13



1

_ " (g pjatB-l
‘rm+ﬂxl( B f (1)t

= (5 f) (@)

Exemple 1.2 Considérons la fonction f(x) = (x —a)™ pour a >0 et m > —1 alors :

['(m+1)

Jilw—a) :F(a—l—m+1)

(x —a)*™™

I

en effet :

Jo(z — a)™ = ﬁ / C(e = )t — a)"dt.

En effectuant le changement de variable t = a+ (x —a)7, 0 < 7 <1 alors :

JiH(x—a)" = ﬁ/o (z—a—(z—a)n)* Ya+ (v —a)T —a)"(z — a)dr

1 ! a—1 a—1 m,__m
:m/o(x—a) (1—7)° (& — )" (x — a)dr

L atm 1 —r)elrmar
- =) A<l Jolrmg

JHx —a)" = ﬁ(m — a)a+m/0 (1 — 1) rmdr.

En tenant compte de la fonction Béta et la relation (1.3) on arrive a :

Jﬁx—wm:f%ﬂx—wwmﬁm+La)

J(r—a)" = ———(z —a)*"".

14



Chapitre 2

Généralités sur les inégalités

intégrales

L’identité de Montgomery est une technique trés efficace dans I’établissement de nou-
velles généralisations des inégalités intégrales de type Cebysev. Dans la section suivante
on évoque quelques extensions de cette identité, puis une généralisation de quelques in-

égalités intégrales [9].

Lemme 2.1 Soit f : [a,b] — R, une fonction dérivable sur [a,b]. On sppose que f'(t)

est intégrable sur [a,b]. Alors lidentité de Montgomery

1 b b )
) = (b_a)/a f(t)dt+/a P t) £ (1) dt, 2.1)

est satisfaite ot le noyau de Peano défini par :

I
L
IN
~
IN

¥
IS
A
~
IA
[ K

P(z,t) = ’ (2.2)

T
S}

T
Q

Une extension de cette identité a été introduite par Pecari¢ [9]. Cette extension est

donnée par le Lemme suivant :



Lemme 2.2 Sous les méme hypothéses du Lemme (2.1) et si w : [a,b] — [0,400] est
une fonction de densité de probabilité, alors on a une généralisation de l’identité de

Montgomery

fla) = / wt)f (1) dt + / Py (2,0) /(1) dt, (2.3)

ot le noyau de Peano P, (x,t) est défini par :
P, (z,t) = - (2.4)
En 2007 Boukerrioua et Guezane Lakoud dans leur travail [3], ont établit une nouvelle

généralisation de I'identité de Montgomery donnée ci-dessous

Lemme 2.3 Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable de dérivée f' intégrale et soit
¢ : [0,1] — R wune fonction dérivable sur [0,1] avec ¢ (0) = 0, (1) # 0 et ¢ est
intégrable sur [0,1], alors une généralisation de l'identité de Montgomery est donnée

par :

o=~/ "w g < / () ds) rwis— | Py eat) P00 (25)

ot P, , est la généralisation du noyau défini ci-dessous

v (W(t), a<t<ua,

Pw,so(xvt> =
(W) —¢ (1), r<t<b,

(2.6)

avec

Les inégalités intégrales de type CebySev jouent un role important dans toutes les
branches de mathématiques, ces inégalités s’appliquent aux fonctions dérivables, absolu-

ment continues, lipschitzienne, monotones et aux fonctions & variations bornées.
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2.1 Quelques inégalités intégrales de type Cebysev

Le lemme suivant présente une premiére version remarquable de 'inégalités intégrale

de Cebysev la plus classique [14] .

Lemme 2.4 Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions absolument continues, si de plus f’

et ¢ € Ly [a,b], alors

T(,9)| < 75 (b~ @ 1l 1ol 2.7

ou

b

fg———/f 7) di b_l/f — [awas | @)

a

et |||l désigne la norme dans Lo [a,b] définie par || f]|,, = esssup|f (¢)].
te€(a,b]

2.2 Inégalité de type Cebysev en utilisant ’extension
de Pecaric

On 2014 Guezane-Lakoud et Aissaoui [7] ont établit la premiére inégalité intégrales

de type de Cebysev en utilisant Iidentité de Montgomrey (2.1).

Corollaire 2.1 Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions différentiables sur [a,b], f'et ¢’

sont intégrables. Alors :

I T(f,0) 1< 556 = @) | £ ol o I (2.9

oo T (f,g) est défini par (2.8).

17



Preuve. Définissons F, G,F et G suivante
1 b ~ b
s [ fwde, P [ Panro
—a Jg a

b—a/ t)dt G = / (x,t)g

D’apres Uidentité de Montgomery (2.1), On a FG = FG et :

(5t [ 08) (- 2 30

G=g(z) -

~ falgle) = flayy= [ altya (2.10)

a
/f Nt~ [ gttt

Intégrons (2.10) sur [a, b, puis multiplions le résultat obtenu par ﬁ, on trouve (2.8) :

e (g2 f 10 5 )

b b
ia/a / p(x,t)f'(t)dt/a p(z,t)g (t)dtdw,
par conséquent

1ol = [ [ [ s i [ ot g Oaias

b pb b
<ﬁ / / pla.2)l|£ (1) at / [p(, )| |g'(1)] dtd
b b 2
< 171l | (/ |p<a:,t>|dt) dr, (2.11)

18



calculons

/]pa:t|dt /|pxt\dt—|—/|pxt|dt

:2(b—a) (!L’—(Z) +($—b)]

alors

(/ p(a. ) dt)2 - slle = 0+ -0,

/ab (/ab|p<x,t>|dt)2dx—ﬁ/ab (o —a) + (¢ — )7 de

:Z@%ZF[LQx—@W$+LQx—@%x+2l%x—@%x—@%ﬂ

B 1 (b—a)®> (b—a)® (b—a)’
4(b—a)? { 5 5 15 }
7(b—a)?

= — 2.12
=, (212

et

donc en remplagant le résultat (2.12) dans (2.11) on obtient (2.9)

CL3
T (o) 1< 2 1 el o e 2O = Lo a? o e

Pachpatte, dans son travail [8], a établi une nouvelle généralisation de I'inégalité de

type CebySev en utilisant I’extension donnée par (2.3). Le théoréme suivant sans preuve

montre ce résultat.

Théoréme 2.1 Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions différentiables sur [a,b] et f' et
g intégrables sur [a,b] et w une fonction de densité de probabilité alors on a l'inégalité

sutvante :

b
| T(w, £, 9) I f" Mlooll 97 lloo / w(z)H *(z)dz, (2.13)

19



b
H(x) = / | pula.t) | dr,

et

b b b
T(w, f.g) = / w(a) f(2)g(x)d — / () f(x)da / w(x)g(x)dz | (2.14)

Dans le théoréeme suivant on présente une nouvelle généralisation de I'inégalité inté-
grale de type Cebysev obtenue par K. Boukerrioua et A. Guezane-Lakoud dans (3]. En

utilisant l’extension donnée par (2.5).

Théoréme 2.2 Soient f, g: [a,b] — R deux fonctions différentiable sur |a,b], et f', ¢’

intégrables sur [a,b]. Soient w et ¢ les deux fonctions définies dans le Lemme 2.3 alors

on a :
, 1 b
| T(w, f,9,¢) |< 2(0) | f" Mool 9" Nlsoll ¢’ Hoo/ w(z)H *(x)dz, (2.15)
ou
b
H(x) = / | Punpl 1) | dt
/ /
co— t 5
| & | tg[%i]suplw( ) |
et

1w f0.6) = [ wd ( [wtoin) sogtayis

20



Chapitre 3
Inégalités intégrales de type Cebysev

Ce chapitre se compose de deux sections :

La premiére section est consacrée aux inégalités intégrales de type Cebysev fraction-
naires qui sont basés sur les identités de Montgomery fractionnaires.
Dans la deuxieéme section on commencera par les identités de Montgomery mais pour les

fonctions & plusieurs variables suivi des inégalités intégrales doubles de type Cebysev.

3.1 Inégalités intégrales de type CebySev fraction-
naires

Les identités de Montgomery fractionnaires

En 2009, Annastassiou [1] a établi deux identités de Montgomery fractionnaires.

C’était un travail important pour les chercheurs dont 1’énoncé est le suivant :

Théoréme 3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable, alors lidentités de Mont-

gomery pour les intégrales fractionnaires est donnée par :

F@) = 1 (0= 0 g (0 = 2 (P ) FO) + 2 (P ). (3D

21



ot le noyau de Peano fractionnaire Py (x,t) est défini par :

Pi(x,t) = { Itfa(b e sts (3.2)

Preuve. D’apres (2.2) et en tenant compte des propriétés du calcul fractionnaire on

[(a)J3(P(x,b)f'(b)) 2/ (b—t)* ' P(x,t) f'(t)dt (3.3)
:/Jg(b—t)a—lz:—Zf’(t)dt +/ (b—t)a*%f’(t)dt

x —a . b
= [ oo o - = [o-0r - or o

:/:(Hz:z)(b—t)a1ff(t>dt—b ! /(b—t)af’(t)dt

—aQa =

J A R O ey RO

—a

T b
_ / (b— 0L/ (t)dt — bia / (b— ) f'(1)dt.

Intégrons (3.3) par partie :

T

=)@ = =0 @)+ (0= 1) [ b= (-
b
—l—a/ (b—t)* " f(t)dt)

([=(b—a)*f(a)]

= (b—2)""f(z) +(a—1) /w(b —t)* 2 f(t)dt — (b —a)* "' f(a) + (b—a)*"" f(a)

b
= [

— =) @)+ (0= 1) [ 60 dt——/ 0o ()

22




— (b= ) @) ~ DI + (0 - 1) [ -0

D(a)J3 (P2, b)) = (b=)" " f()= =T (e)J2 fO)+T ()3 (P, b)f(B). (3.4)

Finallement, & partir de (3.4) pour @ > 1, on obtient :

()

= o (b= 2) TR 0) = JoT (P, 0) F(8) + T3 (P, ) ' (B)).

()

Remarque 3.1 En remplace o par 1 dans lidentité (3.1) on trouve l'identité de Mont-

gomery classique (2.1).

Théoréme 3.2 Soit [ : [a,b] — R une fonction différentiable, alors une généralisation

de lidentité de Montgomery fractionnaire est donnée par :

fx) = (b—2)'7T(a)Jg (w(d) f(0)) — T3~ (Qu(@,0) f(D)) + T3 (Qu(z,0) f' (D), (3.5)
ot Qu(x,t) est le noyau de peano fractionnaire défini par :

(b—z) T()W(t) a<t<u,
Qu(z,t) = (3.6)
(b—z)' T () (W (t) — 1) r<t<hb.
Remarque 3.2 En remplace a par 1 dans [identité (3.5) on trouve l'identité de Mont-

gomery avec poids (2.3).

La troisiéme identité de Montgomery fractionnaire elle a était établit par A. Guezane-
Lakoud -F. Aissaoui [7] en 2013, elles ont changé le noyau fractionnaire P, , donné par
(2.6) par un noyau fractionnaire avec poids composé avec une fonction ¢. Leurs résultats

ont été les suivants :

Théoréme 3.3 Soit ¢ : [0,1] — R une fonction différentiable telle que p(0) = 0, (1) #

0 et ¢’ € L'[0,1], alors une généralisation de l'identité de Montgomery fractionnaire est
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donnée par :

1 11—« o !
flz) = —¢<1>(b —x) T(e) J5 (w(b)¢'(1) (b)) (3.7)
1 a—1 1 « T !
_90(1)Ja (Qw,cp(l‘7b>f(b)) + SO(]-) Ja (Qw,ﬁp( ab)f (b))7

ol Qu(x,t) est le noyau de peano fractionnaire avec poids défini par :

Quio(r,1) = (b—2)T(a)p(W(t) a<t<az,

(3.8)
(b —x)' T () (¢ (W (1) — ¢ (1)) r<t<b.

Remarque 3.3 En remplace a par 1 dans [identité (3.7) on trouve l'identité de Mont-

gomery avec poids (2.5).

Les inégalités fractionnaires de type Cebysev

Dans cette section nous citons trois inégalités intégrales de type Cebysev fractionnaires
les deux premieres inégalités sont déterminées via les identités Montgomery fractionnaires
introduites par Annastassiou [1] et la troisiéme, est basée sur I'identité de Montgomry
fractionnaire établi en 2013 par A. Guezane-Lakoud -F. Aissaoui [7] dont les énoncés sont

données par les théoréemes suivants :

Théoréme 3.4 Soient f, g : [a,b] — R deuz fonctions différentiables, f', ' sont inté-
grables sur [a,b] alors :

(b —a)**(2a” + 11a + 8)

o+ a1 2)@at )@atd) | F llooll g Nloos (3.9)

| Ta(f,Q) |§

ot a>1 et ||.|o Loola, b, || f|loo= tg[zs;]sup | f(t) |, et To(f,q) est défini par :

T(£.9) = D20~ DI (F)0) - -GS0 0 (.10)

Preuve. D’apres 'identité fractionnaire de Montgomery (3.1) :
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L(Q) (4, — gy o (b)) + JoL(Py (2, ) F(B) = 5 = Jo(Pu(a, b))

L) (4 _ a0 go(g(b)) + Jo 1Pyl b)g(b)) = ¢ = Jo(Pu(a ) (5).

puisque

et

ro_ [ @ = FLe—2 o) | [ 9@ = Ee - )z o)
HI P DS (0) Iz (P (. b)g (1)

— Jl@) (b = )T g(0) + (@) T (Pl b)g(0) (3.11)

ol L - o) + (30 ) 0 e e )

) o (Pi(x,b)g () + g()Jg " (Pi(x,b) £ (b))

L)y e

b—a
T2 P D 0) 5 b = )2 (g(0) + T (Pl B (0) T2 (P, g (1),

Q ~— =

Intégrons (3.11) sur [a, b], puis multiplions le résultat obtenu par ﬁ(b—x)m_z, en tenant

compte des propriétés du calcul fractionnaire on trouve(3.10) :

T(4,9) = T = DI H(0)0) = = a(blIzf 0

b
: /(b—96)2“_2J§(P1(93,b)f’(b))Jﬁ(Pl(z,b)g’(b))dw-

T b—a “

En passant par un long calcul on trouve :
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|T04(f7 g)| =

/ab(b — )22

Uab(b B t)a_lpl(x’t)f'(t)dt/ab(b — )" Py(x, 8)9’(8)618} dx

o
(b—a)l*(a)

{ /ab(b — 1) | Py, )] | £(1)] dt /ab(b — 527 Py(x, 5)| |9/ (5)] ds} i

2

b b
<(bT;%OIIf’IIOQ||g’||oo/a(b—x)?‘“‘2 (/a (b—t)o‘_1|P1(9:,t)|dt) dr. (3.12)

Intégrons par partie

b

/b(b—t)o‘1\P1(:c,t)\dt—/x(b—t)a1|P1(:c,t)\dt+/ (b—1)*" P (x,t)| dt

T

— F(O‘)(bb__ax)la Uam(b —1)* Nt — a)dt + /:(b — t)adtl

b—a o  ala+1) ala+1) a+1

_ ['(a)(b—x)l~=
b—a

(b—x)*  (b—a)
ala+1)  ala+1)

{(a(a +1) +b(a — 1) - 2az) ] . (3.13)
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remplagons (3.13) dans (3.12) on obtient

1

bo(h_ )20
A I M I

O (ala+ 1)+ b — 1) — 20

b (b — a)?t? b (b— )™ (b—a)*™!
+/a mdaj+2/a (a(a+1) 4+ b(a —1) —2ax)a(&+ D ala+1) dx]

1 , o (b—a)?* 3 [(a—1)? do(a — 1)
= oy W e 19l 572 { 20+1  (2a+1)(2a+2)
N 8a? +1+2(a—1)_ 4o ]
(2a+1)(2a +2)(2a + 3) a+1 (a+1)(a+2)

(b—a)**(2a® + 11a + 8)

S (a+1)2(a+2)(2a +1)(2a + 3) 17l 19l

Remarque 3.4 En remplace o par 1 dans 'inégalité fractionnaire de Cebysev (3.9),

celle ci se réduit o 1’ inégalité de Cebysev classique (2.9).

Pour simplifier la notation, et pour deux fonctions données f et g : [a,b] — R, on

note

To(f.gow) = T(2a—1)J3 " (w(b) f(b) g (b)) (3.14)
—I% (a) J3 (w (b) g (b)) I3 (w (b) f (1))

Le théoréme suivant présente la deuxiéme inégalité fractionnaire de type Cebysev avec

noyau poids.
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Théoréme 3.5 soient f, g : [a,b] — R deux fonctions différentiables sur |a,b], f'et
g'sont intégrables sur [a,b]. Alors linégalités fractionnaire de type Cebysev avec noyau

poids est donnée par :

1
2(a)

b
| To(f, 9, w) |< 1 f" Mool 9" Mo / (b= 2)** Pw(z) Hi(x)d, (3.15)

oua>1et

b
Ho(z) = / (b— 1) |Qu (. 1)| dt,

avec Q. (x,t) défini par (3.6).

Remarque 3.5 si on remplace la valeur de a par 1, dans ['inégalité fractionnaire de
Cebysev (3.15), celle ci se réduit a l'inégalité de Cebysev dans Uextension de pachpatte

(2.13) .

Le théoréme suivant représente la troixiéme inégalité fractionnaire de type Cebysev
avec noyau poids. Pour simplifier la notation, pour deux fonctions données f et g : [a, b] —

R, on note

To(f.9.0,w) = T(2a—1)J7  (w(0)¢' (1) f(b) g (b)) - (3.16)

(@) 0 D
90(1) J; (w (b)<P (1)9(5)) J; (w (b)cp (Df(b))

Théoréme 3.6 soient f, g :[a,b] — R deux fonctions différentiables sur [a,b] f' et ¢'sont
intégrables sur |a,b]. Alors l'inégalités fractionnaire de type Cebysev avec noyau poids est

donné par :

1

[ Talfs g 000) | T2y

" ol 6 ||oo/(b—x)Q"‘Qw(x)Hi(w)dfv, (3.17)

ouwa>1et

b
H,(z) = / (b= | quo(z,t) ] dt,
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avec Q. (T, t) définie dans la formule (3.8).

Remarque 3.6 Si on remplace la valeur de o par 1, dans l’inégalité fractionnaires de

Cebysev (3.17), celle ci se réduit & Uinégalité de Cebysev (2.15).

3.2 Inégalité intégrale de type CebySev a deux va-
riables

Dans les derniéres années, de nombreux articles ont été consacrés a la généralisation
des inégalites de type Cebysev. Dans cette section nous abordons nos résultats concernant
quelques inégalités intégrales de type Cebysev pour des intégrales double et les fonctions a
plusieurs variables [5, 6], en se basant sur une nouvelle version de I'identité de Montgomery

a deux variables donnée dans le lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit f : I = [a,b] X [¢,d] — R est différentiable, la dérivée 828’;g;5) est

intégrables sur I, alors [identité de Montgomery est données par :

/ f(x,s)ds (5.18)

b—a) ’
S //mdsdt

/ / (z,t)Q (y, s )82gt(8 )d dt,

ot le noyau P (z,t) est définit dans (2.2) et Q (y,s) est tel que

f(z,y)

»
|
o

e’ €S 55V,
Q(y,s) = » (3.19)
Z—C 7 Y S S d



Preuve. Calculons I'intégrale double suivante

b pd
//P(thy,s %dsdt

L)

O0tds

f(ts)

=) (=5)°

tds

o)
)
/1

0

t@s

) dsdt

dsdt

f(ts )ddt

+

(
() (=)~
(2:2) (5=)°

1+ Ay + Ag + Ay

Otds

En intégrant les A; par partie et en utilisant le théoréme de fubini

Al —

A

[ <2:z> (5=2) H

(b—a) (d— c)/a (t_“)/cy (s =¢) aztgés
-/

<b—a>1<d—c>/j“‘“)(y Wféiy)dt—/;(t—a)(/j%

1 ‘ of (t,y)
(b—a)(d—C)/a t=a) {(y_c) ot

-0 =c)

 (r—a)
(b—a)(d

(b—a)(d—rc)
_C/fxsds—i— —
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)ds

Y Of(t,s
ot

dt

) ds} dt

ds) dt



de la méme maniére on obtient

 (r—a)(d—y) o) — —y
BRI R /“ydt
b_(a;_a_c/fxsds—l— b= a)( _C//ftsdsdt,
_ =9 b—2)
Az = b—a) (- C)f(fvy /ftydt

(b—x)

(b_a—_c/f:csds—i-b_ _C//ftsdsdt,

et

_ A=y, (d—y) ’
R e 5 [ rewa

(b—x)

(b—a _C/f:csds—l—b_ _C//ftsdsdt,

calculons A; + Ay + Az + A4, terme & termes on trouve

A+ Ay + As + Ay

_ // (2,6)Q (v, s 8282 %) dsdt
_(b—a) o - ic
—i-m/ab/cdf(t,s)dsdt,

d

(x,s)ds
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alors

b_a //ftsdsdt

0*f (t,s)
_’_/; /; P(Jf,t) Q(y,S) Wdet,

d’ou (3.18), ce que acheve la démonstration. m

On présente maintenant la premiére inégalité intégrale de type Cebysev pour les

fonctions adeux variables en se basant sur I'identité de Montgomery (3.18).

Théoréme 3.7 Soient f, g: I — R deux fonctions différentiables telles que les dérivées

82f(8,t) 629(87t) y 5
secondes =3 5= et — == sont intégrables sur I, alors

49

T (f.9) <

| 0*f (t,s)
= 3600

Otos

0*f (. s)

(b— a)2 (d— 0)2 ETEP

Y
o0

.

ot Uopérateur T (f, g) est défini par :

T(f9) = (b_a;(d_c)/ab/cdf(m,y)g(w,y)dxdy
i [ et [ 10
_(b—a)l(d—6)2 /ab/cdg(x,y)/cdf(x,s)dsdxdy

Preuve. Soient F,G.F et G des quantités définies par :

1 d
F = f(l.’y)_(b—a) . ) (d—C)/c‘ f(ﬂ?,S)dS
1 b d
+—(b—a)(d—c)/G/cf(t’s>d8dt’
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G = g(x,y)—(bia)/ag(t,y)dt—wic)/c g(z,s)ds

1 b pd
+(b—a)(d—c)/a/cg(t78)dsdt,
b d ) )

://P(x,t)Q(y,s)%(;;)dsdt

b d 2 s
T = / / POy, s) 2 g’t(;’s ) dst. (3.22)

D’apres 'identité de Montgomery (3.18) on a :

et

FG = FG.

En multipliant FG par m et en intégrant sur I, on obtient

T(f.g) = — _C//<// (2.)Q (1, 5) gtgs)ddt)
(// Q0.0 s -)

Ce que implique que

rol = g [ [ ([ [ Pe0ees T i)
(// (z,t) Q (y, s 828<8 >dsdt.)

< ot [ [ ([ [rienan (242 oa)
(//|th Y, S 8(8 >ddt>da:dy

< Prits)| |80 (ts)

- (b—a) (d—c)| otds |, C Otds -
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b pd b pd 2
x// (//|P(x,t)@(y,s)|dsdt) dxdy. (3.23)
Calculons

N
=/ i e

) ([ o] [ (- >]>dt

)
_[e-a’+ -2 [y’ +(d—y)°]
B 4 (b —a)(d— c) ’ (3:24)

remplacons (3.24) dans (3.23) on obtient

1 Pf(ts)] ||0%g(ts)
‘T(fag)‘ < 16(b a)3<d—0)3 Otds oo O0tos o
x//w 0+ (0 2] [(r— 0 + (d— 7))
0*f (t, s)

D% (t,s)
otos

16 (b — a)3(d—c)3 otos ||,

b d
x/ [(x—a)z—i-(b—x)zfdm/ [(y—c)2+(d—y)2]2dy

o0

8758 8t8 N

(b—a)  (b—a)  ( (d—c)°  (d—c)°  (d—c)
X<5+5+15><5+5+15>
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_ 1 ’f(t.s)|| |99 ()
C16(b—a)’(d—c) | 0tds ||| Otds |,
5 5
" (b—a) " (d—c)
15 15
_ 49 2 2 aZf (ta S) 82f (tv S)
= 3600 0V W T || | Tas |

ce que achéve la démonstration. m

l’identité de Montgomery & deux variables avec noyau poids

Nous donnons maintenant une nouvelle extension de 'identité de Montgomery avec
poids pour les fonctions & deux variables similaire a (2.3), pour cela définissons deux
fonctions de probabilité densité.

Soient w : [a, b] — [0, 400 une fonction de probabilité densité, et W (t) = fat w(x) dz
pour a <t < b, alors W(a) =0et W(b) =1, et ¢ : [c,d — [0,+00] une fonction de
probabilité densité, et U (s) = [" ¢ (y) dy pour ¢ < s < d, avec ¥ (c) =0 et W (d) = 1.

[

Of(s,t)  Of(s,t) t82f(s,t)

5s 0 "ot 2.01 existent et

Théoréme 3.8 Supposons que les dérivées partielles

sont continues sur I alors :

flay) = [Pw ) f(ty)d+ [To(s) f(z,5)ds
— [Tw () [1 (s) £ (t,5) dsdt (3.25)
+ [7 [ Py () Qu (y, 5) T dsd,

o Py, (x,t) et Qu (y,s) deur noyaux de Peano définis par :

W), a<t<uz,
P, (z,t) =
W(t) —1, <t<b
(3.26)
U(s), c<s<uy,
Qw(yas):
\I/<S)—1’ y<8<d
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les inégalités de type Cebysev avec poids pour les intégrale doubles

Motivé par l'identité (3.26) nous donnons une inégalité intégral de type Cebysev avec

noyau poids. Soit 'opérateur 1" défini par :

T (w, %, f,9) f f x) i (y) f(z,y) g (x,y) dedy
—ﬂﬁwx xy(ﬁwtf@ )dt) dady
—fab fcdw (x) (z,y) ( de (s) f(x,s) ds) dxdy (3.27)

—i—(f (f v (s) f(z,s) ds)dm)
< (S0 ) (1w @9ty dt) dy)

Théoréme 3.9 Soient f, g : I — R telles que les dérivées partielles %zt), % et

%(;t’t) existent et sont continues sur I. Alors :
T (w,w, fog)| < || 22| || 5| S S w @) ) B2 (o, y) dady,  (328)
» ¥ ds = || Totos || 8t85 ) 5 .
ol

H (z,9) = [) [ 1P (2,6) Qu (y, 5)| dsd.

Nous donnons maintenant une nouvelle extension de 'identité de Montgomery avec

poid pour les fonctions & deux variables similaire & (2.5) .

Théoréme 3.10 Soit f : I — R wune fonction deux fois différentiable et sa dérivée
0*f (s, 1)
dsot

seconde est intégrable sur I.

[ (@,9) = S5 Ji w @) ¢ (W () f (¢, y) dt
()f (s) U (s)) f ( ,8)ds
()so W (t)) f 1/) ()’ (U (s)) f (t,5)dsdt
’ (z,t) Qu (Y, )8 (t dsdt,

(3.29)
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ot P, , défini dans (2.6) et Q. le noyau de Peano défini par :

Quolnay=q FeseEn (3:30)

p(V(s) —p(1),y<s<d

Théoréme 3.11 Soient f, g : I — R deux fonctions différentiables telles que leurs
g (s,t) 0% (s.1)

dérivées secondes

sont integrables sur I. Alors l'inégalité est donnée

0sOt = 0soOt
par :
Vwangw<¢¢)%%§aJ%%§ )
< N2 S [ w (@) (y) B2 (2, y) dady,
H(z,y) = [0 [ Puy (2,) Qup (y, 8)| dsdt,
et l'opérateur
T (w,, f,9,¢") =
I2 R (@) (W ()% (1) @' (T () f (2,9) g (2, y) dedy
s [0 [ w (@) (W (@) ¢ (9) & (T (9)) g (2,9)
ﬁww¢ovm><ym4mw
bopd (3.32)
s 0w W ()% (y) ¢ (¥ (1)) g (w,9)
fw >>m@4mw

g Jiw (@) e (W Uw ¢ (¥ (5) f (2.5)ds) du
[0 W) e (v wNwa (W (1) g (ty)dt) dy.

Conclusion 3.1 Ce projet est basé sur des outils d’analyse pour étudier d’une part, cer-
taines inégalités intégrales de type Cebysev fractionnaires sur la base des identités de
Montgomery fractionnaires qui sont trés utiles dans plusieurs domaines de mathéma-
tiques, et d’autre part des inégalités intégrales de type Cebysev pour les fonctions & deux
variables. A travers ce projet dans le cadre du parcours Master, on envisage une conti-

nuation dans cette direction. Prendre en compte des inégalités intégrales de type Cebysev
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fractionnaires pour d’autres opérateurs fractionnaires, et des inégalités intégrales de type

Cebysev a n variables.
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