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Abstract

In this dissertation, we will focus on the study of real
and fractional integral inequalities.

In the first chapter, we recall some definitions of
classical and generalized convexity, as well as some
classes of functions.

In the second chapter, we quote some results already
known in the literature.

While the last chapter will be entirely devoted to new
Simpson-type inequalities and those of trapezoids via
Caputo fractional derivatives

We mention that these results are submitted for possible
publication.

Keywordes:
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weight functions, s-convex functions, bounded
functions, Holderian functions, fractional derivatives of
Caputo.
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Résumeé

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur I'étude
des inégalités integrales réelles et fractionnaires.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques
définitions de la convexite classique et genéralisée, ainsi
que quelques classes de fonctions.

Dans le deuxieme chapitre, nous citons quelques
résultats déja connus dans la littérature.

Alors que le dernier chapitre sera entierement consacre
aux nouvelles inégalités de type Simpson et a celles des
trapezes via les derivées fractionnaires de Caputo.

Nous mentionnons que ces résultats sont soumis pour
une eventuelle publication.

Mots-clés :

Inegalité d'Hermite-Hadamard, inegalité de Simpson,
fonctions de poids, fonctions s-convexes, fonctions
borneées, fonctions holderiennes, derivees fractionnaires
de Caputo.
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Introduction

Les inégalités jouent un role important dans diverses branches des mathématiques
modernes telles que la théorie de I'espace de Hilbert, la théorie des probabilités et des
statistiques, I'analyse réelle, ’analyse complexe, I'analyse numérique, la théorie qualita-
tive des équations différentielles et des équations aux différences, etc.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18°¢
et 19°™¢ siecles par d’éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy et Cebysev
dans les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré,
Lyapunov, Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littérature
dans ce contexte est vaste et variée, parmi les ouvrages dont on peut trouver une treés
bonne description de ’évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovic,
Pecari¢ et Fink (22,23, 24].

Cette théorie ne cesse d’évoluer dans plusieurs directions et par différentes maniéres.
Des nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, extensions
ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fraction-
naires et discrets.

L’objectif de ce mémoire est de faire une petite synthése concernant les inégalités
intégrales de type Hermite-Hadamard classiques et fractionnaires et ensuite d’établir de
nouvelles généralisations.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques types de convexités classiques
et de convexités généralisées pour les fonctions & une variable, une esquisse concernant
I'intégration fractionnaire au sens de Caputo, ainsi que quelques identités intégrales utiles
pour notre étude.

Dans le deuxiéme chapitre nous annoncerons quelques résultats concernant les inéga-
lités intégrales de type Simpson pondérées et celle de Hermite-Hadamard fractionnaire.

Le dernier chapitre sera entiérement consacré aux nouvelles inégalités parmi ces der-

niéres, on note les inégalités pondérées de type Simpson et celles d’Hermite-Hadamard



plus précisément des trapézes via la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. Ces nou-

veaux résultats sont soumis pour une éventuelle publication.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certains types de convexité ainsi que certaines iden-

tités de fonctions.

1.0.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 ([20]) Un ensemble I C R est dit convexe, si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0,1], on a
tr+(1—-t)yel.

Définition 1.2 ([17]) Une fonction f: I C R — R est dite quasi-convezxe sur I, si

[z + (1—1)y) <max{f(z),[f(y)}

est satisfaite pour tout z,y € I et tout t € [0,1].

Définition 1.3 ([32]) Une fonction f : I — R est dite convexe, si

flz+1—=t)y) <tf(z)+(1—1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

4



Définition 1.4 ([5]) Une fonction positive f : I — R est dite une P-fonction, si

flz+ A =t)y) < f(z)+ f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.5 ([13]) Une fonction positive f : I — R est dite une fonction de Godunova-
Levin, st

flz+ (1 —t)y) <1f(x)+ 1)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € )0, 1].

Définition 1.6 ([9]) Une fonction positive f : I — R est dite une fonction s-Godunova-

Levin, ou s € [0, 1], si

fltz+ 1 =1)y) < 5f (@) + gl S ()
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € |0, 1].

Définition 1.7 ([2]) Une fonction positive f : I C [0,00] — R est dite s-convezre au

second sens pour un certain nombre fizé s € 10,1], si

fltr+ (1 =t)y) <t°f(x)+(1—-1)°f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.8 ([37]) Soit f: I C R — R une fonction positive, f est dite tgs-convexe

sur I, si l'inégalité
flz+ (1 =t)y) <t(1-1)[f(2)+ f ()

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € ]0,1].



Définition 1.9 ([38]) Une fonction f: I C R — R est dite béta-conveze sur I, si

flz+ A=)y <P (1=0)"f (@) +t7(1=1)" f (y)
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € )0,1[, ot p,q > —1.

Définition 1.10 ([30]) Une fonction positive f : I C [0,00[ — R est dite a-conveze au

premier sens pour un certain nombre fizé o € 10, 1], si

flte+ (1 =t)y) <t flx) +(1—1")f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.11 ([36]) Une fonction f : K C R — R est dite une fonction M T'-conveze,

st

fltz+(1—1)y) < 5551 (@) + L ()

est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € |0, 1].

Définition 1.12 ([39]) Soit h : J C R — R une fonction positive, ot |0,1] C J. Une

fonction non négative f : I — R est dite h-convexe sur I, si

[tz + (1 —1t)y) < h(t)f(x) +h(1—1)f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € 0, 1].

Définition 1.13 ([43]) Une fonction f : I C R — R est dite (o, s)-conveze pour des

certains s € [—1,1] et a €0,1], si

[tz + (1 =t)y) <t*f(x) + (1 —1%)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € )0, 1].



Définition 1.14 ([34]) Une fonction f : [0,b] — R est dite m-convexe, ou m € 10, 1], si

flr+m1—t)y) <tf(z)+m(1—1)f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0,1].

Définition 1.15 ([21]) Une fonction f : [0,b] — R est dite (a, m)-convezxe, o o, m €
10,1], si

flr+m(1—t)y) <t*f(z) +m(1—1t%) f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.16 ([11]) Une fonction f : [0,b] — R est dite (s, m)-convezre, o s,m €
0,1], si
fllz+m(l—t)y) <t°f (@) +m(1-1) f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.17 ([27]) Une fonction f: I — R est dite une fonction (., m)-Godunova-

Levin au premier sens, ou o, m € 10, 1], si

fltz+ml—t)y) < &f (@) +maf(y)
est satisfaite pour tout z,y € I et tout t € )0, 1].

Définition 1.18 ([27]) Une fonction f : I — R est dite fonction (s, m)-Godunova-Levin

au second sens, ot s € [0,1] et m €]0,1], si

fltz+m(L—t)y) < f (@) + mgtyfy)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € 0, 1].



Définition 1.19 ([26]) Une fonction positive f : I C [0,00[ — [0,00] est dite s-(c,m)-

convezxe au second sens ot a,m € [0,1] et s €0,1], si

flte+(1=t)y) <(@—t")f(z)+m ) f(Z)
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.20 ([29]) Une fonction f : K CR — R est dite m-MT-conveze, si

fltz+m(1—t)y) < A f (2) + 20 (y)

est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € ]0,1].

Définition 1.21 ([41]) Une fonction positive f : [0,b] — R est dite (m,tgs)-conveze, si
Ftr+m (1= 0)y) <t 0)[f)+mf o)

est satisfaite pour tout x,y € [0,b], m € [0,1] et tout t € ]0,1].

Définition 1.22 ([31]) Soit h: J C R — R une fonction positive. On dit que f : [0,b] —

R est une fonction (h-m)-conveze, si f est positive, de plus

flz+m (1 =t)y) <h(t)f(z)+mh(l-=1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € [0,b], m € [0,1] et tout t € ]0,1].

Définition 1.23 ([28]) Soit h : J C R — R. Une fonction f : [0,b] — R est dite

(e, m, h)-convexe, si

[tz +m (1 —=t)y) <h(E®)f(x)+mh(l—1%)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € [0,b], (a,m) € ]0,1] x ]0,1] et tout t € [0,1].



Définition 1.24 ([43]) Une fonction f : I C R — R est dite (c, s, m)-convexe pour des

certains nombre fizés s € [—1,1] et a,m €]0, 1], si

[tz +m(1—1t)y) <t f(x) +m(l —1%)°f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € )0, 1].

1.0.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation du concept de convexité
classique, ce dernier a été introduit par Hanson [15].
Dans ce qui suit, nous considérons que le sous-ensemble K C R et les fonctions

f:K—Retn: K xK—R.

Définition 1.25 ([42]) Un ensemble K est dit invexe au point x par rapport an, si

x+itn(y,z) € K

est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € [0, 1].

Remarque 1.1 K est dit un ensemble invexe par rapport an, si K est invexe en chaque

point x € K.

Définition 1.26 ([42]) Une fonction f sur l’ensemble invere K est dite préinvexe par

rapport a n, Si

fl+in(y,z) <(1-1)f(z)+tf(y)
est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € [0, 1].

Définition 1.27 ([40]) Une fonction positive f sur l’ensemble invere K C [0, 00[ est

dite s-préinvexe au second sens par rapport & 1, pour un certain nombre fixé s € |0, 1], si

fle+tn(y,z) <1 —1)°f(z)+t°f(y)

9



est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € [0, 1].

Condition C [25]. Soit K C R un ensemble invexe par rapport a 7, alors pour tout

a,b € K et tout t € [0,1], on a
n(a,a+tn(b,a)) = —n(b,a) et n(a,b+tn(a,b)) = (1 —1t)n(a,b).
Remarque 1.2 Il s’ensuit de la Condition C
n(a+tan(b,a),a+ t1n(b,a)) = (t2 — t1)n (b, a)

pour tout a,b € K et tout t1,ts € [0,1].

1.0.3 Quelques fonctions spéciales
Fonction gamma

La fonction gamma d’Euler est une fonction complexe, considérée comme une fonction
spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle sur I’ensemble des nombres complexes &

I’exception des entiers négatifs, et est définie comme suit

Définition 1.28 ([4]) Pour tout nombre compleze z tel que Re(z) > 0, on définit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit
o0
['(z) = /e_tt'z_ldt.
0

Remarque 1.3 Pour z € N, onal'(z) =(z— 1)l =1x2x3x..x(z2—1).

10



Fonction béta

Définition 1.29 ([33]) La fonction béta d’Euler est définie pour tout nombres complezes

x ety de parties réelles strictement positives par

1

B(z,y) = /t“ (1—t)Y"dt.

0

Remarque 1.4 La relation entre la fonction gamma et la fonction béta est la suivante

I'(z)l
B(z,y) = 12

1.0.4 Quelques classes de fonctions

Définition 1.30 ([10]) Soit f : I — R une fonction continue, f est dite bornée sur [a, b],

s’il existe —oo < m < M < +oo telle que pour tout x € [a,b], on a

m < f(z) <M.

Définition 1.31 ([35]) Soit f: I — R. On dit que [ est une fonction lipschitzienne de

rapport k > 0 si pour tout x,y € I, on a

1f (@) = fF W)l < ko —yl.

1.1 Calcul fractionnaire

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17 ™ siécle jusqu’a nos
jours. Les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début a la fin de I’année 1695,
quand de L’Hopital (aussi orthographié de L'Hospital) a soulevé une question a Leibniz
en s’interrogeant sur la signification de % lorsque n = % Leibniz, dans sa réponse voulut

engager une réflexion sur une possible théorie de la dérivation non entiere, et a répondu

11



a L’Hospital : ... cela conduirait & un paradoxe ...”. Il a fallu attendre les années 1990
pour voir apparaitre les premiéres conséquences utiles. La premiére tentative sérieuse
de donner une définition logique pour la dérivée fractionnaire est due a Liouville qui a
publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment, Riemann a
proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de Liouville, et ¢’est pourquoi
elle porte le non ” Approche de Riemann-Liouville”. Plus tard, d’autres théories on fait
leurs apparitions comme celle de Griinwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo etc. Cette
théorie n’a cessé d’attirer I'attention des chercheurs compte tenu de ’étendue de son
champ d’application en traitement d’images, biologie, génie civil, mécanique et équations

différentielles.

1.1.1 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.32 ([18]) Soita >0 et ¢ {1,2,3,...} ,n=[a]+1, f € AC" [a,b] qui est
’espace des fonctions ayant n'" dérivées absolument continues. Le coté droit et le coté

gauche des dérivées fractionnaires de Caputo d’ordre o sont définis comme suit
c o r n—a—1 n
(“Da+ )(w)zm{(w—t) ™ (@) dt,x > a,

et

b
Dy f) () = 1255 [ (t— )" £ (1) dt, b > .

Sia=nc{1,2,3,..} etla dérivée usuelle f (z) d’ordre n existe, alors la dérivée frac-
tionnaire de Caputo (“D2. f) (z) coincide avec f™ (z) tandis que (“D§-f) (z) coincide
avec {1 () avec ezactitude & un multiplicateur constant (—1)". En particulier on a pour
n=1eta=0

(“DLS) (2) = (DY f) (2) = [ (x).

12



1.1.2 Inégalité de Holder

Théoréme 1.1 ([22]) Soient f et g sont deux fonctions réelles définies sur [a,b] ot a <
b, telle que | f] et |g| sont des fonctions p-intégrable et g-intégrable sur [a,b] respectivement

ot p,q > 1 tel que%—k%:l, alors

q

]If(x)g(x)ldxs 7|f(fv)|pdfv E 7lg(~"€)lqdw

Théoréme 1.2 ([3]) Soient x = (2;),_,, , €t p = (Pi)imy. , deur n-uplets stricte-
ment positives et soit ¢ € RU {—o00, +00}, l'inégalité des moyens d’ordre q pondérés par

p est définie par

Qi

n

> pixd pour q # —o0, 0, +00,

> Pri=1
k=1
la] no N\ 2P
min (z1, T3, ..., T,) Pour ¢ = —oQ,

max (1, g, ..., Tn) POUr ¢ = +00.

De plus, on a

Mgﬂ < MT[LT]>
pour —oo < q < r < +o00.

Théoréme 1.3 ([3]) La version intégrale du Théoréme 1.2 est : pour ¢ > 1 et si |f|” et

lg|? sont intégrables sur [a,b], alors

/ab|f(:c)g(af)|da: < (/abww)l—; (/ab|f(x)| 9 a)f"d

1
q

13



1.1.3 Quelques identités intégrales importantes

Lemme 1.1 ([19]) Soit f: I CR — R une fonction différentiable sur I°, a,b € I° avec
a < b, et soit w : [a,b] — R une fonction positive et symétrique par rapport a “*b St

f,w e L([a,b]), alors

b b
e £ (@) + 6f (552) /w —%/

= b /p1 () f (ta+ (1 —t)«E) dt

1

+/p2(t)f’(t“7+b+(1—t)b)dt ,

0

ol
1

pl(t)zg/w(sa—i—(l—s) )ds—/w(sa+(1—s) ot} ds,

0

/w 1—s)b)ds—]w(s‘%b—i—(l—s)b)ds.

Preuve. En intégrant par partie et en faisant le changement de variable x = sa +

et

I,

(1 —s) %2, on obtient

—/w(sa—i—(l—s)‘%rb)ds £ (bt (1~ £) =) dt

14



1
_ ﬁ(%/w(saJr(lS)aTM)ds
0

t

_/ (Sa+(1_s>a+b)ds) f(ta+ (1=1)%5)

1

__2 ta+ 1—25% (ta‘i‘(l_t)%)dt
28
2@ -3 (2] / w (st (1 - 5)5?) ds
0
_ﬁ/w(m+(1—t)“7”’)f(ta+(1—t)a7%)dt
0
o [F(w) 5 / NP / (@)f(@)da.
De méme, on a
L = /p2 () F (152 + (1= 1)) dt
0
= 2| w(s+(1-5)b)ds
b (4[
. 1
— fw(s% + <1s>b)d8)f( +(1-1)0)
0 0




Puisque w(x) est symétrique par rapport a “—+b on a
afe b b
/w(a:)da: = /w(:c)dm = %/w(:c)d:c
a a+b a

Ainsi, nous avons

b?Ta(h + 1)

b
1
w—b/

\m

= 8(1)1_@) [f( )_'_ 6f

Ce qui complete la preuve. m

Lemme 1.2 ([12]) Soit g : [a,b] — R, a < b, une fonction telle que g € C™ ([a,b]). Si

g(”) est symétrique par rapport a “+b, alors on a

(‘Dg+g) (b) = (=1)" (‘Dj-g) (a) = 5 [(“Dgrg) (b) + (=1)" (“Dy-g) ()] -

Preuve. Par symétrie de ¢ on a g™ (a + b — 2) = g™ (), ot z € [a, b]. Ainsi on a

b
c Mo () (g
( Dcﬁ’g) (b) = ’I’L Oé)/ i a n+1

g(”)(aer ) d
(z—

I'(n—a) a)* "t

9™ () dr

7a)a—n+1

D’ou I’égalité requise. m
Lemme 1.3 ([12]) Soit f : [a,b] — R, 0 < a < b, une fonction telle que f € C""* ([a, b)),
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et f (2) > 0 pour tout x € [a,b]. Si fV) est convexe, alors 'égalité suivante pour

les dérivées fractionnaires de Caputo est satisfaite

[O@E/MO) _ Ln—atl) fepe £y () 4 (1) (°DE f) (a)]

2 2(b_al)n7a

2

_ b,_aj (1= )" — 72 fO4D) (a4 (1 — £) b) dt. (1.1)

Preuve. Il est clair que

c~
e

(1—)" =) f) (ta + (1 — t) b) dt

w|

O“

—a

(1 =" f) (ta + (1 —t) b) dt

M|

O —r O~—

= f D (g + (1 — ) b) dt. (1.2)

|
C?‘
o]
o%»—t

Par un simple calcul, on a

2

1
e (L—t)" f ) (ta+ (1 —t)b) dt
0

_ bea | SO0) _(n_a)}( ayr-o=t £0e) g,
2 b—a b—a
a

_ fMey F(n—a+_1) (_Un (cDgc_ f) (a) . (1.3)

2 2b—a)"

De méme, on a

_b_Ta nea f D) (tg 4 (1 — t) b) dt

ot~
o~

b
— b=a [ ") _ (n—a) f (l;—_ac)”—a—l ARICHE

2 b—a b—a
(") (a I'(n—a
=1 2( ) — 2((bfa)+1) ( f)( ) (14)

En substituant (1.3) et (1.4) dans (1.2) nous obtenons (1.1). =
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Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Hermite-Hadamard

Nous rappelons la fameuse inégalité d’'Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes,

puis nous énongons quelques-unes de ses généralisations.

Théoréme 2.1 ([14,16]) Soit f : [a,b] — R, une fonction convezxe, alors

Flegt) < ot / f(@yde < L0 1)

Dragomir et Fitzpatrick, ont établi une généralisation de l'inégalité (2.1) pour les

fonctions s-convexes, comme suit

Théoréme 2.2 ([7]) Supposons que f : [0,00[ — [0,00| est une fonction s-convexe au
second sens, ot s € |0,1] et a,b € [0,00] telle que a < b. Si f € L([a,b]), alors linégalité

suivante a lieu

s+1

2771 f (af?) g%/f )dx < L0 (2.2)

Dragomir et Agarwal, ont donné l'inégalité suivante liée a I'inégalité (2.1), connue

sous le nom d’inégalité trapézoidale (ou inégalité des trapézes), donnée par le théoréme

18



suivant

Théoréme 2.3 ([6]) Soit f: I° CR — R une application différentiable sur I°, a,b € I°

avec a < b. Si |f'| est convexe sur [a,b], alors l'inégalité suivante est satisfaite

b
f(a);f(b) _ ﬁ/f (z)dz| < (b—a)(If (g)lﬂf ®)) (2.3)
Barani et ses collaborateurs, ont établi ’analogue préinvexe de l'inégalité (2.3) comme

suit

Théoréme 2.4 ([1]) Soit A C R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport a 6 : A x
A — R. Supposons que f: A — R est une fonction différentiable. Si |f'| est préinveze
sur A alors, pour tout a,b € A avec 0(a,b) # 0 Uinégalité suivante est satisfaite

b+06(a,b)

b b+0(a,b 0(a,b "(a (b
f( )+f(2+ (ab)) e(i,b) f(z)dz| < 16 )|(\f(8)|+\f )

L’inégalité suivante est connue dans la littérature sous le nom d’inégalité de Simpson

Théoréme 2.5 ([8]) Soit f est une fonction 4 fois continiment différentiable sur |a,b|

dont la dérivée quatriéme est bornée, alors

HF@+af () + 1 0] - % [ F @)

< 3 (0 — )" [ 19| -

est satisfaite, ot Hf(4)||oo = sup ‘f("‘) (m)‘
z€la,b]

19



2.1 Inégalités intégrales de type Simpson pondérées
pour les fonctions («, m, h)-convexes

les résultats suivants ont été établis par Luo et ses collaborateurs (voir [19]), dans ce
qui suit nous notons par |wl|;,; . = xSeL[laI,)b] lw(z)| ot w : [a,b] — R est une fonction
continue.
Théoréme 2.6 ([19]) Soit f : Ry = [0,00[ — R une fonction différentiable sur Ry telle
que ' € L([a,b]), et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par rapport
a “T’Lb, ot a,b € Ry, a < b. Si |f'|* pour ¢ > 1 est (a, m, h)-convexe sur [O, %} pour des

certains nombres fizés (o, m) € 10,1] x ]0,1], alors

s(bl—a)[f()+6f /bw _%/b

< bTTa Hw”[a,b},oo (%)

1

x(ﬁh—t\( @@+ =) ml (5" ot
F[I-deeirer s -mmlr@na ). e

Preuve. En appliquant le Lemme 1.1 et en utilisant le fait que

on obtient
i [10) 07 (452) 0] [ e as——/

]
x| f (ta

2

e N ) ds = [ (s0-+ (1 =) 52) s

+ (1 —t) %) at

20



}lzw(s ;rb+(1—s)b)ds—Zw(s“Ter—i-(l—S)b)dS
}f(t +(1 t)b)|dt)
5 ol (|25 Jis

+Z%/ o

0
1
— e Mol ([ = 15 (1= 1) 250

IA

|/ (ta+ (1 —t) )| dt

3
4

|/ (et + 1t)b)}dt)

H-le 3 - ana). o5

En utilisant 1'inégalité des moyennes de puissances, on obtient

IN
il

IS)
=
=

1 A 3
(=) (F- b oo neyra)
0 0
1 -2 /1
e (= a) " (- a-onpra)’)
0 0
1 1 %
- 5 ) ol (1 Al o 00y
1 :
(Tt ra-onra)’). 20
0
ol, nous avons utilisé le fait que
1 1
{\i—t{dtzjo"]g—ﬂdt:%. (2.7)
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De la (v, m, h)-convexité de | f'|? sur [0, 2], on a

|f (ta+ (1 =)L) <R @) [f(a)"+h (1 —t*)m]|f (22)]", (2.8)

et
|/t + (1 =0)b) | <h ) [ (D) +hA—t)m|f ()| (2.9)

En remplagant (2.8) et (2.9) dans (2.6), nous obtenons le résultat souhaité. m

Corollaire 2.1 ([19]) Si on prend g =1, le Théoréme 2.6, devient

e 1)+ 67 (58) + 50 / wla)ds — 5L, / w(@)f(e)ds

< e (J13 1 (@100 =)l (52)) a
# TR (0 | =) m | (2) )

Théoréme 2.7 ([19]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.6, on a

/;H
&
=
S
~
+
D
<
—~
I}
o
)
~—
-+
=
=
=
@\@
S
Na¥
U
S
|
Il
@\@
g
—~
S
—
—~~
Na¥
U
=

@Y1 @ a3l () dt]’) W
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Preuve. En utilisant le fait que ta+ (1 — ¢) 22 = (1 — 15t) a4+ b et de la (o, m, h)-

convexité de | f’|? sur [O, %], on a

[f (ta+ (1 —t)52) "
= |/ (A=) at F)[
< (1= () )m|f (D) +r(F)) IO, (2.11)
de méme, on a
|f (e + (1 —1)b)|
< h((G)) @I +h (1= (5)")m[f (H)]" (2.12)

En remplagant (2.11) et (2.12) dans (2.6) nous obtenons l'inégalité requise. ®

Le résultat suivant traite le cas ou |f’|? est (o, m, h)-convexe ou ¢ > 1.

Théoréme 2.8 ([19]) Soit f : Ry = [0, +o0] — R une fonction différentiable sur Ro,telle
que " € L([a,b]), et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par rapport
a “T“’, ot a,b € Ry, a < b. Si |f'|* pour ¢ > 1 est (o, m, h)-convexe sur [0, %} pour des

certains nombres firés (a,m) € ]0,1] x ]0,1], alors

b

it @)+ 67 (43) + £0)] [wi)ds = % [w(@)fa)ds

o — =

< %”WMWMQ1<{((WMH)V+h1—ﬂ |f-f¢)ﬁr

+H E) £ (D)) +h (1 =ty m | (2)]) d }) (2.13)

ou

o (qfl)(g(zq—l)/(q—lul)
Q_ (2g—1)22(2¢=1)/(¢=1) ~
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Preuve. En utilisant I'inégalité de Holder pour (2.5), on obtient

Z‘E—t\\f (ta+ (1 —t) <) | at
T3t 17 (1252 + (= 0y at
@E—t\qqldt) ! E”f/ (ta+(1—t)“7+l’)]th}

(Fi-ia) " [l ea-onral ). e

1

1=

Substituons (2.8) et (2.9) dans (2.14), et utilisons la quantité ci-dessous

L )/(a-1)
Pl 3= s g

on obtient I'inégalité (2.13). La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.9 ([19]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.8, on a

@@ @ (6l () b ) e

Preuve. La preuve du Théoréme 2.9 est analogue a celle du Théoreme 2.7 en rem-

plagant ta + (1 —t) £ par a + Sthet 4bt+ (1 —t)bpar La+ (1—L)b. =
Théoréme 2.10 ([19]) Soit f : Ry = [0, +00] — R une fonction différentiable sur Ry,

telle que f' € L([a,b]), et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par

24



rapport a "’TH’, ot a,b € Ry, a < b. Si |f'|? est (o, m,s)-conveze sur [O, %] pour des

certains nombres fizés (a,m) €10,1] x ]0,1], ¢,p>1 et p~t +¢ ' =1, alors

b b
8(b1—a)[f(>+6f /w _%/ "

< g (E)”
( 1+sa |f ) (21 - 1+sa) ’f (2i)|q]
+ [ [+ 7 = w2) mf G

Q=

Q=

) . (2.16)

Preuve. Puisque |f'|? est (a,m, s)-convexe sur [0, 2], et en utilisant I'inégalité de

Holder pour (2.5), on obtient

i 1@ +61 (442) 4 50)] [w@de - g [wla)s@)s

< 5 e ((f [ t|”dt)’l’ IACRCE SR
+ (:{}i—t\pdt)é H|f’(t“7“’+(1—t)b)\thr>
<l (i)
(Jrorfensmirero-erd
T [|f'<a7+b)\qztwdt+m\f' (g)\‘{z a _tafdtm | (2.17)

En utilisant I'inégalité (1 — ) < 2175 — 5 pour ¢ € [0, 1] avec un certain nombre fixé
a €]0,1] et s € [0,1], on a

(1 —t*)°dt (27 =) dt =2 — L. (2.18)

1+sa

o—r
o%»—t

25



Aussi on a
1

Jteodt = = (2.19)

1+sa”
0

Le résultat voulu découle par substitution de (2.18) et (2.19) dans (2.17). La preuve est
ainsi terminée. m
Nous allons maintenant discuter le cas ou la dérivée f’ de la fonction considérée est

bornée.

Théoréme 2.11 ([19]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I°, et soit
a,b e I°, tels que a < b et w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par rapport
a “TH’ On suppose que [’ est intégrable sur [a,b] et qu’il existe deuxr constantes m < M

telles que —oo < m < f'(x) < M < 400 pour tout x € [a,b], alors

b b
it 1@ +6 (432) + 0] [wi@ide = i [ wi@) sz

a

1 1
_ ma)(mian /pl(t)dtJr/pQ(t)dt
0 0

b—a)(M—m
S 2 )6(4 ) ||w||[a,b],oo ) (220)

ot py (1) et py (t) sont définies dans le Lemme 1.1.
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Preuve. D’apres le Lemme 1.1, on a

Donc
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Par conséquent
1
7| < b=o /|p1 O1|f (ta+ (1 — 1) 22) — mt01] gy
0
1
+/|p2 (O (F2 + (1 — £)b) — m2M | gy
0
1 1
< (Coaiom /|p1 <t>\dt+/1pz (1)) dt
0 0

Puisque f’ satisfait —oo < m < f'(z) < M < 400, on obtient

Y

ce qui implique que

a+b

En utilisant la symétrie de w par rapport a =, on obtient

(b—a)(M—m)
T <
t

1/w(sa+(1—s)“7+b)ds—/w(sa—i—(l—s)“TH’)ds dt

0

X
—
=

1 1 t

+/ i/w(SGTH”F(l—S)b)dS—/w(s“T“Ur(l—s)b)ds dt
0 0 0
< GO ]| o
1 1 t 1 1 t
X /%/ds—/dsdt—k/}l/ds—/dsdt
0 0 0 0 0 0
< 2 g -

La preuve est ainsi achevée. m
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Le résultat ci-dessous traite le cas ou la dérivée [’ de la fonction considérée satisfait

a la condition de Lipschitz.

Théoréme 2.12 ([19]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I°, et soit
a,b € I°, tels que a < b et w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par rapport
a “T*b On suppose que f' est intégrable sur [a,b] et satisfait & la condition de Lipschitz

pour un certain L > 0, alors

s Lf(@) + 6 (452) + f(ﬂz —fLZ
- (7@ m a1 o) fm) )
< B o) ee (2.21)
ot pi () et pa (1) sont définies dans le Lemme 1.1.

Preuve. D’aprés le Lemme 1.1, on a

i [F(a) +6f (252) + F0)] (o) — 5 fu(n) f(r)de
=9T(m1[ (fa+ (1= 1) 222) — ' (a) + f (a)] dt

+ zm @) [ L2+ (1 —t)b) — £ (b) + f ()] dt)
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Alors

Puisque f’ satisfait a la condition de L-Lipschitzienne, on a
[f(tat+ (=) 4) = f(@)] < Lta+ (1 - 1) —a] = L|L -] (%52),

et
|f (e + (1 —t)b) = f ()| S Ltk + (1 —t)b—b] = L|t] (52).

1

1
Rl < | [ @0l @ldes [t o)ar
0

0
En utilisant la symétrie de w par rapport a “T“’, on obtient
1 1
b—a)’L
Rl < O w] o (/(1 —t) |2 —t|dt + /t |12 —t] dt)
0 0
41(b—a)’L
< B 0]l o0

La preuve est ainsi achevée. m
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2.2 Inégalités de type trapézes via les dérivées frac-
tionnaires de Caputo

Théoréme 2.13 ([12]) Soit f : [a,b] — R, 0 < a < b, une fonction telle que f €
C™ ([a,b]). Si } f (”H)} est conveze sur [a,b], alors 'inégalité suivante pour les dérivées

fractionnaires de Caputo est satisfaite

< s (U= 70=) [F" P @)+ £ 0] (2:22)

[ I0) _ Tnmetd) (e pe £y (b) 4 (—1)" (“Dg- f) (a)]‘

Preuve. D’apres le Lemme 1.3 et la convexité de | f (”+1)|, on a

f(n)(a);_f(n)(b) o ;((:iao)c—i-l) [( f)( ) ( ) ( Db f)( )]

< bTZ (1 =) =) [|f" (ta + (1 — t) b)| dt

< sl =) U @]+ - 0|7 o)

_ ng (1= t)"" =) (¢ [ £ (@) + (1 = 1) | £ (b)) dt
+b‘7‘lz (= (=" ) (] (@) + A=) [fOD (b)]) de

1
= b—T‘l(‘f(”“ \(f( (L—t)" =" ) at
0

+

(et —t (1 —t)") dt)

Nl —

(1=t = (1 —t)) dt

OHN\H

+ [ FU D (b)) (

+

(" (1—t)— (1—t)") dt) )

Wl — =
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- (0 @)+ 70 0)

X (j" (t(1—t)" " ="t dt + } (¢t —t(1—-1)"") dt)

2

= s (1)) (1 @] + [ )

La preuve est ainsi achevée. m
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Chapitre 3

Nouveaux résultats

Ce chapitre est entiérement consacré aux nouveaux résultats que nous avons dévelop-
pés et soumis pour une éventuelle publication. Dans la premiére section, nous traiterons
des inégalités pondérées de type Simpson pour des fonctions dont le module des dérivées
premicres est quasi-convexe au moyen du Lemme 1.1 donné dans [19]. Cependant, dans
la deuxiéme section, nous traiterons des inégalités trapézoidales fractionnaires pour les

fonctions s-préinvexes via des dérivées fractionnaires au sens de Caputo.

3.1 Inégalités pondérées de type Simpson pour les
fonctions quasi-convexes

Théoréme 3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur la,b| telle que f' €

L ([a,b]) avec 0 < a < b, et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par

rapport a “+b . Si|f'| est quasi-convexe, alors on a
L(f(a)+6f (<) + < w ( du) fw u) du
< E’(b—allwlhab (max {| " (%2)], | \}+maX{|f CHIRIAOIE
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Preuve. En multipliant les deux membres de 'identité du Lemme 1.1 par (b—a), en

appliquant la valeur absolue aux deux membres de I’identité résultante, et en utilisant la

quasi-convexité de | f’|, on a

IN

IA

éUX@+%U(%?)+f«@)(fw(@dé)—fﬂ%@fxwdu

a

(%*<§MUNM@w+@—®%%Mt

#1175+ 0 -0t

1 t

(bjf)Q <{? %{w (sa+ (1—s)%)ds — {w (sa+ (1—s) =) ds
x| (ta+ (1 —t)<£2) | dt

wffwmmm<mwﬂfb%ﬂlf @14{$_£@dt

1S (b)l}l/ }jds - ]ds dt)

@%fwuwm%m(nwxﬂf%%¥N,U"wﬂ}{|%—ﬂdt
>,M%w&{Wi—ﬂdQ

% HwH[a,b],oo (max{|f’ (aTer)‘ ) ’f ‘} (

(3 —t)dt + }(t — i)dt) )
(

)| 1 (@)} +max {| £ (552)[ 1 @)I})

+ max {[ /" (%3?)

+ma | (252

o%p\w
Q.
~
+
—
—
|
INBS
U
~
N~ —

—i—max{‘f’ (%rb)‘,‘f/(bﬂ}

O%»M»—A

|+/\

E)(b—a HwH[ab (max{}f (
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ou nous avons utilisé le fait que
1 - .
{\%—t\dtzg\z—t{dtzﬁ. (3.1)

La preuve est terminée. m

Corollaire 3.1 Dans le Théoréme 3.1, si on prend w(u) = 7, on obtient

L(f(a)+6f (%) + f (b)) — ﬁff’f(u)du
< 2 (max {| £ (52)]. 1f (@)} +max {| £ (52|, 1F (B)]}) -

Corollaire 3.2 Dans le Théoréme 3.1, additionnellement si

1/ |f'| est croissante, alors on a

L(F (@) + 67 (22) + £ () (fi" W) du) - Fo ) £ ()

< Sl (1 (552)] 4 15 )])

2/ |f'| est décroissante, alors on a

L (f (@) + 6f (522) + 1 () (Jb“w () - Fo () f (u) d

a a

< 0 w0 (I (@) + £ (252)]) -

Théoréme 3.2 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur la,b| telle que f' €

L ([a,b]) avec 0 < a < b, et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par
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rapport a aTH’ Si |f'|* est quasi-conveze ot ¢ > 1 avec p~* + ¢! =1, alors on a

@07 (45 + 7 0) (foan) - fo £ ) du
< ey ((%)”“+(4)”“) .
< ((max ([ (459)|" 15 @1 D) + (ma {7 (52)[", 17 07} 7)

Preuve. D’aprés le Lemme 1.1, les propriétés de la valeur absolue, l'inégalité de

Holder et la quasi-convexité de |f'|, on a

L(F (@) + 67 (42) + £ () (f ) ) - Ju () f () du

(” a) (fypl )| f (ta+ (1 —t) <$2) | dt

IN

+ { p2 (O] (452 + (1 — 1) b)|dt)

%(leaﬂ”ﬂ)l(ﬂf (tat (@ =0)% qut);

(f|p2 |pdt) (f\f( (1—1t)b }th)q

X(ZU (ta+ (1 —1t) )\th)q

IN

4fw(sa+(1—s) )ds—fw(sa—l—(l—s)a;b)ds

P o\
dt>
P o\

1
t
}L/w(s‘%b—|—(1—s)b)ds—fw(s%rb—l—(l—s)b)ds
0
0

x (ZU’ (t“TJrl’—l—(l—t)b)‘th);]
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VAN
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N\
o S— =
ST
|
=
v
QL
~~
~__
—~
=
oY)
"
i)
i
—
]
|
o

N

(}@w%ﬁ+}aﬁfﬁ)

+<7@ww+]@awﬂ e {17 (5" 17 )
= S ) e
(G (" 55 (") Gmax {7 (59717 @)1})
S (" g ) {17 (221 01
o (@ (P

< ((max {[£ (559)[" 1 @1} + (max {|1 (552) [, 1 I} ")

X
—~ '—'”“

_l’_

Q =

ol nous avons utilisé le fait que

ot~

3 P i 1 p 1 3\P+1 1\p+1
|7 -1 dt:{\z—ﬂ dt:m[(z) +(3) ]

La preuve est terminée. m

1

Corollaire 3.3 Dans le Théoréme 3.2, si on prend w(u) = =, on obtient

G.‘|

IN

Jﬂtaww+@ﬁﬂ

4(p+1)P

< (((max {] 7 (=],

(@1})7 + (max { £ (582)|", 1/ B)I})*)



Corollaire 3.4 Dans le Théoréme 3.2, additionnellement si

1/ |f'| est croissante, alors on a

L (f (@) + 6f (%22) + 1 () (Jb“w () - Fo () f (u) d

1
B Nl (F (52)] 170

+

< (b—a)? ( 3\pH+1
= aprp (3)

2/ |f'| est décroissante, alors on a

L (f (@) + 6f (522) + 1 () (Jb“w () - Fo () f (u) d

< (@ ) Wl (0 @111 (52

Théoréme 3.3 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur |a,b| telle que f' €
L ([a,b]) avec 0 < a < b, et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par

rapport a “TH’ Si | f'|* est quasi-conveze, ot q > 1, alors on a

b

Lo @or (5 +10) | o) - fu fwa

a
5(b a)

IN

000

(e 17 2117 @1+ o 1 (2 7 1))

Preuve. D’aprés le Lemme 1.1, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité des

moyens d’ordre ¢, et la quasi-convexité de |f|?, on a

b

@67 (5 + 7 0) | [l | = fu ) f () d

a
a

(b= “) <fyp1 O (ta+ (1 —1t) <2)| det

1

I O] (e + (- 1) b)\dt)

0
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1

< %((im ) <f|p1 I (tact (1= ) 25)|" )
<f|p2 |dt) (Zm 17 (125 + (1= 1) \th)3>
< o (@%—twl (Ft =1 o0 tyrar)
( —t\dt)l 2@%—t\\f ta+b+<1—t>b>>th)q)
< e (13 tlat) (max {| 7 (5)" 1 @PD)

(
E (m—tw) (max {| (432)]".1f <b>|‘1}>2)

5b
0 00

(Gl G ) 2 ory?).

"4 (max { | (22

ot nous avons utilisé (3.1). La preuve est terminée. m

" b—a

Corollaire 3.5 Dans le Théoréme 3.3, si on prend w (u) = -, on obtient

f(u)du

Q=

L(f(a) +6f (%£2) + f (b)) — ﬁz
20 ((max {| 7 (522)[". 1 @I})* + (max {| 7 (252)[", 1

— 64

®)I"})

Corollaire 3.6 Dans le Théoréme 3.3, additionnellement si

1/ |f'| est croissante, alors on a

a

E(F (@) 467 (45%) + 1 (0) (/ (u)du) = Jw (u) £ () du

a

;)17 @)

5(b—a)?
Ot w4100

<
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2/ |f'| est décroissante, alors on a

b
L(f (@) + 6F (252 (/w ) fuow 1 (0)du
< U e (1F @]+ £ (552)]) -
Le résultat ci-dessous est vrai pour les fonctions holderiennes

Théoréme 3.4 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur |a,b| telle que f' €
L ([a,b]) avec 0 < a < b, et soit w : [a,b] — R une fonction continue et symétrique par
rapport & 4. S'il eviste H > 0 et 0 < r <1 tel que |f'(z) — f' (y)| < H |z —y|", alors
on a

b—a)2+" 1
T <H (T) 2(7’—}—1%(7‘4—2) (2><4T +3r+ 2) Hw”[a,b],oo’

ou

a

T = §(f(a)+6f(%2)+ (b)) (/ (u)du)}w(u)ﬂu)du
—% < f(a) ipl (t)dt + f' (b) ipg (t) dt) . (3.2)

Preuve. D’apres le Lemme 1.1, on a

s (F@+6f(57) + 1 (1) (/ (U)dU) — Jw (u) f (u) du

a

— <bjf>2 (}pl () f (ta+ (1 —t) <L) dt

0

+ }pz ) f (t%L+ (1 —1t)b) dt)




+ [p2 () [f' (t42 + (1 —t)b) — [ (b)] dt + f' (b) Z‘pg (t) dt) . (3.3)

+ [p2 () [f' (£ + (1 = 1) b) — [ (b)] dt> , (3.4)

ou T est définie par (3.2). En appliquant la valeur absolue aux deux cotés de (3.4), et en

utilisant le fait que f’ est une fonction holderienne, on a

T < “ff(@m@ﬂu%m+u—wW¥)—fmnﬁ

+ “Z b2 (O] |/ (t22 + (1 —t)b) — f (b)\dt)

IN

1
= H (59" (f Ipy ()] (1 — ) dt+f s (1 \fﬂ“dt)
0
1
S—H@ffMHMmMm(H%—}l—t<h+fb—ﬂfﬁ>
0

= H (b_Ta)HT 2(7‘—&-1%(7"—1—2) (g +3r+2) w0l 9,00 »

oll nous avons utilisé la quantité ci-dessous

ot~
KNI
|
=
S
—_
|
~
N—r
5
Q
~
Il
ot~ r
TS
|
=
~
B
<
~

_ 1 1
= 1) (r+2) (g +3r+2).

La preuve est terminée. m
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Remarque 3.1 Le Théoréme 3.4 sera réduit en Théoréme 3.2 de [19], si on prend r =1

et on remplace H par L.

3.1.1 Applications 4 des moyens spéciaux

Nous examinons les moyens des nombres réels arbitraire a, b.

Le moyen arithmétique : A (a,b) = %2

1
Le moyen p-Logarithmique : L, (a, b) = (%) ",a,b>0,a#betp € R\V{0,—1}.

Proposition 3.1 Soit a,b € R avec 0 < a < b, alors on a

| A (a*,b*) + 3A% (a,b) — 4L} (a,b)| < 202 ((“TH’)?’ + b3> ,

4

Preuve. L’affirmation découle du Théoréeme 3.1 avec w (u) = 1 appliqué a la fonction

f(z)=2% =

Proposition 3.2 Soit a,b € R avec 0 < a < b, alors on a

‘A (ﬁ, \/13) + 3435 (a,b) — AL

(SIS

(b—a)V7 (1 2
(@.0)] < 5H (F+ /7).

Preuve. L’affirmation découle du Théoréme 3.2 avec w (u) = ﬁ et ¢ = 2, appliqué

a la fonction f (z) =2y/z. =

3.2 Inégalités de type trapézes pour les fonctions s-
préinvexes via les dérivées fractionnaires de Ca-
puto

Lemme 3.1 Soit f : [a,a + 1 (b, a)] — R une fonction telle que f € C™ ([a,a + n (b, a)])

et Y € L([a,a+n(b,a)]) avec n(b,a) > 0, alors I’égalité suivante pour les dérivées
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fractionnaires de Caputo est satisfaite

(@) (o) mOTE—) (D F)@tnba)+ ()" (Df, - F) @)

2 2(n(b,a))" "

1
_ ) f (e (1) £ (ot )
0

Preuve. Posons

I - ]1 - -[27 (3.5)

ou
1
I = [0 f (0 + 1y (b, a)) dt,
0

et

L= [(1—t)"f" (a+tn(b,a))dt.

O%»—\

En intégrant par parties /1, on obtient

1
b= @) g e )

a+n(b,a)

n—a—1

= il (a+n(ba) - —gg(;fj;ﬁ;i? (—1)" (CDELW,@)— f) @). (3.6

D’une maniére similaire, on obtient

1
L o= —gaf" @+ ) (L= 8)"" " ™) (a+ tn (b,a)) dt

a+n(b,a)
—=_ f\n N n—a—1 p(n
= _n(bl,a)f( ! (a) + (n(b,a))’?_a"'l [ (a+n(a)—u) ™ (u) du

= —aa /" (@) + EEERERR ("D f) (a + 0 (b a)). (3.7)

En Substituant (3.6) et (3.7) dans (3.5), ensuite multipliant I’égalité résultante par w

on obtient le résultat souhaité. m
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Théoréme 3.5 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] — R une fonction telle que f € C"** ([a,a + n (b,a)])
etn(b,a) > 0. Si !f("+1)| est s-préinveze pour un certain nombre fixé s €|0, 1], alors l'in-
égalité suivante pour les dérivées fractionnaires de Caputo est satisfaite

D@ atn(ba)) _ PmOTE-) (D ) @tn®.a)+ (0" (DF, .0~ ) @)
2 2(n(b,a)"

< G (B —atLs+ 1)+ otag) (1K (@] + [F @),

ou B est la fonction béta.

Preuve. D’apres le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, et la s-préinvexité

de | f("*V)|, on obtient

@) atn(ba)) _ OO [(“Dg, ) @tn®.a)+ (0" (DF, .0~ ) @)
2 2(n(.a)"

1
@ (ﬁn—a }f<”+1) (a+tn (b,a))| dt
0

IN

+ z 1=t f) (a+tn (b,a))| dt)

= 106G (f £ (=) [ (@) 20 [F0D (B)])

+

O%»—l

(L= 72 (L= ° | £ (@)] + £ 04D (3)]) dt)
=t (0 | o 1 o 00 )

+ £ (a)] jl’ (1 —t)" 7%t + | FY (b)] j"ts (1—¢)" dt)

= 1) G P (=) dt [ t"+s_adt) (IF D @] + £ 1))
0 0

= B2 BO—atLs+1)+tm) (1770 @) + |1 o))

La preuve est terminée.
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Corollaire 3.7 Dans le Théoréme 3.5, si on prend s = 1, on obtient

£ @D atnay P OLE-0) (D £)atnba) ()" (DG, - 1) @)
2 20n(.a)"

< s ([ £ (a)| + [ £ 0)])

Corollaire 3.8 Dans le Théoréme 3.5, si on choisit n (b,a) = b — a, on obtient

(0)

S IFTG (B (Tl —a+ 1’ s+ 1) + n+sio¢+1) (‘f("+1) (a)‘ + |f(n+1) (b)|) .

") (q (n) n—a)l'(n—a c o n [cna
IO et [ p) () + (~1)" (DG, 1) (a)]|

De plus, si on prend s =1, on obtient

(") (q (n) n—a)l'(n—a ¢ o n [cna
| FRR) ) (D2 ) () + (1) ("D f) ()|

(b
< sy (FV (@) + £V 0)]) -

Théoréme 3.6 Soit f : [a,a + 1 (b, a)] — R une fonction telle que f € C™* ([a,a + n (b,a)])
et n(b,a) > 0. Si |f(”+1)|q est s-préinvexe pour un certain nombre firé s € (0,1] ou

1

p,q > 1 avec p~t 4+ ¢~ = 1, alors l'inégalité suivante pour les dérivées fractionnaires de

Caputo est satisfaite

£ @+ arnay _ (== | (D Fatnba) ()" (DG, ) 1) @)
2 2n(b.0)" "

1 1
v (@ o)
< i) ()" (ko)

Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, I'inégalité de
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|7, on a

Holder, et la s-préinvexité de | f/

[ @)+ (atn(ba)) T T(—e) (=D 1) (atna)+ ()" (Dg o T)(@)]
2 2(n(ba))"®

IN

1 1
1 ) 1 q
ﬂ(l;,a) ((ftnpapdt) <f ‘f(n+1) (a + 7577 (b, a)>‘q dt>
0 0

0

(Faze dt);)

q

w(fa-om dt); (J170 @ o) ;>

1 p
= 77(b27a) (ftnp—oépdt>
0

X (Z ‘f(n+1) (a+ tn (b, a))!q dt)

1 q
(J (@=or e @f+ 1 o))
0
( ‘f(n+1)(a)”1+‘f(n+1)(b)|q) % .

A

IN

n (b, a) (m)

S =

= 1(0.0) (5k5r1)

La preuve est terminée. m

Corollaire 3.9 Dans le Théoréme 3.6, si on prend s = 1, on obtient

SO @D (atn(bay (L m=0) (D2 ) atn b))+ (D" (Dg o F) @)
2 2(n(b,a))"°

1 1
b FOFD @[T+ FrHD @) ¢

Corollaire 3.10 Dans le Théoréme 3.6, si on choisit ) (b,a) = b — a, on obtient

(LR o) [(Dg ) (8) + (<1)" (DG f ) ()|

1 1
1 > |f(n+1)(a)|q+|f(n+1)(b)|q q
< (b—0a) <npfap+1> ( s+1 :
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De plus, si on prend s = 1, on obtient

) (g () (b n—a)l'(n—a c Mo n (cna
[0 _ Coalllaze) [( g, £) (b) + (<1)" (D5 ) (@)]|
1 1
LV (el see)
S (b_a) <npfap+1> < 2 ’

Théoréme 3.7 Soit f : [a,a + 1 (b, a)] — R une fonction telle que f € C™** ([a,a + 1 (b,a)])

et n(b,a) > 0. Si {f("+1)|q est s-préinveze ot q > 1 , alors l'inégalité suivante pour les

dérivées fractionnaires de Caputo est satisfaite

£ @)+ F P (anba)) P OT—0) (DT @tnGa)+D" (DG o S) (@)
2 201(b,0))" "

Q=

_1
< 12 () (Brma s s s DO+ e 10 0F)

+ ( el DAY (a)‘q+B(n—a+ 1,5+1)[f+) (b)‘q>‘1’) |

n—a+s+1
ou B est la fonction béta.

Preuve. D’apres le Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue, 1'inégalité des

moyens d’ordre ¢, et la s-préinvexité de |f'|?, on a

SO @£ (atn(ba) (n—a)D(n-a)[(°D2, f)(atn(b.)+(-1)" (D2, f)(@)]

2 200(ba)" "
S ﬂ(l;,a) ((jl‘tn—adt) o (thn—a }f(n—l—l) ((I + tTI (b7 (l)) ‘q dt) =
0 0
+ <jl“ (1—t)" " dt) B (j‘ 1=t f*) (@ +tn (b, a))\th> ,,)
< M () (( [ee (=07 [ @ 5 o] o)) dt) q

+ @ (1—t)"° ((1 — )" [fOD (a) [ 20 | p D (b)]q> dt) q)
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1

q

1 1 1
= 2 () (<|f O e N S Ul {t"_‘“*sdt)

+(W“”mw u—w““wrwﬂ“”@Vﬁwr%wﬂﬁ)j

OHH

Q=

_ n(l;,a) (n7;+1)1—% ((B (n — a4+ 17 s + 1) ‘f(n+1) (a)‘q + m ‘f(nJrl) (b)‘Q>

T <n—a}|-s+1 ’f(nﬂ) (a)|q +B(n—a+1,s+1) |f("+1) (b)|q>;> ‘

La preuve est terminée. m

Corollaire 3.11 Dans le Théoréme 3.7, si on prend s = 1, on obtient

SO @D (atn(bay (T m=0) (D5 ) @tnG.a)+ (D" (Dg, o - F) @)
2 2(n(ba)""

2 n—a+1 (n—a+1)(n—a+2)
1
(n—at1)|fT D @)+ [F D) ¢
+ (n—a+1)(n—a+2) :

Corollaire 3.12 Dans le Théoréme 3.7, si on choisit ) (b,a) = b — a, on obtient

1
< o) (1 )1‘3((lf(”“’<a>|u(naﬂ)|f<"*”"’)'q)q

() (q (n) n—a)(n—a ¢ Mo n (¢
FNLIO0 _ lellce) [epg. £) () + (<1)" (DG, f) (a)]
1

< 5 (k) ((BO et Le s D @+ e 1 )

+ ( 1 |f(n+1) (a)|q+B(n—a+1,s+1)|f(n+1) (b)|q)(1’>

n—a+s+1

De plus, si on prend s = 1, on obtient

[P @) _ (n—a)T(n-a) [(CD§+ ) (b) + (=1)" (CD“ f) (a)H

2 2(b—a)" " O

1 1

< b—a FHD @) H(n—a+ )| f D B)| T @ " (n—at )| fOHD (@) |"+] F D )| @
= o(n—at1)"t (n—a+1)(n—a+2) (n—at1)(n—at2) :
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Conclusion

La problématique de ce mémoire était d’étudier les inégalités intégrales fractionnaires
de type Hermite-Hadamard, et d’autre part essayer d’établir de nouvelles estimations
concernant ce genre d’inégalités.

Dans la premiére partie, nous avons rappelé certains types de convexité classique et
généralisée ainsi que certaines identités.

Dans la seconde partie nous avons étudié quelques inégalités de type Hermite-Hadamard
pondérées et fractionnaires.

Et dans la troisiéme partie nous avons discuté des nouveaux résultats concernant
les inégalités intégrales pondérées de type Simpson ainsi que les inégalités intégrales des
trapézes via les dérivées fractionnaires au sens de Caputo. Ces résultats sont soumis pour

une éventuelle publication.
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