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Résumé

La conception de prothéses articulaires efficaces et durables est basée sur une bonne
connaissance du comportement tribologique, des performances des matériaux constituant ces
prothéses, et une meilleure modélisation du comportement rhéologique du fluide assurant la
lubrification de l'articulation par effet d'écrasement. Le meilleur fluide lubrifiant est celui qui
posséde des caractéristiques physiques et rhéologiques tres proches du fluide synovial naturel
dont le comportement est incontestablement non Newtonien.

La configuration géométrique de I'articulation artificielle ou de la prothése est constituée de deux
disques formant les deux premiers corps du tribosystéme dont les faces sont parfaitement
paralléles séparées par un troisiéme corps qui peut étre soit un film fluide non Newtonien
(mécanisme de lubrification HD ou PHD traditionnelle) ou une matrice poreuse imbibée par un
fluide Newtonien (nouveau mécanisme de lubrification XPHD bio-inspiré).

Trois mécanismes de lubrification de la prothése ont été investigués: la lubrification
hydrodynamique (HD) traditionnelle par écrasement d’un film lubrifiant non Newtonien a couple
de contraintes entre deux disques imperméables, la lubrification porohydrodynamique (PHD) par
écrasement d’'un film lubrifiant a couple de contraintes en présence d’'un milieu poreux, et la
lubrification ex-porohydrodynamique (XPHD) d’inspiration biomimétique simulant le mode de
lubrification réel du joint articulaire.

Ce dernier mécanisme constitue une nouvelle solution technologique révolutionnaire en rupture
totale avec la solution technologique classique. L’idée essentielle consiste a remplacer les
revétements de surface et le film de fluide mince par une matrice poreuse mince (par exemple,
une mousse en polyuréthane) imbibée par un fluide.

Le probleme de lubrification XPHD est décrit a 'aide d’une seule équation de pression similaire a
I’équation de Reynolds dérivée a partir des équations de Darcy-Brinkman et de continuité alors
que le probléme de lubrification PHD est gouverné par deux équations, a savoir : I'équation de
Reynolds modifiée obtenue a partir des équations de mouvement du micro-continuum de V. K.
Stokes couplée avec I'équation de Darcy a l'interface film fluide-couche poreuse. La méthode
itérative du point fixe avec facteur de sous-relaxation a été utilisée pour trouver une solution du
probléme de lubrification PHD.

L’analyse effectuée dans le cadre de la lubrification PHD a montré que les effets des couples de
contraintes dus a la présence de microparticules dispersées dans un solvant permettent
d’améliorer d’avantage les performances HD de la prothése (pression, capacité de charge). Ces
effets sont accentués dans le cas d’'un fluide hautement concentré ou lorsque le bord du disque
poreux est étanche.

L’analyse effectuée a charge constante imposée dans le cadre de la lubrification XPHD a permis de
mettre en évidence l'efficacité irréfutable du nouveau mode de lubrification XPHD en matiere de
capacité de charge et du temps d’écrasement largement plus long par comparaison au mode de
lubrification traditionnel (PHD).

Mots clés : Biotribologie/Prothése de genou/Milieu poreux/Lubrification XPHD/Lubrification
PHD/Micro-continuum de V. K. Stokes/Fluide a couples de contraintes/Suspension/Ecrasement
de film/Equation de Reynolds modifiée/Modele de Darcy-Brinkman/Modéle de Krieger-
Dougherty/Disque étanche/Méthode des différences finies/Méthode du point fixe sous-
relaxée/Méthode de Gauss-Seidel sur-relaxée.
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Abstract

The design of efficient and durable joint prostheses is based on a good knowledge of the
tribological behaviour and performance characteristics of prosthesis’ materials, and a better
modeling of the fluid rheological behavior ensuring the joint lubrication by the squeezing effect.
The best lubricating fluid is that which has physical and rheological characteristics similar to the
synovial fluid where the behavior is unquestionably non Newtonian.

The geometric configuration of the artificial joint or prosthesis consists of two discs forming the
two first bodies of the tribosystem whose the faces are perfectly parallel separated by a third body
which can be either a non Newtonian fluid film (HD lubrication mechanism or Traditional PHD)
or a porous matrix imbibed with a Newtonian fluid (new bio-inspired XPHD lubrication
mechanism).

Three prosthesis lubrication mechanisms were investigated: traditional hydrodynamic
lubrication (HD) by squeezing out a non Newtonian lubricating film with a couple of stresses
between two impermeable discs, porohydrodynamic lubrication (PHD) by squeezing out a couple
stresses lubricating film in the presence of a porous medium, and biomimetic-inspired ex-
porohydrodynamic lubrication (XPHD) simulating the actual mode of lubrication of the articular
joint.

This last mechanism constitutes a new revolutionary technological solution which is in total
rupture with the traditional technological solution. The key idea is to replace the surface coatings
and the thin fluid film by a thin porous matrix (e.g. polyurethane foam) imbibed with a fluid.

The XPHD lubrication problem is described using a single pressure equation similar to the
Reynolds equation derived from the Darcy-Brinkman and continuity equations, while the PHD
lubrication problem is governed by two equations, namely: the modified Reynolds equation
obtained from the momentum equations of the V.K. Stokes micro-continuum coupled with the
Darcy’ s equation at the fluid film-porous layer interface. The iterative fixed point method with
sub-relaxation factor was used to find a solution to the PHD lubrication problem.

The analysis carried out in the context of PHD lubrication has shown that the effects of couple
stresses due to the presence of micro-particles dispersed in a solvent permit to substantially
improve the HD performance of the prosthesis (pressure, load carrying capacity). These effects
are more pronounced in the case of a highly concentrated fluid or when the edge of the porous
disc is sealed.

The analysis carried out at imposed constant load within the framework of the XPHD lubrication
made it possible to demonstrate the irrefutable effectiveness of the new XPHD lubrication mode
in terms of load carrying capacity and the squeezing time considerably longer compared to the
traditional (PHD) lubrication mode.

Keywords: Biotribology / Knee prosthesis / Porous medium / XPHD lubrication / PHD lubrication
/ V. K. Stokes micro-continuum / Couple stress fluid / Suspension / Squeeze film / Modified
Reynolds equation / Darcy-Brinkman model / Krieger-Dougherty model / sealed disc / Finite
difference method / Under-relaxed fixed point method / Over-relaxed Gauss-Seidel method.
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Nomenclature

Nomenclature

Vecteur couple de volume par unité de masse, [N.m/Kg]
Compacité, [—]

Diametre caractéristique des pores, [m]

Tenseur des taux de déformation symétrique, [s ]
Composante axiale de la portance hydrodynamique, [N]
Force de frottement, [N]

Fréquence du mouvement sinusoidal , [Hz]

Vecteur force de volume par unité de masse, [N /kg]
Epaisseur du disque poreux inférieur, [m]

Epaisseur du film fluide, [m]

Epaisseur sans dimension du film fluide = hi, [—]
0

Epaisseur du film initiale , [m]
Amplitude du mouvement sinusoidal , [m]

. : . : : h
Amplitude du mouvement sinusoidal sans dimension = h—“, [—]
0

Perméabilité du disque inférieur, [m?]

Parametres de perméabilité de la matrice poreuse anisotrope, [m?]
Parametre des couples de contraintes = M, [m]

Parameétre des couples de contraintes sans dimension = ¢/h, [—]
Tenseur des couples de contraintes d’ordre 2, [N /m?]

Pression dans le fluide, [Pa]

Pression du film fluide dans le milieu poreux, [Pa]

Puissance dissipée, [IW]

Débit volumique de fuite 3 r = R selon la direction e, s’écrivent, [m3/s]

Débit de fuite suivant X et Z, [m3/s]

Nombre de Reynolds , [m]

Variables d’espace en coordonnées cylindriques, [m]
Rayon des disques, [m]

Rayon de disque sans dimension =r/R, [—]
Tenseur des contraintes total, [N/m?]

Temps, [s]

Temps sans dimension =ft, [—]

Temps d’écrasement, [s]

Composantes de la vitesse de I'écoulement, [m/s]
Vitesses moyennes de I'’écoulement, [m/s]
Vitesse de glissement a l'interface (z = 0), [m/s]



Nomenclature

ut vietw® : Composantes de vitesse dans le matrice poreux, [m/s]
V . Vecteur vitesse du fluide, [m/s]

v* : Vecteur vitesse dans la matrice poreux, [m/s]

v, Volume des pores, [m3]

Ve Volume total, [m3]

|74 : Volume du solide, [m3]

w : Capacité de charge (portance HD), [N]

Wsq : Vitesse d’écrasement, [m/s]

qu : Vitesse d’écrasement sans dimension = ;VTSZ, [—]

W, : Poids du disque supérieur (W, = mg), [N]

Lettres grecques

x,yetz : Variables d’espace en coordonnées cartésiennes, [m]
Trz : Contrainte de cisaillement, [Pa]
T : La tortuosité d’'un milieu poreux, [—]
T : Tenseur des contraintes d’ordre 2 symétrique, [N /m?]
bij : Symbole de Kronecker ou tenseur unité, [—]
p : Masse volumique du fluide, [kg/m?3]
A : Coefficient de viscosité de dilatation du fluide, [Pa. s]
u : Viscosité effective ou seconde viscosité, [Pa. s]
Us : Viscosité effective du fluide suspendant, [Pa. s]
Upf : Viscosité du fluide de base, [Pa. s]
Constante du matériau responsable de la propriété de couple de contrainte
1 [N.s]
0] : Fraction volumique des particules dans le fluide de base, [—]
P Fonction de dissipation visqueuse, [W.m ™3]
w Vecteur tourbillon ou taux de rotation , [s 7]
€ijk : Tenseur de permutation d’ordre trois antisymétrique, [—]
€ : Porosité du milieu poreux, [—]

Parameétres de perméabilité de la matrice poreuse anisotrope dans les
areta, . ) 4
directions r et z, respectivement, [m*/N. s]

Bretf, : Rapports entre la taille de la microstructure et la taille des pores, [—]

Acronymes & Abréviations

HA Acide Hyaluronique

HD Lubrification Hydrodynamique

PHD Lubrification Poro-Hydrodynamique
XPHD Lubrification Ex-Poro-Hydrodynamique
Sq Squeeze
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Introduction eénérale
©

L'articulation du genou humain est un élément de machine incroyable du point de vue
mécanique et tribologique. C'est 'une des plus grandes articulations synoviales ou
diarthroses du corps humain qui nous aide a accomplir trois fonctions : un grand
mouvement, une marche continue, et la course. Par conséquent, il est capable de
supporter le poids corporel grace a sa construction mécanique solide et parfaite, et a
I'ingénierie exquise du cartilage et des tendons. Cela le rend tres sensible et vulnérable

aux blessures que toute autre articulation.

La lubrification de l'articulation du genou par le fluide synovial (la synovie) est un
processus nécessaire afin de réduire le frottement et 'usure entre les surfaces du cartilage
pendant les activités quotidiennes. Le mécanisme de lubrification fournit un film
protecteur qui permet de séparer les deux surfaces cartilagineuses, et il existe différents
mécanismes de lubrification dans un cycle de marche, a savoir : la lubrification limite,
hydrodynamique, élasto-hydrodynamique (EHD), film comprimé (squeeze film),

suintement (weeping), et la lubrification mixte.

Le fluide synovial (la synovie) est un lubrifiant biologique naturel fortement visqueux
sécrété dans la cavité articulaire par la membrane synoviale remplissant quatre fonctions
principales : la lubrification, I'amortissement des chocs, la nutrition du cartilage de
l'articulation, et I'élimination des déchets métaboliques (CO2, acide lactique). Les
principaux composants de fluide synovial sont : I'acide hyaluronique, la lubricine, les

lipides, les sels minéraux, et I'eau.

L’acide hyaluronique, constituant majeur du liquide synovial qui lui confére son pouvoir
lubrifiant, est un polymere (polysaccharide) de haute masse molaire. Sa présence rend
incontestablement le comportement rhéologique du liquide synovial non Newtonien.
Dans la présente étude, le fluide synovial est modélisé comme un fluide polaire a couples
de contraintes en se basant sur les principes de la théorie du micro-continuum de Vijay

Kumar Stokes.

Les propriétés lubrifiantes uniques ne sont pas seulement dues au fluide synovial, mais

sont le résultat d'une interaction synergique complexe entre celui-ci et le cartilage
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articulaire. Du point de vue mécanique et rhéologique, le comportement du cartilage est
complexe, car la structure tissulaire est une combinaison de composants partiellement
poreux, visqueux, et élastiques. Il y a lieu donc de modéliser le cartilage osseux dont le
module d’élasticité d’Young est trés faible comme un milieu poroélastique voire

poroviscoélastique.

L'objectif principal de cette recherche est de comprendre et de maitriser ces contacts bio-
tribologiques complexes et d'exploiter ces connaissances en vue de concevoir des

protheses articulaires efficaces et durables.

Les concepts élémentaires, les définitions de base qui décrivent I'anatomie, la physiologie
et le cycle de marche de l'articulation du genou humain y compris les mécanismes de
lubrification rencontrés et les protheses artificielles du genou sont présentés dans le

premier chapitre essentiellement dédié a la bibliographique.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation détaillée des équations générales de
la théorie du micro-continuum de V. K. Stokes dans le cas d'écoulements de films minces
visqueux en régime isotherme et laminaire. Dans ce chapitre, 1'équation de base de la
lubrification par film comprimé appelée équation de Reynolds modifiée est dérivée en
coordonnées cartésiennes et cylindriques a partir des équations de mouvement et de
continuité d'un fluide non Newtonien a couples de contraintes. Les expressions
permettant de calculer les performances d'un contact hydrodynamique y sont aussi

établies.

Le chapitre trois est consacré a la lubrification articulaire par effet d’écrasement ou de
compression d'un film de fluide suspendant entre deux surfaces imperméables rigides.
Les effets non Newtoniens dus a la présence des couples de contraintes dans le lubrifiant
modélisant le fluide synovial ainsi que I'influence de la concentration en particules sont
étudiés dans le cas d’'un contact formé de deux disques schématisant les cartilages osseux

en mouvement oscillatoire.

Le quatriéme chapitre est consacré a I’étude de I'écrasement d'un film non Newtoniens a
couples de contraintes suspendant en présence d’'un milieu poreux. L’écoulement dans le
milieu poreux supposé anisotrope est décrit par I'équation de Darcy modifiée tenant en

compte la présence des microparticules dans le solvant.
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Les distributions de pression dans le film lubrifiant et dans la matrice poreuse sont
obtenues a partir de la résolution numérique de I'’équation de Reynolds modifiée couplée
a l'interface a I'’équation de Darcy modifiée a I'aide de la méthode itérative du point fixe
relaxée. Les deux équations gouvernantes sont discrétisées par la méthode des
différences finies et les systemes d’équations algébriques résultants sont résolus par la
méthode itérative de Gauss-Seidel avec facteur de sur-relaxation. Les résultats graphiques
commentés relatifs aux effets de la rhéologie du lubrifiant (la synovie) et de la porosité

du cartilage y sont présentés.

Le cinquieme et dernier chapitre est dévolu a la présentation du principe et de la théorie
d’'un nouveau mode de lubrification Ex-Poro-Hydrodynamique (en abrégé XPHD) bio-
inspiré simulant le mode de lubrification réel rencontré dans l'articulation du genou qui
peut étre considéré comme une solution technologique innovante alternative au mode
classique de lubrification par film comprimé décrit dans le chapitre précédent. La théorie
de ce mode de lubrification, basée sur les mémes hypotheses simplificatrices exploitées
par Osborne Reynolds pour la dérivation de son équation en 1886, a partir des équations

de Darcy-Brinkman au lieu des équations de Navier-Stokes.

Enfin, une conclusion générale sera présentée pour récapituler I'essentiel des résultats
obtenus dans le cadre de cette recherche suivie par les prolongements possibles de la

présente investigation.
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Chapitre |

Anatomie, physiologie, et conception
du genou humain

I.1 Introduction

L’articulation fémoro-tibiale du genou humain est une articulation complexe formée
principalement de deux extrémités osseuses appelées cartilages osseux séparés par le
fluide synovial. Cette articulation peut étre considérée comme un tribosystéeme ou un
triplé tribologique constitué de deux corps solides qui sont les cartilages séparés par un
troisieme corps appelé fluide synovial. Ainsi, une bonne connaissance de son anatomie et
une tres bonne compréhension de sa fonctionnalité sont indispensables afin d’améliorer

les performances et la longévité des joints artificiels.

Le cartilage osseux est par définition un matériau poreux compliant lui permettant de
contribuer a réduire le frottement et 'usure dans le contact fémoro-tibial. D’autre part, le
fluide synovial ressemblant au blanc d'ceuf a un comportement rhéologique non
Newtonien. Considéré comme une suspension, le fluide synovial est composé
principalement d’un solvant appelé sérum qui est un fluide Newtonien dans lequel sont
dispersés des molécules de l'acide Hyaluronique. La structure poreuse du cartilage
requiert également une bonne connaissance des caractéristiques des milieux poreux ainsi
que les lois fondamentales décrivant I’écoulement d’un fluide au sein d’'un milieu poreux

ou poro-élastique.

Dans ce chapitre, essentiellement bibliographique, on présente quelques caractéristiques
anatomiques de base de diarthroses et certaines des caractéristiques rhéologiques des
deux principaux tissus articulaires, a savoir le cartilage osseux ou articulaire et le liquide

synovial appelé aussi dans la littérature médicale la synovie.

1.2 Anatomie du genou
Comme il est clairement illustré dans la figure 1.1, le genou humain est l'une des
articulations les plus importantes de notre squelette. Il est situé dans la terminaison de la
tendresse du quadriceps, muscle devant la cuisse, qui est le plus puissant de 'organisme.

Ainsi, il suit le tendon quadricipital qui est situé au sommet de celui-ci et est prolongé vers
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le bas par le tendon rotulien. L’enveloppe fibreuse qui couvre I'articulation du genou est
en continuité avec ces deux tendons. Il est maintenu latéralement par deux types de
ligaments appelés aileron interne et aileron externe. L’articulation du genou joue un réle
de protection du tendon du quadriceps, mais elle augmente aussi le bras de levier de celui-
ci, donc sa force sur le tibia. Son ablation fait perdre environ 30% de la force au

quadriceps.

Les articulations sont formées entre les os pendant la croissance du squelette. Celles qui
permettent divers degrés de mouvement relatif des os sont appelées articulations
diarthroses ou articulations synoviales, elles sont différentes des articulations fibreuses
et cartilagineuses. Elles sont considérées comme des systémes bio-tribologiques de loin
les plus complexes et les plus sophistiquées qui existent. La hanche, le genou, 1'épaule, et

les articulations des doigts sont des exemples familiers de ce type de joint.

L'articulation du genou est non seulement une des plus grands joints dans le corps, mais
aussi est sans doute de la plus importante, la plus forte, et la plus complexe dans le corps
humain. La figure .1 représente schématiquement certains des principaux composants
d'une articulation du genou humain. Les extrémités des os sont regroupés au sein d'une
enceinte fibreuse appelée la capsule articulaire. La doublure intérieure de cette capsule
articulaire est appelée membrane synoviale. Les extrémités des os sont couvertes par une

mince couche de cartilage articulaire, un tissu conjonctif relativement rigide.
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Fig. I.1 Représentation schématique des principaux composants d'une articulation du

enou humain

La cavité articulaire, formée par les surfaces cartilagineuses et la synovie, contient une
petite quantité de fluide communément connue sous le nom de liquide synovial. Les

ligaments, les tendons, et les autres tissus mous a l'intérieur et a 1'extérieur de la cavité

1
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articulaire assurent la stabilité de l'articulation et le maintien de 1'alignement approprié

pendant le mouvement.

La fonction de I'articulation du genou est de permettre la flexion et 1'extension de la jambe
lors de la marche. Ainsi, cette articulation est nécessaire pour effectuer des mouvements
complexes répétés a des vitesses variables et de supporter de grandes charges a
fluctuations rapides dont I'amplitude est environ égale a cinq fois le poids corporel [1],
sans oublier sa grande aptitude d’absorption de chocs. Dans des conditions normales, le
genou fournit ces services sans remplacement et sans entretien tout au long des
habituelles sept ou huit décennies de la vie. La capacité de l'articulation du genou de
fournir un mouvement lisse et a faible friction, avec une faible abrasion des surfaces
d'appui dans toutes les conditions de charge et de vitesse, est le résultat d'une interaction

dynamique complexe entre les composantes formant I'articulation.

1.3 Leliquide synovial : role, composition, et comportement
Le corps humain, qui comprend 187 articulations synoviales ou diarthroses, produit pour
son fonctionnement plusieurs substances biologiques lubrifiantes parmi lesquelles le
liquide synovial (ou synovie) synthétisé par les cellules de la membrane synoviale (les
synoviocytes) pour éviter les frottements et nourrir les chondrocytes (cellules du
cartilage), et le liquide lacrymal (les larmes) sécrété au niveau des yeux par les glandes

lacrymales.

Etymologiquement, la synovie est un mot d’origine latine (synovia). C’est un fluide
visqueux clair ou jaunatre, semblable en apparence a du blanc d’ceuf (ovum en latin) ou
de la salive. Il est présent seulement en quantités infimes. Le genou humain contient de
0,2~ 0,3ml de liquide synovial [2], alors que la cheville de bceuf en contient

environ 25 ml.

Le liquide synovial, présent aussi dans les cartilages articulaires, fournit un film fortement
visqueux qui réduit la friction entre les cartilages dans le cas de surcharge. Le liquide
synovial est forcé entre les cartilages lorsque le joint est sollicité en compression
favorisant ainsi l'infiltration du sérum (solvant) dans les pores des cartilages articulaires
comme l'eau dans une éponge. Il est prét a étre pressé de nouveau a chaque fois que le
joint est chargé (mis sous pression). Ce processus de lubrification par suintement est

appelé en anglais « weeping» figure [.12.
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Les principaux composants du liquide synovial sont:

¢ les protéines sériques (environ 20 mg/ml),
¢ l'acide hyaluronique HA (ou hyaluronate de sodium) qui confére au liquide synovial
son pouvoir lubrifiant (environ 3 mg/ml),

X/

¢ leslipides (environ 3 mg/ml),
+ lalubricine (glycoprotéine) (~0,02 mg/ml) [3], et
% l'eau (environ 85%) [4].
Les fonctions du liquide synovial comme lubrifiant commun des éléments nutritifs pour
le cartilage, et il contient également des cellules phagocytaires qui débarrasse la cavité

articulaire de microbes et de débris cellulaires.

La complexe protéique d'acide hyaluronique (HAP) est une macromolécule de
polysaccharide non ramifiée dont le dimere de base est un disaccharide composé d'acide
glucuronique liée avec de la glucosamine. Le poids moléculaire moyen du complexe HAP
est d'environ deux millions. En solution, cette macromolécule est un polyélectrolyte qui
enroule en une conformation sphérique ou ellipsoidale occupant un domaine solvant
beaucoup plus grand que le volume de la chaine polymérique elle-méme figure 1.2. La
présence de ces macromolécules confere a la synovie des propriétés rhéologiques non-

Newtoniennes comme la pseudoplasticité, 1'élasticité, et la thixotropie [5, 1].

hyaluronic acid chains

Fig. .2 Le réseau polymeére des molécules d’acide hyaluronique et protéines présentes

dans le fluide synovial [6]

La concentration du polymére a longue chaine (acide hyaluronique(HA)) figure 1.3, est de
l'ordre de 3,5 mg/g, donnant un poids moléculaire d'environ 10, la longueur linéaire des

molécules de chalne étant approximativement 1 pum [7].
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Fig. .3 Structure moléculaire de I'acide hyaluronique [2]

L’acide hyaluronique désigne le polysaccharide dans le liquide synovial, il amincit et

devient moins visqueux, comme il se réchauffe pendant I'activité conjointe.

La concentration de 'acide hyaluronique est importante pour les propriétés lubrifiantes
qui sont directement liées a la viscosité (figure 1.4). Dans les cas pathologiques, 'acide
hyaluronique est introduit a l'aide d’injections thérapeutiques afin de faciliter la

lubrification de l'articulation, et il agit comme un analgésique [5].
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Fig. 1.4 Variation de la viscosité du fluide synovial avec la concentration

de I'acide hyaluraunique [8]

Dans des conditions biologiques normales, le coefficient de friction est seulement de
0,001 a 0,006 et a l'usure est proche de zéro en raison des propriétés tribologiques

particulieres du cartilage et le liquide synovial [9].

Les coefficients de frottement des articulations dépendent du type et de la composition
du lubrifiant utilisé. Des lubrifiants contenant des protéines provoquent une
augmentation du frottement par rapport aux solutions de carboxymethyl-cellulose (CM()
et on pense que cela provient de contact inter-facial des protéines adsorbées sur les
surfaces articulaires. Cependant, il a été observé que l'augmentation de la teneur en
protéines de 1,67 a5,02 g/dl n'a pas entrainé une augmentation significative du
frottement tandis que l'addition d'une solution d'acide hyaluronique a entrainé une

diminution du coefficient de frottement [5].
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En résumé, le liquide synovial dont le comportement est incontestablement non

Newtonien a pour fonctions :

¢ de limiter la friction des os entre eux,

% d’amortir les chocs,

% de fournir des nutriments et l'oxygéne nécessaires aux cellules du cartilage
(chondrocytes),

¢ d’éliminer les déchets métaboliques et d’éventuels corps étrangers.

1.4 Le cartilage articulaire
Le cartilage articulaire est un tissu blanc, lisse et mou, résistant et élastique qui recouvre
la surface des os des articulations synoviales. Le cartilage hyalin est le type qu'on retrouve

dans le genou humain. Ses fonctions principales sont:

¢ d'assurer un bon glissement entre les extrémités osseuses avec un coefficient de
friction trés bas pour prévenir les phénomenes d'usure comme les cas
pathologiques de type arthroses,
+» d’absorber et de distribuer la pression, ce qui entraine le moins de contraintes de
contact possible.
Le cartilage articulaire dans des conditions physiologiques normales de 'adulte a une

épaisseur d'environ 0,5a 7 mm [10].

1.4.1 Structure
La surface du cartilage joue un role important dans la physiologie de ce tissu car c’est lui
qui recoit en premier les pressions, subit les forces de cisaillement, et c’est le filtre sélectif
a travers lequel passe les substances nutritives venant du liquide synovial, seule source

d’alimentation des chondrocytes.

Ala surface du cartilage, il existe une zone acellulaire dénommée "Lamina Splendens" qui
recouvre la couche superficielle. Cette zone est importante puisqu’elle permet
I'accrochage de macromolécules présentes dans le liquide synovial et qui constitue ainsi
une couche protectrice pour le cartilage (notamment vis-a-vis des radicaux libres). Ainsi
'acide hyaluronique recouvre cette surface, de méme que certains phospholipides et la

lubricine [11].

A T'échelle microscopique, le tissu du cartilage se divise morphologiquement en quatre

couches illustrées a la figure 1.5. Ces couches correspondent a des teneurs variables des
1
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composants de la matrice et a une organisation différente des fibres de collagene dans
chaque couche. Cette organisation fait penser que les fibres de collagene sont organisées
en arceaux dont les extrémités s'implantent dans la couche calcifiée et dont la réflexion se
fait dans les zones moyennes et superficielles, assurant une véritable « armature » au tissu

cartilagineux.

Surface articulaire

Zone superficielle

. Zone intermédiaire

Cartilage hyalin f
Zone radiale

Membrane synovial l P
f Zone calcifiee

Ménisque latéral ‘
\

Os poreux

Collagéne =~

Fig. 1.5 Représentation des différentes zones du cartilage [11]

Les quatre couches qui peuvent étre distinguées dans le cartilage articulaire sont [12, 13]:

a) Couche superficielle
ou les chondrocytes sont petits et plats (allure fibroblastique), et pourraient
correspondre a des préchondrocytes. Les fibres collagenes sont disposées parallelement
a la surface et cette zone est riche en fibronectine et relativement pauvre en
protéoglycanes. En raison de la disposition du réseau des fibres de collagene, cette zone

résiste aux forces de tension (d’environ 3 % de 1'épaisseur totale du cartilage articulaire).

b) Couche intermédiaire ou moyenne
ou les chondrocytes sont gros et sphériques; le réseau des fibres collagenes n’a pas

d’orientation particuliere(40 — 45 % de la totalité de la hauteur totale).

c¢) Couche profonde ou radiale
ou les chondrocytes sont disposés en colonnette le long de travées de collagéne épaisses
et disposées de fagon perpendiculaire a la surface. La concentration en protéoglycanes y

est élevée (40 — 45 % de la hauteur cartilagineuse).

d) Couche calcifiée (5 — 10 % de la hauteur totale du cartilage)
qui vient au contact de la lame osseuse sous-chondrale. Cette zone est pauvre en
protéoglycanes et les fibres de collagéne gardent une orientation radiaire mais sans

continuité avec les fibres de collagéne de 'os sous-jacent. La concentration en calcium y
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est élevée. La couche du cartilage calcifiée est séparée de la zone profonde par une ligne
de démarcation basophile et ondulée qui constitue une barriere interdisant la pénétration
des vaisseaux présents dans l'os sous-chondral, mais qui laisse passer certains

constituants.

1.4.2 Composition
Le cartilage articulaire est un matériau qui se constitue de deux phases distinctes : la
phase fluide qui se compose d'eau et d'électrolytes, et la phase solide qui se compose de
chondrocytes, les fibrilles de collagene, les protéoglycanes, d'autres glycoprotéines et une
petite fraction des matieres lipidique [1]. Le collagene est le constituant principal du
composant organique du tissu qui differe selon 1'dge, le site de l'articulation et la
profondeur de la surface [14, 15]. Le cartilage adulte normal contient 60 — 85% de l'eau,
15 — 22% de collagene (type II), et 4 — 7% de protéoglycanes [16]; les constituants
restants étant des composants cellulaires, des glycoprotéines, des électrolytes
inorganiques, et les lipides [17]. La dispersion de ces éléments matériels dans le tissu est
schématiquement représentée sur la figure [.6. Les interactions entre les fibres de
collagéne et les protéoglycanes détermine l'intégrité de la matrice solide, ainsi que ses
propriétés physiques et mécaniques et la densité des groupes chargés négatifs fixes est

également un facteur important régissant le comportement des tissus.

o R

z 7

Fig. 1.6 La dispersion des matieres dans le tissu du cartilage

Les collagenes sont des protéines fibreuses insolubles de la matrice extracellulaire et du
tissu conjonctif avec un haut degré d'organisation structurelle. Le type prédominant dans

le cartilage est le type (II) avec des traces d'autres types de collagéne, y compris les

types (IX) et (XI).

Les protéoglycanes (PG) figure 1.7 sont des macromolécules constituées d'un cceur de
protéine a laquelle sont attachés un certain nombre de chailnes glycosaminoglycanes

(GAG). Ce sont des chaines relativement courtes unités disaccharidiques récurrentes de

=
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hexosamines sulfatés liés a l'acide hexuronique. Différents GAG sont constitués de chaines
de différentes unités récurrentes ; ceux trouvés dans le cartilage articulaire sont la
chondroitine sulfate (CS), le kératane sulfate (KS) et I'acide hyaluronique (AH). Dans le
tissu, ces macromolécules sont des fragments fortement chargés. La densité des groupes
chargés fixes est importante dans la gouvernance de I'hydratation, le taux de transport de
fluide, et les divers effets électrocinétiques. Ces parametres, a leur tour régissent le fluage

et le comportement de relaxation du tissu et la lubrification des diarthroses.

Link protein

200-400 nm

Hyaluronic acid

Keratan sulfate chain Protein core

L I
Chondroitin sulfate chain b

1200 nm

Fig.1.7 Représentation schématique d'un protéoglycanes : a) un protéoglycane

monomere (PG); b) un agrégat PG formé par de nombreux monomeres PG se liant a une
chaine hyaluronate de monofilament

Le cartilage hyalin est constitué d’'un seul type de cellules, les chondrocytes, qui sont
enfermées dans une matrice dite « extracellulaire ». Cette forme sphérique (ou ovoide)
est de 30 a 40 um de diametre. Il n’existe pas de contact intercellulaire direct au sein de
la matrice cartilagineuse. Les chondrocytes occupent 1a10% du volume total du
cartilage mais la densité cellulaire varie selon I'dge de l'individu. La couche superficielle

est la plus cellulaire et le nombre de cellules diminue avec la profondeur.

1.4.3 Comportement mécanique
Le cartilage articulaire présente un ensemble unique de propriétés mécaniques. En
général, sa structure est poreuse, anisotrope, inhomogene, viscoélastique. Les
expériences d'indentation en compression donnent les courbes caractéristiques de
déplacement en fonction du temps pour le cartilage; a savoir une déformation
«instantanée» lors de I'application de la charge suivie d'une phase de fluage se traduisant
par une augmentation asymptotique de la déformation avec le temps sous charge
constante. L’élimination de la charge a nouveau produisait une reprise «instantanée»
suivie d'une lente phase de récupération (figure 1.8). A la suite de ces études, un certain

nombre d'investigations ont tenté de déterminer les propriétés viscoélastiques du
1
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cartilage. Ces investigations comprennent les travaux de Camosso & Marotti [18], ElImore
et al [19], Hayes & Mockros [20], Hayes et al [21], et Hori & Mockros [22]. A partir de ces
études d'indentation et de compression limitées au fluage, ces auteurs ont conclu que le
cartilage possede effectivement une réponse élastique « instantanée » lors de I'application
et le retrait d'une charge. Le comportement de fluage ultérieur a atteint une valeur
d'équilibre asymptotique apres environ 15 minutes de chargement continu. La reprise a

été déterminée a un rythme légérement plus lent que le taux de déformation de fluage.

o :]

Indentarion (mm}
~

a
-

| _l |
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Fig. .8 Réponse d’indentation typique du cartilage articulaire

Hayes et Mockros [20] , et Coletti et al [23] ont été les premiers a réaliser un processus de

modélisation phénoménologique pour déterminer les constantes visqueuses des tissus.

Pour évaluer si un mode de lubrification a film fluide prédit est réaliste ou non, il est
nécessaire de connaitre la rugosité de la surface du cartilage articulaire. Si le cartilage
articulaire endommagé est rugueux et présente des microfissures, ces micro-
endommagements structurels modifient les propriétés de transport des fluides du
cartilage a travers la surface ainsi que la capacité de la zone de surface riche en collagene
pour réaliser une contrainte de traction. Les caractéristiques de surface tertiaires sont des
creux ou des saillies de cellules sous-jacentes a la surface, et elles ont généralement de
20 245 pm de diametre et 0,5 a 2,0 ym de profondeur (figure 1.9). Enfin, il y a apparition
réguliere de crétes peu profondes quaternaires sur la surface de 1 a 10 um de longueur
d'onde. L'amplitude de ces ondes apparaissant régulierement est estimée a moins de

1 pm.
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ig. 1.9 Aspect d’une surface articulaire saine montrant: a) chondrocytes en saillie sous-

jacente a la surface ; b) ondulations

Toutes ces caractéristiques de surface ont des incidences sur le mécanisme de
lubrification fluide dans le joint diarthrodiaux. En outre, les saillies de micro-surface sont
susceptibles d'étre écrasées au cours du chargement, ce qui donne ainsi une réserve de
fluide lubrifiant piégé dans ces zones de surface. Récemment, une nouvelle théorie sur la
lubrification des articulations a été proposée qui prend en considération les micro-
rugosités de la surface articulaire. De I'analyse théorique, la micro-rugosité de surface

semble améliorer le processus de lubrification fluide.

Le mode de chargement dominant dans les diarthroses est la compression, et le
mécanisme dominant donnant lieu au cartilage un comportement viscoélastique (fluage
et relaxation) en compression est le frottement dii a 1'écoulement du fluide synovial. Ceci
est connu comme un comportement viscoélastique du cartilage. Cependant, la matrice

solide est un réseau macromoléculaire en collagene et des protéoglycanes.

1.4.4 Perméabilité
Les mouvements du fluide synovial au sein du cartilage et de I'autre coté de la surface
articulaire sont deux phénomeénes fondamentaux qui régissent la réponse mécanique du
tissu ainsi que sa fonction biomécanique ; c'est-a-dire la lubrification des articulations

synoviales et son intégrité biologique [24].

Torzilli et Mow [25], ont constaté que le fluide synovial peut étre transporté a travers la
matrice poreuse perméable a l'aide de l'application d'un gradient de pression de fluide

direct a travers le tissu. Le transport du fluide est directement proportionnel au gradient
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de pression et le coefficient de perméabilité peut étre mesuré a I'aide d’'une expérience

typique de perméabilité pour les milieux poreux.

Mc Cutchen [26] a déterminé que les valeurs moyennes du rapport de ce coefficient de
perméabilité a la viscosité dynamique étaient de 0,58 x 107> m*/N - s, une telle faible
valeur de perméabilité indique une résistance au frottement tres élevée a I'écoulement du

fluide.

Mulholland et al [27] ont suggéré que le tissu peut en effet étre anisotrope dans sa

résistance a I'écoulement du fluide synovial.

Les expériences de Maroudas et al [28] ont confirmé la variation de la perméabilité avec
la profondeur, en effectuant des tests de perméabilité sur des tranches de cartilage 200 —
400 um d'épaisseur, ils ont constaté que le coefficient de perméabilité a montré une
augmentation initiale puis une diminution a partir de la surface vers la zone profonde. La
diminution de la perméabilité de surface a été attribuée au réseau dense de fibres de
collagene dans la couche superficielle [29], tandis que la diminution de la perméabilité de

la zone profonde a été attribuée a I'augmentation de la densité de charge [17].

Edwards [30] a découvert que le fluide synovial pouvait étre transporté par déformation
de la matrice cartilagineuse, et I'exsudation peut étre réalisée en comprimant le tissu
entre deux plateaux poreux rigides, le fluide contenu dans les pores du plateau étant a la
pression ambiante. Lorsque cela est fait, la matrice solide comprimée provoque une
augmentation de la pression interne agissant sur le fluide a I'intérieur du tissu. Cela crée
un gradient de pression a travers la surface de l'échantillon favorisant l'exsudation du
fluide synovial a partir du tissu. Dans ce cas, I'écoulement du fluide dépend a la fois de la

perméabilité et de I'élasticité de la matrice solide du tissu.

1.5 Mécanismes (modes) de lubrification des articulations du genou

humain pendant un cycle de marche
La description de la marche passe par I'analyse des mouvements articulaires et des
actions des muscles durant les différentes phases du cycle de la marche. Il se divise
d’abord en une phase d’appui (quand le pied est sur le sol) et une phase oscillante (quand
le pied est en l'air). La phase d’appui représente 60% de la durée totale du cycle etla phase

oscillante 40% (figure 1.10).
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Fig. 1.10 Division du cycle de marche [31]

Les diagrammes de charge et de vitesse de glissement mesurés dans une articulation du
genou pendant un cycle de marche normale sont présentés dans la figure 1.11. Le temps
total du cycle est d'environ 1,2 s et les charges maximales valent environ 1750 N et se
produisent lorsque le talon touche le sol et 'orteil quitte le sol. Juste avant l'attaque du
talon et peu de temps apres l'orteil, les charges se réduisent rapidement vers zéro. La
vitesse de glissement dans le genou varie considérablement avec le temps dans une
marche normale. Cette tendance est suivie tout au long du cycle de marche. Il convient de

noter que lorsque la charge est élevée, la vitesse de glissement est faible et vice-versa.
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Fig.1.11 Diagrammes de charge et de vitesse de glissement pendant un cycle de marche
pour le genou humain [32]

L’étude de la lubrification de l'articulation du genou humain pendant un cycle de marche

fonctionnant dans des conditions telles que les vitesses de glissement et la viscosité du
fluide sont faibles, les charges appliquées sont élevées, et les surfaces d'articulation sont
completement séparées a fait 1'objet de nombreux travaux de recherche. Dans ces

recherches, les auteurs se sont basés sur les mécanismes de lubrification suivants :

% lubrification hydrodynamique [33, 34],

% lubrification limite (boundary) |35, 36|,

% lubrification élastohydrodynamique (EHD) [34, 37],

« lubrification par film comprimé (squeeze film) [38, 39],

% boosted lubrication [40, 41] et lubrification par suintement (weeping lubrication)
[42, 43, 5].

La lubrification mixte a été inventée par Murakami et al [44]| pour décrire la nature du

mode de lubrification des articulations synoviales. Chaque mécanisme compléte 1'autre,

et dépend des tissus impliqués et de la charge transmise a l'articulation [45]. Les aspects

importants de la lubrification des articulations humaines sont illustrés sur la figure 1.12.
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Fig. .12 Représentation des différents mécanismes de lubrification pour le genou humain

[46]

La phase d'oscillation (Swing) [37, 33], presque non chargée, comprend une période ou
une tres petite charge coincide avec une vitesse de glissement élevée, lorsque le pied a
quitté le sol et la jambe oscille librement de sa position postérieure a sa position
antérieure, un film relativement épais de liquide synovial peut étre entrainé dans l'espace
entre les cartilages. 11 a été démontré que cela peut générer une lubrification
hydrodynamique, ot les forces du film fluide sont générées par la vitesse d'entrainement
ou de glissement des surfaces articulées. L'épaisseur d'un film hydrodynamique est
fonction de plusieurs facteurs tels que la viscosité du fluide, la géométrie et la rugosité des

surfaces articulées, la charge normale appliquée et la vitesse de glissement.

Pour la phase de position prolongée (prolonged stance) ou la lubrification stimulé
(boosted lubrication) |37, 40, 32], la charge a augmenté et la fraction de faible poids
moléculaire du fluide synovial est forcée dans les pores du cartilage, laissant des bassins
piégés de fluide synovial enrichi dans les surfaces rugueuses du cartilage. A mesure que
les surfaces d'articulation se rapprochent, I'eau et les petits solutés du fluide synovial sont
extraits de maniere uniforme entre la région de contact et absorbés dans le cartilage
articulaire. La surface articulaire agit comme une membrane d'ultrafiltration de sorte

qu'une couche hautement concentrée et visqueuse est laissée a la surface du cartilage.

Lorsque le talon touche (Aeel strikes) le sol [32, 34], la charge sur le genou augmente
soudainement tandis que la vitesse d'entrainement est réduite a zéro. Ici, le film épais
généré commence a s'échapper et I'épaisseur du film diminue. Cependant, étant donné

que la charge n'est appliquée que pendant une courte période en marche normale, le

Page | 25



G
Anatomie, physiologie, et conception du genou humain
I EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE—————————————————————————————————

mécanisme de la lubrification par film comprimé (Squeeze film) est capable de maintenir

un film viable de lubrifiant tout au long de cette étape.

Au fur et a mesure que le cycle progresse, la charge sur le genou diminue et la vitesse
d'entralnement augmente. Il s'agit de la phase de transfert de poids ( Weight transfer) du
cycle de marche, ou les résultats théoriques et expérimentaux suggerent une lubrification
élastohydrodynamique [47, 48]. De cette facon, le film de fluide synovial séparant les

surfaces articulaires peut étre maintenu.

Enfin, en position de coup de pied (7oe-off ), la charge est maximale et la vitesse
d'entrainement est tres faible. La probabilité de partager lubrification limite ( boundary
lubrication) [49, 50], la lubrification par suintement (weeping lubrication) [42, 43] et la
lubrification élastohydrodynamique a ce stade du cycle de marche comme mécanisme de
lubrification mixtes, et peut donc maintenir un film fluide et empécher le contact solide-

solide [45].

La lubrification par suintement (weeping lubrication) est liée a la capacité des surfaces
articulaires a absorber une certaine quantité de liquide synovial et lorsque le cartilage est
comprimé, il libere du fluide de sa structure vers l'interface et de cette maniere fournit un
film de fluide sur lequel se déplace 'articulation. Il y a lieu de souligner que le concept de
la lubrification Ex-poro-hydrodynamique (XPHD) ou encore Ex-poro-élasto-
hydrodynamique (XPEHD) dont la théorie sera présentée en détails dans le cinquieme
chapitre serait certainement inspiré de ce mode de lubrification qui est la lubrification

par suintement ou en anglais « weeping lubrication ».

La lubrification limite est présente entre les deux surfaces du cartilage mais son épaisseur
est insuffisante pour empécher le contact d'aspérité a travers le film [51, 52]. L'effet de la
lubrification limite du liquide synovial dans un systéme cartilage sur cartilage est que le
liquide synovial adhere facilement aux surfaces du cartilage, ce qui contribue a les séparer
et a diminuer les forces de friction. Le mécanisme de lubrification par contact est régi par
la fraction glycoprotéique du liquide synovial, qui adheére fermement aux surfaces du
cartilage articulaire. L'épaisseur de la couche moléculaire adsorbée a la surface varie de

1 a 10 nm en fonction de la taille moléculaire.
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1.6 Protheses du genou
Les pathologies qui peuvent affecter le cartilage articulaire du genou sont principalement
I'arthrose, et moins fréquemment l'arthrite inflammatoire. Les traitements non
médicamenteux (perte de poids, exercice physique...) et les traitements médicamenteux
(sérique visco-supplémentation) sont devenus inefficaces pour soulager la douleur aigué
et améliorer les restrictions de mouvement. Le remplacement de l'articulation du genou

par une prothese est la solution finale avant I'arthropathie de I'articulation du genou.

Le choix de l'implantation d'une prothese articulaire dépend de 1'extension du degré

d'usure et aussi des ligaments et ménisques restants du genou.
Les implants articulaires artificiels du genou sont classés selon les criteres suivants :

I.6.1 Les compartiments articulaires qu'elles remplacent
On parle de I'implantation de prothéses par une intervention chirurgicale qui supprime
tout ou une partie des composants malades de I'articulation naturelle et les remplace par
un équivalent artificiel. Il existe deux types de protheses : une prothese totale
(tricompartimentales) si l'articulation est complétement changée (figure 1.13) et une

prothese partielle (unicompartimentaire) si seulement une partie de 'articulation est

changée (figure 1.14).

Fig. 1.13 Constatations opérationnelles et radiographie de l'implantation d'une prothése

totale de genou [53]

=
Page | 27 =

A\



G
ET
Anatomie, physiologie, et conception du genou humain 2, 1(‘1-@ /

Fig. 1.14 Constatations opérationnelles et radiographie de I'implantation d'une prothese

unicompartimentaires de genou [54]

1.6.2 Le mode de fixation : La fixation avec ou sans ciment.
1.6.3 Le mode de stabilisation : maintenir ou sacrifier le ligament croisé
postérieur

1.6.4 La contrainte -
Il en existe deux types :
% une prothése a charniere (figure 1.15) ou les piéces sont contraintes par une
charniere ce qui apporte une grande sécurité pour la stabilité de la prothese,
% une prothese a glissement (figure 1.16) ou les pieces fémorale et tibiale sont
indépendantes, elle est dite "a glissement" car les pieces ne sont pas contraintes (il

n'existe pas de charniere entre les deux pieces, le fémur glisse sur le tibia).

Fig. 1.15 Constatations opérationnelles et radiographie de l'implantation d'une prothése a

charnieres [53]
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Fig. .16 Constatations opérationnelles de I'implantation d'une prothéses a glissement

[53]

1.6.5 Les matériaux des implants
Divers matériaux ont été utilisés pour fabriquer les protheses de genou. Pour les
fémoraux on utilise des alliages de chrome-cobalt avec ou sans revétement
(hydroxyapatite), du titane, de I'inox, de 1'oxyde de zirconium et des céramiques, et pour
les tibiaux on utilise du polyéthylene ou polyéthylene serti dans du métal (alliage de

titane, chrome-cobalt, inox).

1.7 Conclusion
Dans ce chapitre, on s’est focalisé principalement sur 'anatomie et la physiologie de
l'articulation synoviale. La capacité de I'articulation synoviale a fournir un tel mouvement
souple sur une large gamme de charge au cours de la vie d'un individu avec un coefficient

de frottement trés faible est stupéfiante.

On peut affirmer au travers cette étude bibliographique que la lubrification de
'articulation n’est pas uniquement due au liquide synovial ou au cartilage articulaire,

mais a une interaction synergique complexe des deux.

La lubrification des articulations est compliquée, tout comme le réle joué par les
substances constituant le liquide synovial pour I'établissement des différents mécanismes
de lubrification (limite, mixte, ...). Les trois substances du liquide synovial impliquées
dans la lubrification sont [55, 56] :1'acide hyaluronique [57, 58], 1a Lubricine et les lipides
[59].11 a été démontré que la concentration d'HA est directement liée a I'augmentation de
la viscosité dans le liquide synovial [60, 61, 62, 63]. La lubricine est un glycoprotéine

présent dans le liquide synovial et sur la couche superficielle du cartilage articulaire, et
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Plusieurs études récentes ont montré que la lubricine est importante pour la préservation
physiologique du cartilage et peut avoir des implications importantes pour le traitement
ou la prévention des maladies articulaires [64, 65, 66]. Les lipides en particulier les

phospholipides sont connus pour leur capacité lubrifiante.

Par conséquent, la prochaine étape de la recherche sur le composant lubrifiant de
I'environnement articulaire semble consister a tester la présence de phospholipides a la
surface d'appui [67, 68]. D'autres preuves soutenant un role du phospholipide dans la
lubrification de I'articulation ouvriraient également une nouvelle voie de recherche dans
le développement d'un liquide synovial artificiel efficace a utiliser a la fois dans les

articulations naturelle et artificielle [69, 70, 71].

Les cartilages articulaires ont un comportement mécanique remarquable. La structure du
tissu cartilagineux ainsi que la couche moléculaire du type phospholipidique et les
polyélectrolytes que I'on retrouve a l'interface (cartilage/fluide) dans une articulation
saine, permettent un fonctionnement tribologique avec un coefficient de frottement tres

faible, peu d'usure et résistent aux contraintes mécaniques [72, 73, 74, 75, 76].

L'objectif principal de cette recherche est d’utiliser les concepts de la tribologie appliquée
au vivant (la bio-tribologie) en vue de concevoir des protheses articulaires plus

performantes et durables fonctionnant a faible coefficient de frottement.
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Théorie de la lubrification hydrodynamique par fluides a couples de contraintes

Chapitre II

Théorie de la lubrification hydrodynamique par
fluides a couples de contraintes

II.1 Introduction

Le sujet traité dans cette recherche ayant trait a la biotribologie qui est par définition la
science du frottement, de l'usure, et de la lubrification appliquée aux systéemes biologiques
ou a des phénomenes naturels [1, 2, 3]. La biotribologie est un domaine diversifié et multi-
physique qui a un impact sur tous les aspects de notre vie quotidienne, des implants
prothétiques aux produits de soins personnels et au patinage sur la glace. Il s’agit d’'un
domaine pertinent, passionnant, et en plein essor. Les nombreux sujets de recherche et
d’investigations auxquels s’intéresse la bio-tribologie incluent entre autres :
% les articulations et les ligaments naturels: articulations synoviales et
cartilagineuses humaines et animales,
% les remplacements de tissus artificiels : bio-échafaudages, hydrogels, peau, dentaire,
0s, ménisque et tendons,
¢ les prothéses et les implants : joints articulaires, cathéters, pompes cardiaques,
stents,
¢ la biomimétique : matériaux, lubrifiants, et mécanismes de lubrification bio-
inspirés,
+ lalocomotion humaine et animale; glissade et accidents; conception de la surface de
la chaussée,
+* la tribologie oculaire: surfaces oculaires, lentilles de contact, lubrification par des
larmes,
+* la tribologie cutanée: dommages et mécanismes de cloques, escarres, lubrification
par la sueur,
+ la tribologie dentaire: usure des dents et des implants, ancrage des implants, tribo-
corrosion et fracture,
+ la tribologie sportive : adhérence de 1'équipement, sports de neige et de glace,

conception a faible friction,
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+ la tribologie des phénomenes naturels: tremblements de terre; les avalanches;
glissement de terrain,

% etc.

Le fluide synovial (ou la synovie) décrit en détails dans le chapitre précédent présente
incontestablement un comportement rhéologique non Newtonien. C’est un liquide
biologique (bio-lubrifiant) fortement visqueux intercalé entre les cartilages osseux et
remplissant plusieurs fonctions. Il limite la friction des os entre eux, amortit les chocs,
fournit les nutriments et l'oxygene nécessaires aux cellules du cartilage (les
chondrocytes), et élimine les déchets métaboliques provenant du cartilage articulaire et
d’éventuels corps étrangers. Il est sécrété ou synthétisé par les cellules de la membrane
synoviale (les synoviocytes) et il est riche en acide hyaluronique. C’est ce dernier qui

confere au liquide synovial son pouvoir lubrifiant.

La présence de longues chaines moléculaires de ’acide hyaluronique qui est le constituant
majeur de la synovie influe sur la rhéologie de celle-ci rendant ainsi son comportement

non-Newtonien.

La littérature technique offre plusieurs modeles mathématiques de fluides non
Newtoniens qui se distinguent entre eux par leur degré de complexité. Parmi ces modeles,

on a retenu le modele de fluide polaire a couples de contraintes qui a été utilisé par

plusieurs auteurs [4, 5, 6, 7] qui ont mis en évidence les effets positifs des couples de
contraintes sur 'amélioration de la capacité de charge des articulations par comparaison

au cas du lubrifiant Newtonien.

L'objet de ce chapitre est la présentation des équations de base de la lubrification
hydrodynamique a l'aide d’un fluide a couples de contraintes. L'analyse théorique est
basée sur la théorie du micro-continuum de V. K. Stokes dans le cas d'écoulement de films

minces visqueux en régime isotherme et laminaire.

1.2 Equations de base de la mécanique du micro- continuum de V. K.

Stokes

La théorie des fluides a couples de contraintes, développée par Vijay Kumar Stokes [8] a
partir des premiers travaux des freres Cosserat [9] effectués dans le cas des milieux

élastiques polaires, est un cas particulier de la théorie des fluides polaires qui considere
|
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les couples de contraintes et les couples de volume en plus des forces de surface et des
forces de volume traditionnels. La théorie des fluides a couples de contraintes et les
théories associées sont des modeles de fluides dont la microstructure présente dans le
solvant est mécaniquement significative. Cette théorie a été largement appliquée a I'étude
du comportement des films lubrifiants minces [10]. Un autre domaine d'application de la
théorie des fluides a couples de contraintes est celui des fluides réels porteurs de
particules métalliques chargées, et soumis a un champ électromagnétique externe qui fait

tourner les particules par rapport a leurs voisines.

D'apres la théorie isotherme du micro-continuum de V. K. Stokes (1966), les équations de

base qui caractérisent I'écoulement de fluide a couples de contraintes compressible sont :

+ Equation scalaire de continuité :

Dp T
TP div(V) =0 (11-1)

ol Dp/Dt = ap/at+gradp -V
< Equation vectorielle de mouvement :

DV 1, . 1~
— a -_ I =( ) - =
Por=PI+5 rot(pé) + dwv(T®) + S Tot (dw (M)) (11-2)

ou:
: masse volumique du fluide,

: variable temporelle,

<il =+

: vecteur vitesse du fluide,

<l

DV/Dt : vecteur accélération du fluide tel que a= DV/Dt = aV/at + grad V-

g : vecteur force de volume par unité de masse,
s g

c : vecteur couple de volume par unité de masse,
) : tenseur des contraintes d’ordre 2 symétrique,
M : tenseur des couples de contrainte d’ordre 2.

L’équation constitutive du fluide a couples de contraintes s’écrit en notation indicielle

comme suit :
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Ty=-péj+A dlU(V)5ij + 2 u Dyj _Eeijk (m,k +4n g +p ck) (11-3)
TS)=T(U) T[jij=partie anti—symétrique
i,j= 1,23
ou:
p : pression dans le fluide
8;j :symbole de Kronecker ou tenseur unité
A et u: coefficients de viscosité du fluide
D;; :tenseur des taux de déformation symétrique, D;; = = 24 + %
oo y que, Vij =3 oxj  0x;
&jk - tenseur de permutation d’ordre trois antisymétrique
Ck : vecteur des couples de volume, et div(l_/)) =V.V= Dy = Z%
a
L’équation du tenseur des couples de contraintes est donnée par :
1
My = 3 Mpn 8rx + 41 Wy +410 wr i (11-4)

ou:

oV
6x]-

w : vecteur tourbillon ou taux de rotation, w = %r—of(V) ou encore w; = %si ik
M,,,, = m :trace dutenseur des couples de contraintes, M,,,, = trace(]l:’l)
n et 1 : constantes matérielles responsables de la propriété des couples de
contraintes.
La virgule dans les suffixes indique la différenciation covariante et wy ., signifie wy 1, +
wy 22 + Wy 33 . Ces constantes physiques doivent vérifier les inégalités suivantes :
u=0; 34+2u=0; n =20; |nl<n (I1-5)

Notons que le vecteur tourbillon et le tenseur tourbillon ou taux de rotation

1(%_%

= sont reliés par les équations suivantes :
2 ax]' x;

antisymétrique W;; =

1
Wij = EijrWr ) w; = EgirsVVrs

Il existe un parameétre de longueur £ = \/n/u qui est une mesure caractéristique de la
polarité du modéle de fluide et ce parametre est identiquement nul dans le cas de fluides

non polaires ou Newtoniens.
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Le régime d’écoulement étant par hypothese isotherme (température supposée constante
dans le fluide), la dérivation de I'équation d’énergie a partir du premier principe de

conservation de la thermodynamique n’est alors pas nécessaire.

En reportant I'équation du comportement rhéologique dans I'équation de la dynamique
et en négligeant les forces et les couples de volume pour un fluide incompressible ou
isovolume, on obtient les équations générales gouvernantes (Cf. Annexe A pour les

détails) suivantes :

div(V) = 0 (11-6)
o] /— (e -
Pof = —grad(p) — urot (rot(V)) —nrot <rot (rot (rot(V)))) (I1-7)

Sachant que: V2V = grad (div(V)) — m(m(V)), 'équation (II-7) peut prendre la

forme suivante : p (% +gradV -V) = —grad(p) + uvv —nv4v

I.3  Dérivation de I'équation de Reynolds modifiée en coordonnées
cartésiennes

I1.3.1 Hypothéses de la théorie de Reynolds

La dérivation de I’équation de Reynolds nécessite les hypotheses suivantes :

A. L'épaisseur du film 4 est tres faible devant les autres dimensions du contact Z, le
rapport d’échelle entre ces grandeurs % doit étre de I'ordre 10-3. Si cette hypothese
n'est pas veérifiée, I'équation Reynolds ne peut s'appliquer.

B. Le régime est laminaire ; en régime non laminaire il faudra utiliser une autre
modélisation.

C. Le milieu est continu, I'équation de Reynolds ne s'applique pas dans les zones ou il
y arupture du film.

D. Les forces massiques extérieures sont négligées, ce qui est tres généralement vérifié
sauf en magnétohydrodynamique.

E. Les forces d’inertie dans le fluide sont négligeables devant les forces de viscosité et
de pression, cela est vérifié dans le cas des films minces et laminaires.

F. Il n'y a pas de glissement entre le fluide et les parois du contact ; la vitesse du fluide

a la paroi est égale a celle des parois.
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G. La viscosité et la masse volumique du fluide ne varient pas a travers 1'épaisseur du
film.

H. Les surfaces formant le contact sont supposées lisses et indéformables, ce qui
permet de placer I'origine des axes sur cette surface.

. La courbure générale du film est négligée.

J. Latempérature ne varie pas a travers I'épaisseur du film, cette hypothese n'est pas
vérifiée ; elle est cependant tres utilisée, car la résolution de I'équation Reynolds

généralisée (3 — D) qui tient compte de I'effet thermique est tres difficile.

I1.3.2 Analyse dimensionnelle des équations de mouvement pour un
écoulement en film mince
Dans ce qui suit, on adopte les coordonnées cartésiennes classiques (O, x,y, z) pour

'écriture des équations (II-6) et (II-7) Soit :

ou: u, v et w sont respectivement, les composantes de la vitesse de I'’écoulement suivant

x,y et z. En coordonnées cartésiennes, I'opérateur de dérivation particulaire s’exprime:

En lubrification des films minces visqueux [11, 12], la dimension suivant I’épaisseur du
film h étant trés faible par rapport aux autres dimensions de I'écoulement (figure I1.1). Ce
qui permet, pour déterminer l'ordre de grandeur des différents termes de I'équation

(I1-9) d’effectuer une analyse dimensionnelle (Cf. Annexe B pour les détails).
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6u+6v+aw_ (11-8)
ox dy 0z
2 2 2
DU (0P ((0°u  0%u 6 v 0w
Dt M dy? 0z? (')x(')y ax(')z
< Dv [ _ ap > < 0°u  9%v 0%*v N d2*w >
P De ay( %) axay oxz 022 oyaz [
Dw dp 0%u N 0°v  9*w  9*w
\Dt/ \dz/ \9xdz " 9ydz  ox2  dy? )
*u _u_l_ o*u n o*u 49 o*tu 9w 3w v 3w o*w o*w \
y4 dz*  0x20y2  0x2%20z2 0y20z2 0x30y 0x0y3 0x0yodz? 9x30z  0xdz3 axayzaz |
o%u a*u 9% v_l_u oty % oty d'w  atw }(II 9)
6x38y dxdy3 6x6y622 dx*  0z* = 0x2%9y2 6y2622 0x2%29z%2 09y30z 0yoz3 axzayaz
0*u 0%u _ o%u _ o%v _ o%v _ o%v 0w o*w n o*w I
9x30z  0xdz3 0x0y20z 0y30z 0ydz3  09x20yoz 6x4 0x20z2%2 = 0y20z2 xzay }
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Fig. I1.1 Schéma général d’'un contact en coordonnées cartésiennes

Pour cela, on choisit les variables adimensionnelles suivantes :

co X " s
=7 =7 a=
~_ Yy ~ v = n
R Mo
5=2 =Y P=2y
L 14 L

ou, L et V sont respectivement la dimension et la vitesse caractéristiques selon les axes
Vh : 14 e )
(Ox) et (0z), h et - celles suivant (Oy); 7 Ho €t 7o définissent 'ordre de grandeur du

temps et des coefficients de viscosité. Ce changement de variable conduit a poser

2

D= oLV p- Remarquons que la vitesse caractéristique V peut correspondre a la vitesse
0

d’écrasement. Aussi, ce changement de variable met en évidence les 3 nombres sans

dimension suivants :

Vh
R, =2

e nombre de Reynolds relatif a I'épaisseur de film, qui représente le rapport des
0

forces d’inertie aux forces de viscosité exercées sur une particule de fluide.
h R ) . I , _
€ = T :parametre d’échelle, qui en lubrification est de 'ordre de 1073
2 " . . Lz Y4 1
[y = % : rapport des coefficients de viscosité, généralement de 1'ordre de 1
0

Compte tenu de ces changements de variable adimensionnelle dans I'équation(I1-9), eten
négligeant les termes multipliés soit par £? soit par £*, il vient (Annexe B):
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(0D - .
(Diiy a—’f (0% (910
| ﬁ| X | “ 59z | 2 1 974 |
op y y
Ry 0 p=—10h g ! 0 b7 ()1 0 | (11-11)
| D | aX | 0% | |04 |
\z) v \"352) o5+
\95/

Les termes en R, , ou termes d’inertie, figurant dans le premier membre de I’'équation ci-
dessus seront négligés devant les termes de viscosité quand eR, < 1. Alors, si par

hypothése on néglige les forces d’inertie, il vient :

(9P 021 04
g% (_0_372] I\ 2 (0_}74]
<a—23>=—ﬁ 0 +—7 ﬁo){ 0 ¥ (11-12)
a}j 92y | 94w |
op T 92 54
(57 ay kay }

Et en revenant aux variables dimensionnelles, les équations de mouvement (momentum)
s’écrivent :
(Op 0%u 0*u

ax_ﬂay T Gy dy*

A

(II-13)

L'intégration de ces équations en tenant compte des conditions aux limites imposées

permettra de connaitre les composantes du champ de vitesse de I’écoulement u et .

I1.3.3 Détermination du champ de vitesse
Pour un écoulement bidimensionnelle (2D) en film mince visqueux, les équations de
mouvement s’écrivent :

(op  0%u d*u
ax M dy? K oy*
dp  0*w 9w

9z = Hayz ~ 7 3y2

oup =px,z)u=ulxyz);etw=w(y,z)

(11-14)

on remarque par ailleurs que la variable temporelle n’apparait plus dans les équations

(II-14) en raison de I’élimination du terme d’inertie.

Page | 43



G

Ay
Théorie de la lubrification hydrodynamique par fluides a couples de contraintes '\blb'e V74

NS

Les conditions aux limites (figure I1.2) sur les vitesses et les couples de contraintes sont :

2%u 0w
y:O: u:Ul; U:V1 H W:W1 ’ ﬁ :az =0
Yoly=o P ly=o (11-15)
. _u _V_dh W - 0%u _aZW —0
y = : u= 2 v = Z_dt' w = 2 ay2y=h_ay2y=h_
. dh _ 0h o oh
ou w -ty t W2y,
Yy
dh
ff—f———\w{;ﬁ\—(%
_j M2 v
NI Film de fluide
3 v w M
£
1 0 M‘I[ ——
X
W, Y (51)
y4

Fig. 1.2 Schéma du contact selon la théorie de Reynolds en coordonnées cartésiennes

(Paroi inferieure (S,) confondue avec le plan du référentiel (0, x, z))

L’équation(lI-14), est une équation différentielle linéaire d’ordre quatre a coefficients

constants, la solution générale est la somme de la solution homogene et de la solution

particuliére. Dans I'annexe C, on montre que pour un point de coordonnées (x, z) fixées

les deux composantes de la vitesse d’écoulement s’expriment comme suit :

(

w») =+ () + (52)(3)

o= (55 )

)

y:—hy + 2% 1—-

21

2y —h 1
cosh (T)

cosh (2%) (11-16)

y2—hy+202| 1—

cosh (%)

=

Page | 44



Ch,

Théorie de la lubrification hydrodynamique par fluides a couples de contraintes plt" el
I ———

I1.3.4 Dérivation de I'équation de Reynolds modifiée

L’équation de Reynolds modifiée est obtenue a partir de l'intégration de I'équation de
continuité (I1I-8) a travers I'épaisseur du film en suivant le méme processus de dérivation

que celui utilisé par Osborne Reynolds en 1886 [13]. Soit :

h(xzt) h(xzt) h(x,zt)

f +f P +f W 1y =0 (1-17)
axy Y 0z Y~

I3

Pour évaluer les integrales I; et I3, on utilise la regle d’'intégration de Leibnitz [14] qui

s’écrit sous forme générale comme suit :

hy(x,z,t)

f (x,y,z,t)
—d
ox
hq(x,z,t)
hy(x,z,t)
_ 0 f t)dy + f(x, h N hy, 2, 0) 202 (11-18)
=5, | feyandy+ ok - oSt (-
hq(x,z,t)
Soit:

j dy — U (U1 Uz)ah+a ! (610)( h3 4 12h12 — 24 13 ¢ h(h))
h=5¢)way= 2a 2 Jox " ox\12 u\ox a2

oh oh oh
a__|_Uza__|_]/]/za__[/1 (H-l(

h

f dy — W. (VVI_WZ)%+a ! (ap>< 3+ 12h1% — 24 13 ¢t h(h))
way = Za 2 )z oz oz a5

0

<12:

Par conséquent, 'équation (1I-17) devient:

(325 ()5 v = (06 + 2 (0 () a2

Si h = h(t), on aura la forme suivante :

G(h 1) (0%p 0%p\ (U, +U,\Oh (W, +W,\dh 0h
12 <6x2 922 _( 2 )EJ’( 2 )a T (I-21)
ou:
h
G(h1) = h3 — 12h1% + 24 1® tanh (zz) (11-22)
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C’est 'équation de Reynolds modifiée écrite pour un écoulement bidimensionnel (2D)
dont I'inconnue principale est la pression hydrodynamique dans le film fluide. C’est une
équation aux dérivées partielles du second ordre qui n'admet généralement pas de
solution analytique sauf dans le cas des contacts a géométrie simple. La résolution
numeérique de cette équation permettra formellement de connaitre : le champ de pression,

les vitesses u et w, et les contraintes de cisaillement dans le film.

I.4 Dérivation de I'équation de Reynolds modifiée en coordonnées

cylindriques
I1.4.1 Analyse dimensionnelle des équations de mouvement pour un
écoulement de film mince
Pour l'écriture de l'équation de Reynolds modifiée en coordonnées cylindriques

(figure I1.3), on procédera de la méme maniere que dans le cas cartésien :

% En coordonnées cylindriques, '’équation de continuité (II-6) et de mouvement

(I1-7) deviennent :

10(ru) 10dv ow

I T I1-2
r Oor +r09+62 0 (1I-23)
( 2 dp
%_v_ (2P ( 20v u)
Dt r or |Au——2———2
Dv uv 1ap r2d0 r
PA—F+—p=——tU 2 du v
Dt r r 00 Av+—— ——|
Dw ap l r400 r}
—_ Aw
\ Dt / \ 97 /
{A2 ZA 4A<6v> 8 0%v 462u+46u 4 0v  3u)
u T2 u r2 \00/ r300odr r*90%? r30r r*00 r*
n A2 2A +4 <6u> 8 9%u 462v+46v+46v 3v (11-24)
l v 28V r2 \98/ 1r3080dr 7r*08% r3dr r*o0 r4J
A*w
~.D _ 0 9 vo 9
ou: =t U T TWa
_ w2 _ 0% ) 19 ), 19%(C) , 8% ) ¢4 s .y I
AC ) =V( )=—5"+-——+ 55 +—,; ¢tantl'opérateur différentiel bien

connu de Laplace.

2 ! _0* ) 19%( ) 19( ), 19*(C ), 49%C ), 9*()

AC )=V )= ar* r2 9r2 r3 or +r4 064 r% 962 + oz* +
100% ) L9 1 9D 183 ) 183 ) 130N . .
(rz 572902 T or292 T2 502002 73 9002 Ty aronz T o3 )qul est le bilaplacien.

|
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u : la composante du vecteur de vitesse d'écoulement dans la direction radiale r
v : la composante du vecteur de vitesse d'écoulement dans la direction angulaire 6

w : la composante du vecteur de vitesse d'écoulement dans la direction axiale z

h(r,6,t)

X

Fig. I1.3 Schéma du contact hydrodynamique en coordonnées cylindriques

*

+ Les variables adimensionnelles sont cette fois-ci :

u ~ . h?
= i=— p=
w Mo Uo RW

r

=t
Il
4]
Il

p

v — — ]
Z =L Re = - (11-25)

N
Il
[N
Il

z
h

WR 2 _TNo
wx [P =1
Wh Mo

S

h
£=-
R

Les équations de mouvement (momentum) (11-24) compte tenu de ces changements de
variable et en négligeant les termes d’inertie et les termes multipliés soit par €2 soit par

g*, ( Cf. Annexe B pour les détails) se réduisent a :

\
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Soit en revenant aux variables dimensionnelles :

(dp  0%u 0*u
or  H a2 1 g8
J1dp _ 0%v 0*v
roo " oz2 Tz
dp

y i

I1.4.2 Détermination du champ de vitesse
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(11-26)

(I1-27)

L'intégration des équations du systeme (II-27) on permettra d'obtenir les expressions des

vitesses dans le fluide. Les conditions aux limites sur les vitesses (figure I1.4) sont:

=0 =U =V, w=W ol o,
T e R 6222_0_6222_0_
- - [I-28
dh 0%u 0%v ( )
z=h u=U2 17=V2 W:WZZE F_Zﬁ_zo
Z=h zZ=h
Z
dt
MZM@Z/
! M U
w
o _ 2 "2 v
@  Film de fluide W,
3 TT/V’ Moy
1 9, M Y -

A5,

Fig. 11.4 Schéma du contact selon la théorie de Reynolds en coordonnées cylindriques

(Paroi inferieure (54) confondue avec le plan du référentiel (0,1, 0))

Comme en coordonnés cartésiennes, et apres identifications des constantes d'intégration

al'aide des conditions aux limites (I1I-28), le champ des vitesses s'écrit :
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( 2z—h
U,—U 1 /0 cosh (—7—
u=U1+<2 1>Z+—<—p> 72 — hz + 212 1_M
h 2 u\or (h
cosh 2l)
$ _h (11-29)
V, =V, 1 /0 cosh (—7—
e ] SR (e
L H cosh (2l)

I1.4.3 Dérivation de I'équation de Reynolds modifiée
Pour obtenir 1'équation de Reynolds modifiée en coordonnées cylindriques, on doit

intégrer I'équation de continuité a travers l'épaisseur du film :

h(r,0,t) h
10(ru) 10dv ow d(ru)
f (; or + ;ﬁ‘i‘a)dz—j o dz + —dZ+7‘Ja z=0 (I1-30)
0 0

Iy I
La formule de Leibnitz nous permet de permuter I'opérateur de dérivation avec celui de

l'intégration. Ce qui se traduit par :

fll _ <U1 + Uz) - r(U1 — Uz) oh rG(h1) <6p)l

2 2 or or| 12u \or
J, (V1 — V2>@ _oa]6hD (ap> (11-31)
2 2 00 00|12 ur \oo

dh oh dh V,0h
\13=rw|6‘=r(W2 W1)—T(E—W1)=T(§+Uza+?%—w1)

Par substitution dans I'équation (II-30), on obtient :

(U1+U2)h+ (Ul—Uz)ah r G(h, l)(@p) +<V V2>@ g G(h, l)(@p)
2 "\T 2 Jor or| 124 \or 2 a0 a6|12ur \a6

oh oh V,0h
+r( )=0

T +U, — E (I1-32)

Ainsi, 1'équation de Reynolds modifiée dans le cas général s’écrit en coordonnées

cylindriques comme suit :

d [rG(h1) dp d |G(h 1) op
or| 12u or| o060|12ur 06
Uy + U, Uy +U;\oh (V;+V,\0h doh
) C)E )%
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IL5 Calcul des différents parametres de performance

Le calcul des différents parametres de performance s’effectue selon les étapes suivantes :

+* Choisir un systéme d’axes.

¢ Définition des conditions aux limites sur la vitesse des surfaces dans le systéme
d’axes choisi.

+¢ Ecriture une équation montrant I'épaisseur du film lubrifiant.

+¢ Ecriture 1'équation de Reynolds modifiée associée au contact étudié.

++ Définition des conditions aux limites sur la pression.

++ Calcul de la pression dans le film (résolution de I’équation de Reynolds modifiée).

% Calcul du débit.

+* Calcul de la charge par intégration de la pression.

+¢+ Calcul de la force de frottement par intégration des contraintes de cisaillement sur
les surfaces du contact.

+¢+ Calcul de la puissance dissipée dans le contact.

I1.5.1 Champ de pression dans le film
En général, le champ de pression est obtenu par intégration numérique de I'équation de
Reynolds modifiée au moyen des méthodes des différences finies ou des éléments finis ou
encore des volumes finis, compte tenu des conditions aux limites sur la pression. La
pression calculée permettra de déduire aisément diverses caractéristiques du contact
telles que la portance hydrodynamique (la capacité de charge), les débits de fuite, et la

puissance dissipée.

I1.5.2 Action du fluide sur les parois du contact

L'action de contact T, appelée le vecteur contrainte de Cauchy, exercée en un point M de

la surface de contact, dépend uniquement du tenseur des contraintes T;; en ce point et du

vecteur normal 7 (figure IL.5):
3 3
T(M,7) = Z T, 8, = Z Tij n &; (11-34)
i=1 i=1

ou : T;; étant les composantes du tenseur des contraintes dans la base orthonormée é; , n;
les composantes du vecteur normal en M orienté de la surface vers le fluide (normale

extérieure).
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Film de fluide

h(t)

Fig.IL.5 Action du fluide sur les parois d’'un contact

Les éléments de réduction en un point C quelconque du torseur des actions de contact
du fluide sur la surface S du contact seront donc:
(
' : ﬁ:jfﬂMﬁ)ds
S

Résultante :
(I11-35)

Moment au point C : M(C) = ﬂ?ﬁ/\f(M,ﬁ) ds

\
Aux parois du contact, le fluide lubrifiant se comporte comme un fluide Newtonien, car les

couples de contraintes sont nuls aux parois, la matrice représentative du tenseur des

contraintes a la paroi s'écrit alors :

( ou
Pty 0
Coordonnées _
» Tyl = ow
cartésiennes y=0 —p HE
4 (11-36)

Coordonnées

cylindriques L ]z 0o

r———|
|
=
=
N
Q)lQ.)
N <
N———
I

\
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I1.5.3 Capacité de charge (portance HD)
Si la surface S est un plan admettant comme vecteur unitaite normal y et Z dans les
coordonnées cartésiennes et cylindriques ,respectivement. L'intégration du champ de
pression sur cette surface permet de calculer la capacité de charge W que le contact peut

supporter :

W= f f p ds (11-37)

I1.5.4 Force de frottement
L’intégration des contraintes de cisaillement permet de déterminer la force tangentielle

exercée par le fluide sur la paroi (force de frottement) :

p
Coordonnées Fr = ﬂ T, ds
S

cartésiennes
) (11-38)
Coordonnées
| cylindriques Fr = ff Trz dS
S

I1.5.5 Vitesse moyenne de ’écoulement

Les vitesses moyennes de I'écoulement se calculent par:

a) Coordonnées cartésiennes

e

. h
=1 [wdy
0
{ ) h (11-39)
wh =1 [ way
\ 0
Tous calculs faits, on trouve :
If(u> _ U+l GDap
4 2 12 u h 0x (11-40)
(w) = W,+ W, G(hl) dp
l =T 124 h oz

b) Coordonnées cylindriques
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( 1"
(u)=ﬁfudz

1h

(v)=—fvdz
h

\ 0

Apres intégration, on trouve :

U, +U; G(h1) dp
7 2 " 12ph or
V,+V, G(h1) ap
2  12uh rd8

{(u)

L(v) =

I1.5.6 Débits de fuite

Ch,

%11

AN

$ 0 (11-41)

(11-42)

Le débit de fuite est calculé par intégration des composantes des vitesses moyennes aux

bords de fuite. Dans le cas de forme rectangulaire, Les débits suivant X et Z (figure 11.6)

:peuvent étre calculés a I'aide d'expressions des vitesses moyennes il vient :

B B
U+ U\ (G(hD\ (3p
Qx=Jhumoydz=hjumoydz=3h(—2 )—B(lzu (52)
0 0

L L
W, + W, G(h, 1)\ /0p
QZ=fhwm0ydx=hfwmoydx=Lh<—z )—L( 121 <£)
0 0

.

\

Q./2 « - - Q,/2

Fig. I1.6 Débit de fuite dans le cas d’'un contact de forme rectangulaire

(I1-43)
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Et dans le cas de forme cylindrique(figure I1.7): le débit de fuite a r = R selon la direction

— s .
e, s’écrivent :

2m
G(h,1)\0
Q, = f h Upmoy RAO = 2nRA Upyy = TRA(U, + Uy) — MR (h, D v (11-44)
6u )orl—g
0
Q.
Qr Qr
Q {E_, Qr

Fig.I.7 Débit de fuite dans le cas d’'un contact de forme cylindrique

I1.5.7 Puissance dissipée
L'intégration de la fonction de dissipation visqueuse ® dans le volume de fluide contenu

dans le contact, permet de calculer la puissance dissipée P due au cisaillement du fluide :

P= J J f @ dV (11-45)
14

avec:
D = T: gradV = (T(l]) + T[U]) (Dl] + VVU) = T(U)DU + T[U]Wl] (11-46)

Dans le cas d'un écoulement de films minces, tous les gradients de vitesse sont

P ] ] . - o
négligeables devant (=) et (==) en coordonnées cartésienne et cylindrique,
oy 0z

respectivement. L'équation (I1-46), se réduit donca:

R
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2
(Coordonnées O ~ (a_u)z_ (‘32_1‘)
cartésiennes n
) (11-47)

Coordonnées ® ~ ou g B 9%u
Lcylindriques = (az) 7 (622>
I.6  Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les lois fondamentales de la théorie du micro continuum
de V. K. Stokes pour décrire I'écoulement des fluides a couples de contraintes. A partir de
ces lois, on a dérivé une équation différentielle partielle (EDP) du second ordre en
coordonnées cartésiennes et cylindriques appelée équation de Reynolds modifiée qui ne
contient qu'une seule inconnue principale qui est la pression dans le fluide. Enfin, on a
aussi établi les relations permettant de calculer les principaux parametres de

performance d’un contact lubrifié en régime hydrodynamique telles que la capacité de

charge, les débits de fuite, et la puissance dissipée.

Les équations établies dans ce chapitre seront appliquées, dans le troisieme et quatrieme
chapitres, a 'étude de I'écrasement d’'un film non Newtonien a couples de contraintes

entre deux disques circulaires en présence de milieux solides imperméables et poreux.
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Ecrasement d’un fluide a couples de
contraintes suspendant en présence
d'un milieu rigide imperméable
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Ecrasement d’un fluide 3 couples de contraintes suspendant en présence epftpe /
d'un milieu rigide imperméable 7

Chapitre I1I

Ecrasement d’un fluide 2 couples de contraintes
suspendant en présence d'un milieu rigide
imperméable

II1.1 Introduction

L’articulation du genou posséde une géométrie complexe, formé principalement de
I'extrémité inférieure du fémur et I'extrémité supérieure du tibia et séparé par le fluide
synovial. Les deux extrémités, condyles fémoraux et plateaux tibiaux, sont recouvertes de
cartilage dont la structure est poro-élastique voire poro-viscoélastique. Le fluide synovial
comme présenté précédemment présente un comportement non Newtonien, ce caractere
non Newtonien est décrit par le modele de fluide a couples de contraintes [1, 2]. Dans ce
chapitre, on assimile les deux cartilages articulaires a deux disques rigides et non poreux
(imperméables), et on étudie les effets des couples de contraintes dus a la présence des
molécules de I'acide hyaluronique dans la synovie et de la concentration de ces particules
en suspension [3, 4| sur le comportement du film lubrifiant (la synovie). Le disque

inférieur est fixe tandis que le disque supérieur est mobile [5].

Le mécanisme de lubrification a film comprimé (en anglais, squeezing lubrication) est
omniprésent dans de nombreuses applications d'ingénierie telles que les engrenages, les
paliers dans les machines tournantes et alternatives, etc. L'effet d’écrasement lors de la
lubrification se produit lorsqu'une pression positive apparait dans un film fluide entre
deux surfaces se rapprochant mutuellement. Ce phénomene est également appelé effet
d’écrasement positive (positive squeeze), et le film lubrifiant est appelé film comprimé ou
film écrasé. Cependant, lorsqu'une pression négative apparait dans le film fluide entre
deux surfaces s'éloignant mutuellement, ce phénomene est alors appelé écrasement
négatif ou arrachement du film (negative squeeze). Dans ce cas, le fluide est aspiré dans

l'interstice entre les deux surfaces contigués au film.

Dans son célebre article sur la lubrification, Osborne Reynolds [6] a affirmé que 1'effet

d’écrasement est un mécanisme important, avec les effets de coin (wedge effect) et
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d'étirement (stretching), pour l'auto-génération de pression dans un film lubrifiant, en
particulier lorsque I'effet du coin d’huile est faible devant I'effet d’écrasement. Cela est dii
au fait que le film fluide visqueux ne peut pas étre expulsé instantanément, il résiste donc
a l'extrusion qui entralne une accumulation de pression. De nombreux chercheurs ont
étudié théoriquement et expérimentalement le phénomene de film comprimé avec un
fluide Newtonien parmi eux, on cite Jackson [7], Bujurke et al. [8, 9, 10], Megat et al [11],
Hlavacek [12], Ruggiero et al. [13], Alshehri and Sharma [14], B. ]. Hamrock [15], Yukio
Hori [16].

III.2 Caractérisation rhéologique de l'effet de la concentration en

suspension
La méthode la plus simple pour décrire la structure macroscopique d’un fluide synovial
en suspension [17] est de penser qu'une suspension est une particule rigide de forme
sphérique dispersée dans un solvant Newtonien. La loi de comportement rhéologique du
fluide a couples de contraintes (II-7) reste la méme seulement la viscosité dynamique du

fluide notée u doit étre remplacée par la viscosité effective de la suspension p. Soit :

pg—f = —grad(p) — u; 7ot (ot(V)) — n 7ot (r—of (r_’ot (Tm’(?)))) (11-1)

Les théories des suspensions diluées [18] dont les prémices remontent a 1906 avec les
résultats d’Einstein, qui furent ensuite largement reprises et modifiées par plusieurs

chercheurs dont les plus simples et les plus utilisées sont :

II.2.1  Modele d’Einstein
Les travaux d’Einstein en rhéologie portent sur les suspensions tres diluées de sphéres
rigides, de concentration volumique ¢, dans un solvant Newtonien de viscosité
dynamique p;. Einstein fut le premier a calculer l'évolution de la viscosité d'une
suspension diluée en fonction de la fraction volumique des particules solides, il propose
la formule valable pour tout type d’écoulement du fluide mais pour une faible
concentration volumique (¢ < 1%) [19, 20, 21]:

Hs

1oy =1+ [7l¢ (111-2)

ou:

Us : la viscosité effective de la suspension
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Upy : laviscosité du fluide de base
¢ :la fraction volumique de particules dans le fluide de base
[7] : la viscosité intrinséque, dont la valeur typique pour les suspensions mono

dispersées de spheres dures est de 2,5 [22].

II.2.2  Modéele de Batchelor et Green
En 1972, Batchelor et Green, ajoutent a la formule d’Einstein un terme quadratique, pour

tenir compte du mouvement brownien des particules, la formule (III-2) devient :

B 1425046202 (111-3)

Upf

I11.2.3 Modéle de Ball et Richmond
En 1980, Ball et Richmond modifient le modeéle de Batchelor et Green, en faisant intervenir

une concentration maximale admissible (¢,, = 0.64 pour des sphéres dans le solvant) :

" <1 _i)—z.sq;m

bm

(111-4)
Upf

II1.2.4  Modéle de Phan-Thien et Pham
Phan-Thien et Pham, en 1987 proposent une expression plus complexe de la viscosité du

fluide qui est donnée par la formule suivante :

:_; = (1—¢)~25 (111-5)

II.2.5 Modéle de Krieger-Dougherty
Pour calculer la viscosité effective, Krieger et Dougherty [23] en 1959 ont dérivé une
équation pour la viscosité dynamique couvrant toute la gamme de fractions volumiques

dans le fluide de base (le solvant):

B b —[M¢m
Us = tpr (1 ———

. (111-6)

La fraction maximale (¢,,) de tassement de particules qui varie de 0,495 a 0,54 dans des

conditions de repos, et est d'environ 0,605 a des taux de cisaillement élevés [24, 25] .

Les variations typiques de la viscosité relative ug/u,; avec la fraction volumique ¢ sont
présentées sur la figure IIL.1 en utilisant la relation de Krieger-Dougherty (I1I-6) et le

modele classique d'Einstein (III-2) [26].
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Fig. II1.1 Comparaison du modéle de viscosité de Krieger-Dougherty avec le modele de

viscosité conventionnel d'Einstein sur une plage de fractions volumiques.

I11.3 Equations de Reynolds modifiées gouvernant I'écrasement d’un

fluide a couples de contraintes entre deux surfaces rigides

imperméables
1.3.1

Les hypotheses utilisées dans cette approche sont :

Hypotheses relatives a I'écoulement par effet d’écrasement

A. Le contact articulaire du genou humain est schématisé par deux disques circulaires

et paralleles de méme rayon R d’axes confondus, et séparés par un film fluide

d’épaisseur h(t) comme il estillustré sur la figure II

L.2.

B. Le disque inférieur d’épaisseur H" représente 'extrémité supérieure du tibia au

contact, et le disque supérieur représente I'extrémité inférieure du fémur qui est

activée pendant I'écrasement.

C. Le fluide synovial se trouvant entre les deux disques est un fluide a couples de

contraintes suspendant décrit par la théorie du micro-continuum de V. K. Stokes.
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D. Le modele de viscosité de Krieger-Dougherty est adopté pour le calcul de la

viscosité effective de la suspension.

. Les propriétés physiques du fluide lubrifiant sont supposées constantes a savoir : la
viscosité dynamique du solvant g, la masse volumique p, et la nouvelle constante
physique 7.

. L'épaisseur du film h(t) correspondant au mouvement harmonique sinusoidal du

disque supérieur est exprimée par I’'équation (I11-7) :

h(t) = hy + hy(cos(2mft) — 1) (111-7)
La vitesse du disque supérieur est alors donnée par I'’équation (III-8) :
dh _
Wsq = i —2nfh, sin(2nft) (I11-8)

ou h est!'épaisseur de film initiale ; h, estl'amplitude, et f = % estla fréquence du

mouvement sinusoidal.
Les coordonnées cylindriques (r, 8, z) sont utilisées pour I'écriture des équations
gouvernantes.

. L'écoulement du fluide est supposé isotherme, incompressible et axisymétrique

@/ 99 =0)

. Les forces de volume, les couples de volume, et les forces d’inertie du fluide [27, 28]
sont négligées.

Pour dériver I’équation de Reynolds modifiée, on utilise les mémes hypotheses
présentées dans la section I11.3.1

. Comme premiére approximation, les deux disques articulaires sont supposés rigides

et imperméables (non poreux).

— Femur |

| Synovial Wisq
fluid I‘

___patella Rigid|disc
Synovial -.::;:.:-: ...f'..'..::.:- . .-.'::.::. h(f)
membrane AR R " T ,

H*I- Rigid|disc
Tibia Cartilage a) R b)

?«01}?,6 u
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__—



G

- ) L1 . P U,
Ecrasement d’un fluide a couples de contraintes suspendant en présence \pll‘pe /
d'un milieu rigide imperméable X !/
\\

Fig. I11.2 Configuration de l'articulation du genou en écrasement axisymétrique du film

- : L : : . = _h :
Les variations typiques de l'épaisseur du film sans dimension h = et de la vitesse
0

5q

d'écrasement sans dimension W,, = Ysq avec un temps sans dimension £ = tf obtenues
sq fh
0

apartir des équations (I11-7) et (I1I-8) pour h, = % = 0.2 sontillustrées sur la figure II1.3.

0

Negative squeeze

Wsq -

\ /
S N/

.
- .
N 4 N—
- . ’

1
-
™~
L IIIIIIII IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII LI
=l

4 b
- Positive squeeze

L) I L) I L) I L) I L) I L) I L) I L) I L) I L)
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9

t

Fig. II1.3 Variations temporelles de I'épaisseur du film et de la vitesse d'écrasement

normalisées

II1.3.2  Conditions aux limites sur les vitesses et la pression
Les conditions aux limites sur les vitesses au niveau du disque inférieur et du disque

supérieur sont données par I'équation (I11-9) :

z=0 u=U1_0 v—V1 0 W—W1—0 (1119)
z=nh u=U2—O U—Vz—o W—Wz—VVsq
Les conditions aux limites sur la pression sont :
_o ap_o h o
r= A (champ axisymétrique) (111-10)
r=R ; p=0 (pression relative ambiante)
I11.3.3 Equation de Reynolds modifiée en coordonnées cylindriques

Lorsque les conditions d'écoulement sont celles définies au paragraphe III. 3.1 du présent
chapitre et compte tenu des conditions aux limites sur la vitesse (III-9), 1'équation de
Reynolds modifiée pour un fluide a couples de contraintes (II-33) en coordonnées

cylindriques (7, 8, z) prend la forme suivante :
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G(h,D) 10 [r (6_10)] _dh (11-11)

12u, rorl \or/l ~ dt
\ 3 2 3 h
oll: G(h,1) = h* — 12hI? + 24 I° tanh (5)
Sil = 0, on retrouve I'équation de Reynolds Newtonienne classique.

II1.4 Calcul des performances hydrodynamiques d'un film fluide écrasé

entre deux surfaces rigides imperméables
II1.4.1 Champ de pression du film de compression
Pour trouver la solution de 1'équation de Reynolds modifiée, on intégre analytiquement
I'équation (I1I-11) un par rapport a r . Compte tenu des conditions aux limites (I1I-10), on

obtient la pression hydrodynamique développée dans le film :

3u;, dh
Cn SZ)E (r2 — R?) (111-12)

p(r,t) =

La pression du film étant connue, les caractéristiques du film de compression peuvent

maintenant étre calculées.

Il1.4.2  Capacité de charge

La capacité de charge du disque inférieur W est déterminée par I'équation (I1II-13) :

3mug R*dh

2G(h 1D dt (i-13)

R
W=2n f prdr =
0
II1.4.3  Vitesse radiale moyenne
L’équation donnant le champ des vitesses dans le fluide (II-29) soumise aux conditions

limites (I11-9) et (I11-10) permet d’obtenir le profil de la vitesse radiale suivant :

__3r dh) ,_ 2\ 21 J
u= ChDd zc—hz+ 2|1 h (I11-14)
(h, D) dt cosh (Z_I)

La vitesse radiale moyenne en un point du fluide de coordonnée radiale r se calcule par la

relation suivante :

h
(u) = %f udz=——— (I11-15)
0
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111.4.4 Débits de fuite au bord libre du disque
La connaissance de la vitesse radiale moyenne en r = R permettra de calculer le débit

volumique de fuite au bord du disque par I'expression suivante :

21
dh
Q, = f h{u)RdO = 2nRh{(u) = -« RZE (11I-16)
0
II1.4.5 Contrainte de cisaillement
la contrainte de cisaillement pariétale t,, est donnée par:
ou 03u 3hus dh

—0 = Us— - — =— — 1-17
Trzlz—O Us 0z 720 n 623 o G(h, l) dt r ( )

II1.4.6 Force de frottement

La force de frottement F; se calcule a partir de l'intégration de la contrainte de

cisaillement sur la surface du disque inférieur (z = 0):

21

R
2w h ugdh
Fr = Jfrrzlzzo rd@dr = — GO D dt r3 (I11-18)
00

I11.4.7 Puissance dissipée
La puissance est calculée a partir de I'intégration de la fonction de dissipation visqueuse
sur le volume occupée par le fluide exprimée cette fois-ci dans le cas d'un fluide a couples

de contraintes :

P fffcbdv fznfthcb dr dz do 3””$R4(dh)2 (I11-17)
= = r r Z = —_— -

) o o ), 2G(h D) \dt

. ou\2 92y 2

ou P =~ u (%) t n(5%)

N e’ L S
contribution Newtonienne contribution non Newtonienne

IIL.5 Etude paramétrique
L’étude paramétrique concerne l'influence de certains parameétres controlant
I’écoulement du lubrifiant tels que les couples de contraintes, la concentration de la
suspension, et la fréquence d’oscillation sur le comportement du film durant un cycle

d’oscillation.
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Dans ce qui suit, les résultats graphiques issus de la résolution du probléme de
lubrification direct correspondent aux données géométriques et physiques reportées

dans le tableau III.1. Les valeurs numériques de 'amplitude et de la fréquence d’oscillation

ont été choisies afin d’assurer un écoulement laminaire du fluide sans cavitation.

Tableau IIL.1. Données géométriques et physiques du probléme direct

Parameétres Symboles Val,el.lr Unités Références

Numérique

?)/;sszosne dynamique du fluide de s 10-2 [Pa.s] [29]

Rayon des deux disques R 18.7 x 1073 [m] [30]

Epaisseur initiale du film fluide ho 1075 [m] [31]

Amplitude d'oscillation h, 0.2%x 107> [m] -

- 0

Constante matérielle 4 % 10-14

responsable de la propriété des n 9 % 10-14 [N.s] [1]

couples de contrainte 16 x 10-13

Param.etre du cou.ple de. 7 0.02 .03 04 ] )

contrainte sans dimension

Fraction volumique de particule ¢ 0 ,01,02,03 [—] [32]

Fréquence de mouvement f 05.1 ,15 .2 [Hz] 32]

sinusoidal

II.5.1 Profils de pression

a) Effets des couples de contraintes

La figure IIl.4 représente la variation de la pression p pour différentes valeurs du
parameétre de couples des contraintes adimensionnel £ dans le cas d’un fluide ne
contenant pas de particules en suspension (¢ = 0). Le disque supérieur est soumis a un
mouvement d’oscillation de fréquence f = 1 Hz. Il est observé que l'utilisation d’un
lubrifiant non Newtonien a couples de contraintes fait augmenter les valeurs de la
pression par comparaison au cas Newtonien (¢ =0). De plus, 'augmentation du
parametre des couples de contraintes entraine une augmentation significative du pic de

pression calculé au niveau de I'axe du disque et ce durant tout le cycle d’oscillation.
b) Effets de la concentration

Les résultats de I'étude de I'effet de la concentration de particules en suspension ¢ sur la
pression pour une taille de particule relative # = 0.2 et une fréquence d’oscillation f =

1 Hz sont représentés sur la figure I11.5. On observe que la présence des particules dans le
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lubrifiant de base entraine une augmentation de la pression dans le film fluide et par
conséquent la capacité de charge du systeme et ce durant le cycle complet d’oscillation.
Cette augmentation est plus accentuée dans le cas d'un fluide a haute concentration. Ceci
est principalement dii a I’élévation de la viscosité du fluide en raison de la présence des

particules qui sont dispersées dans le fluide de base.

Pressure [MPa]
Pressure [MPa]

\I|II|III‘!I|II\AI]Illli‘illl\lll‘illill

l!llIIT“IIIIIT]IIIIIIIIITTIIIIIIYIIII

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

i 4900 (02 O—0—0[=02 (=02
—00(=0 >D>D(=03 0000 (=03 O-0-0[=02 (=03
00002 +*—x (=04 P> di= (=05 DDDi02 (=05

* -k k(=0 (=07 F—f—H(=02 (=07
- 0= (=08 O—0—0[=02 (=08

.,llIIlllllllIlllI

E 04 Lo o B
% 0 d | . | o802
3 | [T l T | IR t 5 ha
(7] 0,2 0,3

£ *—k—%k [ 04

c)

Fig. I11.4 Profils de pression pour différentes valeurs du parametre des couples des

contraintes £ avecp = O et f = 1 Hz
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Fig. I11.5 Profils de pression pour différentes valeurs de la fraction volumique ¢
avec? = 0.2etf =1Hz

c) Effets de la fréquence d’oscillation

Les variations de pression pour diverses valeurs de la fréquence du mouvement

sinusoidal f pour £ = 0.2 et ¢ = 0.1 sont représentées sur la figure IIL.6. On observe que

durant le cycle d’oscillation complet la pression dans le film fluide augmente avec la

\
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¢-¢-00=01;T=08 0—0—0 0=03;7=08
b)
P
909 ©=0
t | 9@ =01
PP ©=0,2
YAk O =0,3
N\
c)
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fréquencef. Ceci s’explique par le fait que pour des grandes valeurs de la fréquence, le
fluide lubrifiant développe une résistance plus élevée.
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Fig. I11.6 Profils de pression pour différentes valeurs de la fréquence du mouvement
sinusoidal f exprimée en [Hz] pour? = 0.2 et = 10 %
II.5.2  Profils de vitesse radiale et débit de fuite
a) Effets des couples de contraintes & de la concentration
La figure II1.7 montre les profils de vitesse radiale u et le débit de fuite Q, calculés au bord
du disque (r = R) pour différentes valeurs du paramétre des couples de contraintes # et
de la concentration en particules ¢. Les calculs sont effectués pour une fréquence
Page | 68 /%
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I
d’oscillation f = 1 Hz. On observe que les couples de contraintes et la concentration n’ont
pas d’effets appréciables sur la distribution de la vitesse d’écoulement radiale a travers
'épaisseur du film et le débit de fuite. Ces résultats constituent un moyen de validation
probant du code de calculs développé car en vertu du principe de conservation la valeur
instantanée du débit de fuite au bord du disque ne dépend que de la vitesse d’écrasement

ou d’arrachement du film et elle doit étre égale au signe prés a wR? Wsq(t) représentant

la variation du volume de fluide écrasé ou arraché par unité de temps.
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b) Effets de la fréquence d’oscillation
La figure II1.8 montre que la fréquence d’oscillation affecte sensiblement les profils de
vitesse radiale et par conséquent le débit de fuite au bord du disque surtout pour les

valeurs de fréquence élevées.
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III.5.3  Contraintes de cisaillement visqueuses
La figure IIL.9 présente les effets du parameétre de couple de contraintes #, de la
concentration de particules en suspension ¢, et de la fréquence du mouvement sinusoidal
f sur les distributions des contraintes de cisaillement 7,, suivant I'épaisseur du film
calculées au bord du disque (r = R).Onremarque que les contraintes de cisaillement sont
maximales aux parois et qu’elles sont sensiblement affectées par les trois parameétres #,
¢ , et f alinstar de la pression qui est une contrainte normale. On remarque par ailleurs
une augmentation significative des contraintes pariétales avec ces trois parametres. Ceci
se traduit naturellement par une augmentation de la capacité de charge et de la force de
frottement avec ces mémes parametres comme il est clairement illustré sur la

figure I11.10.
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Load carrying [N]

)

Fig. I11.10 Evolutions de la force de frottement F; et de la capacité de charge W pendant un

cycle d'oscillation

III.6 Conclusion
Dans ce chapitre, on a mis en évidence les effets non négligeables des couples de
contraintes, de la concentration des particules en suspension, et de la fréquence du
mouvement sinusoidal du disque supérieur sur les performances HD du tribosysteme
modélisant 'articulation synoviale du genou. L’effet non Newtonien du lubrifiant est pris
en compte en utilisant la théorie du micro-continuum de V. K. Stokes appliquée pour un
écoulement par effet d’écrasement d’'un film mince représentant le liquide synovial.
Comme une premiére approximation, les deux disques ont été supposés rigides et
imperméables (non poreux). La viscosité effective de la suspension représentant le fluide
synovial, qui est un mélange de sérum et d’acide hyaluronique, a été évaluée par le modele

de viscosité plus précis de Krieger-Dougherty.

On peut conclure que la présence des couples de contraintes fait augmenter la pression
p et donc la capacité de charge W, la contrainte de cisaillement pariétale t,, et par

conséquent la force de frottement Fr. Cette augmentation est plus accentuée dans le cas

d’un fluide suspendant ou d’'un mouvement d’oscillation a haute fréquence du disque

supérieur.

Ces résultats sont d’'un intérét technologique certain dans la mesure ou ils fournissent des
informations intéressantes pour la conception de protheéses artificielles efficaces et

durables.

Dans le prochain chapitre, on étudiera le comportement d'un autre modele de prothese

bio-inspiré comprenant un disque mobile rigide et un disque fixe poreux.
|
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Chapitre IV

Lubrification par film comprimé d'une prothese
de genou en présence de milieux poreux étanche
et non étanche

IV.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, le probléme de lubrification hydrodynamique par effet
d’écrasement entre deux disques rigides et imperméables a été étudié en tenant compte
des effets des couples de contraintes, de la concentration des particules en suspension, et

de la fréquence du mouvement sinusoidal du disque supérieur.

Le présent chapitre traite les effets d’écrasement d'un film fluide suspendant en présence
d’'un milieu poreux et anisotrope en rappelant tout d’abord les éléments nécessaires a la
modélisation et a la formulation théorique des écoulements des fluides au sein des milieux

poreux, ainsi que leur caractérisation physique.

Les études tant théoriques qu'expérimentales du probleme de lubrification
hydrodynamique par effet d’écrasement en présence d’'un milieu poreux ont fait 'objet de
nombreux travaux de recherche en raison du nombre important de leurs applications en

industrie et plus particulierement en biomécanique.

Jurczak [1] a proposé des modeles de bio-roulements pour le film comprimé avec une
couche poreuse pour étudier l'effet d'inertie sur le champ de pression en utilisant
I'approximation de Morgan-Cameron [2] pour coupler les équations de Navier-Stokes et
de Poisson. Il a conclu que la pression générée dans le fluide a couple de contrainte est
supérieure a celle du fluide Newtonien. Il a également constaté que la pression diminue

avec la perméabilité.

Lin et al. [3] ont utilisé la loi de Barus pour analyser les effets combinés de la
piézoviscosité et des couples de contraintes sur les caractéristiques du film comprimé
entre deux plaques rectangulaire large et paralléle. La solution semi-analytique, obtenue
au moyen de la technique des petites perturbations, a été comparée par les auteurs a celle

dérivée dans le cas du fluide Newtonien et iso-visqueux. Ils ont trouvé que la piézo-
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viscosité du fluide et les couples de contraintes peuvent améliorer les performances du
film comprimé en raison de la plus grande capacité de charge obtenue pour une épaisseur

de film plus faible.

Nabhani et al. [4] ont présenté un nouveau modele pour combiner les effets des fluides a
couple de contraintes et des déformations élastiques de la matrice poreuse en tenant en
compte l'inertie du fluide lubrifiant. Les auteurs ont utilisé le modeéle généralisé de Darcy-
Brinkman-Forchheimer pour décrire 1'écoulement du fluide dans le disque poreux et
I'approche simplifiée d’'un revétement élastique mince pour déterminer la déformation
élastique due a la pression hydrodynamique a l'interface matrice poreuse-film fluide. Ils
ont constaté que les couples de contraintes et la poro-élasticité du disque augmentaient

le coefficient de frottement et diminuaient la capacité de charge.

Ponnuswamy and Govindaraj [5] ont analysé les performances du film comprimé pour
deux disques annulaires poreux paralleles, avec un mouvement sinusoidal du disque
supérieur. Ils ont dérivé une expression analytique de la pression en utilisant les séries de
Fourier-Bessel. Les résultats obtenus ont montré que la capacité de charge augmentait

avec le parametre des couples de contraintes et I'amplitude du mouvement sinusoidal.

La littérature technique disponible révele que la plupart des recherches effectuées
considéraient essentiellement des disques poreux circulaires ou annulaires avec un bord
non étanche (unsealed edge). D’autre part, l'approximation de Morgan-Cameron [2] qui
ignore tout effet de glissement a l'interface matrice poreuse-film fluide a souvent été

adoptée pour prendre en compte les effets de porosité.

De plus, le phénomene de glissement a l'interface des deux milieux poreux et le fluide a
été intégré au moyen de certains modeles plus complexes tels que Beavers et al. [6] et
Brinkman [7]. Une discussion élaborée sur le choix des parametres de glissement et la

validité des différentes conditions aux limites de glissement sont données dans [8].

L'objectif de ce chapitre est d'étudier le comportement non Newtonien d'un film
comprimé entre un disque circulaire rigide et un disque poreux dont le bord peut étre
étanche ou non. La présente étude est aussi basée sur la théorie du micro-continuum de
V. K. Stokes qui prend en considération les couples de contraintes dus a la présence de

petites particules dans le fluide porteur (le solvant).
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Le disque supérieur est imperméable et mobile, tandis que le disque inférieur est supposé
étre un milieu poreux anisotrope stationnaire. La viscosité effective de la suspension est
déterminée en utilisant le modeéle de viscosité de Krieger-Dougherty pour une fraction

volumique donnée de particules dans le fluide de base (le solvant).

Il convient de noter que dans des conditions de charge dynamique (c'est-a-dire pour un
mouvement sinusoidal intense), une cavitation peut se produire lorsque les surfaces
supérieure et inférieure s'éloignent 1'une de 1'autre pendant une partie du mouvement
harmonique (c'est-a-dire pour la phase d’écrasement négative) exécutée par le disque
supérieur. Lorsque les surfaces contigués au film se séparent, cela crée des dépressions a
lI'intérieur du film fluide qui sont inférieures a la pression atmosphérique absolue. Si la
pression dans le film chute en dessous de la pression de cavitation critique, le film de
fluide se rompt, c'est-a-dire cavite. La cavitation peut étre gazeuse, vaporeuse ou une

combinaison de celles-ci.

La compression sinusoidale étant de faible amplitude et de faible fréquence, I'apparition

de la cavitation et de la turbulence est donc peu probable.

by

Les équations gouvernantes, y compris l'équation de Reynolds modifiée couplée a
I'équation de Darcy modifiée, sont dérivées pour un modele de fluide non Newtonien a
couples de contraintes suspendant avec une viscosité variable en considérant les effets
d’interface fluide-milieu poreux. La vitesse de glissement est directement calculée au
moyen de la loi de Darcy modifiée pour les faibles valeurs du nombre de Reynolds de
I'écoulement par compression ou écrasement; c'est-a-dire lorsque I'’écoulement de

compression s’effectue en régime laminaire.

Les performances hydrodynamiques du film comprimé sont déduites a partir de la
solution numérique des deux équations gouvernantes couplées, Reynolds-Darcy, en
utilisantla méthode des différences finies et la méthode itérative du point fixe avec facteur

de sous-relaxation.

Pour une fraction volumique de particules donnée, les effets non Newtoniens du fluide

lubrifiant (la synovie) sur les caractéristiques du film comprimé seront analysés pour une

\ . : . s p
gamme de valeurs du parametre des couples de contraintes sans dimension, £ = = en
0
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considérant le bord du disque poreux soit étanche (sealed disc edge) ou libre (unsealed

or free disc edge).

IV.2 Caractéristiques générales et modélisation des milieux poreux
IV.2.1  Définitions
La caractérisation de la nature poreuse du cartilage, élément capital de I'articulation
biologique sera particulierement exposée ainsi que les définitions de base relatives a la

modélisation de I'écoulement des fluides dans les milieux poreux.

Un milieu poreux est communément défini comme étant un milieu solide contenant une
quantité suffisante de vides répartis de maniére ordonnée ou chaotique, connectés ou
non-connectés entre eux comme illustré sur la figure IV.1 [9]. Les vides se caractérisent
par des formes et des tailles tres variées qui peuvent étre classés en trois groupes, a
savoir: les pores moléculaires qui sont les plus petits vides, les cavernes qui sont les plus

grands vides, et les pores qui sont simplement |'espace entre les deux premiers types [10].

Y LAY
<ol )
L X A X

Fig. IV.1 Structure d’'un milieu poreux

L0
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<

Selon la structure du matériau formant la partie solide du milieu poreuy, il est possible de
faire la classification suivante :
% Le matériau granulaire: constitué d'un grand nombre de particules solides
distinctes (les grains) qui ne sont pas liés par des liaisons chimiques.
+* Le matériau cellulaire : dont la partie solide forme des cellules distinctes ouvertes ou
fermées.
% Le matériau fibreux : dont la partie solide est constituée de fibres plus ou moins
enchevétrées les unes dans les autres et agglomérées par un liant.
Les matériaux poreux sont omniprésents aussi bien dans le milieu naturel (les cartilages

articulaires, les roches, les sols, le bois, etc.) que dans le milieu industriel ou on s’apergoit
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de l'utilisation ubiquitaire des milieux poreux dans différents domaines comme

I'aérospatial, I'industrie automobile, la médecine, et la bio-ingénierie figure IV.2.

b)
Fig. IV.2 Exemples de structure d’'un milieu poreux :

a) cartilage articulaire ; b) coussinet poreux

Iv.2.2 Parameétres caractéristiques
Les milieux poreux ont différentes caractéristiques, a savoir :
a) La porosité
Les milieux poreux comme montrés dans la figure IV.3 contiennent un certain
pourcentage de vides qui peuvent étre occupés par des fluides ce qui définit leur porosité

e [11].

Milieu solide Espaces vides

Fig. IV.3 Les espaces vides dans un milieu poreux

Ce parametre est défini par la relation suivante :

% (Iv-1)

€=Vt

ou Vj, estle volume des pores et V; est le volume total.
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Les valeurs de la porosité s’échelonnent entre 0 et 1, telle que la valeur 0 représente le
solide plein et la valeur 1 représente un solide complétement vide. La porosité calculée

seulement a partir de I’espace poreux interconnecté est appelée la porosité effective [12].

La détermination expérimentale de la porosité est basée sur la mesure du volume des

pores et le volume total afin de calculer le rapport de porosité.

b) La compacité
La deuxiéme caractéristique des milieux poreux est la compacité qui est cette fois-ci le
pourcentage de volume solide dans le milieu poreux. Ainsi, on peut dire que la compacité
représente le taux d’occupation réel de I'espace a l'intérieur d’'un milieu poreux et est

calculée par la relation :

c= 1—¢ (Iv-2)

NI

ou I; est le volume du solide.

¢) La connectivité et la tortuosité
La connectivité caractérise la topologie du volume des pores, le voisinage des pores et la
présence de pores bouchés tandis que la tortuosité représente la non-rectilinéarité des
trajectoires a l'intérieur du milieu poreux figure IV.4. Si on considére un échantillon de
longueur L d’une part, et un canal de longueur effective L, > L qui traverse cet échantillon

d’'une extrémité a I’autre, on peut déterminer la tortuosité comme :

coLe (IV-3)

L

Autrement dit, la tortuosité caractérise la ligne de courant d'un fluide dans le milieu
poreux, par rapport a une ligne droite entre les extrémités d’écoulement dans le milieu

poreux.

Fig. IV.4 Représentation de la tortuosité d'un milieu poreux
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Dans le tableau suivant, on reporte quelques propriétés de la roche de sable (gres ou
sandstone) et de la mousse en polyuréthane considérées comme des milieux poreux
naturels et industriels :

Tableau IV.1. Quelques propriétés de la roche de sable et de la mousse en polyuréthane

Porosité Perméabilité = Tortuosité ,Module ((iloefﬂlaent Mas§ ©
£ () k (m?) O d’Young, E e Poisson, volumique,
(GPa) v() p (kg/m?3)
0.3 10-10-10-4 1.02 7.3 0.3 2300.
0.97 1.53 x 10710 1.60 169 x 107° 0.3 998.

d) La perméabilité
La perméabilité intrinseque, notée k, se rapporte au milieu poreux indépendamment des
caractéristiques du fluide. Elle correspond a l'interconnexion et aux caractéristiques
géométriques des vides permettant a un fluide d’y circuler. La perméabilité dépend de la
porosité € et de la géométrie de la matrice solide. Elle est dimensionnellement homogéne
a une surface et son ordre de grandeur est donné par la section d'un pore individuel
[13, 14]. La perméabilité est un parametre physique qui caractérise la capacité du milieu
poreux a conduire a travers lui un liquide sous un gradient de pression donné. L’équation
dimensionnelle de la perméabilité est [k] = L? ou encore le Darcy tel que(1 Darcy =

0.987 X 10712 m? =~ 1um?).

La littérature technique offre plusieurs relations et formules pour le calcul de la
perméabilité k a partir de la porosité €. Elle peut étre calculée a partir de la relation de
Kozeny-Carman [15, 16, 17]:

2
D,* &3

k=—>2 "
180 (1 — €)2

(Iv-4)

ou D, est un diametre caractéristique des pores.

Tableau 1V.2. Valeurs typiques de la perméabilité de quelques matériaux poreux usuels

Matériau Perméabilité k [m2]
Briques 4,8%x10-15-2,2%x10-13
Cuir 9,5%1014-1,2%x10-13
Fibres de verre 2,4%x10-11-51x10-11
Sable 2,0x1011 - 5,1x10-11
Cheveux artificiels 8,3%x10-10-1,2x10-°
Poudre d’ardoise noir 4,9%x10-14-1,2x10-13
Fils a tisser 3,8%x10°9-1x108

Page | 85



Lubrification par film comprimé d'une prothése de genou en présence C/Lgpl.t
de milieux poreux étanche et non étanche \\’GII/

Variations typiques de la perméabilité avec la porosité de la mousse en polyuréthane

imbibée a I’eau et a I'huile figure IV.5 [18]

Mousse: 2404
4 |® @ @ 2Perméabilite (H20)
® © @ Perméabilité (ISO VG 46) ®
8E-010 —
®
~ 4
g
<~ 6E-010 — @
QL
=
3 .
L] @
& 4E-010 - ®
Q
o
® @
2E-010 —
®
1 L]
[
0 T | T | T I T l
0.8 0.84 0.88 0.92 0.96
Porosité (
c)

Fig. IV.5 Comparaison entre les valeurs expérimentales des perméabilités mesurées a

I'eau et a I'huile ISO VG 46 pour différentes porosités

IV.2.3  Modeles d'écoulements a travers des milieux poreux
Pour étudier les processus d’écoulement dans un milieu poreux, il existe différents
modeles qui utilisent des lois basiques de transfert de masse, d’énergie et de quantité de

mouvement. Dans ce qui suit, on ne présentera que les modéles les plus utilisés :

a) Modéle de Darcy classique
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Traditionnellement, la loi de Darcy [19, 20] a été appliquée pour les écoulements a travers
des milieux poreux isotropes, cette loi a fait I'objet de validation par des essais

expérimentaux, ce modele est décrit par la formule suivante :
U

Vp* = - & (IV-5)

_
Vp* pour un milieu poreux anisotrope.

==

7+ kg « 7+
ouV =—;Vp ,ou encore V* = —

ou p” estla pression dans le milieu poreux, u est la viscosité dynamique du fluide, k estla

perméabilité du milieu poreux et V¥ est la vitesse de filtration ou d’écoulement. Le signe
moins apparaissant dans la loi de Darcy (IV-5) signifie que I’écoulement du fluide dans le

milieu poreux s’effectue dans le sens des pressions décroissantes.

Ce modele, dit aussi loi de Darcy, relie donc le gradient de pression avec la vitesse
d’écoulement, mais malgré cela elle est limitée car ce modele ne s’applique pas dans le cas
ou la vitesse est tres élevée ou dans le cas d’'un milieu ayant une porosité importante, car
dans ces conditions on ne peut pas considérer une variation linéaire du gradient de
pression avec la vitesse en raison de l'influence significative des effets inertiels. Il a été
affirmé dans la littérature que l'application de ce modele se limite a des écoulements
caractérisés par de faibles valeurs du nombre de Reynolds modifié. Afin de caractériser la
nature de 1'écoulement, on introduit le nombre de Reynolds modifié dont I'expression est
[12,21, 22]:

pV D,

u

ou p est la masse volumique du fluide. La loi de Darcy est valable en pratique pour un

R, = (IV-6)

nombre de Reynolds modifié qui ne dépasse pas une valeur comprise entre 1 et 10.

b) Modéle de Darcy-Forchheimer
En dépit de sa large utilisation dans I’étude des écoulements dans les milieux poreux, le
modele de Darcy est mis en défaut lorsque le nombre de Reynolds de I’écoulement est tres
élevé. Dans ces conditions, les forces d’inertie deviennent prépondérantes et ne doivent
pas étre ignorées. Ce modele a donc subi des modifications par certains auteurs dont le
but est d’introduire un terme représentant l'inertie du fluide en écoulement. Parmi ces

auteurs, Forchheimer a proposé le modele suivant [23, 24]:
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Vp'=—= V" ———— V* (Iv-7)
p 2 N
ou ¢y est le coefficient de trainée appelé parfois le coefficient de Forchheimer, qui n’est

pas une constante universelle mais varie selon la nature du matériau poreux et la vitesse

d’écoulement.

Le passage du modele de Darcy au modele de Darcy-Forchheimer se produit lorsqu’on
arrive a un nombre de Reynolds modifié égal a 10, cette transition est caractérisée par

I'apparition des premiers tourbillons dans I'écoulement.

c) Modéle de Darcy-Brinkman
A l'origine, I'équation de Brinkman est une extension directe de la loi de Darcy [7], vient
apres que les conditions ne puissent pas étre appliquées a la vitesse tangentielle ou sur sa

dérivée. La loi de Darcy-Brinkman est donnée par I’équation (IV-8) :

Vpt = -V VIV (IV-8)

ou u' est la viscosité effective ou seconde viscosité.
Le premier terme de droite est le terme de Darcy, et le second est appelé le terme de

Brinkman qui présente une analogie du terme de Laplace dans 'équation de Navier-

Stokes.

Il convient de noter que la correction de Brinkman est valable pour les grandes valeurs de

la porosité e.

Dans I'équation (IV-8), la viscosité effective s’exprime comme le rapport de la viscosité

dynamique a la porosité: u’' = % (Cf. Chapitre V).

d) Modéle de Darcy-Brinkman-Forchheimer
Toujours dans le but d’obtenir une formulation universelle pour caractériser avec une
précision suffisante les écoulements dans les milieux poreux, une autre correction a été
faite en vue d’améliorer la loi décrivant les écoulements visqueux dans les milieux poreux.
Cette correction, basée sur la fusion des trois modeles évoqués précédemment, a permis
de dériver un modele global et complet communément appelé loi de Darcy-Brinkman-
Forchheimer [25, 26, 27]. Ce modeéle s’exprime par 1’équation vectorielle non linéaire

suivante :
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Vp*=——V*+u V2V ——— V* (Iv-9)
p K U N/
Sous forme plus générale, I'équation (IV-9) s’écrit lorsque les forces d’inertie sont prises

en considération comme suit :

—,

|l —=+V —|=-Vp - V4o w2V L1
€ 6t+ grad<g> P 7k +£ Vk

—

v (IV-10)

A notre connaissance et autant qu’on sache, cette équation vectorielle ne fut pas validée
expérimentalement, d’autant plus d’apres la littérature la justification de cette loi n’est
pas suffisamment claire. Toutefois, elle représente une certaine analogie avec I’équation
vectorielle de Navier-Stokes et elle est tres utilisée dans les simulations numériques des

écoulements de fluides Newtoniens dans les milieux poreux (approches CFD).
IV.3 Equations gouvernantes du probléme de lubrification direct

IV.3.1. Equations générales dans le film fluide
La configuration géométrique étudiée est celle illustrée sur la figure IV.6, et les propriétés
physiques de l’écoulement sont celles du chapitre précédent (paragraphe III.3.1)
auxquelles on rajoute les données relatives a la porosité du disque inférieur a savoir : la

perméabilité k et la porosité €. Les détails de I'étude envisagée sont résumés ci-dessous :

A. Le disque inférieur est un milieu poreux anisotrope.

B. La perméabilité k est constante.

C. Le glissement de la particule de fluide a l'interface milieu poreux/film lubrifiant est
pris en compte.

D. L'écoulement a travers le disque poreux est modélisé par le modele de Darcy modifié
[28] dérivé dans le cadre de la théorie du micro-continuum de V. K. Stokes.

E. Le bord du disque poreux peut étre étanche ou non.
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Fig. IV.6 Modele géométrique (3-D)

La prise en compte de la porosité du disque inférieur introduit évidemment un
changement dans I'équation de Reynolds modifiée (I1-33). L'utilisation de cette équation
n’est alors plus appropriée. Il est donc nécessaire de reformuler I'équation de film mince
a partir des équations de Navier-Stokes (I1-27) et de ’équation de continuité (II-23) pour
prendre en compte la porosité et le glissement a l'interface. Pour un écoulement
incompressible et axisymétrique, les équations de mouvement et de continuité se

réduisent aux équations (IV-11)et (IV-13)suivantes :

op 0% u 0*u

or — s 0z2 — 1 dz* (Iv-11)
dp O0p

30 =3, = 0 »p=p) (Iv-12)
1 0(ru ow

— (rw) —=0 (IV-13)
r or 0z

Iv.3.2.  Equations générales dans le milieu poreux
Comme une premiére approximation, le disque poreux est considéré comme un disque
indéformable et anisotrope dont la perméabilité est supposée constante. L’écoulement au

sein de ce disque est modélisé par I'équation de Darcy.

a) Equation de continuité
L’équation de continuité dans la matrice poreuse est écrite en coordonnées cylindriques

pour un écoulement incompressible et axisymétrique comme suit :

| __
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1 a(ru*)_l_ ow*
r or 0z

=0 (IV-14)

ou u* et w* sont les composantes radiale et axiale du vecteur vitesse dans la matrice

poreuse.

Les composantes de vitesse dans la matrice poreuse sont données pour un écoulement
laminaire etisotherme par la loi de Darcy modifiée, qui tient compte des effets des couples

de contraintes [28]:

. op
u = —ay, (W) (IV-lS)
a *
w*=—a, ( 62 > (Iv-16)

ou:
a, : le parametre de perméabilité suivant r de la matrice poreuse anisotrope tel que

_ ker
r = -8

a, : le parametre de perméabilité suivant z de la matrice poreuse anisotrope tel que

a, = k2
27 us(1-By)

B; : rapport de la taille de la microstructure a celle du pore dans la direction radiale

B, : rapport de la taille de la microstructure a celle du pore dans la direction axiale

Br et B, [29, 30| apparaissant dans les relations de «a, et a, sont définis par les relations

suivantes:

n

_ //Js

Br = 1

n / (Iv-17)

_ [THUs

B =1

telque 0 <G,,6, <1

ou TI/MS est le carré de la longueur caractéristique des particules solides en suspension

dans le fluide, et k, et k, sont respectivement les coefficients de perméabilité dans les

directions radiale et axiale.

b) Equation de Darcy modifiée
Le champ de pression dans la couche poreuse doit satisfaire a I'équation de Darcy

modifiée suivante écrite pour un fluide a couple de contrainte incompressible :
.______________________________________________________________________________________________________|
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10 dp* 0% p*
a, ; a (T‘ W) a, —622 =0 (IV-18)
IV.4 Equation de Reynolds modifiée
V4.l Conditions aux limites
Les conditions aux limites sur les vitesses sont:
dh 0%u
z=h(t); u=0 ; W=E=Vysq; 67=0 (IV-19a)
. . 0% u
z=0 ; u=Us;=u"y=0; w=w"20 ; 372 =0 (IV-19b)

On note que 'annulation des couples de contraintes aux parois conduit a I'annulation des
dérivées secondes de la vitesse d’écoulement.

Les conditions aux limites sur la pression sont :
dp* ,
— =0 (cas étanche)

p = 0 (pression ambiante) et or ou ar=R (IV-20a)

p* =0 (cas non étanche )

ap ap”

S, =0et——==0 a r =0 (champ axisymétrique) (IV-20b)
p=p° a z =0 (continuité de pression) (IV-20c¢)
aaz* =0a z=—H" (substratrigide) (IvV-20d)

H* étant I'épaisseur de la couche poreuse.

IV4.2  Champ de vitesse

La solution de I'équation (IV-11) soumise aux conditions aux limites (IV-19) est:

_ 1 ap (. cosh (5 z
u(r2) =55 2=+ 20| 1= COSh(%) +US(1—E) (1V-21)

oul = /n/#s est le parametre des couples de contraintes, U; est la vitesse de glissement
al'interface (z =0).
La vitesse de glissement a l'interface fluide-couche poreuse est donnée pour un

écoulement de compression laminaire par :

E) (IV-22)

ar

Us = ulz=0 = "= = _ar<
z=0

Il s'agit d'une incorporation directe de 1'effet de glissement a l'interface z = 0.

|
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La vitesse du fluide w dans la direction axiale z peut étre obtenue numériquement en
utilisant la méthode des différences finies a partir de la différentiation de 1'équation de
continuité (IV-13) par rapport a la variable z ; c’est-a-dire :

2%w

_ 1 0( (’)u) (1v-23)
9z2  r Or r 0z )

IV4.3  Equation de Reynolds modifiée
En intégrant 1'équation de continuité (IV-13) a travers l'épaisseur du film fluide et en
tenant compte des conditions aux limites sur les vitesses (IV-19), on obtient 'équation de

Reynolds modifiée suivante :

G(h,D) la_( a_p) dh h(a US+US> (IV-24)

12 ugs ror “or) T dt )

ou:G(h 1) = h3 — 12 [h + 24 3 tanh (%)

Pour un fluide Newtonien (I = 0), I'équation G (h), se réduita: G(h) = h3
En substituant I'équation (IV-16) dans I'équation (IV-24), une forme finale de 1'équation
de Reynolds modifiée peut alors étre dérivée :

Gh,1) 10 dp dh dp*
Lo () - e ()
12y, ror \ or dt 0z

hpOU. U
( >+ 5) (IV-25)
or r

z=0 2

IV.5 Résolution du probléme de lubrification par film comprimé en

présence d'un milieu poreux : probleme direct

IV.5.1  Approche numérique
L'équation de Reynolds modifiée (IV-25) et 1'équation de Laplace modifiée (IV-18) sont
couplées a l'interface poreuse par la continuité de la pression et des vitesses, et résolues
numériquement par la méthode des différences finies (figure 1V.7). Cette méthode a
largement fait ses preuves et est largement développée dans la littérature d'un point de
vue mathématique [31, 32]. Elle consiste a discrétiser le domaine d’étude en un nombre
fini de points appelés nceuds du maillage, et puis a calculer les valeurs approximatives des
dérivées de la fonction inconnue, ici la pression, a 'aide des développements en séries de

Taylor.

Le systéme d'équations algébriques linéaires obtenu pour les deux équations

différentielles gouvernantes est résolu numériquement au moyen de la méthode itérative
.______________________________________________________________________________________________________|
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de Gauss-Seidel avec un facteur de sur-relaxation wg;g dont la valeur varie de 1 a 2 (c'est-

a-dire 1 < wgs < 2) [33].
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0 Ef 1 B, r —
|
R
X . o Porous
T R, W2 ‘p* {'jf:’f'j matrix
-2 ioj+d B
p* il
i, j¥1
r g,
Mg R Ar

Fig. IV.7 Grille des différences finies axisymétriques du film fluide et du milieu poreux

a) Discrétisation de I'équation de Reynolds modifiée par différences finies
La dérivée partielle figurant dans I’équation de Reynolds modifiée (IV-25), est discrétisée

suivant le schéma suivant:

Pit1 —Di r Pi —Di1

o ([ dp\ i+ Ar i-s  Ar
— (r=E) = IV-26
or (r 67‘) Ar ( )
ou:
TS
rl_% == (IV-27a)
T+ 71—
rog=——t (IV-27b)
L_E 2
En injectant I'expression (IV-26) dans I'équation (IV-25), on obtient :
G(h D
W(ﬁ% Pi+1 —Pi) — Ti_% (pi — Pi—1)>
dh dp” h( 09U
ST il == U,. IV-28
(e () Zzo)il T2 (r‘ or 1y, SLI) (1v-28)

La forme finale de I'’équation de Reynolds modifiée discrétisée par la méthode des

différences finies est alors :
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Di = A1 Div1 + A2 Pi1 + A3 (Iv-29)
ou:
G(h,1) 5
o= Toa (TH% + ri_%)/Ar (IV-30a)
G(h 1) >
A=, (A, Ar?) (IV-30b)
' ( T2, )/ A0
G(h1) 5
A, = <ri_% v ) /(4o Ar?) (IV-30¢)
dh dp* h/ 0 U
Az = <—TL-E —ra, (E) o — E(ri o i + Usi) )/AO (IV-30d)

b) Discrétisation de I'équation de Darcy par différences finies
Les dérivées partielles, du premier et second ordre, présentes dans I’équation de Laplace

(IV-18) sont discrétisées selon un schéma centré aux différences finies d’ordre deux. On

aainsi:
9 ( G p*) Tisd (P i = 70) R (e =7"0) (1v-31)
ar \" ar )~ Ar2 )
92p* p....—2p". .+ Dp*. .
4 _ T ij+ ij ij—1 (IV-32)
0z2 Az?
En remplacant ces expressions dans I’équation de Laplace (IV-18), on obtient :
Py =GPyt Gyt G (p*i,j+1 + p*i,j—l) (Iv-33)
ou:
Co = [ a, (rHl + ri_l> /Arz] +[21; a,/Az?%] (IV-34a)
2 2
Ci=r_1a/(C Ar?) (IV-34b)
2
G=1_1 a,/(Cy Ar?) (IV-34c¢)
2
C; =1 a,/(CyAz?) (IV-34c¢)

¢) Couplage Reynolds-Darcy : Méthode itérative du point fixe
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La figure IV.8 illustre la procédure générale du processus itératif utilisé a chaque pas de
temps. Pour obtenir une solution convergente pour le systeme d'équations aux dérivées
partielles couplées, un schéma itératif est nécessaire. Pour la premiere itération,
I'équation de Reynolds modifiée (IV-29) est résolue pour p?'® sans l'influence de la
matrice poreuse. Le champ de pression hydrodynamique obtenu peut ensuite étre utilisé
comme condition aux limites a linterface film fluide-disque poreux pour résoudre

I’équation de Darcy modifiée (IV-33) pour p*ij dans le domaine poreux. La pression

ap* )
zZ i1

. N . . . op* .
calculée p*l.j sert a calculer les gradients de pression rad1a1e< a_l;| ) et axiale (—
, i1

F)
soit par différences finies soit par interpolation et donc les composantes de vitesse u*; ;
etw”;; al'interface. Il est maintenant possible de résoudre une seconde fois I'équation de
Reynolds modifiée (IV-29) pour p/**” en tenant compte des termes liés a la porosité
apparaissant dans le second membre de 1'équation de pression. Le processus de calcul
revient a la résolution de 1'équation de Darcy modifiée (IV-33). Cette procédure est

répétée jusqu'a ce qu'une solution convergente ait été trouvée qui se traduit par

I'obtention de deux champs de pression hydrodynamique successifs tres proches.

Afin d’éviter les oscillations numériques et d’assurer une meilleure stabilité du processus
itératif, il est important de limiter l'influence par itération de la matrice poreuse dans la
résolution de 1'équation de Reynolds (IV-29). Pour cela, un parametre de sous-relaxation
w dont la valeur s’échelonne entre 0. et 1. est introduit, qui doit étre choisi de telle sorte
que la convergence soit garantie avec un temps de calcul acceptable. Lorsque w = 1, on

retrouve la méthode du point fixe classique.

Une fois la convergence du processus est obtenue, on peut calculer les performances
hydrodynamiques du contact telles que la capacité de charge, la force de frottement, le

débit de fuite, et la puissance dissipée.
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Fig. IV.8 Schéma itératif pour la résolution des équations de Reynolds et de Darcy

IV.5.2  Approximation de Morgan-Cameron pour une couche poreuse mince

Cette approximation n’est valide que dans le cas d’'une épaisseur tres mince de la couche
poreuse (;I— K 1) et lorsque la vitesse de glissement de la particule de fluide a I'interface

est négligée.

En intégrant 1'équation (IV-18), écrite pour un milieu poreux isotrope, par rapport a la

variable z a travers |'épaisseur de la matrice poreuse, et en utilisant les conditions aux

limites (IV-20d) , on obtient
dp”
0z

_ _JO 19 (r ap*) dz (IV-35)

220 _gT Or or

En supposant que 1'épaisseur de la couche poreuse H*, est tres faible devant le rayon du
disque R et |'utilisation de la condition de continuité de la pression (IV-20c) a l'interface
film fluide-couche poreuse (z = 0), 1'équation(IV-35) devient
Jap* 10 0
2| - (3
or

Par conséquent, la composante de vitesse de Darcy modifiée a 'interface (z = 0) est

(Iv-36)

0z l,—¢ r or

donnée par I'expression :

i dp* .10 dp
Wiz=0 = =47, J =af r or (r 6r> (IV-37)
| _—
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Compte tenu de la relation (IV-37), I'équation de Reynolds modifiée (IV-25) lorsque la

vitesse de glissement a I'interface (z = 0) estignorée prend la forme suivante :

10 d 12 u dh
p S dt
V-
r dar (T 6r> G(h,1) +12 ysa H* (IV-38)

En utilisant les conditions aux limites sur la pression (IV-20a) et (IV-20b), la solution

analytique de I'équation (IV-38) est dérivée comme
dh

3 Us dt (rz - Rz)

G(h 1)+ 12 ysa H (IV-39)

p(r,t) =

IV.6 Performances hydrodynamiques
IV.6.1  Capacité de charge
En intégrant la pression hydrodynamique sur la surface du disque pour un contact
axisymétrique, on exprime ainsi la capacité de charge instantanée W (t) du film comprimé

comme suit:

R

Wi(t) =2m f p(r,t) rdr (IV-40)
0
IV.6.2  Débits de fuite au bord du disque

Le débit de fuite instantané au bord du disque est calculé par la relation suivante :
Q,(t) = 2w R h(u) (Iv-41)

. h . .
ou (u) = %fo u(r = R,z)dz estlavitesse radiale moyenne

La substitution de l'expression de u de 1'équation (IV-15) dans 1'équation du débit de fuite

(IV-41), puis l'intégration sur I'épaisseur du film donne :

GhDap  huy (1V-42)
124 orl_p 2

Qr=—2nR<

IV.6.3  Contrainte de cisaillement

Pour le fluide a couples de contraintes, la contrainte de cisaillement pariétale 7,, est
donnée par:

03u

=0 | 02%

Jou

Trzlz=0 = hs o, (IV-43)

z=0

En utilisant I'expression de u et des conditions aux limites, on trouve:
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(h dp 4 Us>
2 ar "By
1V.6.4 Force de frottement

(Iv-44)

Trzlz:O = -

La force de frottement F peut étre calculée en intégrant la contrainte de cisaillement sur

la surface du disque :

R
—2m OJ ) rdr (IV-45)

IV.6.5  Puissance dissipée

La perte de puissance totale peut étre calculée par la relation suivante :

h R h R
= ffcblrdr dz + fftbzrdr dz | (IV-46)
00 00

l contribution Newtonienne contribution non Newtonienne

ou @, et ®, sont les fonctions de dissipation exprimées dans le cadre de la lubrification
hydrodynamique par:
ou
(5) (1v-47)

-
1= Hs 1\ 52 + az) |~ *s\az

2u\> [a2w\’ 92 u\’
P2 =1 [<6zz> +<022> ]"’77 <(’)zz> (IV-48)

Apres intégration par rapport a z, on obtient la forme finale de la perte de puissance

totale:
o : 1
G(h,1 Us*
P = 2| f ( ) a4 B2 rar | (IV-49)
| 12 pg r . h |
|.pulssance de Hagen—Poiseuille puissance due au glissementJ

On note que les expressions des fonctions de dissipation @, et @, sont obtenues a partir
de l'écriture de l'équation d’énergie en appliquant le premier principe de la

thermodynamique au micro-continuum de V. K. Stokes [34, 35].

IV.7 Validation & étude paramétrique
Le modele numérique développé est utilisé pour étudier les effets non Newtoniens du
lubrifiant (synovie) assimilé a un fluide a couples de contraintes suspendant pour des

valeurs données de la fraction volumique sur les caractéristiques hydrodynamiques sur
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un cycle d’oscillation complet du disque supérieur. Les résultats ont été obtenus pour
deux configurations du disque poreux : étanche et non étanche. Comme dans le chapitre
précédent, la présence des couples de contraintes est controlée par le parametre

adimensionnel  variant de 0 (cas Newtonien) a 0,4.
Les données utilisées dans cette investigation sont présentées dans le tableau IV.3.

Tableau IV.3. Données géométriques et physiques

Parameétres Symboles Valeur Numérique Unités  Références
Viscosité dynamique du fluide de oy 10-2 ] [36]
base
Rayon des deux disques R 18.7 x 1073 [m] [37]
Epaisseur initiale du film fluide ho 1075 [m] [38]
Amplitude d'oscillation h, 0.2x 107> [m] -
Epaisseur du disque poreux H* 22 x107* [m] [39]
Parameétre de perméabilité dans la —13 4
direction 7 a, 2.2x10 [m*/N.s] [40]
Parameétre de perméabilité dans la —14 4
direction z a, 3.5%x10 [m*/N.s] [40]
Fréquence de mouvement sinusoidal f 1 [Hz] [41]
Fraction volumique de particule [0} 0.,0.1 ,0.3 [—] [41]
0
Constante matérielle responsable de 4x 1071 [N.s] (42]
la propriété des couples de contrainte 1 9x 10714 '
1.6 x 10713
Parametre du couple de contrainte 7 0..02 .03 04 =] )

sans dimension

Iv.7.1  Validation
L'organigramme de calcul utilisé dans la présente analyse figure IV.8 a été validé en
comparant les résultats numériques obtenus par le code de calcul basé sur la résolution
numérique du probleme de couplage Reynolds-Darcy a I'aide de la méthode du point fixe
relaxée avec la solution analytique simplifiée basée sur l'approximation de Morgan-
Cameron. Les résultats obtenus sont présentés et comparés sur la figure IV.9. Les calculs
ont été effectués a l'aide des données reportées dans le tableau IV.3 pour
a, = 0.Un bon accord est observé entre les résultats numériques et analytiques obtenus

dans le cas Newtonien et non Newtonien, et on peut conclure que la stratégie de résolution
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numérique proposée dans la présente analyse est validée dans le cas d'une couche

poreuse de faible épaisseur.
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Fig. IV.9 Comparaison des profils axisymétriques de pression et de vitesse radiale calculés

par la méthode itérative du point fixe relaxée et I'approche analytique de Morgan-

Cameron : (a) Profils de pression ; (b) profils de vitesse radiale

IV.7.2  Etude paramétrique
La figure IV.10 montre la pression du film de compression positive axisymétrique p en
fonction de la coordonnée radiale non dimensionnelle # a un temps sans dimension
f = 0.3 pour diverses valeurs du parametre des couples de contraintes adimensionnel 2.
On observe les mémes tendances que celles du cas traité dans le chapitre précédent
lorsque les disques étaient imperméables ; c’est-a-dire une augmentation de la pression
dans le film écrasé avec le parametre #. Cette augmentation est plus accentuée pour des
valeurs élevées de ce parametre. Ce résultat fut également confirmé par les deux

chercheurs V. Ponnuswamy et S. Govindaraj [5].
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Fig. IV.10 Profils de pression axisymétriques calculés pour différentes valeurs du

paramétre des couples de contraintes £ pour les configurations étanche (sealed) et non

étanche (unsealed or free) 3t = 0.3 et pour ¢ = 0

D’autre part, pour une méme valeur du parametre de couple de contrainte, la pression

Ch N

RS

calculée pour la configuration étanche est supérieure a celle obtenue pour la configuration

non étanche notamment pour les valeurs élevées de 2. En effet, le taux d'augmentation le
plus élevé de la pression centrale est d'environ 3% dans le cas Newtonien et il est de 10%

dans le cas non Newtonien lorsque £ = 0.4.

En outre, les lignes isobares a l'intérieur du film fluide et du disque poreux obtenues pour
les configurations étanches et non étanches a f = 0.3 correspondant a la phase
d’écrasement positif et pour £ = 0.2 ont les mémes allures sauf dans la zone proche du

bord extérieur du disque poreux comme il est clairement illustré sur la figure IV.11.

L'influence du parametre des couples de contraintes € sur le profil de vitesse radiale du
fluide u au bord libre du disque (r = R) pour £ = 0.3 est représentée sur la figure IV.12

pour les deux configurations : étanche et non étanche.

Dans la configuration non étanche (unsealed), 'augmentation du parametre des couples

de contraintes £ entraine une réduction de la vitesse radiale dans la couche fluide par
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comparaison au cas Newtonien. Cette réduction est due au comportement du fluide a
couples de contraintes qui développe une plus grande résistance a I'écoulement. Ces
résultats sont qualitativement en bon accord avec ceux obtenus par Nabhani et al. [4] qui
ont utilisé une approche CFD, et par Nabhani et al. [43] qui ont utilisé les équations de
Darcy-Brinkman pour décrire I'écoulement du fluide dans la couche poreuse. En
revanche, On observe qu'il n'y a pas d'effet appréciable du parametre des couples de
contraintes sur le profil de vitesse radiale dans la configuration étanche (sealed).

— -t

- P [MPal] r P [MPa]

o I 0.5 r 0.5
< .. | 0,48 < | 0,48
N 7 0,46 N 0,46
0,44 0,44
04 r 0,42 r 0,42

—10,4 —10,4
03 - —0,38 - —0,38
—0,36 — 0,36
02 L —0,34 | — 0,34
—0,32 — 0,32

o1 L — 93 | ——o.3
: —0,28 — 0,28
— 0,26 — 0,26
o T —0,24 r — 0,24
—0,22 —0,22

01 L 0,2 + 0,2
- 0,18 - 0,18
024 L —0,16 L —10,16
—0,14 —0,14
oo | 0,12 | 0,12

: —0,1 —0.,1
0,08 0,08
044 r - 0,06 r - 0,06
—10,04 f ! —10,04
% 0,5 - 77 8,02 % 0,5 3 1 - 77 8'02

r'IR rIR
unsealed sealed
Fig. 1V.11 Zones de pression (lignes isobares) dans les milieux fluide et solide pour les
configurations étanche et non étanche déterminéesa ¢ = 0.3 etpour ¢ = 0
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Fig.IV.12 Profils axisymétriques de vitesse radiale au bord u(r = R) calculées pour

différentes valeurs du parameétre des couples de contraintes £ dans le cas des

configurations étanche et non étanche aZ = 0.3 etpour ¢ = 0

La figure IV.13 représente les champs de vitesse et les lignes de courant axisymétriques
de I'’écoulement dans les régions fluide et solide a £ = 0.3 et pour £ = 0.2. On constate
que le fluide est accéléré dans la zone de basse pression (figure IV.11) et les profils de
vitesse dans le film ont une forme parabolique tandis que les profils de vitesse
axisymétriques sont presque uniformes a travers le disque poreux aussi bien pour le cas
étanche que pour le cas non étanche. Sur la méme figure, on retrouve la méme
configuration des lignes de courant dans le disque poreux pour les configurations étanche

et non étanche sauf dans la région de sortie.
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u |mis u |mis
0.022 0.022
0.02 0.02
0.016 0.0186
0.012 0.012
0.01 0.01
0.006 0.006
0.004 0.004
0.002 0.002
0.000362969 0.000362969
9.20877E-06 9 20877E-06
8.4794E-06 8.4794E-06
7.52817E-06 7.52817E-06
7.31922E-06 7.31922E-06
7.00705E-06 7.00705E-06
6.84148E-06 6.84148E-06
6.53653E-06 6.53653E-06
5.91517E-06 5.91517E-06
5.18554E-06 5.18554E-06
4.70297E-06 4.70297E-06
4.26585E-06 4.26585E-06
2.18173E-06 2.18173E-06
1.36782E-06 1.36782E-06
4. 48837E-07 4. 48837E-07
02 04 06 08 1 1.2 o 02 04 06 08 1 12
r/iR r'R
Unsealed Sealed

Fig. IV.13 Lignes de courant et champs de vitesse moyenne axisymétriques de

I'écoulement dans les milieux fluide et solide pour les configurations étanche et non
étanche 32 = 0.2,f=0.3,etp =0

Les effets du parameétre des couples de contraintes # sur les distributions des contraintes
de cisaillement a travers l'épaisseur du film, t,,, sont représentés sur la figure IV.14 a
t = 0.3 etpourr = R.On observe que plus le paramétre des couples de contraintes est
grand, plus la contrainte de cisaillement pariétale est élevée ce qui engendre une
résistance accrue a 1'écoulement. Comme prévu, les contraintes de cisaillement calculées
pour les cas Newtoniens et non Newtoniens sont maximales aux parois et disparaissent
au milieu du film car le gradient de vitesse devient nul. En outre, les contraintes de
cisaillement pariétales obtenues dans la configuration étanche sont nettement
supérieures a celles obtenues pour la configuration non étanche. Par conséquent, le cas

d’un disque poreux étanche donne une force de trainée plus grande.
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unsealed g=0  H>—>——> sedled g =0
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shear stress 7,. [Pa]

Fig. IV.14 Variations des contraintes de cisaillement au bord z,.,(r = R, z)calculées pour

différentes valeurs du parametre de couple de contrainte £ dans le cas des configurations
étanche et non étanche aZ = 0.3 et pour¢p = 0

La figure IV.15 présente la distribution axisymétrique de la pression pour quelques
valeurs du temps d’écrasement et d’arrachement et trois valeurs de la fraction

volumique ¢. Les calculs ont été effectués pour les deux configurations et pour ¢ = 0,2.

Les pressions positive et négative sont respectivement obtenues lors des mouvements
d’écrasement positifs (£ = 0.2 et 0.3) et négatifs (£ = 0.7 et 0.8). On peut observé que
la courbe de pression générée dans la couche fluide est de forme parabolique et est
symétrique par rapport a 1'axe horizontal car les forces d'inertie du fluide sont ignorées
comme il a été mentionné précédemment. Des tendances similaires ont été trouvées
expérimentalement par Y. Hori [44] (chapitre 7) pour le cas Newtonien ainsi que par
J. R. Lin [45] pour les fluide non Newtonienne a couples de contraintes a travers une

investigation théorique.

Comme prévu, La pression disparait a £ = 0.5 correspondant a t = 0.5 seconde pour
laquelle la vitesse d’écrasement devient nulle comme le montre la figure IIL.3. En outre, la

pression du film comprimé a £ = 0.3, c'est-a-dire pendant le mouvement d’écrasement

Page | 106

Ch N

\pit’e W

R

~S

g



Lubrification par film comprimé d'une prothése de genou en présence
de milieux poreux étanche et non étanche

positif, est supérieure a la pression du film prédite a £ =0.2 puisque la vitesse
d’écrasement W, est plus élevée et I'épaisseur du film est plus faible. En outre, on
constate que la pression du film écrasé augmente de maniére significative lors de
I'augmentation de la fraction volumique de particules dans le fluide de base. Le taux
d'augmentation a £ = 0.3 est d'environ 5% pour ¢ = 0 et 9% pour ¢ = 0,3. En
conséquence, le fluide suspendant permet d’améliorer la capacité de charge par
comparaison au fluide sans suspension (solvant pur sans la présence de particules).
D'autre part, la pression dans le film comprimé calculée pour le cas étanche est plus
grande que celle obtenue dans le cas non étanche aussi bien dans la phase d’écrasement

positif que dans la phase d’écrasement négatif.

Les effets de la concentration sur les profils axisymétriques de la vitesse radiale et des
contraintes de cisaillement calculées au bord du disque (r = R) pour quelques valeurs
des temps d’écrasement et d’arrachement et pour £ = 0.2 sont montrés graphiquement
sur les figures IV.16 et IV.17. Il semble qu'il n'y ait pas d'influence significative de la
concentration sur les profils de vitesse pour les cas étanche et non étanche. Pour toutes
les valeurs de la concentration, on observe bien évidemment que les vitesses radiales
calculées dans le cas étanche sont plus importantes que celles obtenues dans le cas non

étanche tant pour I'écrasement positif que négatif.

D’autre part, on observe que la contrainte de cisaillement augmente de fagon significative
avec la fraction volumique. Comme le montre la , la contrainte de cisaillement
maximale se produit au niveau des parois. Cette augmentation peut s'expliquer par
I'augmentation de la viscosité de la suspension. Comme il a été noté précédemment pour
un temps fixe (figure IV.14), la contrainte de cisaillement 7,, calculée pour la
configuration étanche est nettement supérieure a celle obtenue pour la configuration non

étanche et ce pour les mouvements d’écrasement positifs et négatifs.
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Fig. IV.15 Profils de pression axisymétriques calculés pour différentes valeurs de la
fraction volumique ¢ et des temps d’écrasement et d’arrachement dans le cas des

configurations étanche et non étanche (£ = 0.2)
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Fig. IV.16 Profils de vitesse axisymétriques calculés pour différentes valeurs de la fraction

volumique @ et des temps d’écrasement et d’arrachement dans le cas des configurations

étanche et non étanche (£ = 0.2)
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Fig. IV.17 Profils des contraintes de cisaillement axisymétriques calculés pour différentes
valeurs de la fraction volumique ¢ , et des temps d’écrasement et d’arrachement dans le

cas des configurations étanche et non étanche (£ = 0.2)

Les variations temporelles de la pression centrale p,,,,, de la contrainte de cisaillement

pariétale 7,, a r = R, de la force de frottement F; et de la capacité de charge W pour

différentes valeurs du parameétre des couples de contraintes ¢ sont respectivement
présentées sur les figures IV.18 a IV.21 . On montre que toutes les caractéristiques
hydrodynamiques ci-dessus citées augmentent de facon significative avec le parametre
des couples de contraintes et ce sur tout le cycle d’oscillation. Ce résultat rejoint celui de

J. R. Lin [45]. De plus, les résultats graphiques sont toujours antisymétriques par rapport
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at = 0.5 quisuivent la méme tendance que la vitesse d’écrasement (figure I11.3). Il est a

noter que les valeurs crétes a crétes de ces parametres sont plus importantes pour le cas

étanche.
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Fig. V.18 Variations de la pression maximale pendant un cycle d'oscillation pour

différentes valeurs du parametre des couples de contraintes £ dans le cas des
configurations étanche et non étanche avec ¢ = 0
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Fig. IV.20 Evolutions de la force de frottement F ¢ pendant un cycle d'oscillation pour

différentes valeurs du paramétre des couples de contraintes £ pour les deux

configurations étanche et non étanche avec ¢ = 0
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Fig. 1V.21 Evolutions de la capacité de charge W pendant un cycle d'oscillation pour

différentes valeurs du paramétre des couples de contraintes £ et pour les configurations

étanche et non étanche avec ¢ = 0

La figure V.22 montre I'influence du paramétre des couples de contraintes £ sur le débit
de fuite Q, calculé pour les cas étanche et non étanche pendant un cycle d’oscillation
complet. Pour le cas étanche, le débit de fuite n'est pas affecté par le parametre des
couples de contraintes puisque le flux qui pénétre dans la matrice poreuse retourne dans
la couche de fluide quel que soit £. En revanche pour le cas non étanche, le débit de fuite

dans la partie fluide diminue lorsque l'on augmente le parameétre des couples de
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contraintes. Dans cette situation, la fuite se produit a la fois au bord libre de la couche

fluide et au bord libre de la matrice poreuse.
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Fig. IV.22 Variations cycliques du débit de fuite au bord Q, pour différentes valeurs du

paramétre des couples de contraintes £ et pour les configurations étanche et non étanche

avecod =0

La figure IV.23 illustre les variations de la perte de puissance pour différentes valeurs du
parameétre des couples de contraintes £ a f = 0.3. Les résultats obtenus mettent en
évidence la faiblesse de la perte de puissance pour les configurations étanche et non

étanche ainsi que pour les modeles de fluide Newtonien et non Newtonien.
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Fig.IV.23 Puissances dissipées pour différentes valeurs du parametre des couples de

contraintes #_et pour les configurations étanche et non étanche
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IV.8 Conclusion
Sur la base de la théorie du micro-continuum de V. K. Stokes, les équations gouvernantes,
y compris I'équation de Reynolds modifiée et I'équation de Darcy modifiée, ont été
dérivées pour un écoulement laminaire et résolues numériquement par la méthode des
différences finies. Le probleme d'interaction fluide-solide non linéaire pour les
configurations étanche et non étanche a été résolu numériquement en utilisant une
procédure itérative sous-relaxée pour des valeurs données du parametre des couples de
contraintes, des parametres de perméabilité, et de la fraction volumique des particules.
Les résultats numériques ont été présentés graphiquement pour un mouvement
sinusoidal de faible amplitude et de faible fréquence du disque rigide supérieur en tenant
compte directement du phénomene de glissement a l'interface matrice poreuse-film
fluide. Des améliorations de la pression du film écrasé et de la capacité de charge ont été
observées pour des valeurs plus élevées du paramétre des couples de contraintes . En
outre, pour une valeur donnée de ce parametre, des améliorations de la pression
hydrodynamique engendrée dans le film comprimé et de la capacité de charge ont été
obtenues en augmentant raisonnablement la fraction volumique des particules dans le

fluide de base, en particulier pour la configuration du disque poreux étanche.

On a également constaté que pour une valeur du parametre des couples de contraintes
donnée, les contraintes de cisaillement pariétales augmentaient avec la fraction
volumique des particules en suspension dans le lubrifiant de base et cette augmentation
était plus prononcée pour le disque poreux a frontiere étanche. Par contre, le débit de
fuite latéral obtenu pour le cas non étanche diminue sur tout le cycle d'oscillation ; c’est-
a-dire pour ¢ variant de 0. a 1., lors de I'augmentation du parameétre des couples de
contraintes. Cependant, le débit de fuite latéral calculé dans le cas étanche reste inchangé

pour les différentes valeurs du parameétre des couples de contrainte.

Enfin, il a été montré que les pertes de puissance pour les cas étanche et non étanche
restent faibles et ce pour toutes les valeurs du parametre des couples de contraintes

considérées.
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Chapitre V

Lubrification Ex-Poro-hydrodynamique (XPHD)
d'une prothéese de genou

V.1 Introduction
La lubrification Ex-Poro-hydrodynamique (XPHD, en abrégé) est un mécanisme de
lubrification d’inspiration biomimétique similaire a la lubrification par suintement
(weeping lubrication) dans les joints articulaires. Il s’agit essentiellement d'un
écoulement dans une matrice poreuse dont la phase solide induit des forces élastiques de
compression négligeables devant les forces hydrodynamiques (HD) générées au sein du
milieu. Le concept essentiel de la lubrification XPHD consiste a remplacer les revétements
de surface et le film lubrifiant traditionnellement utilisés comme solutions technologiques
en vue de réduire le frottement et I'usure, par une matrice ou une couche poreuse imbibée
d’un fluide qui fournit une plus grande capacité de charge. Ce mode de lubrification, copié
sur la nature, simule parfaitement le mécanisme de lubrification rencontré dans
'articulation du genou humain ou le fluide et la couche poreuse sont respectivement

représentés par le liquide synovial et le cartilage osseux.

Sur le plan industriel, ce type de lubrification représente une solution technologique
inédite permettant d’éviter 'usage a outrance des huiles lubrifiantes d’origine minérale
ou synthétique formulées a partir du raffinage du pétrole brut ou par réaction de certains
composés chimiques, et d’utiliser des tribo-systémes autolubrifiants plus écologiques et

moins couteux.

La lubrification XPHD [1] est un sujet de recherche multi-physique et innovant qui
constitue une nouvelle solution technologique intéressante tant sur le plan économique
que technique et ce pour diverses applications telles que les paliers, les butées, les

protheses, etc.

La théorie du mécanisme (ou mode) de lubrification XPHD se base essentiellement sur la
construction d’'une équation aux dérivées partielles scalaire de type Reynolds dérivée a
partir de I'équation vectorielle de Darcy-Brinkman [2] au lieu de I'équation de Navier, et

de I'équation de continuité pour un écoulement laminaire incompressible dans un milieu
|
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poreux de faible épaisseur. Le milieu poreux, supposé isotrope, est caractérisé par deux
parametres, a savoir : la porosité ¢ et la perméabilité k. Cette derniere peut étre calculée

en utilisantla loi de Kozney-Carman reliant la perméabilité a la porosité du milieu poreux.

Les principales hypotheses de la lubrification XPHD sont quasiment similaires a celles
établies par Osborne Reynolds pour la dérivation de son équation en 1886 (Cf. paragraphe
[1.3.1). Ces hypotheses sont similaires a celles utilisées en lubrification HD classique ou le
mécanisme de génération de la pression dans le film lubrifiant s’effectue soit par effet de
coin d’huile (wedge effect) ou d’étirement (stretching effect) ou encore par effet
d’écrasement du film (squeeze film effect). Chaque effet correspond a un mécanisme ou
mode de lubrification. Notons que le deuxiéme effet est surtout rencontré lors du formage
plasto-hydrodynamique des métaux (/aminage). Notons également que ces trois effets
sont mathématiquement représentés par les termes figurant dans le second membre de

I’équation de pression dite aussi équation de Reynolds [3].

Dans le prochain paragraphe, on présentera en détail le processus de dérivation de
I’équation de Reynolds modifiée Newtonienne a partir de ’équation de Darcy-Brinkman
qui sera considérée comme I'équation de base de la théorie de la lubrification XPHD ou
XPEHD (Ex-Poro-Elasto-Hydrodynamique) lorsque I'on tient en compte les déformations
élastiques de la matrice dues aux pressions. On note que la prise en considération de
'élasticité de la matrice poreuse et la piézo-viscosité du fluide rend le probleme de
lubrification fortement non linéaire ce qui nécessite 'emploi de méthodes numériques
appropriées (méthode itérative de Newton-Raphson, ...) pour trouver une solution

approchée du probleme.

L'hypothese de la présence de fluide Newtonien dans le disque inférieur est relativement
raisonnable, car on suppose que les particules en suspension dans le film fluide en
I'occurrence l'acide hyaluronique sont suffisamment grosses et ne peuvent pas pénétrer

dans la matrice poreuse.

V.2 Dérivation de I'équation de Reynolds modifiée en coordonnées

cartésiennes

V.2.1 Equations de base
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L’équation de continuité en coordonnées cartésiennes pour un écoulement

incompressible dans le plan (x, y) s’écrit comme suit :
ou* Jv”
—+—=0 (V-1)
dx 0y

ouu”,v* sontrespectivement les composantes du vecteur vitesse dans le film fluide dans

les directions x et y.

Le développement du modele de lubrification XPHD est particulierement présenté pour
le cas d’écrasement d'un fluide Newtonien entre deux surfaces planes paralleles  (figure
V.1). Pour un écoulement incompressible unidirectionnel (1 — D), I'’équation de Darcy-

Brinkman peut étre écrite en coordonnées cartésiennes sous la forme suivante :

dp*(x d?u*
p( )=—Eu*+u’i (V-2)
dx k dy?
ou u' = 'u/g est la viscosité effective.
h
-
Lx = Lx -
2 2
Position initialea t =0 Positiona t >0

Fig. V.1 Ecrasement d’'une matrice poreuse imbibée en coordonnées cartésiennes

V.2.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur les vitesses sont :

y=20 u'=0 v =

0
dh (V-3)
y = h(t) u* =0 v*=Vsq=E

|
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V.2.3 Champ de vitesse
La solution générale de I'équation différentiel (V-2) a coefficient constants non homogeéne

est de la forme::

k (op*
u*(y) = Bsinh(wy) + A cosh(wy) — —( ap ) (V-4)
solution de l' équation u .
dif férentielle homogéne solution particulicre

u £
aveCcw = |/ = |7
u'k k

Compte-tenu des conditions limites (V-3), les constantes d’intégration A et B s’expriment

ainsi :
k (dp*
=&
B - k cdp*\ {cosh(wh(t)) — 1 (V-5)
~ u\dx )< sinh(wh(t)) )
Soit par conséquent :
. B E dp* _ sinh(wy) B
u*(y) = _.U ( P ) {(cosh(wh(t)) 1) <—sinh(a)h(t))> cosh(wy) + 1} (V-6)

Le signe moins (—) précédant le gradient de pression signifie que 'écoulement du fluide

s’effectue dans le sens des pressions décroissantes.
V.2.4 Débit volumique

Le débit volumique par unité de largeur se calcule par la relation suivante :

h(t)
Q,= | u*dy (V-7)
!
Soit:
_ kydp® cosh(wh(t)) —1\r11 h®© g ) h(t) h(t)
Ox = o ( dx ) {( sinh(wh(t)) ) [5 cosh(wy)]ho T isinh(o) ], + Ylh, }
_ kydp’ (cosh(wh(t)) — 1)2 sinh(wh(t))
% = T ( dx ) {( w sinh(wh(t)) B ( w ) +h(t)
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k (dp*) {cosh2 (wh(t)) + 1 — 2cosh(wh(t)) — sinh?(wh(t)) + h w sinh(wh(t))}

; dx ) sinh(wh(t))

Sachant que : cosh?(wh(t)) — sinh?(wh(t)) = 1, on peut écrire alors :

B E (dp*) {2 — 2cosh(wh(t)) +h(t) w sinh(wh(t))}
&= ~u\dx  sinh(wh(t))

Qy = _k (dp*) {2(1 — cosh(wh(t)))

u\dx o sinh(wh(t)) +h(t)}

Dong, le débit volumique par unité de largeur est :

_ kydp®
0=~ () (e - 20) (v-8)
Oou:

B cosh(wh(t)) -1
~ wsinh(wh(t))

(V-9)

V.2.5 Dérivation de I'équation de Reynolds modifiée
L’équation de Reynolds modifiée est obtenue a partir de I'intégration de I'’équation de

continuité (V-1) a travers I'épaisseur du film :

h(t) h(t) h(t)
Ju* Jdv* ou* av*
f ( + )dy= dy+f 3y dy =0 (V-10)
0

dx  dy 0x
0 0

En utilisant la formule de Leibnitz (II-18), qui permet d'intervertir l'opérateur de

dérivation avec le symbole d'intégration et les condition aux limite(V-3), on obtient:

h(t)

d i _0Qy dh
aj udy+vsq—O—W+E—O (V-ll)
0 dh
o dt
Soit par conséquent :
0 (k/dp* dh
a(;(dx ) (o) - ZC)> =t v-12)
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C’est I'équation de Reynolds modifiée. Cette équation peut étre généralisée au cas d'un

écoulement bidimensionnel (2 — D) :

9 [k op* 9 (k sdp’ _ oh

Sik = cte,u = cte, et h = h(t), 'équation ci-dessus devient :

\ I _
VP s =g (@) (v-14)

ou V2 est 'opérateur différentiel de Laplace.

Les conditions limites associées a l'équation de Reynolds modifiée (V-14) portent
généralement sur la pression aux bords du domaine d’intégration, et ses gradients

lorsqu'’il s’agit d’'un écoulement symétrique ou axisymétrique.

V.3 Dérivation de I'équation de Reynolds modifiée en coordonnées

cylindriques pour un écoulement axisymétrique
Pour la géométrie du contact représentée dans la figure V.2 schématisant un écoulement
Newtonien axisymétrique entre deux disques paralleles, il convient d’utiliser les
coordonnées cylindriques (r,6,z). L’utilisation de I'hypothése de symétrie
circonférentielle permettra de simplifier les équations en annulant toutes les dérivées

partielles par rapport a la coordonnée circonférentielle ; c.-a-d.: (d/06 = 0).

Position initialea t=0 Positionat>0

Fig. V.2 Ecrasement axisymétrique d’une matrice poreuse imbibée
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V.3.1 Equation de base

En utilisant les hypotheses traditionnelles de la lubrification par film mince, I'équation de

Darcy-Brinkman et ’équation de continuité prennent la forme suivante :

dp* wo, o d*ut
dr =_Eu T dz? (V-].S)
op" _9v" _, " = p*(r)
a0 0z
10 owT
;a(ru ) + 97 =0 (V-16)

ou retz sont respectivement les coordonnées radiale et axiale, uetw sont
respectivement les composantes radiale et axiale du vecteur vitesse de I’écoulement dans

la matrice poreuse.

V.3.2 Conditions aux limites associées a I'équation de Darcy-Brinkman et
I'équation de Reynolds modifiée

Les conditions aux limites sur les vitesses ou conditions de non glissement sont :

z=0 u* =0 w" =0
z = h(t) w=0 w'=W,= % (v-17)
Les conditions aux limites sur la pression sont :
r=20 aai* =0 (symétrie radiale)
p*=0 (si le bord du disque poreux est non — étanche)  (V-18)
TR aaI;* . =0  (sileborddudisque poreux est étanche)

V.3.3 Détermination du champ de vitesse

Compte-tenu des conditions de non glissement (V-17),la solution de I'équation (V-15) est

obtenue comme suit :

SO _ Edp* B sinh(wz) B
u*(z) = ~uar {(cosh(wh(t)) 1) <—sinh(wh(t))> cosh(wz) + 1} (V-19)
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La vitesse du fluide w* dans la direction z peut étre obtenue en dérivant I'équation de
continuité (V-16) une fois par rapport a z puis en intégrant I'équation obtenue deux fois

par rapport a z et compte tenu des conditions limites (V-18). Soit :

1 dh(t)
w*(z) = <(h(t) — 2C))< Tt >{C(cosh(wz) D+C <h( )) (1 — cosh(wh(t)))

sinh(wz) Z sinh(wh(t)) z dh(t)
() (e e () v

cosh(wh)—-1
w sinh(wh)

ou:C =

V.3.4 Vitesse moyenne et débit volumique
A partir des équations des vitesses radiale et axiale (V-19) et (V-20), on peut déterminer

les vitesses moyennes de I'écoulement :

h
o1 B R dh sinh(wh)
(u)—ﬁof =~ S 20)( ){(cosh(wz)—l)C <T>+h} (v-21)
h
(w*) =— fw dz =

0

1 dh\ ((sinh(wh) h
~ R =29 (E) {(—w - 1> c+cC <§> (1 — cosh(wh))
cosh(wh) h sinh(wh) 1
_< w? >+< 2w >_<ﬁ>}

=

Par conséquent le débit volumique radial est :

h(t)
0, = J utdz = —E(dp )(h 20) (V-23)

0

V.3.5 Dérivation de I'équation de Reynolds modifiée en coordonnées

cylindriques

En procédant de la méme maniere qu’en lubrification HD, I'intégration de I'équation de
continuité (V-16) moyennant les conditions limites sur la vitesse axiale (V-17) conduit a
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la dérivation d’'une équation de Reynolds dont I'inconnue est la pression générée dans le
milieu poreux pendant la phase d’écrasement di au mouvement d’approche ou de

descente du disque supérieur. Soit :

h(t) h(t)
1 0 ow*
—j —(ru*)dz + J dz=0 (V-24)
rJ) or 0z
0 0
%(T QT) qu_0=a}5—(tt)
Soit par conséquent :
10 (k (Op” oh
;g(;T‘(ar)(h—ZC)> —E (V-ZS)

Si la viscosité dynamique u et la perméabilité k sont supposées constantes, I’équation

(V-25) devient:

10 ( op” _u (6h)
ror (r ar 26)) ~k\at (V-26)
Si :h = h(t),'équation (V-26) devient :
d ( dp* u (dh\ r
73 =% @)z v-27)

L’équation (V-27) peut admettre une solution analytique, aprés deux intégrations par
rapport a r et compte tenu des conditions limites sur p (V-18) dans le cas ou le bord du
disque poreux est libre, permettra de déterminer la pression du film de compression est

donnée par:

(r2 —R?) (V-28)

dh 1
p*(r,t) = %( (t)>

dt )4(h(t) —20)

D’apres cette équation, on remarque que p est positive si la vitesse d’écrasement dh/ dt

est négative (positive squeeze). L'intégration de la pression sur la surface du disque
permettra de calculer la capacité de charge du systéme ou l'action du fluide sur le disque
supérieur :

R

F(t) = Jp* ds = Zﬂf p*(r,t) rdr (V-29)

0
.______________________________________________________________________________________________________|
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V.4 Equations de mouvement et d’équilibre du disque supérieur et

schéma de résolution
V.4.1 Prise en compte de I'inertie du disque mobile

a)  Equation différentielle du mouvement

Les forces extérieures agissant sur le disque supérieur sont la force résultante des actions
de la pression hydrodynamique F = F, é,, les forces d'inertie du disque en mouvement
md et son propre poids W = —W, €, ou W, = mg . Dans le systéme d’axes de la figure
V.3, I'équation différentielle du second ordre décrivant le mouvement d’écrasement du
disque supérieur selon la direction axiale s’écrit :

d?h(t)

Fz(t) - WO =m dt2

(V-30)

ou: W, correspond au poids du disque supérieur mobile, m est la masse du disque
supérieur, et g estl’accélération de la pesanteur, F, est la portance hydrodynamique ou

I'action du fluide sur la face inférieure du disque supérieur.

La portance hydrodynamique est calculée a partir de I'intégration du vecteur contrainte

de Cauchy sur toute la surface du contact:

F = f f T(M,1)dS (V-31)
S
Ou:
(. . AF dF .
T = i, 35 = as = P10

avec
VM) = -2, (V-32)

et

\dS = r drd6 qui est]’'élémentd’aire

1 est le vecteur normal unitaire extérieur en un point M du solide dirigé vers le fluide tel
que:
R

E(t) =F.8,=2n f p*(r,t) rdr (V-33)
0

€, étant le vecteur de base unitaire de 'axe ascendant OZ.
|
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Fig. V.3 Représentation de I’action du fluide sur la face inférieure du disque supérieur

dans le cas ol les contraintes tangentielles pariétales négligées

Le probleme posé étant de valeurs initiales, la solution /A doit satisfaire a I’équation

différentielle du second ordre (V-30) pour t > 0 ainsi qu’aux deux conditions initiales

portant sur la position du disque 4 et la vitesse d’écrasement dh/dt; c'est a dire:

h(t = 0) = hy et (t = 0) = 0.
b) Schéma de calcul de la vitesse de descente dh/ d¢ de la surface écrasante

. ) dh . . e L s )
La vitesse d’écrasement E| A du disque a l'instant (t + At) est calculée a 'aide d’'un
t+At

schéma explicite d’ordre un de 'accélération :

ah _dn
dtleiae  dtle = F,(t) —mg (V-34)
At
Soit:
dh dh E,(t) —m
i =—| +At E© —mg + o(At) (V-35)
dtleeae dtle m

. : , dh| . 1. .
ou la portance F,(t) et la vitesse d’écrasement E| al'instant t sont supposées connues.
t

c) Schéma de calcul de la position h(t) de la surface écrasante

La position de la face inférieure du disque supérieur en mouvement est obtenue a partir

d’'un développement de Taylor limité a I'ordre deux :
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dh| At? (E,(t) —mg
h|t+At = hlt + Ata . + 2 < 2 m + O(Atz) (V'36)

Notons que la méthode de Runge-Kutta peut étre utilisée pour la résolution de I’équation

(V.30) en la transformant en un systeme de deux équations différentielles d’ordre un.
V.4.2 Inertie du disque négligée : équation d’équilibre du disque supérieur

Dans le cas ot la force d'inertie est négligée, I'équation (V-30) se réduit a:

R
E,(t) — W, = an p*(r,t) rdr — Wy, =0 (V-37)

0
Compte tenu de I'expression de p* (V-28), on aboutit a 'équation différentielle ordinaire

d’ordre un suivante :

dh
- F(t, h) (V-38)

avec:

8 W, k (h(t) — 20)

F(t,h) = PEYL

(V-39)
Comme il s’agit d’'un probleme de valeur initiale, la solution 4 doit satisfaire a I'’équation
différentielle (V-38) pour t > 0 ainsi qu’a la condition initiale h(t = 0) = h,, .

La solution de I'équation différentielle (V-38) fortement non linéaire d’ordre un est

recherchée numériquement a 'aide de méthodes de type Runge-Kutta [4].

La formule d’ordre 4 est I'une des plus utilisées :

1
hn+1 = hn + g [kl + 2k2 + 2k3 + k4] (V'40)
ou: n=20,1,2,...etc.
At k4
k, = At F(t,, hy) ; ky = At T(tn+7,hn+7>
At k,
k3=AtT(tn+7,hn+?> sky = At F(t, + At hy, + k3)
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Notons que la méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre peut efficacement étre utilisée
dans le cas d’'une charge dynamique sinusoidale appliquée. 1l suffit de remplacer dans

I'équation (V-39):

W, par W (t) = W, cos(2rtft) ou f estla fréquence d'oscillation du disque.

V.5 Etude paramétrique
Dans cette étude, on suppose que le processus d'écrasement de la matrice poreuse
imbibée intercalée entre les deux disques (par exemple, une mousse en polyuréthane
imbibée) s’effectue a charge imposée constante (il s’agit du probleme de lubrification
XPHD inverse), etles forces d’inertie du disque mobile sont négligées. La charge appliquée
W, correspond par exemple au poids d'un individu d'un certain age distribué
symétriquement sur les deux genoux. Les données relatives a cette étude parameétrique
sont reportées dans le tableau V.1. Dans cette étude, on essaiera de mettre en évidence

I'influence de la porosité et de la charge appliquée sur le comportement du tribo-systéme

considéré.
Tableau V.1. Données géométriques et physiques

Parameétres Symboles  Valeurs Numériques UnSi:éS
Viscosité dynamique du fluide U 1071 [Pa.s]
Rayon des deux disques R 18.7 x 1073 [m]
Epaisseur initiale du film fluide ho 22x107* [m]
Temps d'écrasement tr 17 [s]
Dimension caractéristique de la

D, 10~* [m]

taille des pores du matériau poreux
Porosités du disque inférieur £ 0.3,0.32 ,0.34 ,0.36 [—]
Poids du disque supérieur W, 250 ,300,350,400 [N]

Les effets de la porosité € du matériau constituant la matrice imbibée par un fluide
Newtonien (solvant pur) sur le profil axisymétrique de la pression hydrodynamique pour
une charge appliquée constante W, = 300 N est représenté sur la figure V.4. Comme
prévu, la porosité n'a aucun effet sur la pression dans la mesure ou le processus de

compression de la matrice se produit sous une charge constante imposée. On observe les
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mémes tendances que celles de la lubrification poro-hydrodynamique (PHD) classique ;
c’est-a-dire la pression est une fonction décroissante de la coordonnée radiale. Elle est

maximale sur I'axe de symétrie et nulle au bord libre de la matrice poreuse.

La figure V.5 représente I'évolution de I'épaisseur d’écrasement h au cours du temps pour
diverses porosités € a W, = 300 N. On constate que la courbe de variation de /4 est quasi-
linéaire aux premiers instants et devient asymptotique par la suite. On constate également
que pour les grandes valeurs de la porosité, le temps d’écrasement est plus court
entralnant ainsi un ralentissement du disque supérieur. En effet, pour une porosité € =
30% le temps nécessaire pour que le disque supérieur atteigne la position 4=0.2 mm est
environ 13 secondes alors que pour &€ = 36%, le temps mis pour atteindre la méme
position est environ 6 secondes. On peut conclure que le temps d’écrasement diminue
lorsque la porosité augmente. Ceci est confirmé par les profils axisymétriques de la vitesse
radiale au bord libre de la matrice représentée sur la figure V.6 ou I'écoulement du fluide

s’effectue difficilement dans les milieux poreux caractérisés par de faibles porosités.

La figure V.7 montre I'évolution de la vitesse d’écrasement au cours du temps pour
diverses porosités € a W, = 300 N. La vitesse d’écrasement est élevée aux premiers
instants puis au fur et a mesure que I'écrasement se poursuit, la pression engendrée dans
le film augmente de fagon importante a cause de la diminution de I'épaisseur du film, ce
qui tend a ralentir I'écrasement et donc la vitesse diminue jusqu'a ce qu'elle s'annule.
L’augmentation de la pression pendant le processus d’écrasement affecte sensiblement la
viscosité du fluide et peut méme causer des déformations élastiques importantes de la
structure de la matrice. Dans de telle situation, il y a lieu de prendre en considération dans
le modele la piézo-viscosité du fluide et I'élasticité voire la viscoélasticité de la structure.
De plus, on note que plus la porosité est grande, plus la vitesse initiale d’écrasement est

élevée car la résistance a I’écoulement est faible.

Page | 131



Lubrification Ex-Poro-hydrodynamique (XPHD) d’une prothése de genou

0,55

05

0,45

04

0,35

IlIlIllIllllll[IIIIIlIlIlIlIlIIlIllllllllllllllllllll

£ 4603
025 '—H £=0,32
. > DD =034
*——%—% £=0,36
0,15
0.1
0,05
0 T T | T | T T T
0 02 0.4 06 08 1
/R[]

-G

IS

Fig. V.4 Profils de pression axisymétriques pour diverses valeurs de la porosité ¢

avec W, = 300 N

| 0903

g L |00 0
1:5 \ » » } } ’8=0’34
1o 5\ | k=03
1.4 ! ! i\ ! } 4
1,3 B>
’g‘1,2 \
51,1
< >
0.9 y
08 .
07 Lt
06 1’
05
; >
03 [ e
02 : \’P
0.1 1 ! >’,> = !
0|I|I|I|I|I|I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
t[s]

Fig. V.5 Positions instantanées du disque supérieur pour diverses porosités ¢

avec W, = 300N




-
Lubrification Ex-Poro-hydrodynamique (XPHD) d’une prothése de genou

6 4503
o0 00
DD P =034
*— %%k £=0,36

R

0,9

o
o
Illllllll[llllIlllllIIllllIlIl]lII|IIllIIIII|IIllL

. L L L O O L DL L L L L L B B
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400

u/ | F@E&h| [=]

Fig. V.6 Profils de vitesse radiale axisymétrique ar = R pour diverses porosités ¢
avec W, =300 N

:-0,35
EM ¢ ¢ 603
- o 0 002
s > > P e=034
% e *—%— % £=0,36

-0,65

-0,7

-0,75

08

-0,85

09 T T T LA B R T T T

0 2. 4 6 12 14 16 18

8 10
t[s]
Fig. V.7 Evolution de la vitesse d’écrasement au cours du temps pour diverses
porosités € avec W, = 300 N
La figure V.8 présente les profils de pression axisymétriques dans la matrice poreuse

calculés pour € = 0,32. On observe que la réaction en pression du systéme devient
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évidente avec une augmentation de la charge imposée, et cette réaction est naturelle car

I'effet visqueux du fluide crée une plus grande portance avec une charge accrue.

L'évolution de I'épaisseur d’écrasement h au cours du temps pour différentes charges
imposées W, avec une porosité € = 0.32 est représentée sur la figure V.9. On constate
qu'une augmentation de la charge imposée conduit a une diminution rapide de I'épaisseur

d’écrasement ce qui réduit par conséquent le temps d’écrasement.

Sur la figure V.10, on présente les profils de vitesse radiale calculés au bord libre de
matrice poreuse (r = R). Cette figure montre clairement que plus la charge imposée est

élevée, plus le fluide est accéléré a la sortie a cause des forts gradients de pression figure

V.8.

La figure V.11 montre I'évolution de la vitesse d’écrasement au cours du temps pour
différentes charges imposées et une porosité €=0,32. On observe les mémes tendances
que dans le cas précédent, la vitesse d’écrasement est élevée aux premiers instants, puis
avec le temps, la vitesse diminue jusqu'a ce qu'elle s'annule. En outre, on observe
également que plus la charge imposée est élevée, plus la vitesse initiale d’écrasement est
élevée et cela est en parfaite cohérence avec les résultats de distribution de pression et de

’épaisseur d’écrasement.
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V.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté en détails la théorie de la lubrification Ex-Poro-
Hydrodynamique (XPHD) considérée comme un nouveau mécanisme ou mode de
génération de pression hydrodynamique au sein d’'une mousse en polyuréthane imbibée
pouvant jouer le role d’un cartilage articulaire. Le choix de ce matériau est principalement
lié a ses performances tribologiques qui sont la résistance au frottement et a I'usure ainsi
que sa capacité d’'imbibition et de ré-imbibition accrue. D’autre part, la mousse s'imbibe

plus facilement avec un fluide dont la viscosité est plus faible.

On peut conclure qu'une augmentation de la porosité € a des effets significatifs et non
négligeables sur les caractéristiques de I'écrasement. Ces effets permettent d'une part de
réduire le temps d’écrasement qui se produit grace a une diminution rapide de I'épaisseur
d’écrasement et d'autre part, ils permettent d’augmenter la vitesse radiale et la vitesse
d’écrasement du fluide. De plus, lorsque la charge imposée augmente, alors la pression p*,
la vitesse radiale et la vitesse d’écrasement du fluide augmentent également, tandis que

|'épaisseur d’écrasement diminue.
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Les résultats de I'étude effectuée sont d'un intérét industriel et médical certain. Ces
résultats ont permis de confirmer théoriquement la capacité d’'une prothése fonctionnant
en mode de lubrification XPHD de supporter une charge considérable en intercalant entre

les deux premiers corps solides (disques) une matrice poreuse mince imbibée.
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Conclusion générale

L’objectif principal de cette recherche est une contribution a I'étude théorique et
numérique de la lubrification d’'une prothese de genou humain par effet de compression
ou d’écrasement d’'un troisiéme corps entre deux disques circulaires imperméables ou
poreux représentant les cartilages articulaires. Selon le mécanisme de lubrification
adopté, le troisieme corps peut étre soit un film fluide a rhéologie non Newtonienne
contenant des microparticules dispersées dans un solvant soit une matrice poreuse mince
imbibée par un fluide Newtonien. Le premier mécanisme de lubrification traditionnelle
lorsqu'un milieu solide poreux est présent est communément appelé « lubrification
porohydrodynamique ou PHD » tandis que le second est désigné sous le nom de

« lubrification ex-porohydrodynamique ou XPHD » d’inspiration biomimétique.

L’idée essentielle de la lubrification XPHD consiste a remplacer les revétements de surface
antifriction et le film de fluide mince traditionnellement utilisés par une matrice poreuse
(par exemple, une mousse en polyuréthane) imbibée d'un fluide qui fournit une plus
grande capacité de charge. Ce type de lubrification représente une nouvelle solution
technologique révolutionnaire (en rupture totale avec la solution technologique
classique) qui peut permettre de concevoir des systemes tribologiques (les prothéses)

autolubrifiants et donc plus écologiques et plus économiques.

A notre connaissance, il y a une grande ressemblance entre la lubrification XPHD et la
lubrification par suintement (en anglais, weeping lubrication) du genou rencontrée

pendant le cycle de marche largement étudié par Mc Cutchen.

Les équations gouvernantes de la lubrification PHD ou la lubrification HD en présence de
milieux poreux anisotropes et de microparticules dans le fluide lubrifiant sont I’équation
de Reynolds modifiée couplée a 'équation de Darcy modifiée. L’équation de Reynolds
modifiée dont l'inconnue est la pression hydrodynamique engendrée dans le film
lubrifiant a été dérivée a partir des lois de conservation de la quantité de mouvement et
de la masse appliquées au micro-continuum de V. K. Stokes. L’équation de Darcy dont
I'inconnue est la pression créée dans le milieu poreux a été obtenue a partir de la loi bien
connue de Darcy appliquée a un milieu poreux anisotrope.
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Ces équations sont des équations aux dérivées partielles (EDP) n’admettant pas de
solutions analytiques ont été résolues numériquement a l'aide d’'un schéma aux
différences finies. Les systemes d’équations algébriques résultant de la discrétisation

spatiale ont été résolus par la méthode de Gauss-Seidel avec facteur de sur-relaxation.

Le couplage entre les deux équations a l'interface matrice poreuse-film fluide a été assuré

par la méthode itérative du point fixe avec facteur de sous-relaxation.

La lubrification XPHD est gouvernée par une équation aux dérivées partielles de type
Reynolds dénommée équation de Reynolds modifiée dérivée a partir des équations de
Darcy-Brinkman qui décrivent les écoulements laminaires de fluides incompressibles
Newtoniens dans les milieux poreux moyennant des hypothéses simplificatrices
similaires a celles exploitées par Osborne Reynolds pour la dérivation de son célebre
équation. Cette équation fait intervenir une propriété physique supplémentaire, a savoir :
la perméabilité du milieu poreux dont la valeur peut étre calculée a partir de la porosité

du milieu en utilisant la loi de Kozeny-Carman.
Les résultats obtenus par le modéle PHD ont permis de faire les conclusions suivantes :

¢ les effets des couples de contraintes dus a la présence des microparticules
(molécules de I'acide hyaluronique) dans le fluide lubrifiant (la synovie) sur les
performances de la prothése sont significatifs et ne doivent pas étre négligés; ces
effets sont accentués dans le cas des suspensions hautement concentrées,

+¢ la viscosité d’'une suspension est une fonction croissante de la concentration des
microparticules,

¢ la présence des microparticules dans un solvant entraine une amélioration
importante de la pression et par conséquent de la capacité de charge de la prothése
par comparaison a un lubrifiant sans microparticules (solvant pur),

+* la pression et la capacité de charge calculées dans le cas d’'un écrasement en
présence d'un disque poreux sont inférieures a celles obtenues dans le cas d’'un
écrasement en présence d'un disque rigide. Celles-ci peuvent étre améliorées

davantage si le bord du disque poreux est étanche.

D’autre part, les résultats obtenus par le modele XPHD ont montré que la nouvelle

solution technologique utilisant une couche poreuse mince imbibée au lieu d’'un film
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écrasé entre deux surfaces est prometteuse surtout sur le plan des performances
tribologiques, en raison de la capacité de charge significativement améliorée permettant

ainsi des temps d’écrasement de la matrice poreuse plus longs.

Les prolongements possibles de cette étude qui seront bien évidemment focalisés sur la

lubrification XPHD sont :

¢ Prise en considération des effets d’inertie dans les parties solide et fluide de la
protheése.

¢ Prise en considération de l'inclinaison de I'axe du disque supérieur pendant le
processus d’écrasement (écoulement non axisymétrique du fluide dans la matrice
poreuse imbibée).

¢ Extension de la théorie XPHD par la prise en considération de I'élasticité et de la
viscoélasticité de la matrice poreuse imbibée d'un fluide non Newtonien

viscoélastique ou viscoplastique de type Maxwell, PTT, Fene-P, Bingham, etc.
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Annexe -A-

Equations de mouvement de V, K, Stokes

Equation de mouvement (momentum) d’un fluide a couples de contraintes :
p% = —Vp+ uViV —n V4V (A-1)
On peut montrer que le Laplacien du champ de vitesse 74 peut étre défini par :
AV = V27 = grad (div(V)) - ot (rof(V)) (A-2)
Le fluide étant incompressible, '’équation de continuité s’écrit alors :
div(V) =0 (A-3)
Compte tenu de (A-3), Le Laplacien du champ dealitesse V seréduita:
AV = V27 = grad [ai(V)) — ot (roi(V))
AV = vV = —rot (roi(V)) (A-4)
Le bi-Laplacien du champ de vitesse Vv s’exprime :

NV = V4V = grad (div(aV)) — 7ot (rof(aV)) = Agrad (div(V) ) - Avot (vot (V) )
0

<[ (s 7)) - s Can) |

[ et - ot o )|

Soit:
7 = 07 = grad (aiv (grad (aen(¥)) ) ) 72t (7 (2t (72(7))) (a9

Le fluide étant incompressible (div(l_/)) = 0), le bi-Laplacien du champ de vitesse V s'écrit

comme :
7 = v'7 = 7ot 7ot (ot (7 (7)) (a-6)

Finalement I'équation vectorielle de V. K. Stokes pour un fluide incompressible a couple

de contraintes s’écrit sous la forme suivante :

-

¢ = ~gradty) - vt (7ai(V) ~ 7t (7ot (7t (i(7))) ) (a-m)
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Annexe -B-

Analyse dimensionnelle des équations de mouvement de V,
K, Stokes pour un écoulement en film mince

B.1 Coordonnées cartésiennes
Dans le chapitre II, on a vu que I’équation vectorielle de V. K. Stokes (I1I-7) s’écrivait sous

la forme suivante (Cf. Annexe A pour les détails) :

-

p% = —grad(p) — um(r_of(l_/))) — nr_ot)<r_ot) (r_ot) (Tot’(?)))) (B-1)

ou encore en projetant 'équation sur les trois axes :
Du dop 0*u  0*u 9*v  0*w
p—=——ul-—5-=5+ + —
Dt dx dy? 0z? 0xdy 0x0z
o*u 0*u 0*u o*u 0*u 0*v 0*v 0*v 0w
n it gt 2525252125252 " 5500 3 2 9,3
dy* 0z* O0x?0y? 0x?0z dy?0z* 0x30dy O0xdy3 0x0dydz? 0x30z
o*w o*w
0x0z3 0xdy?0z
Dv _ dp ’u  d*v 0% N %w
Poe™ "oy H\oxay 9x2 922 " ayodz
d*u 0*u 0*u N o*v N 0*v N o*v N o*v s 0*v d*w
1 0x30y 0xdy3 0x0dydz? o0x* 0z* 0x%0y? 0y?0z? 0x%20z?% 0y30z

(B-2a)

o*tw o*w (B-2b)
0yodz3 0x2%0yodz

Dw  dp 0%u N 0%v  9*w 9*w

Pt = "oz H\oxaz dydz 0x? 0y?
0*u 0*u 0*u d0*v 0tv 0*v N o*tw N *w N 0w
1 0x30z 0x0z3® 0xdy?0z 0y3dz dydz3 0x%?0ydz odx* dy* 0x?%0z2
T, 0w (B-2¢)
d0y?0z2 d0x20dy? ¢

9

. D 0
ou:—=—7T1U
6t+ ax

Dt d

] ] , L : .
+v P +w—est I'opérateur de dérivation totale ou particulaire.
En mécanique des films minces visqueux, la dimension suivant 1’épaisseur du film
mesurée suivant I'axe y est tres faible devant les autres dimensions. Les variables sans

dimension ainsi utilisées dans I’analyse dimensionnelle des équations (B-2) sont:
|
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F=2x g=2 =+
X=7 =y a=-
~ y ~ v ~ n
y=: UV=vr n=- (B-3)
— No
R
i=t W= gty
L v L
2
Ce changement de variables conduit a poser p = PYAE Il met aussi en évidence les 3
0

nombres sans dimension suivants :

R, = p:h : nombre de Reynolds de I'écoulement relatif a I'épaisseur du film, qui
0

représente le rapport des forces d’inertie aux forces de viscosité exercées sur une

particule de fluide.

h \ )l . e s , _
€=, paramétre d’échelle qui, en lubrification, est de 'ordre de 1073..

yo 1 . _ . : . :
lh = ZO : rapport de la taille caractéristique des microstructures dispersées dans le fluide

al’épaisseur de 'écoulement (lo = /@)

Ho
Compte tenu de ces changements de variable, les équations V. K. Stokes normalisées

s’écrivent:

0p_ o Du__ ,( 10 0u 0’0 0w
ox = lepi HE \Tez 952 922 " axay @ 9xaz
N S A A TR 91 2 9% *0 1 0D
ne (—) Zamat ot T amaa tammas Tt 2 353352  Assac 2 Aasac3
h et 0y*  0Z* €2 0x?0y% 0Xx%0Z%* €% 0y%0Z% 0x30y &% 0x0y3
04D 04w 0w 0w
—_—_— (B-4a)
0X0y0z? 0x30Z 0X0Z° 0X0y?0zZ
0P _ g DF__ (1 0%n 0% 0% 1 0%
a5 eDt 2 0X0y 0X2 022 ' 2 0§07
() (0t 1 9t 041 R29%5 h%29*G h 9*® 047
778(—) T S riar ot st st s
h 0x30y €% 0xdy® 0xX0ydz? L 0x* L 0z* & 0x?0y% 092072

2h? 0% 1 0*w 0w o*w
(B-4b)

L 0x207% &2 09307 07073 0%20y0z
op Dw _ (9% . 025 02w 1 0%*W
- He \ozaz " 50z 9x2 2 ay2
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4
hp e*es

ot o*u 1 d0*u 1

04

04 0*v 4w

1) (s e s e
e\ 0%307 0x073 &2 0%09207 &2 09302 09023 0x20907 0x*

1 0*w 0w 1 o0*w

+

2 0w

En négligeant les termes multipliés par €2, €3, et &*, il reste :

~ ~ 2.~ 2 ~
a_p_ R %_~826_u_ﬁ84(l_0) 64_u
0% ¢ DF 2 h) oyt
95

oo

0y

@z_gR %_ﬁSZaz_W_ﬁg‘L(l_o)zaél_W
EY ¢ DF EPE h) a4

e 95* T 972022 T &2 952022 | &2 07202

) (B-4¢)

(B-5a)
(B-5b)

(B-5¢)

Les termes en ¢ R, , ou termes d'inertie, du systeme (B-5) seront négligeables devant les

termes de viscosité quand R, < 1. Il vient donc:

op 0% _ (lo>2 0%
ox = Moz T\n) 954
95

P

9y

op 0w (10)2 9w
9z~ H gz T\n) 934

(B-6a)

(B-6b)

(B-6¢)

Et en revenant aux variables dimensionnelles, les équations de mouvement du micro-

continuum de V. K. Stokes pour un écoulement en film mince en coordonnées cartésiennes

(0,x,y,z) s’écrivent :

(Op 0%u 0*u
7= a2
4 a—p=0

dy

op 0w 0*w
9z = #ayz ~ 1 ay7

(B-7)

Page | 144



4”"8
Annexes -B- Yes

B.2 Coordonnées cylindriques

Dans le chapitre I, les équations de mouvement (momentum) du micro-continuum de V.

K. Stokes en coordonnées cylindriques (II-27) ont été établies sous la forme suivante :

( 2 d
%_v_\ e ( 20v u)
Dt r or |Au——2———2
Dv uv 10p rsde r
pP{—+—=—S—-——=—7tu 20u v -
Dt r r 00 |A17 T_Z%_T_ZI
bw op U aw )
\ Dt / \ 9z /
(Az 2A 4A<6v>+8 0%v 462u+46u 4 0v  3u)
| 20U 2 00 r300or r*002 r30r r*00 r4|
W4M 2, +4A<mv 8 9%u 4Wv+4av+4av 3v$ (B-8)
l v r2 v 2 6 r300or r*082 1r3dr 1r*o0 r4J
A%w
~. D _ 0 9, vo 9
Ou'Dt_at+uar+rae+Waz
0%C ) 1a(C ) 10%C ) a%*( )
) _ - il
AC ) =viC )= or? +r or +r2 002 + 0z2
A*( )=V )
_fo*C ) 10*C ) 1aC ) 10*C ) 409*C ) 0*C )
—\ or4 r2 oJr? r3 or rt 004 r* 002 0z*

) 1 9*%( )+04( )+1 0*C ) 1 9% )+103( )
r2 0r2002 0r20z%? r2 00%20z% 13 0rdb? r Or0z2

10%( )
+; or3 >>

Comme en coordonnées cartésiennes, on fait les mémes hypotheses de la mécanique des

films minces visqueux, la dimension suivant I'épaisseur du film est tres faible par rapport
aux deux autres, ce qui permet, pour déterminer I'ordre de grandeur des différents termes
du systeme d'équations (B-8) d'effectuer une analyse dimensionnelle. Pour ce faire, on

choisit les variables adimensionnées suivantes :

F=T i=X i= L 5=

TR ~w i P=rw P

~ z ~ v ~ n pWh

Z== v == =— R, = — B-9
h w n Mo € Ho ( )
h ~ w 7 l ~ w

£=- wW=— loy == t=—t
R We h R

Compte tenu de ces changements de variables, le systeme (B-8) devient :
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0p__, [pm 72 \ e 62ﬁ+16ﬁ+ 1024 207v i1 021
ar et pE T F | THE |97z TFor T 72862 7296 72 2022
~ 4(10)2 ‘i 19*u 1 0%*u 1 aa+ 1 a4a+ 4 9%
ME\n) \a7 T e* 025 ~ 72072 7307 790+ ' 7 962
o2 FER L2 041 L1 944 1 93@
T":Z aéza 72 82 0 ,:2 622 1:2 82 69'2 022 f-3 69'2 or
L1 231 L1 931 2 62ﬁ+16ﬁ+ 1aza+1 021
&2 707022 7 073 72\972  FoF | 72982 " &2 972
07 97 07 a7
2 2 2
I (ﬁ) 19 (ﬁ) 10 (T) 9 (ag) 8 07
- = += ——07 +——
2\ " arz "7 of 72 982 3 22 7390 oF
2~+ 0t 4907 31 (8100
74902 ' 7307 7498 74 ha
10p_ [P aD 82v+ 217+1617+ 1 6217+ 204 ¥
Fa0 Pl DT FITHE a2 T a2 TFor T 72062 T 7298 72
)2 ' 10D 1 92D v, a4~+ 25
Mo N\ o7 T e4 924 ~ 72972 7397 7904 | 7 902

< 1 0*7 1 0* 11 0*F
+ 2 —— ~

P
. 93% +1 937 2 6217+1617+16217+16217
2 #0702 § 073 #2\a#2  FOoF #2982 €2 032
9 1 91 a1 a1
2 (Y% hdiied 2 2 (¥ Y% -
+(2(55) 19(55) 195 255\ s oa
+— += +———0u7 ——
72\ o2 7 OF 72 902 d 72 7300 oF
46217+4617+4617 37 (B-105)
74982 ' #30% 7498 T )
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0p - 3[DW et 0’w 1 0%*w 18W+ 02w
az Pl |prlTHE G52 Tezazz T Far | 72 902
~ 6(10)2 *w  19*w 1 9%*w w+ 4~+ 4 927
Me\h) |97 Tt 924 72072 07 74904 ' 7 902
a2 tw 1 93p L1 33w
72002072 7390297 T 073
_ L[ ot 11 otw
—-fne (—) VA rrarwei e
h 072022 722902052
1 03w
FoF aZZl (B-10c)

En négligeant les termes multipliés par £2et plus, et les termes d'inertie les équations

(B-10) deviennent:

af Hozz7"\R) Bz
[1op _ _0°F (l_O)ZaW (B-11)
Fog Moz n) 9z

op

Et en revenant aux variables dimensionnelles en coordonnées cylindriques (0, 1,0, z) , les

équations de mouvement du micro-continuum de V. K. Stokes pour un écoulement en film

mince se réduisent a :

(dp 0%u 0*u

o oz o

19p 0%v 0*v
1730 =# 372 " 5t (12)
dp

5, =0 > p=p00)

|
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Annexe (-

Détermination du champ de vitesse pour un écoulement de
fluide a couples de contraintes

Pour un écoulement bidimensionnelle (2D) en film mince visqueux, les équations de V. K.

Stokes s’écrivent :

(op 0%u o*u

ja:“a_yz_"a_y‘* (C1a)
op 0w o*w

lg —H dy? 1 ay* (C-1b)

En fixant un point x du continuum, I’équation (C-1a) peut étre traitée comme une équation
différentielle ordinaire linéaire d’ordre quatre a coefficients constants dont la solution

générale est la somme de la solution homogene et de la solution particuliére :

y _y 1 (9p\ ,
u=A+A,y+E el +E,e T+ (ﬂ)(ﬂ)y (C-2)

solution homogéne [ i ——
solution particuliére

. By+B B,-B
Avec A4, A, E; et E, sont des constantes, ou E; = (%) et £, = (%)

y

y oy y v
Sachantque:cosh(y) = (el e l)/z et sinh(%) = (el —€ l)/z

1
I'équations (C-2) devient:

1\ /0
u=A;+A,y+ B;cosh G) + B, sinh (%) + (ﬁ) (%)yz (C-3)

| ———
solution particuliere

solution homogene

Le dérivée seconde de la vitesse s’écrit :

d>u B y Y 1\ /0p
d_yz = l_ZCOSh (7) + Bz sinh (T) + (ﬁ) (a) (C-4)

L’indentification des constantes d’intégration nécessite l'utilisation des conditions aux

limites (figure C.1) sur la vitesse :

0%u 0w
y:O u=U1 U=V1 W=W1 6_312_:6_312_:0
y=0 y=0 5
0%u 0%w €5)
y:h u:Uz v=V2=V W:WZ - = =0
ayzy=0 ay2y=0
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Fig. C.1 Schéma du contact selon la théorie de Reynolds en coordonnées cartésiennes
(Paroi inférieure (S;) confondue avec le plan du référentiel (0, x, z))

Pour y = 0,’équation (C-4) devient:

0= ﬂcosh(O) + B, sinh(0) + (i) (a_P>

s 2 u) \ox
Onadonc:
1%\ (0p
Bi=- (;) (52) (c-6)
Soit:
. 1\ /0p
U, = A; + A, (0) + B, cosh(0) + B, sinh(0) + (—) (—) (0)
2 u/ \ox
et
12\ (0p
Av=Uu (;) (52) (7
Poury = h
(U,= 4, +A4,h+B h(ﬁ)-i-B | h<ﬁ>+(i)(a_l’>hz
{ 2 — 41 2 1 COS I > SIn ; ZH F
0_31 h(h>+B , h(h)+( 1 ><ap)
k =Tz cosh {7 2 sinh |5 22 5x

La solution de ce systeme d'équations a deux variables donne :

5, = <l_> (6_P> cosh (7) - 1 -8)

) \ox sinh (%)

|
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I ——— \\
- () )
A, = —(=—) (== -
z h 2 u/ \ox 9
En substituant ces valeurs et apres avoir simplifié, 'expression de vitesse d’écoulement
est enfin obtenue :
2y — h\\ ]
U, — U 1\ /9 cosh (—2 )
u=U1+( 2 1)y+(—)<—p) y2—hy+202[ 1- l (C-10)
h 2 u/ \ox cosh (%)
De méme pour w :
2y — h\\]
W —W. 1\ /9 cosh( 5] )
w = W1+(#)y+(—) (—p> y2—hy+212(1- (C-11)
h 2 u) \oz (h
cosh 2_1)
| _—
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