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Résumé

On considére le systéme d’équations décrivant le mouvement de l’air
qui passe sur une montagne, c’est-a-dire sur des lieux élevés pour [’équa-
tion monodimentionnelle du mouvement stationnaire d’un gaz visqueux et
calorifere.

Dans la premiére partie, on montre l’existence d’une solution d’équa-
tion différentielle ordinaire non linéaire du second ordre, en utilisant le
théoréme du point fixe de Schauder.

Dans la deuxiéme partie, on applique le résultat obtenu dans la premiére
partie pour montrer l’existence d’une solution d’équation du mouvement
stationnaire dans un domaine d’une dimension spatiale avec la viscosité
et la thermoconductibilité dans un voisinage de la solution d’équation sans
viscosité et sans thermoconductibilité, pourvu que les coefficients de viscosité
et de thermoconductibilité soient suffisamment petits.
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Abstract

We consider the system of equations describing the movement of air
passing over a mountain, that is to say over elevated places for the onedi-
menstonal equation of the stationary movement of a viscous and caloriferous
gas.

In the first part, we will show the existence of nonlinear second order
ordinary dimerential equation solution, by using the Schauder’s Fixed-
point theorem.

In the second part, we will apply the result provided in the first part
to proof the existence of a solution of stationary movement equation in a
spatial dimension domain with viscosity and heat conductivity in the vicinity
of the equation solution without viscosity and without heat conductivity.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Introduction générale

L’atmosphére terrestre est un mystére considéré comme une immense
outil thermique dont le foyer est le soleil qui par ses rayons réchauffent le
sol et les nuages. Elle fait partie de notre environnement immédiat : nous
y vivons, nous nous y déplacons et nous respirons son air.

Ce phénomeéne ou plutot cette machine thermique sa définition a long-
temps été problématique qui a embarrassé les physiciens et les météoro-
logiques malgré les moyens limites dont ils disposent pour étudier I’atmo-
sphere terrestre de cela regne le vide. Ces scientifiques ont été obligés de se
contenter le plus souvent d’observation trés indirectes et de procéder par
induction & la lumiére de cette lecture nous montre que par quelques ex-
périences effectuées que les physiciens métérologiques commencgent a s’ap-
procher beaucoup de ’explications véritable des phénomeéne naturels par
analogue.

Les nuages sont des masses d’air contenant de 1’eau sous forme liquide.
Ils se forment donc lorsque ’humidité relative de ’air est supérieure a 100
ils sont portés par le vent. S’ils rencontrent des masses d’air froid, ils se
transforment en pluie. Si ce sont des masses d’air chaud qui sont leur che-
min, alors ils se désintégrent. En effet, les gouttelettes tombent vers la terre
mais ’air les remonte.
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1.2 Quelques rappels sur les phénoménes phy-
siques

Physiquement, un nuage résulte de la condensation de la vapeur d’eau
par refroidissement d’'une masse d’air humide. Un nuage est donc un en-
semble de minuscules gouttelettes d’eau en suspension dans I’atmosphere.

L’atmosphére contient ’eau a 1’état gazeux et avec des proportions dans
I’air trés variables. A la différence des autres molécules comme Ny ot Oy
qui restent toujours en état gazeux dans les conditions ordinaires de I’atmo-
sphére, I’eau (H,0) congerne les trois états solide, liquide et gazeux et les six
types de transition de phase de ’eau, & savoir entre 1’état gazeux et liquide
on a condensation-fusion, gazeux et solide on a sublimation-sublimation
inverse.

sublimation

fusion évaporation

SOLIDE L

QUIDE GAZ

solidification L condensation -

sublimation inverse

Un diagramme d’illustration des phases de ’eau dans la nature

Dans ce mécanisme la quantité appelée pression de la vapeur saturée
Dus(T') joue un role fondamental. En effet, la "condensation" (transition de
gaz en liquide) de la vapeur d’eau se réalise lorsque, & une température
supérieure a celle de fusion de H,O, la pression de la vapeur d’eau (c’est-
a~dire pression partielle de la vapeur dans l'air) dépasse la pression de la
vapeur saturée p,s(T"), valeur critique au-dela de laquelle les molécules de
H>0 en état gazeux tendent & s’établir en état liquide. S’il existe une sur-
face de I'eau liquide exposée dans I’air et la pression de la vapeur devient
inférieure a la pression de la vapeur saturée p,s(7), les molécules de HyO
se trouvant a la surface de I'eau liquide commencent & sortir du liquide, en
réalisant le processus "d’évaporation”. On rappelle que la valeur de p,s(T")
est déterminée essentiellement par la température 7' .

De maniére analogue, aux température inférieure a celle de "fusion" et
a la présence d'une surface de glace exposée dans l'air, si la pression de
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la vapeur dépasse la pression de la vapeur saturée relative a 1’état solide
Pus(T), alors il y aura la "sublimation (inverse)" de gaz en solide de la
vapeur d’eau présente dans l’air; autre part, si la pression de la vapeur
devient inférieure a la pression de la vapeur saturée relative & 1’état solide
Dus(T'), alors il y aura la "sublimation" de solide en gaz a partir de la surface
de la glace (pour les détails de ces processus).

D’autre part, la condensation de la vapeur d’eau dans I’atmosphére four-
nit la chaleur a l'air (chaleur latente), si la chaleur latente est "absorbée"
par le processus d’évaporation. Les mémes quantités de la chaleur doit étre
"donnée" par le processus de condensation. La quantité de la chaleur don-
née a (ou retirée de) lair peut étre exprimée par le produit de la chaleur
latente Ly et de la quantité de condensation Hy qui constitue un facteur
important dans les phénoméne météorologiques.

[’étude d’'un modele mathématiques du mouvement qui décrit de ma-
niére suffisamment compléte les phénoménes atmosphériques et météoro-
logiques c’est-a-dire un modéle mathématique cohérent du point de vue
physiques et mathématiques. Or, pour formuler un systéme d’équations qui
d’écrive la transition de phase entre tous les deux étas gazeux et liquide de
I’eau dans I’atmosphere, il faut d’abord considérer séparément les quanti-
tés physiques pour la partie de ’air formée par les molécules différentes de
H50 et les quantités physiques concernant H,O contenu ou suspendu dans
I’atmosphére. Puis on doit décrire le processus de transition de phase dans
I’atmosphére au méme temps que le mouvement de Iair.

1.3 Contenu de le mémoire

Le présent mémoire est composé de quatre chapitres. Le premier cha-
pitre est déduit a I'introduction.

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle le systéme d’équations développé
dans [5] [6], Ce systéme d’équations modélise le mouvement de I’air conte-
nant la vapeur d’eau et prend en considération toutes les transformations
de phase de I'eau (pour le modéle en deux états seulement entre le gaz et le
liquide). Du point de vue mécanique le modéle s’appuie sur les équations du
mouvement d’'un gaz visqueux et calorifére [?]; on y prend en considération
tous les parametres physiques a savoir, la densité, la température, la vitesse
et la pression.
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Dans le troisieme chapitre, on donne un résultat pour un cadre plus gé-
néral cas d’équation différentiel ordinaire non linéaire, on montre I’existence
de la solution locale, en utilisant théoréme du point fixe de Schauder.

Dans le dernier chapitre, on va appliquer ce résultat a notre équation
monodimensionnelle dans un régime stationnaire qui représente le phéno-
meéne du vent qui traverse une chaine de montagne c’est-a-dire sur les lieux
élevés, on montre ’existence d’une solution avec la condition de ’entrée et
de la sortie du domaine du gaz dans un voisinage de la solution de 1’équa-
tions sans viscosité et sans thermoconductibilité, sous la condition que les
coefficients de viscosité et de thermoconductibilité sont petits. Le continue
de ces deux chapitres correspond au contenu de Particle [2].



Chapitre 2

Préliminaire : Présentation des
équations du mouvement de
’atmospheére

Dans ce chapitre, on va rappeler les équations de la mécanique des
fluides (plus précisément les équations d’'un gaz visqueux), qui décrivent
le mouvement de l'air (voir [8]), en tenant compte les transitions de phase
de l'eau et ses conséquences (pour le modeéle en deux état seulement gaz-
liquide) nous avons suivi des modeéles développés dans une série de travaux
(voir [3], [5], [6], [13]), qui & leur tour se sont basés sur les descriptions
des phénomeénes physiques données dans [9], [10], [14]. Avant de rappeler
le systeme d’équations qui modélise le mouvement de I’atmosphére avec la
transition de phase d’eau, il est utile de rappeler des quantités physiques
que nous devons considérer :

po = po(t, x) la densité de lair sec.
7w =m(t,z) la densité de HoO en état gazeux.

o(m) = o(m,t;z) la densité de HyO en état liquide contenue dans des
gouttelettes de masse m.

v=uv(t,z) = (v1,vs,v3) = (r1(t,x), va(t, x), v3(t, x)) la vitesse de Dair
composé par 'air sec et la vapeur d’eau.

T =T(t,z) la température de Dair.
p = p(t, z) la pression.
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2.1 Equation de conservation de la masse

Comme il n’y a pas de possibilité de convertir HoO en 'un des éléments
de I'air sec ou vice-versa, la loi de conservation de la masse pour 'air sec
(dont la densité est notée p,) est exprimée par I’équation classique (absence
de transition de phase)

Op + V. (pyv) = 0. (2.1)
ot
Pour la vapeur d’eau (dont la densité est notée 7), en rappelant que
Hy (T, 7, 0(m)) représente la quantité totale (dans I'unité de volume et de
temps) de HoO qui se transforme du gaz au liquide (son éventuelle valeur
négative signifie la quantité de HoO qui se transforme du liquide au gaz),
nous avons 1’équation qui exprime la loi de la conservation de la masse pour
I’air avec la vapeur d’eau

08_7; + V. (mv) = —Hyuy(T,m,0(.)). (2:2)

Dans la suite on va préciser la définition de la fonction H, ot la question
délicate est la description de la formation et de la disparition des goutte-
lettes.

2.2 Equation de la quantité de mouvement

Comme on le connait bien (voir[7]), ’équation exprimant la loi de conser-
vation de la quantité du mouvement, est donnée par

p(%—i—(u.V)y) = nAu+((+g)V(V.u)—Vp—[/a(m)dm+p]V<I>—2pw><u,

(2.3)
avec p = po + m; ou nous désignons par ® le géopotentiel et par 7 et

( les coefficients de viscosité de 1’écoulement et volumique, w est la vitesse
angulaire de la rotation de la terre.

Si on néglige la force de Coriolis, I’équation se réduit a

6
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o0

p(% +(w.Vv) =nAv+ (C—i-g)V(V.V) —Vp— [/a(m)dvap}V@. (2.4)

On rappelle que dans les conditions usuelles de I’atmospheére, le compor-
tement de I'air n’est pas trés différent de celui du gaz idéal, nous pouvons
donc supposer que la pression p est donnée par

R
p=—pT"= RypT, (2.5)
ou R et p,, sont respectivement la constante universelle du gaz et la
masse molaire moyenne de lair (voir[6] [13]).

2.3 Equation du bilan de ’énergie de D’air

En ce qui concerne 'équation du bilan de ’énergie (voir [7]), qui est
exprimée en fonction de la température T' et avec I’expression de la pression
(2.5) et la chaleur latente L, la forme de I’équation du bilan de I’énergie
de lair est la suivante

oT
pco(— +v.VT) = kAT 4+ pV.v

ot

v, ayj 2
: — =0, V. )2+ Ly(T)H
2 Gy * i~ 300V g, (T L) o

ol ¢, la chaleur spécifique et x le coefficient de conductibilité thermique.

2.4 Formation des nuages par le vent pas-
sant sur une montagne

Quand l’air monte sur une montagne, la pression diminue, alors & cause
de la transformation adiabatique de l’air, la température descend, ainsi
la densité de la vapeur saturée diminue, alors la densité réelle de la va-
peur peut devenir plus grande que celle de la vapeur saturée c’est-a-dire
[7(x) —7ys(T(x))] > 0, donc la condensation de la vapeur a lieu, finalement
se forme les nuages. Aprés le passage sur la montagne c’est-a-dire le vent

7
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descend, alors la température augmente, ainsi la densité de la vapeur sa-
turée augmente, finalement ’aura lieu d’évaporation des gouttelettes d’eau
(évaporation des nuages).

Rappelons d’abord les aspects principaux de la transition de phase de
H>0 dans I'atmosphére. Comme il est bien connu, pour que l’évapora-
tion du liquide s’effectue il faut apporter de la chaleur (chaleur latente),
au contraire, si la chaleur n’est pas fournie de I’extérieur ’évaporation du
liquide doit s’accompagner de son refroidissement.

La chaleur latente L, est donnée approximativement par

Ly = Ly(T) ~ (3244 — 2, 72T)10° (J/kg),
(voir [9]).

D’autre part, la quantité de condensation est déterminée par la relation
entre la pression de la vapeur saturée (relative a I'état liquide) p,s(T") et la
quantité de H,O présente en état gazeux; p,s(7) est une pression corres-
pondante a 1’état d’équilibre entre la vapeur et d’eau liquide (la quantité
de la vapeur qui se transforme de gaz au liquide est égale a la quantité qui
se transforme de liquide au gaz) est donnée approximativement par

7,63(T—273,15

os(T) =~ Ep. 10" 5128 By = 6,107 (mbar)
(voir[9)]).
La vapeur d’eau dans ’air se transforme en liquide quand la densité de

la vapeur dépasse la densité de la vapeur saturée, la densité de la vapeur
saturée m,s(7T") doit étre donnée par

_ My _
7T’US<T> - R_%pvs(T>

avec

wy, = 18.01(g/mole) R = 8.314(j/mole)

ou y, est la masse molaire de HyO (voir [6], [13]).

Selon les physiciens, la quantité de condensation est donnée par la varia-
tion de H5O dans 'air par rapport a la densité de la vapeur saturée 7,s(7),
qui peut étre écrite par

Hy = K [n(2) = wus(T())] "

8



UNIVERSTE 8 MAI 1945-GUELMA BECHKIT ALA-EDDINE

ou [ |7 désigne la partie positive et K est le coefficient associé a la
vitesse de condensation. Le coefficient K est assez grand de sorte que la
presque totalité de la partie de la vapeur qui dépasse 7,s(7'(x)) se trans-
forme en liquide assez rapidement.

2.5 Equations du mouvement stationnaire

Comme les quantités physiques telles que la vitesse, la densité et la
température ne changent pas dans le temps et que le mouvement reste
constant dans le temps, nous devrons considérer I’écoulement stationnaire,
en posant

atp = O, 8tl/ = 0, @T =0.

Ainsi, on a le systéme d’équations & considérer

V.(pv) =0, (2.7)

p(v.V)v =nAv+(C+ g)V(V.I/) - MEV(pT) —[ [ o(m)dm+p|VP, (2.8)

pc,(v.VT) = kAT — E,OTA.U

m

3
8VZ‘ an 2 81/7; 2
+T]Zl(al‘] + 8IZ — g&zjv.y)a—% + C(VU) + Lgl<T)Hgl-

(2.9)

Si nous considérons les équations (2.1),(2.4),(2.6) qui décrivent le mou-
vement de ’atmosphére, alors nous avons un systéme d’équations de type
paraboliques accouplés avec une équation de type hyperbolique de premier
ordre (I’équation (2.1)) est trés compliqué & résoudre. Si on passe au sys-
téme stationnaire (2.7)-(2.9), alors nous aurons un systéme d’équations de
type elliptiques accouplés avec 1’équation de continuité de la masse, cela
ne signifie pas que la résolution des équations (2.7)-(2.9) soit facile, ce qui
implique qu’on a besoin d’une méthode différente pour la résolution.
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2.6 Modéle du mouvement de I’air monodi-
mensionel dans un régime stationnaire

Afin de simplifier 'aspect mathématique, nous suggérons d’étudier les
équations du mouvement stationnaire dans le cas ot le champ est réduit a
une dimension, car dans le cas que nous avons vu dans la section précédente
ce n’est pas facile a résoudre. Cependant, dans cette catégorie, on peut in-
clure un flux d’air & peu prés unidimensionnel passant sur une "montagne",
c’est-a-dire sur une surface dont 'altitude varie. Cette approximation peut
étre utilisée comme un modele simplifié de la formation des nuages par le
vent passant sur une montagne.

Nous supposons que la fonction h(x;) de la hauteur de la surface ter-
restre & travers laquelle ’air passe est suffisamment réguliére. Pour décrire
le modéle de I’écoulement de I’air qui passe sur une montagne, on va consi-
dérer cet écoulement dans une couche proche de la surface {x3 = h(z;)}.

Pour modéliser ce phénomene par des équations en une dimension, dé-
finissons la vitesse w le long de la surface {z3 = h(x1)}.

o\ —1/2
n dl’l ! dl’l 3]0

v = (v1,v9,v3) étant le vecteur vitesse, c’est-a-dire w est la composante
de la vitesse v dans la direction

1 . d
\/1 + h/2707 \/1 + hl2> ? (h/ = _h(x].))

dl'l

En outre, on a besoin d’introduire la “section du courant”, qui n’est
pas définie & priori, et l'effet de la friction avec la surface terrestre. Pour
que la “section du courant”, ou I’épaisseur de la couche, soit déterminée
de maniére cohérente lors de la description du mouvement de I’air en trois
dimensions représentées par le systéme d’équations (2.7)-(2.9), il faut qu’elle
doit étre déterminée de sorte que la pression en fonction de la densité et de
la température a I'intérieur de 1’écoulement dans la couche qui considérée
soit coincide avec celle de I'extérieure.

= (

Nous considérons le mouvement stationnaire de I’air dans une couche
pres de la surface comme si I’air se déplacait dans un tube que nous construi-
sons dans notre esprit. Ainsi, dans la suite on écrit simplement x au lieu de
x1 nous désignons par S(z) la “section” du courant (ou du tube). Alors, en

10
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tenant compte des relations entre la longueur dans la direction 5 et la dé-
rivée par rapport & x, pour I’écoulement stationnaire, on déduit I’équation
de continuité “en tuyau.”

d , pSw
—(—=) =0 2.10

Pour I’équation de la quantité de mouvement, on considére I’équation
du mouvement stationnaire (2.8) multipliée par 5 ; on y introduit le terme
de la friction avec la surface —aw et le gradient de la pression de base =,
de sorte que pour w on a

pSw  d
V1+ h2do

dPw
w = fl@ + fow

e (2.11)

R d ,
Vrma P T A T
ou
fi=—[Eh 4
1_1+h,2[§( + )+<-]7
1 U 1
— h”2 _ h/? 4 2h/2 —1)] — h/ o hl//
d2 d3
n_ “ m_ 2
(W = ha), B = h(w))

L’expression des coefficients f;, fo résulte des calculs assez longs mais
élémentaires.

Pour I’équation du bilan de 1’énergie (2.9), les coefficients sont calculés
en tenant compte des relations entre la longueur dans la direction de & et

d
la dérivée —. Si nous négligeons la contribution de la chaleur latente de

x
Ly (T)H,, nous conduisons a

pSe AT T d S
N T T T R G AN (2.12)

2 d 2
+gl(%w) + gaw + gzw”,

ou

11
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1 4
g1 = m[n(g + %)+,
—2h n
g2 = mh"(g +¢),
1

4
Y /) 2 2

De I’équation (2.10), on déduit qu'il existe une constante K, telle que

pSw K
it

Donc, en posant

K,V/1+ 072

Sw '

De cette derniére relation, le systéme (2.11)-(2.12) peut se réduit en
un systéme de deux équations avec deux inconnues : la vitesse w et la
température T

d d*w
Kp@w == flw + fgw

(2.13)
RE, d T K
ol @ ety - ey
’—1+h’2dx( HhP=) = g —aw+ 7,
et
T 2T K 1 12
Ko, = 0T p BVIH 2 d Sw
dx da? Sw dx /1 + h'2
(2.14)
d d
+g1(%w)2 + gaw W + gsw?.

12



Chapitre 3

Etude de la solution locale
d’un systéme d’équations
différentiels ordinaires

3.1 Equation différentielle du second ordre

Avant de commencer I’étude de 'existence de la solution pour le sys-
téme d’équations monodimensionnelles du mouvement stationnaire d’un
gaz visqueux et calorifére (2.13)-(2.14), on va s’occuper a I'étude d’équa-
tion différentielle du second ordre a valeur dans R™; qui est un cas plus
général.

Nous considérons 1’équation différentielle ordinaire

eu(z) + Bz, u(x), v (x) = g(z), 0<x<]l, (3.1)

pour une fonction inconnue u(x)eR™ avec les conditions aux limites

u(0) = u(1) = 0. (3.2)

Dans (3.1) ; € est une constante telle que 0 < € < 1, g(x) est une fonction
donnée a valeurs dans R", pour la fonction f(x, u, ') : [0, 1] xR"xR™ — R",
nous supposons qu’elle est contintiment dérivable par rapport & u et a u’ et
que

B(z,0,0) = 0. (3.3)

13
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Cette derniére condition (3.3) nous permet de considérer [(z,u,u’) —
B(x,0,0) au lieu de f(x,u,u') et g(x) — B(x,0,0) au lieu de g(x) dans (3.1).

Grace aux conditions sur J(z,u,u'), 'équation (3.1) se réeécrit dans la
forme

eu’(x) + B(z)u' + C(z)u = g(x) — R(z,u(z),v'(r)), (3.4)
oll, pour tout ce qui s’est passé
aﬁz Z,u, ul
B()= By(w), Bylr)= P00y,
J
0B, (x, u,u’
C(x) = Cij(z), Cij(x) = <8u» ) |u=0,u=0,
J

Ri(, u(x), u'(x)) = B(x, u(z), u'(x))

n_ 0f;(x,u,u , n OB, (x, u,u
_ Z% ’u:O,u’:U u](gj) — Z¥
Jj=1

Jj=1 J

g lumowr=0 4(@).
j
Pour les matrices B(z) et C(z) nous supposons qu'il existe une ma-
trice définie positive D(z), une matrice I" indépendante de x¢€[0, 1] et une
constante Ky > 0 telles que

D(z)B(z)soit symétrique pour tout ze[0, 1], (3.5)
w.D(x)C(x)u < —Ko [u]®; YueR", Vel0,1], (3.6)

~ 1
SID N < dmp (Ko = | DB _1E = — gmax |l p=). (37)

ou
mp = inf {u' Du; ueR™, |u| =1},
B(x) = B(z) — 2¢T,
C(x) = C(z) — B(x)[ + &I,

14
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M;k =1,...,n sont les valeurs propres de D(x)B(x)

E est une matrice unitaire telle que EDBE ! soit une matrice diago-
nale.
D’autre part, pour les fonctions g(z) et R(x,u, ') nous supposons que :

1. Tl existe un Ry tel que, si |u| < Ry, alors on a
Rz, u, )| < cr(lul® + /] |u] + & |['[*), Vae[0,1].

ol cp est une constante indépendante de xe[0, 1].

2. Tl existe Ry > 0 tel que l'application R(.,u,u’) : Hi — H™' soit
continue dans
{UEH&; [l gz < Rl} .

3. geL*(0,1;R™).

Pour ’étude du probléme (3.4) ; on a besoin d’une transformation tech-
nique, danc on pose

a(x) = e*u(x),

glx) = e"g(x),

R(z,u,u') = " R(x, u,u).

En effet, en utilisant les notions B(z) et C(z) introduites ci-dessus,
I'équation (3.1), se tansforme en

eti(z)" + B(x)u(z) + C(x)u(x) = §(z) — R(z,u,a), (3.8)

et la condition (3.2), se transforme évidamment en

@(0) = @(1) = 0. (3.9)

Il est clair que l'existence d’une solution @(z) du systéme d’équations
(3.8)-(3.9) équivaut a celle du systéme (3.1)-(3.2). Done, pour simplifier les
notations, nous allons écrire (3.8) sans " ~ ", ¢’est-a-dire dans la forme

15
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eu(z)" + B(x)u(z) + C(x)u(z) = g(x) — R(z,u,u’), (3.10)

et les conditions (3.5),(3.6),(3.7) dans les formes

D(x)B(z)soit symétrique pour tout xe[0, 1], (3.11)

w.D(z)C(x)u < —Ko |u*; YueR", Vze0,1], (3.12)

1
2
eID oo < 4mp(Ko = [ DBl o | E'll o0 = gmax [Xpll)-  (3:13)

Les autres conditions restent invariantes.

3.2 Existence et unicité de la solution d’équa-
tion linéarisée

L’idée générale adoptée pour I'étude de I'existence de la solution locale

sera obtenue a ’aide du théoréme du point fixe de Schauder. L’idée

générale qui nous adoptons est celle linéarisation, c’est-a-dire de rendre

linéaires les équations non linéaire en fixant des données et de chercher un
point fixe d’'un opérateur défini par la solution des équations linéarisées.

On considere I’équation linéarisée de (3.10)

eu(z)” + B(x)u/'(z) + C(z)u(z) =v(z), 0<z <1, (3.14)

ol v est une fonction appartenant a la classe L%(0, 1; R"), avec les condi-
tions aux limites

u(0) = u(1) = 0. (3.15)

D’abord en premier lieu nous rappellons 'existence et I'unicité de la
solution du probléme (3.14)-(3.15) dans Hg (0, 1; R™).

16
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Lemme 3.2.1 Le probléeme (3.14)-(3.15) admet une solution ue H} (0, 1; R™)
et une seule et on a
ean [ [7a + llullfz < e V)72 s (3.16)

ol cv et c; sont deux constantes strictement positives indépendantes de

Preuve. On désigne par A’ la matrice transposée de A, de sorte que u'
sera le vecteur ligne u. On multiple 'équation (3.14) par u’D puis on fait
'intégrale sur [0, 1], on a

5/ut(:v)D(a:)u”(x)dx + /ut(x)D(x)B(:U)u’(:U)dx
+/ut(x)D(x)C(m)u(x)dx = /ut(a:)D(a:)v(x)d:v

On applique l'intégration par partie la ou elle est utile, et grace a la
condition (3.15), on obtient

—5/(ut($))’D(x)u’(x)dx — 5/ut(aj)D’(x)u’(x)dx - /ut(x)D(x)B(a:)u’(x)dar
+/ut(x)D(:):)C(x)u(1:)d:B = /ut($)D(ZE)’}/($)dl‘.

D’aprés la condition (3.11) DB est une matrice symétrique, il existe une ma-
trice unitaire £ telle que EDBE~! soit une matrice diagonale, ot \q, ..., \,,
les éléments diagonaux, on a donc

u'DBv' = (Eu)!EDBE'(Eu) —uw'DBE'E'u

n

1 d 12
=3 1%()\;{(Eu)i) — 5};)\;(&1)2 —u'DBE"'F'u,

donc a l'aide de la condition aux limites (3.15), on a

17
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—_

1

1
1 [d
/ u'DBu' = 5 / Zd—(Ak(Eu)i)d:c - / W' DBE'E'udz,
X

0o " 0

[e=]

d’ou
1 1

1n
—5/(ut)’Du’dx - E/UtD’u’dx — 52 )\;~€

k=1
0 0 0
1

—/utDBE_lE’udm—i—/ tDCudx:/ 'Dydzx,
0 0 0

et a partir de cela et avec les conditions (3.12)-(3.13), il s’ensuit que

emp([[w/2)* = € |1 D'l oo Nl 2 1wl 2 + (ull 12)* (Ko = 1D Bl| oo 1] 1o

1
—5max [l o) < 1Dl pee l[ull 2 (1712

(3.17)
En utilisant la condition (3.13), il existe un nombre 0 < 5 < 1 tel que

1
(1D pse)* = 40 = Bym (Ko = [ DB poc |1 B[l oo — gmax [ Xi| ),
ce qui nous donne

emp (| D] oo ) lull 2 0]l 2 < VT = Bemp([[/]] 2)*

1
VI =B ull 2 (Ko = [|DB| o — Gmax || A]] ).

Alors, compte tenu de ce qui suit

1—+y/1—-05>0,

> DIl
1Pl e Nl 2 11l < v llullze + =22 1y 1725 Vv >0.

Nous pouvons maintenant conclure de (3.17) qu'il existe deux constantes
aq, ¢p strictement positives telles que I'inégalité (3.16) est vérifiée, et cela
nous confirme lexistence et 1'unicité de la solution ue H} (0, 1;R™). m

18
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Lemme 3.2.2 Si u est la solution du probléme (3.14)-(3.15), alors on a

Eaglu’|z2 < e vllz, (3.18)

ol iy une constante strictement positive indépendante de €.

Preuve. De I'équation (3.14), on obtient

ellull s < NBl g 0/l 2 + I1C oo l1ull g2 + 171l 2

on déduit & partir de cette inégalité et I'inégalité (3.16) qu’il existe une
constante ay indépendante de ¢ telle que l'inégalité (3.18) soit vérifice. m

3.3 Existence d’une solution du systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires non linéaires

On considére ’équation linéarisée

eu(z)" + B(x)u(z) + C(x)u(z) = g(x) — R(z, u(x),u'(x)), (3.19)
dans le domaine
0<z <1,

ou @ une fonction donnée dans Hj(0,1;R™), avec les conditions aux
limites (3.15). Le lemme 3.2.1, joint & la premiére hypothése, nous permet
de définir 'opérateur

G: HL0,1;R)

u

—  H}(0,1;R")
- Gu)=u ’
ot u la solution de I'équation (3.19).

Maintenant, pour démontrer 1’existence de la solution locale nous devons
revenir au systéme d’équations non linéaires (3.14)-(3.15), commengons par
le lemme suivant.

Lemme 3.3.1 5S¢ \
9]l 2 < cact, (3.20)

ou
_ Vaa

Co = 3201CR7 o= min(17 ay, Ofg), (321)
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alors, on a
G(We) C W, (3.22)

ol
W. = {ueH?*(0,1;R™) N Hy (0, 1; R™);

oy W22 + can |[W/]32 + ||ull% < 2K},

@2

= —. 3.23
64cyc%, (3.23)

Preuve. On rappelle qu’en vertu de ’hypothése (1) ; on a

(s w, w2 < erllull oo (1l 2 + 10l g2) + € 1] oo 0] 22),

or, comme

1 1
[ull e < MlullZ2 101172

1 1
'l e < MlufllZ 122

on a, pour 0 < e <1,

3 1 1 3 3 1
[RCou, )l 2 < erlllullze [W/l|7 + llull 72 [0/l 7 + e flo/ll 72 [Ju”]72)

C 3 1 1 3 3 1
< —g(éi el 22 [1o'[1 72 + €% el 22 ']l 22 + €% 1|1 22 €% [la”]|2)

)

Nous allons estimer chaque terme séparément, nous avons
1 3 s 1 3 s
et flullfz [wl|Ze < ev llullpe l[ull: lv/] 72

1 1
< lull 2 (e2 Nlull g2 [[e]] 2)2

IN

1 2 1
5 Ulullze +e2 flull 2 llw']]2)

IN

1 2 2 2
5 lullz: + s(lullze + e llw'llz2)).
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et
3 3 " o 1 3 "3
e flull7z lu'l[f. <e2 flu'll 2 et flullfs [lu']l]
1 2 1
< (el +e2 fullpa 1w/l 2)
1 2 2 2
< 5(elllize + sUlullzs +ellu']lz)),
et

30 ms B3 Loy Loz B3
et fluf|faet [[u"ll7. < ez || 2en [lu/|| o et [[u”l7s

VAN
| —

2 1 3
5 (Ellwle + 2 [l 2 &2 [lu”ll 12)

2 2 2
< Wil + 5 ke + & lu”ll72)).

Enfin, en faisant la somme de ces trois termes, nous obtenons

1
IRC,u, w2 < CRg—%(HUHiz + Ze |z + 5 I72)
< ZCR 2 / 2 3 " 2
< 7 (e + e el + 2 lu”lze)
QCR
S (lull7z + are lu'|72 + aae® u”|72),

de sorte que 'on a
lg = R(,a, @) < [lgll 2 + %(HEHZ +ane ||@|[7z + aze® [a"|[72),
d’olt on obtient

lg = R(a,@)|7= < 2(llgll72 + (%(HTLHE +ane ||@|[7z + ase® [a]]72))?)-

Dong, par le lemme 3.2.1 et (3.20), nous avons
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lull72 + ane [[/|[72 + coe® u72 <
2. 3 46% —112 —11|2 3112 \2
der(cae? + =5 ([ullze + ane @1 + aoe [@7]12)%).
ce qui implique que, si

|all22 + aue |73 + ane® |[a"|[5, < €2 K

Nous avons défini la constante K dans (3.23), puis

4% (e7)2al
2 2 301,012 2_ 3 R
€ € <4 € ,
lullz2 + one |07z 4+ aoe” [[u”]|7. < der(cze? + 528 (64)20%013)
et
4¢% (e2)%at 32 46
dey(c2es R =4 2 >
aleas? + = (64)2c2c;> Cl((32)2c§c§z€2‘+'(64>20%c%152)
3a% + &
_ 4 2 E—
e (32)%cic,
s 1642
= £2—
(32)%c1¢%
et €%K,

alors

[ull2, + one [ + ane® u”|2, < e3K.

Ainsi, nous avons vérifié¢ la relation (3.22). m

Proposition 3.3.1 Si g vérifie la condition (3.20)-(3.21), alors l'équa-
tion (3.10) admet au moins une solution u appartenant ¢ H?*(0,1;R"™) N
H{(0,1;R").

Preuve. En rappelant 'hypothése (2), on peut conclure que 'opérateur
G est continu dans la topologie de Hj(0,1;R") — H3(0, 1;R™).

En effet, application

W, st — g(z) — R(z,u(z), @ (z))eH !
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(dans la topologie de weH;(0,1;R")) est continue.

D’autre part, pour les solutions u() du probléme (3.14)-(3.15) avec les
deux fonctions données v = =, ;¢ = 1,2. En raisonnent de la maniére
analogue a la démonstration du lemme 3.2.1; on obtient

e [|lu® — @2, + & Ju® — @7, < vy — vl

avec deux constontes ¢; et ¢s.
On déduit la continuité de G' comme opérateur : Hg (0, 1; R™) — Hg (0, 1; R™)
restreint a W, pourvu que

Comme W est borné dans H?(0, 1;R™) et fermé aussi dans Hj (0, 1;R™),
alors W. est compact dans H}(0,1;R"), d’aprés le théoréme de l'injection
compacte. Il est en outre convexe. Donc d’apres le théoréme du point
fize de Schauder, il existe un élément u de W, tel que G(u) = u ce qui
acheéve la preuve. m
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Chapitre 4

Existence d’une solution du
mouvement de ’air dans un
régime stationnaire

Dans ce chapitre, en nous basant sur les résultats trouvés dans le cha-
pitre précédent pour I’étude d’un systéme différentiel ordinaire non linéaire
du second ordre, on va appliquer ce résultat pour montrer ’existence d’une
solution du systéme d’équation de mouvement stationnaire d’un gaz vis-
queux et caloriféere en une dimension, dans un voisinage de la solution de
I’équation sans viscosité et sans diffusion de la chaleur. Il nous faut rappeler
que les coefficients de viscosité et de thermoconductibilité sont trés petits
devant les coefficients des termes dérivés premiéres.

4.1 Retour a I’équation d’un gaz

Considérez 1’écoulement stationnaire d’un gaz visqueux et calorifere
dans une couche proche de la surface ou son équivalent, mais facile & ima-
giner, dans un tube imaginaire que nous construisons dans nos esprits. Il
nous est commode pour nous le décrire dans une approximation, par un
systéme d’équations dans une dimension, en utilisant les variables spatiales
qui représentent la position dans le tube dans la direction du tube. Une
forme de systeme d’équations qui s’applique a différentes situations est

%(pSw) =0, (4.1)
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pow +p' = e(agw + a1’ + agw”) + pf + fo, (4.2)

pe,wT" 4+ pw' = e(bgT + byT" + b T")
(4.3)
+e(dow? + diww’ + da(w")?) + ph + hq,

ou le terme e(apw + a;w’ + asw”) dans 1’'équation (4.2) correspond a la
viscosité, ainsi les termes e(bgT + b1 T" + b T") et e(dow? + dyww’ + da(w”)?)
dans I'équation (4.3) correspond respectivement a la conductibilité ther-
mique et & la source de la chaleur due & la friction interne du gaz, ¢ étant
une constante positive. Nous supposons que

infay(z) > 0, infbe(z) > 0.

Dans tout ce qui préceéde, nous supposons que les coefficients ag, ai, as,
bo, b1, ba, dg, dy, dy ainsi que les fonctions f, fo, h, hg sont réguliéres et
bornées.

Le systéme d’équations (4.1)-(4.3) est une version de (1.1) du chap. II
de [1], version adaptée a ’éventuelle courbure du tuyau et a 1'éventuelle
présence des forces extérieures pf + fy et des sources de la chaleur ph + hy.
Pour les propriétés physiques du systéme d’équations, on peut consulter
par exemple [7].

A partir de ’équation (4.1), nous faisons la premiére transformation des
équations et nous écrivons p(x) a la fonction w(z), c’est-a-dire on aura

K,
— 4.4
) = Sy (14)
ou K, est une constante ; on peut supposer que K, >0 (le cas K, =0
est évident). En substituant (2.4) -la loi du gaz idéal- et (4.1) dans (4.2) et
(4.3) , nous pouvons réduire le systéme de deux équations avec deux seules

fonctions inconnues la vitesse w et la température T’

K T K
gpw’ + KpRl(%)’ = e(apw + a1’ + asw”) + S—:}f + fo, (4.5)
K K, T
o+ — R =e(bT + T +bT")
(4.6)
K
te(dow? + dyww + da(w”)?) + S—ph + hy.
w
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D’abord, il nous faut rappeler que la petitesse des coefficients de visco-
sité et de thermoconductibilité nous permet de trouver une solution avec la
condition de ’entrée et de la sortie du domaine du gaz dans un voisinage
de la solution de I’équation sans viscosité et sans diffusion de la chaleur.

Pour cela, on va montrer I'existence de la solution (w,7) du systéme
d’équations de mouvement stationnaire d’un gaz en une dimension (4.5)-

(4.6) avec ¢ > 0 suffisamment petit au voisinage de la solution (@,7") du
systéme (4.5)-(4.6) avec € = 0.

Considérons les équations correspondantes a (4.5)-(4.6) avec € = 0; en
écrivant les fonctions inconnues la vitesse w et la température 7', on a a
considérer

K, _, T, K,

PG+ K Ry (=) = =2 4.
S + ”Rl(S@) Swf+f°’ (4.7)
K, - K T K

Lo, T+ LR = =Lh + hy. 4.
g @ T @le Swh fro (48)

Nous supposons que le systéme d’équations (4.7)-(4.8) avec ¢ = 0 dans
I'intervalle [0, 1] admet une solution (&, T') appartient & H*(0,1) x H?(0,1)
et vérifiant les relations

0%221@@) >0, Oél;lfg‘lT(x) > 0. (4.9)
En posant
wo =w(0), w1 =w(l), To="T(0), Ty =T(1), (4.10)

nous allons considérer le systéme d’équations (4.5)-(4.6) avec € > 0 et
avec les conditions aux limites

W(O) = (I)o, W(l) = (I)l, T(O) = T07 T(l) = Tl. (411)

4.2 Equation linéarisée et estimation de la
solution

Nous considérons le systéme d’équations (4.5)-(4.6)dans le domaine en
une dimension [0, 1], avec les conditions aux limites non homogenes (4.11).
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Il nous est commode de considérer, au lieu de w et T, les fonctions inconnues
u et 0, définies en ordre comme suit

u=w—-w, 0=T-T. (4.12)
Les conditions aux limites se transforment en conditions homogénes

u(0) = u(1) = 6(0) = (1) = 0. (4.13)

En substitutant la relation (4.12) dans les équations (4.7)-(4.8) avec
e > 0 et aprés les calculs on transforme les équations (4.7)-(4.8) en des
équations en fonction de u et 6

€a2u” + Bllu’ + Bm@l + C’llu -+ 0129 = F(O._J, T, u, 9), (414)
€b29/l + Bglul + BQQQI + Cglu + 0229 == G(CI), T, u, 0), (415)
ou
F((D,T,U, 9) = —€A1((D) - Nl(u, 9)
et

G(@,T,u,0) = —eAy(@,T) — Ny(u,0)

sont des sommes des termes connus et termes non linéaires avec

A1(w) = apw + a1’ + ad”,

Ay(@,T) = boT + byT" + boT" + dy@? + dio’ + dy(@')?,

T+6 T T 4
N _ K /Y Sl r
i) = =Rl \(gmms ) = (g + 5@ ~ 55 F
1 1. .,u (Sw) K 1 1w
T—+T(=))— P — 4 —
( s (S)) w2+(8w)29]+ Sﬁw—u @+w2]’
K, T+8 T, T, T, o
Ng(u,ﬁ) _le[a}—l—u( U) —50&) —au —Ewu—ae]
K 1 1 U , ,
+?ph[a) — 3 + E] + e(dou® + dyun! + da(u')?),
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et Bi1, Bia, Bo1, B, C11, Cha, Co1, Cas sont des coefficients des parties
linéaires définies comme suit

K T K,
Bllz—?p—FRleS D) + eay, Blg——Rls_,
K, T K
B21 = —Rl S0 + 5(d1w + 2d1w ) B22 = _?pr + €b1,
KT K-S Kf K, .
011 = R1 g 2 R1 52 T—2 — 52 + €ay, 012 R1 (Sw)2 (Sw)”
K,-o" K, K,&d
021 —R1 S E-mh+€(2do&]+d1(ﬂ) 022:—R1?p5+5b0.

Avant de résoudre le systéme non linéaire (4.14)-(4.15) avec les condi-
tions aux limites (4.13), il faut d’abord examiner les équations linéaires

8&2U” + Bllu’ + 3129' + C’llu -+ 0129 = F, (416)

6b2(9” + Bglu, + B220/ -+ 021u -+ 0220 = G, (417)

Pour obtenir I’existence d’une solution (u, §) des équations (4.14)-(4.15),
on considére d’abord les équations linéarisées, pour lesquelles on obtiendra
une estimation du type

2 2 2 2 =12 =2
([ 7o+ 16" 172)+e (Nl | 2+ 10 12)+ lul 2410172 < C(|F|| . +|G]]72)
(4.18)

4.3 Existence de la solution du systéme d’équa-
tions non linéaire

Retournons aux systémes d’équations non linéaires pour résoudre les
équations (4.16)-(4.17) et estimer les termes F'(w,T,u,0) et G(w,T,u,0)
de maniére appropriée. Nous avons la proposition suivante

Proposition 4.3.1 On suppose que
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— T 2 . _
@, TeH*([0,1]),  inf &(z) >0, (4.19)
T
2¢, < w}} (R1 +¢,), Vaxel0,1], (4.20)
SeC'([0,1]); f,heC®([0,1]),  inf S(x) >0, (4.21)

La condition inf T(x) > 0 est implicitement disponible dans [’hypo-

0<z<1
thése (4.20).
Alors il existe un €9 > 0 tel que, si 0 < ¢ < gq, le systéme d’équa-
tions (4.14)-(4.15) avec les conditions auz limites (4.13) admet une solution
(u,8) appartenant a H*(0,1;R™) N H}(0,1; R™).

Preuve. Par des calculs élémentaires et les conditions (4.19)-(4.21), on
peut constater que la fonction

R(.,u,0,u',0") = (Ny(u,0), No(u,0))

vérifiée les conditions (1) et (2) de la section (3.1) (avec des modifica-
tions évidantes de notations).

Nous considérons le systéme d’équations (4.14)-(4.15) sous la condition
(4.20) ce qui garantit I'inversiblilité de la matrice B, donc on peut définir
une matrice I' indépendante de x sous la forme

I=[k+1*B™,
1
ol B = / Bdx est inversible et k = supr'Cv.

lv|=1
0
Pour € > 0, on définit les matrices B, C' et D données par

B(z) = B(x)— 2T,

C(x) = C(z)— B(x)[ + I,

D(x) = (% (1)) |

B _
Comme —= — T pour ¢ — 0.,il n’est pas difficile de voir qu’il existe un
12

5(()1) > 0 tel que pour 0 < e < 8(()1)168 conditions (3.5)-(3.7) soient vérifiées.
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Pour appliquer la proposition 3.3.1, on pose

9=1(91,92), g1 =cA1(w), go=¢eAs(T,w).

Nous remarquons que A;(w) et As(7T,w) sont indépendants de ¢
donc, sous la condition (4.19), on a

g1l 2 < eCh, lgall 2 < el
ou (' et 'y sont deux constantes indépendantes de €. On a donc

1
9/l 2 < e(Ch+ Ca)2.
Il existe un €y > 0 tel que € < eél) et que pour 0 < £ < g¢ la condition
(4.20) soit vérifée, c’est-a-dire

3
gl = lgall 2 + llgall12)* < cact.

et donc d’apreés la proposition 3.3.1 le systéme d’équations (4.14)-(4.15)
avec les conditions aux limites (4.13) admette une solution (u, ) appartient
a H?(0,1;R?) N HL(0,1;R?). m

Corollaire 4.3.1 Le systéme d’équations (4.5)-(4.6) avec les conditions
auz limites (4.11) admet une solution (w,T) appartient a H*(0,1;R?) N
H(0,1;R?).

En ce qui concerne I'unicité de la solution, la méthode utilisée ne nous
permettra dans 'immédiat, d’obtenir que l'existence d’une solution et il
nous semble que la question de 'unicité de la solution devra étre étudiée
avec une nouvelle méthode.
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Chapitre 5

Perspectives

On pourrait tenter de démontrer I'existence d’une solution du systéme
d’équations de 1’écoulement de l'air passant sur une montagne avec la
condensation de la vapeur d’eau.

Mais la présence de la fonction Hy représentant la quantité de conden-
sation pose des difficultés sérieuses, par la valeur assez grande de Ly qui
nous permet pas d’obtenir des conditions naturelles pour la convergence
d’une suite de solutions approchées.
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