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Résumeé

Ce travail présente une modélisation basée sur les concepts de la théorie de Morse qui
conduit & concevoir un algorithme responsable de générer deux structures topologiques
notamment le graphe de Reeb et le complexe simplicial associé. Cette modélisation permet de
représenter des objets discrets 2D inclus dans des images numériques avec une subdivision
spatiale initiale avec une grille irréguliére (sous forme de blocs rectangulaires de pixels ou des
quadrants pour I'image de quadtree) par des structures topologiques et algébriques et de montrer
I'aptitude d'appliquer des traitements topologiques tels que le calcul d'homologie, la localisation
des invariants topologiques, la mise en appariement de ces invariants, et d'autres. L'approche
est evaluée sur une base de formes 2D en représentation de quadtree avec différents résultats

de tests appliqués.

Mots clés : graphe de Reeb, complexe simplicial, théorie de Morse, blocs de pixels, quadrants.

Abstract

This work presents a modeling based on the concepts of Morse theory which leads to design an
algorithm responsible for generating two topological structures in particular the Reeb graph and
the associated simplicial complex. This modeling makes it possible to represent 2D discrete
objects included in digital images with an initial spatial subdivision with an irregular grid (in
the form of rectangular blocks of pixels or quadrants of quadtree image) by topological and
algebraic structures and showing the ability to apply topological treatments such as the
homology computing, the localization of topological invariants, the matching of these
invariants, and others. The approach is evaluated on the basis of 2D shapes in quadtree

representation with different results of applied tests.

Key words: Reeb graph, simplicial complex, Morse theory, blocks of pixels, quadrants.
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La modélisation et la représentation d'objets bidimensionnels (2D) et tridimensionnels (3D)
basés sur des systémes informatiques sont devenues tres utiles dans des nombreux domaines traitant
des phénomenes régionaux ou spatiaux [01]. Parmi les représentations d'objets avec lesquelles nous
donnons beaucoup de soucis, on peut citer les représentations a caractere topologique qui codent
I'espace topologique différentes subdivisions (triangulaires, cubiques, hexagonales et autres) [02].
Les objets discrets sont caractérisés par des propriétés géométriques et topologiques intrinseques qui
aident leur représentation et leur reconnaissance, tels que le groupe fondamental, les groupes
supérieurs d'homotopie, les groupes d'homologie. L’homologie est un outil de la topologie algébrique
employé en topologie calculatoire, et I’analyse topologique. Parmi les caractéristiques calculées par
I’homologie, on trouve les groupes d’homologie qui sont des invariants topologiques, classiquement
étudies en topologie algébrique, et qui caractérisent les objets par les cycles d’homologie. En 2D, les
0- et 1-cycles d'homologie représentent respectivement les composants connexes et les trous. En 3D,
les 0-, 1- et 2-cycles d'homologie représentent respectivement les composants connexes, les tunnels
et les cavités [03].

En analyse et traitement d'images et infographie, de nombreux algorithmes ont été proposés
pour calculer des caractéristiques topologiques des objets dans les images, y compris le nombre de
composants connexes et le nombre de trous [04] et d'autres pour générer des squelettes pour des
formes 2D et 3D. Les squelettes sont des représentations médiales compactes qui decrivent la forme
et la connectivité des objets [05] et certains d'eux sont basés sur le graphe de Reeb. Par définition, le
graphe de Reeb est considéré comme un descripteur de forme robuste et discriminant; et aussi une
structure puissante de représentation d’objets, de traitement d'interprétation et d'analyse capable de
maintenir les propriétés topologiques de la forme en prenant en compte l'intégration des propriétes
géométriques de la forme (c.-a-d., une structure capable de coder simplement et efficacement les
formes en respectant les propriétés topologiques et géométriques).

Ce travail présente une modélisation basée sur les concepts de la théorie de Morse qui conduit
a concevoir un algorithme responsable de générer deux structures topologiques notamment le graphe
de Reeb et le complexe simplicial associé.

Cette modélisation permet de représenter des objets discrets 2D inclus dans des images
numériques avec une subdivision spatiale initiale avec une grille irréguliére (sous forme de blocs
rectangulaires de pixels ou des quadrants pour I'image de quadtree) par des structures topologiques et

algébriques plus complexes (graphe de Reeb, complexes combinatoires, complexes a chaines,...)
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capable de montrer I'aptitude d'appliquer l'analyse et des traitements topologiques tels que le calcul
d’homologie, la localisation des invariants topologiques, la mise en appariement de ces invariants, et
d'autres. Au cceur de l'approche, la génération de la structure de graphe se réalise a partir des points
d'intersection entre la bordure des blocs et les cercles centriques calculés suivant une distance
centrique calculée depuis le point de centrifuge. Ces points d'intersection servent a extraire les arcs
centriques avec des points centres qui forment les futurs nceuds du graphe. Les arétes du graphe
constituent l'interconnexion des nceuds ou la persistance topologique de la forme est maintenue. Le
complexe simplicial se construit apres avec une maniere plus aisée a partir du graphe généré.

Cette modélisation adopte une approche qui permet d'introduire et discuter des concepts
traduits en langage algébrique approprié qui conduit a générer les deux structures (graphe de Reeb et
le complexe simplicial associé).

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres. Le premier chapitre est destiné a consulter les
approches ou les travaux lies aux deux structures topologiques, le graphe de Reeb et le complexe
simplicial. Dans le deuxieme chapitre, les concepts de graphe de Reeb et la théorie de Morse avec les
représentations d'objets 2D et 3D sont illustrés. Le troisieme chapitre présente I'approche de
modélisation des formes 2D en utilisant les concepts cités précédemment. Le dernier chapitre est
consacré a présenter I'implémentation en java de notre approche ainsi que les différents résultats de

tests appliqués sur une base des formes 2D.
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1. Introduction :

Les techniques de topologie computationnelle fournissent plusieurs outils et
mesures pour l'analyse et le codage des données [06] tels que I'équation d'Euler, la théorie
de Morse, et les graphes de Reeb capables de fournir des descriptions de formes trés
abstraites, avec plusieurs applications pour la compréhension, la simplification et le rendu
minimal de grands ensembles de données [07].

Le probleme de I'adaptation des méthodes basées sur la topologie a des données discrétes
est un domaine de recherche actif. L'ensemble d'outils algorithmiques pour calculer les
propriétés topologiques dans le contexte de I'imagerie numérique est relativement petit.
Principalement, nombres de Betti, caractéristique d'Euler, squelettisation et
caractérisation topologique locale. Récemment, des groupes d’homologie ont également
été calculés en imagerie numérique [08].

En topologie algébrique, le complexe simplicial est une structure combinatoire versatile,
largement utilisée pour représenter des données multidimensionnelles, telles que la
représentation en maillages, ou en graphes. Ces deux représentations respectivement
peuvent étre interprétées comme des complexes tri- et bi-dimensionnels [09]. Par contre
un complexe cellulaire ou bien un complexe CW est un type d'espace topologique
introduit pour répondre aux besoins de la théorie de I'homotopie. Cette classe d'espace est
plus large et posséde de meilleures propriétés catégorielles que les complexes simpliciaux,
mais conserve toujours une nature combinatoire qui permet le calcul.

Des graphes de Reeb ont déja été mis en pratique a tout moment pour la compression et
la reconstruction de surface, et pour la compréhension de la surface. Les graphes de Reeb
sont également un outil intéressant pour la visualisation de données scientifiques spatio-
temporelles [10]. Le graphe de Reeb repose sur des propriétés mathématiques prouvant
qu’il capture dans une certaine mesure la morphologie des formes 3D, son intérét est
présenté dans [11]. Les nceuds du graphe de Reeb correspondent aux points critiques
d’une fonction définie sur la surface étudiée, et plusieurs fonctions peuvent étre utilisées,
le choix dépend principalement de l'application visée, et donne également des critéres de

classer les modeles 3D, par exemple dans une base de données [12].
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Ce chapitre présente 1’état de 1'art autour des approches de graphe de Reeb et celles

de structures de complexes de nature simpliciale, cellulaire ou cubicale.

2. Approches pour le graphe de Reeb :

Le graphe de Reeb a été largement utilisé dans un large éventail d'applications
telles que la correspondance des formes et le codage [13], la compression [14], le
paramétrage de surface [15], le remaillage iso-surface [16], la simplification [17], la
comprehension des formes, l'estimation de la similarité, la récupération de la base de
données, et la création des croquis graphiques, dont la conservation de la topologie et la
connectivité de la forme d'origine est assurée [18]. Les graphes de Reeb peuvent
déterminer si une surface a été correctement reconstruite, indiquer les zones
problématiques et peuvent étre utilisés pour coder et animer un modéle. Le concept de
graphe de Reeb est particulierement utile dans le traitement de modeles massifs comme
ceux genérés par le balayage Laser a haute résolution [19]. Aussi, le graphe est utilisé
dans plusieurs domaines importants tels que la cartographie a cause de la modelisation de
terrain pour extraire des entités et construire des graphiques topologiques [20]. De plus,
plusieurs approches qui adoptent le graphe de Reeb sont proposées dans la littérature et
cela pour :

- résoudre le probléme de la segmentation du scan 3D du corps humain [21];

- l'appariement des formes 3D [22];

- représenter I'image par le graphe dans le cas de phéno-typage des plantes [23];

- indexer de modeles 3D avec des graphes multi-résolution appliqués aux recherches par
similarité des formes et d’aspect dans des bases de données d'objets 3D [24];

- la mise en correspondance de graphes en comparant les chemins les plus courts
relatifs entre les points dextrémité des squelettes représentant les objets 3D
[25];

- construire une représentation ERG (Extended Reeb Graph), qui peut gérer les

points critiques dégénérés [26];

- créer un morphisme entre des objets 3D ayant une topologie différente [27];

- concevoir un systéeme de localisation automatique des repéres céphalométriques a
l'aide des graphes de Reeb [28];

- analyser la topologie des données multi-fluides en fonction du temps a l'aide du
graphe [29];
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- calculer des graphes simplifiés pour les mailles triangulaires fermées du striatum
humain extraites d'images RM pondérées 3D [30];

- calculer le graphe des maillages triangulaires basés sur les lignes de niveau continues
extraits de contours discrets et actifs [31];

- extraire des graphes a partir des données binaires segmentées 2D ou 3D conjointement
avec une analyse basée sur une fonction de Morse [32];

- proposer une technique d'appariement topologique, dans lequel I'appariement entre les
modéles polyédriques est réalisé en comparant les graphes de Reeb multi-résolutions
(MRG) correspondants, sachant que cette structure de MRG fonctionne bien avec les
données des formes 3D [33];

- une classification des orbites co-adjointes génériques pour les groupes de surfaces
fermees [34];

- encoder et décrire le contenu d'une vidéo 3D par un modéle topologique. Le modéle
consiste en un dictionnaire de descripteurs de forme de haut niveau basé sur la topologie
géneérés a partir des motifs extraits ou de séquences d'apprentissage. Le modéle est basé
sur la description et la classification de la topologie a I'aide de graphe de Reeb, et un
graphe de mouvement de Markov pour représenter les états de changements de la
topologie [35];

- construire un graphe de Reeb invariant de haut niveau représentant la forme en suivant
un algorithme d'extraction de points caractéristique précis et simple [36];

- la recherche de formes 3D avec les informations géométriques a partir d'une collection
de modeles 3D, une méthode de description basée sur le graphe de Reeb avec la
définition d'une mesure de similarité correspondante est proposée [37];

- permettre de calculer un squelette de modele 3D d’un maillage des surfaces sous forme
de graphe bruité en s’appuyant sur une fonction conduisant au calcul de nombreux
extrema locaux avec d’ensemble de niveaux [38];

- calculer une structure de graphe avec un algorithme efficace et rapide [58]. Cette
structure topologique est utilisée comme interface utilisateur efficace pour sélectionner
des ensembles de niveaux significatifs, pour concevoir des fonctions de transfert pour le
rendu de volume et pour explorer des données de grande dimension ;

- adopter une approche topologique basée sur la notion de graphe de Reeb étendu (ERG).
Cette approche repose sur une stratégie de caractérisation adaptée pour des surfaces
discretes, qui définit les points et zones critiques en analysant I'évolution des niveaux de

contour sur une forme, y compris également les configurations dites dégénérées [07].
6
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3. Approches pour les structures de complexes :

Les invariants topologiques sont extrémement utiles dans de nombreuses
applications liées a I'imagerie numérique et a la modélisation géométrique, et I'nomologie
et I'homotopie avec ses groupes forment un exemple de ces invariants, qui n'ont pas encore
été pleinement exploré dans les applications d'imagerie. En topologie algébrique, pour
extraire ces invariants topologiques, des structures de complexe sont nécessaires. Les plus

utilisées sont les structures simpliciales, cubicales et cellulaires.

3.1. Structures simpliciales :

Un modele topologique appelé AM-modele basé sur un complexe simplicial est concu
dans [08]. Ce modéle est destiné pour extraire des informations topologiques d’images
numeriques par déterminer une homotopie a chaines concrete et fournir, en particulier,
des générateurs d’homotopie et des cycles représentatifs de ces générateurs et pour stocker
les mémes informations avec moins d'espace mémoire. A travers des complexes
simpliciaux, un nouvel algorithme itératif a été proposé dans [39] pour calculer
I'homologie des formes arbitraires discrétes. |1 montre comment I'homologie simpliciale
d'une forme peut étre efficacement exprimée en termes de I'homologie de ses sous-
composantes. Pour ¢a on dit que 'homologie d'un espace topologique signifie I’homologie
de ses sous- composantes. Des groupes d'homologie simpliciale des images numériques
2D sont calculés dans [40]. Dans [41], un algorithme qui calcule I'hnomologie simpliciale
d'un objet de dimension arbitraire : nombres de Betti, coefficients de torsion et générateurs

est présente.
3.2. Structures cellulaires :

L'élément de base qui forme le complexe cellulaire est la cellule qui est morphique a une
boule topologique de géométrie différente. Un complexe cellulaire est une suite de
collections ou chaque collection regroupe des cellules de méme dimension. Beaucoup
d'approches liées a ce type de complexe sont proposées en littérature. Dans [42], une
subdivision initiale formée de cellules pour des surfaces fermees 2D, représentée par une
carte généralisée est utilisée pour construire un complexe cellulaire destiné au calcul de
I’homologie. Un algorithme d’amincissement opérant sur des objets représentés par des

complexes cellulaires est proposé dans [43].
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Cet algorithme d’amincissement qui préserve la simplicité donne des squelettes stables et
controlables capable de capter les caractéristiques globales de la forme. Dans [03], des
cartes généralisées sont utilisées pour calculer une décomposition cellulaire d'une surface
fermée, pour construire un complexe cellulaire destiné au calcul de ’homologie.

Dans [44], un algorithme donné pour calculer des générateurs d'homologie d'objets
orientables subdivisés en 3D. Il commence par une subdivision initiale, représentée par
une carte généralisée ou chaque cellule est une boule topologique, le nombre de cellules
est réduit grace a des opérations de simplification (suppression des cellules), tout en
préservant I'homologie pour obtenir une représentation minimale homologue a l'objet
initial.

Un autre algorithme d’amincissement préservant la topologie, basé sur la suppression des
cellules simples d'un complexe cellulaire est proposé dans [45]. Cet algorithme permet,
de réduire un complexe simplicial général non structuré. Méme idée est dans [43] ou un
algorithme d'amincissement, fonctionne sur des complexes cellulaires, qui préservent la
simplicité d'amincissement, et génere des squelettes qui capturent de maniere plus robuste
les caractéristiques de la forme globale.

Dans [46], une structure du complexe cellulaire est construit avec des collections de blocs
cubiques (un bloc de dimension g, pour g=0... d, ou d est la dimension du complexe). Un
bloc cubique est considéré comme une cellule dans chaque collection du complexe
cellulaire. Un bloc cubique en dimension 2 représente géometriqguement un bloc de pixels

(bloc cubique en dimension 3 représente un bloc de voxels).
3.3. Structures cubicales :

Le complexe cubique est constitué de cube élémentaire qui prend la forme cubique.
Géométriquement, un cube est volume avec huit parois ou faces rectangulaires, ou un
carré, ou une aréte ou un sommet respectivement en dimensions 3, 2, 1 ou 0. Beaucoup
d'approches liées a la structure de complexe cubique sont proposées en littérature.

Dans [47], une méthode est présentée pour réparer localement un complexe cubique
(intégré dans R®) associé a une image binaire 3D, pour obtenir un complexe polyédre
homotopie équivalent a ce complexe cubique. Une autre méthode basée sur la structure
du complexe cubique pour calculer le nombre d’Euler d’un objet est donnée dans [48].
Une méthode de topologie combinatoire est introduite pour calculer I'homologie cubique
(le nombre de composants connexes et de trous dans une image donnée) avec des
méthodes de segmentation rapide pour extraire les objets [49].

8
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Dans [50], un algorithme d'amincissement parallele est proposé pour fournir un résultat
mince sur un espace cubique discret 3D, avec des sous-étapes directionnelles basées sur
l'opération de réduction, qui garantit la préservation de la topologie.

Dans [51], un complexe cubique est construit a partir d'une image de volume binaire qui
selon le principe de 6- ou 26-connexion. Le complexe est réduit suivant la méthode de
réduction, qui préserve des caractéristiques géométriques importantes. La derniere étape
consiste a réduire le nombre de cellules a l'aide de la théorie de Morse discréte.

4. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté I'état de I'art en deux parties. Les approches
liées au graphe de Reeb sont illustrées dans la premiere partie. Dans ces approches, le
graphe de Reeb a montré sa robustesse et son efficacité comme un outil utilisé de fagon
trés diverse dans nombreuses applications. Les approches liées aux structures de
complexe sont données dans la deuxiéme partie avec trois types de structures :

simpliciale, cellulaire et cubicale.
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1. Introduction

Le graphe de Reeb est considéré comme un descripteur de forme et aussi une
structure de données puissante et fondamentale qui code la topologie d'une forme. Elle
est obtenue en contractant en un point les composants connexes des ensembles de
niveaux d'une fonction définie sur des données spatiales (maillage, plan, image, ....). Un
graphe de Reeb qui capture la topologie d'une forme a été largement utilisé dans un large
éventail d'applications telles que l'adaptation des formes, la compression, le paramétrage
de surface et la simplification, la modélisation du solide et la visualisation [19]. La
notion de graphe de Reeb fait partie de la théorie de Morse qui fournit une analyse de la
relation entre la topologie et les informations géométriques d'un espace donné. Cette
relation est donnée par une fonction de valeurs réelles appelée souvent une fonction de
Morse [10].

2. Graphe de Reeb et théorie de Morse :
2.1. Théorie de Morse :

La théorie de Morse est un outil puissant pour capturer la structure topologique
d'une forme. Elle est utilisée dans les calculs variationnels pour établir une relation entre
les points critiques d’une fonction réelle définie sur une variété différentiable et sa
topologie globale. La théorie de Morse révéle la structure topologique d'une forme basée
sur les points critiques d'une fonction réelle. Le mauvais choix de cette fonction réelle
peut conduire a une configuration complexe d'un nombre inutilement éleve de points
critiques [52].

2.1.1. Les points critiques :

Pour une fonction réelle £ un point critique est non-dégénéré si sa dérivée seconde est
non-nulle (£ (x) # 0).

Par exemple, I'étude des points critiques d'une fonction a une variable permet d'obtenir
les maxima, minima, et points d'inflexion de cette fonction, et par définition, les points
critiques sont les points xo satisfaisant £’ (xo) = 0.

De méme, pour les fonctions a deux variables telles que £ (X, y), les points critiques
sont les points de gradient nul (V£= 0, soit df/dx = 0 et df/dy =0). Un point critique est
dit non-dégénéré pour une fonction a deux variables si le déterminant de la Hessienne de

£ en ce point est non nul [24].
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Chapitre 2 Graphe de Reeb et théorie de Morse

La figure 2.1. montre quelques exemples de points critiques non dégénérés et dégenérés
[53].

10 10

(@) (b) (©

Fig. 2.1. (a) pour une fonction f(x, y), le point (0, 0) est un point
critiqgue non-dégenéré. (b) et (c) le point (0, 0) est un point critique

dégénére.

2.1.2. Fonction de Morse :

La fonction f est appelée fonction de Morse si tous ses points critiques sont non
dégenérés, ou un point critique est non dégénéré si la matrice Hessienne H des dérivées
secondes de f est non singuliére a ce point.

Définition 1. (Point dégénéreé) Soit f : M — R peut étre différenciable en 2 sur M et
p un point critique de f. p est dégénéré si la matrice de Hessienne de f en p est singuliere.

Définition 2. (La matrice de Hessienne) : Soient M denote une variété compacte lisse
sans frontieres et f : M — R une fonction différentiable 2D. Un point critique de la
fonction f est un point ou sa dérivation s'annule. Formellement, si p un point critique et

un systéme de coordonnées locales [X, Y], on définit la matrice Hessienne H comme suit

2f 2f
az P 55, (P)
?2f
axay P)

H(p) =
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Définition 3. (Fonction Morse) Soit f : M — R peut étre différenciable en 2 sur M,
f est une fonction de Morse si tous ses points critiques sont non dégénérés et si pour deux
points critiques distincts x #y alors f (x) # f (y).

Définition 4. (Ensemble de niveau) : Un ensemble de niveaux de la fonction de
Morse f est la pré-image d'une valeur constante f 7 ({t}).

Lemme 1. (Lemme de Morse) : Il est possible de choisir des coordonnées locales
(X, y) en un point critique p € M, de sorte que f prenne la forme : f (X, y) = £ x? + y2,

Lemme 2. Soit f : M — R une fonction lisse. Soit a < b et supposons que I'ensemble
compact f ~7 ([a, b]) ne contient aucun point critique.

Alors f =7 ({a}) est dimorphe a f ~7 ({b}), de plus f ~ 7 ({a}) est un retrait de
déformation de f ~7 ({b}), de sorte que la carte d'inclusion f =7 ({a}) — f ~ 7 ({b}) est une

équivalence d'homotopie [10].

2.2. Graphe de Reeb :

Les graphes de Reeb sont des descripteurs de formes compactes qui véhiculent des
informations topologiques liees aux ensembles de niveaux d'une fonction réelle definie
sur la forme. Leur définition remonte a 1946 et trouve sa racine dans la théorie de Morse.
Les graphes de Reeb en tant que descripteurs de formes ont été proposés pour résoudre
différents problémes qui se posent en analyse et traitement d'images et infographie, et de
nos jours ils jouent un role fondamental dans le domaine de la topologie computationnelle
pour l'analyse des formes [53]. Les graphes de Reeb sont obtenus en contractant les
composants connexes des ensembles de niveaux aux points. Ils pourraient étre un outil
analytique visuel utile car ils expriment la connectivité des ensembles de niveaux. La
création et la destruction de composants de I'ensemble de niveaux pourraient étre une
technique visuelle importante a cet effet [51].

Les graphes de Reeb peuvent étre utilisés pour créer des croquis graphiques simples
qui conservent la topologie et la connectivité de la forme d'origine [18]. Nous pouvons
dire maintenant que la structure du graphe de Reeb dont les nceuds sont les composants
de I'ensemble de niveaux qui contient un point critique et les arétes sont la persistance qui

donne la connectivité de I'ensemble de niveaux [10].
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Chapitre 2 Graphe de Reeb et théorie de Morse

Fig. 2.2. Graphe de Reeb de la fonction d'hauteur sur le tore [59].
Dans cette description, quatre points particuliers (ou points critiques) sont distingués

pour la fonction d'hauteur. Deux points sont de types: minima, maxima, et deux autres

sont qualifiés de « point-selle » ou « point col » .

Définition 5.

Le graphe de Reeb qui est une structure ou construction topologique a été défini par
le mathématicien, George Reeb, dans son travail date en 1946 et trouve ses racines dans
la théorie de Morse. Avant de passer a la définition du graphe de Reeb, étant donné une
variété S et une fonction de valeur réelle f définie sur S, la relation d’équivalence est
définie comme suit :

Deux points p et q € S sont équivalents, i.e., p ~ q, S'ils appartiennent a la méme
composante connexe de ligne de niveau de la fonction f. Mathématiquement, p ~ q si f (p)

=1 (q) et p € ConnComp d(q), ou formellement :

o] P = f@
p=q p et g sont dans une méme composante connexe f — 1 (f (p))

Maintenant, le graphe de Reeb, plus précisément est ’espace quotient défini par la
relation d’équivalence qui identifie les points appartenant a la méme composante connexe
des lignes de niveau de f. Sous certaines hypotheses sur S et f, Reeb a énoncé le théoréme

suivant, qui est en fait la définition de ce que I’on appellera le graphe de Reeb [53].

14


https://fr.wikipedia.org/wiki/Point_critique_(math%C3%A9matiques)

Chapitre 2 Graphe de Reeb et théorie de Morse

Maximum

Selle

Régulier €;

Selle

Mintmum

Fig. 2.3. Quatre points critiques (un minimum :(6), deux selles : (2) et (5), et un
maximum :(1)) et deux points de type régulier (3) et (4) de la fonction hauteur avec son
graphe de Reeb correspondant. Les points critiques calculés sur le contour de I'anneau

représentent les nceuds du graphe.

Définition 6. (Graphe de Reeb) : Soit f: M — R une fonction réelle définie

sur une variété compacte M < R2. Le graphe de Reeb de f est I’espace quotient de f dans
M xR par la relation d’équivalence (p, f (p)) ~(q,f(q)),qE M.

Pour une fonction d'hauteur f tel que f(x, y) = y. Vpl=(x1, y1) € M et p2= (x2, y2)
EM:

e pl = p2 si et seulement si y1 = y2,

e 1 ((p1)) = f1(y1) est la restriction de M a M N (R x y1), donc a l'ordonnée y1.

Donc, deux points appartiendront a la méme classe d'équivalence si et seulement s'ils
ont la méme ordonnée, et s'ils sont dans la méme composante connexe de ligne de niveau
(voir la figure 2.3).

La représentation en graphe est, par conséquent, un ensemble de toutes ces classes
d'équivalence avec chaque classe d'équivalence associée a la méme valeur au moyen d'une
fonction de valeurs réelles [54].

Concretement, et en se basant sur ce qui a été présenté précédemment, le graphe de
Reeb est obtenu en partitionnant itérativement l'objet suivant des intervalles réguliers de
valeurs de f, et en affectant un nceud a chaque ensemble connexe. Les ensembles connexes

(les noeuds) sont reliés entre eux par des arétes [55].
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2.2.1. Topologie de I'ensemble de niveaux :

Un ensemble de niveaux se compose de tous les points ou la fonction atteint une
valeur donnée, appelée iso-valeur. Les ensembles de niveaux sont largement utilisés pour
visualiser des données scientifiques tridimensionnelles et supérieures. Le graphe de Reeb
suit les changements de topologie dans les ensembles de niveaux d'une fonction scalaire
et fournit donc une bonne abstraction pour les données. Les graphs de Reeb et leur version
sans boucle, appelés arbres de contour, ont une variété d'applications, y compris la
correspondance de forme basée sur la topologie, la simplification et le nettoyage
topologique, la segmentation et le paramétrage de la surface et le calcul efficace des

ensembles de niveaux.

Théoréeme 1. (Topologie de I'ensemble de niveaux) :

Soit f: M — R une fonction de Morse sur M. En balayant I'ensemble de niveaux de
f de +o a —o0, les changements de topologie de I'ensemble de niveaux se produisent
uniguement aux points critiques comme est montré dans la figure 2.3.

Un point maximum (point (1) dans la figure) induit un nouveau composant
cconnexe pour I'ensemble de niveaux. Un point de selle (point (5) dans la figure) scinde le
composant concerné en deux composants. Un point de selle (point (2) dans la figure) fait
fusionner deux composants concernés en un seul composant connexe. Un point minimum

(point (6) dans la figure) réduit le composant cconnexe concerne [10].

B4
S

(a) (b) (c)

Fig. 2.4. Evolution du niveau qui passe par un point critique: (a) maximum, (b) point
selle pour scinder le composant, (c) point selle pour fusionner les deux morceaux du
composant.

Nous pouvons maintenant comprendre la structure d'un graphe de Reeb comme un
graphe dont les nceuds sont les composants de I’ensemble de niveaux qui contient un
point critique et dont les arcs donnent la connectivité de I’ensemble de niveaux.
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2.2.2. Applications du graphe de Reeb :

Parmi les caractéristiques les plus importantes des graphes de Reeb est qu'ils
fournissent une structure qui code efficacement les formes d'un point de vue topologique
et géométrique. Et grace a sa capacité a extraire des caractéristiques de haut niveau des
formes, le graphe de Reeb a acquis une position de premier plan en tant qu'outil puissant
pour diverses taches d'analyse et de description de formes.

Les principaux domaines d'application liés a l'utilisation des graphes de Reeb sont
l'analyse et la compréhension de surface, l'identification des quads topologiques, la
simplification des données, I'animation, la segmentation du corps humain, le paramétrage
de la surface, la reconstruction d'objets et I'édition. De plus, la connaissance de la
topologie des formes donnée par la structure de graphe améliore le placage de texture a

partir des lignes de contour.
3. Representation d'objets 2D et 3D :

En topologie calculatoire, on trouve plusieurs modéles de représentation d’objets 2D
et 3D. Parmi eux, on peut classer les représentations en deux catégories selon la
subdivision spatiale de I'image : subdivision avec une grille réguliere (pavage en pixels
ou voxels) et subdivision avec une grille irréguliére ou non uniforme (représentation en

blocs, quadtree ou octree, ...).
3.1. Représentation quadtree et octree :

Une représentation quadtree d'une image binaire est une représentation a quatre
arbres dont un arbre a quatre branches dont les feuilles représentent des zones carrées ou
des quadrants de I'image et sont étiquetées avec la couleur de la zone correspondante, a
savoir noir, blanc ou niveau de gris [01]. La description proposée du quadtree est de haut
en bas, mais pas la seule profondeur connue. Cela signifie que la subdivision des
quadrants est effectuée pas a pas toujours pour tous les nceuds non terminaux au méme
niveau simultanément. Par conséquent, lors de la génération de quadtree, nous avons un
arbre de taille complete et minimale jusqu'au niveau récent avec (éventuellement) des
nceuds non terminaux non examinés [01].

L’octree est une structure de données permettant un stockage efficace des données
3D. L’octree est une géneéralisation 3D d'un quadtree (pour 2D). Chaque nceud dans un
octree a huit enfants qu’on appelle les octants. L’octree décrit une partition récursive d'un
volume en cellules complétement pleines ou vides [56].
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La méthode d’octree consiste a de compresser les données en stockant les données
de voxels dans une structure arborescente hiérarchique, qui est construite de maniére
descendante en subdivisant récursivement les régions hétérogenes du volume en huit
sous-octants jusqu'a ce que chaque nceud terminal de l'arborescence corresponde a un

octant du volume dans lequel tous les voxels partagent la méme valeur [56].
3.2. Représentation en blocs de pixels ou voxels :

La représentation en blocs de pixels dans le cas des images 2D (de pixels dans le cas
des images 2D) est un modéle de représentation d'images numériques ou les pixels ou les
voxels objet adjacents sont regroupés en blocs rectangulaires selon leurs coordonnées sur

les axes du plan (axes du volume en 3D).

4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons préesenté les notions préliminaires en deux parties. La
premiere partie est consacrée aux notions liées au graphe de Reeb (définition, topologie
d'ensemble de niveaux, calcul et exemple de graphe de Reeb et leurs domaines
d'application), conjointement avec la théorie de Morse (définition, théorie lisse, point
critique et point degénéré). Les deux concepts qui sont auto-corrélés a travers des points
critiques, aident et conduisent a la génération du graphe de Reeb selon le choix de fonction
réelle qualifiée d'étre de Morse. Dans la seconde partie, les représentations d'objets 2D et
3D sont expliquées (en blocs, quadtree et octree) pour son intérét a l'application des

concepts de la théorie de Morse et la génération du graphe de Reeb correspondant.
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Chapitre 3 Mod¢lisation de 1’approche

1. Introduction

Ce travail présente une approche basée sur le concept du graphe de Reeb, qui analyse la
topologie des données. L'objectif de cette approche est de concevoir un modéle topologique qui
aide a reconnaitre et diagnostiquer des images 2D et 3D. Le modele congu est basé sur des
concepts mathématiques englobant la géométrie discrete et la théorie de Morse. L'avantage du
modele est qu'il facilite le processus de reconnaissance des formes avec des objets discrets en
entrée et qui conduit a générer des structures topologiques en sortie qui sont le graphe de Reeb
et le complexe simplicial associé (le graphe est destiné pour la caractérisation géométriques et
topologiques des objets, le complexe participe a assurer et réaliser certains traitement ou
applications topologiques: calcul les groupes de (co)homologie, nombre d'Euler, coefficients
de torsion, homologie persistante, etc.). Les deux structures genérées sont homotopiquement
équivalentes aux objets de I'image originale et aussi préservent les changements topologiques.

Dans notre approche, le profil topologique du modéle est contrélé par la théorie de
Morse en calculant la structure du graphe de Reeb en fonction des changements topologiques
qui se produisent sur la forme originale. Le nouveau modele congu se caractérise par son
jumelage de la topologie et de la géometrie. Dans ce qui suit, nous présenterons notre approche

du modele topologique en définissant les différentes étapes de conception.

2. Modele topologique :

Comme est mentionné préecédemment, le modeéle proposé est basé sur une approche
qui conduit a générer deux structures topologiques qui sont le graphe de Reeb et son associé
le complexe simplicial. Le choix de ces structures est due a leur capacité de :

- étre des descripteurs de formes de haut niveau ;

- assurer la reconnaissance des formes avec robustesse et efficacité ;

- maintenir les caractéristiques topologiques et géometriques des objets discrets inclus

dans la forme.
Pour générer les structures de ce modéle (graphe de Reeb et complexe simplicial), une

nouvelle approche est proposée et qui adopte les axes suivants :
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2.1. Construction du graphe de Reeb :

Le graphe de Reeb n'est pas construit de maniere continue, mais de maniére discréte.
Les graphes associées a la fonction de distance centrique peut étre décrit comme un espace
quotient S/~ ou ~ est la relation d’équivalence. La construction du graphe se réalise au début
par la sélection d'une fonction de valeurs réelles qu'on applique sur la forme (cette fonction peut
étre dite de Morse si elle Vérifie certains criteres de Morse). Dans ce travail, la fonction de
distance centrique est choisie. La distance maximale dmax de la fonction centrique est exigée
pour déterminer les niveaux topologiques du graphe dont sa construction nécessite les étapes

suivantes :

Bloc1 Bloc 3 Bloc s

Bloc6

Bloc2

Bloc 4

Fig. 3.1. Exemple de représentation en blocs 2D avec six (06) blocs, la distance maximale

dmax €St mentionnée en ligne discontinue rouge.

a. Entrée des données des blocs :

A partir d'une représentation en blocs rectangulaires ou de quadtree avec une
subdivision non uniforme (grille irréguliére), qui est prédéfinie ou obtenue suivant des
prétraitements (programme de conversion en blocs ou en quadtree) ou chaque blocs (ou quad)
est défini avec des informations spatiales (point de depart, largeur et hauteur), c'est-a-dire les
positions des quatre coins de chaque bloc. Ces informations spatiales sont stockées, dans des

fichiers de format texte pour les utiliser comme des entrés dans I'application.
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b. Calcul des cercles centriques (ou niveaux topologiques) :

La fonction de distance peut donc étre utilisée pour la construction des graphes de Reeb
pour l'analyse des formes compactes. La distance centrique maximale dmax et la valeur de
résolution qu'on note W (calculée automatiquement en fonction de la petite dimension des
blocs) participe en réalité a la division de la forme en (K+1) régions annulaires selon

I'expression suivante:

K= [dmaX/W] T (3.1)

L'opérateur | | signifie qu'on prend la partie entiere et ou K représente le nombre de
cercles centriques. Les cercles centriques appliqués sur la forme représentent les lignes de

niveau de connectivité du graphe.

En plan algorithmique, on commence avec un cercle de rayon plus petit, cela correspond a la
plus petite aréte de tous les blocs de la représentation en blocs (ou quadtree), ensuite en
augmente progressivement la taille des rayons des cercles centriques jusqu’a K.

Remarque : on commence par le rayon nul (égale a zéro) si et seulement si le centre de la forme

(centre de gravité) se situe sur un bloc de I'objet.

c. Détermination des points d'intersection entre blocs et calcul d*arcs circulaires :

Les arcs circulaires sont les points d'intersection entre l'objet (les blocs de la forme) et le
cercle centrique ou le niveau topologique. Chaque arc d'intersection est ensuite défini par un
point centre qui est la moyenne arithmétique des points de I'arc. Dans ce qui suit, nous montrons
comment extraire les arcs circulaires :

Afin de discrétiser spatialement la forme en cercles centriques, le nombre des cercles
(ou les niveaux topologiques) est calculé dés que le centre de gravité cg et le pas de résolution
(ou largeur de chaque région annulaire coincée entre deux cercles consécutives) sont
déterminés. Supposons fc € [0, dmax] est la fonction centrique, nous commencgons a fc (cg) =0
et augmentons progressivement la valeur de la fonction en K étapes jusqu'a la valeur maximale
dmax. Puis en prend les points d’intersection entre les blocs et chaque cercle ci (avec index i) de
rayon R_c[i] € [0, dmax] pour i=0.. K (voir la figure 3.2.).

Comme résultat, lI'intersection de la forme (I’ensemble des blocs) avec un cercle ci de

rayon R_c[i] génére un ensemble des arcs circulaires.

22



Chapitre 3 Modélisation de I’approche
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Fig. 3.2. Représentation en blocs avec calcul des cercles centriques et des points d’intersections.

- Valeur de résolution W (distance minimale entre cercle i et cercle (i+1) = 2.0
- Nombre des cercles ou rayons N=(int)(d_max/W)+1=(int)(9.219/2)+1=5
- Nombre de points d’intersection = 27.

d. Extraction des nceuds et des arétes du graphe :

Une région connexe est une partie de l'objet coincée entre deux cercles centriques c; et
ci1, dont tous ces points qu'elle contient sont liés ou connexes.
Les nceuds et les arétes du graphe de Reeb discrétisé sont définis comme suit.
- Les neeuds : chaque point du centre de 1'arc est considéré comme un nceud dans le futur graphe

comme est illustré dans la figure 3.3.
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“

13 [ . b N ey e |

Fig. 3.3. Extraction des arcs circulaires (en couleur rouge) avec les nceuds du futur graphe (les points de
centre en couleur bleue).

- Les arétes du graphe : La construction des arétes du graphe de Reeb se fait selon deux
niveaux d’interconnexions. La premiére est intra bloc qui consiste a connecter avec des arétes
les nceuds du méme bloc successivement a travers les différents niveaux successifs (ci, ci+1).
- La deuxieme interconnexion est entre blocs qui consiste a connecter les nceuds des blocs
adjacentes entre eux (voisins par rapport aux arétes ou bien aux coins). L'interconnexion se
réalise une seule fois entre deux blocs entre deux niveaux successifs (ci, ci+1) si ces deux blocs
ne sont pas reliées avant dans les niveaux inférieurs.

Le graphe de Reeb qui prend la forme squelettique conserve la structure topologique de la forme
et devrait avoir un ensemble des nceuds et un ensemble des arétes et un schéma d'interconnexion

entre eux.
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Les figures 3.4(a) et 3.4(b) présentent la construction du graphe de Reeb avec I'extraction de
ses arétes pour I'exemple de représentation en blocs 2D de la figure 3.1. La figure 3.4(a) montre
les premiéres arétes (en couleur rouge) extraites via l'interconnexion intra bloc et la figure 3.4(b)

donne le graphe de Reeb final aprés I'extraction des arétes qui relient les blocs (en couleur verte)
en utilisant I'interconnexion entre blocs.

1 3 5. 7 9 1 13 15 1 3 5 7 9 1 13 15E
1 5 5 5 1 E !
9 I P
3 \ / 3
----- \ < f
] ! /
\ i i J
% (7 SN R I (N // S
7. L1 il e 7
[- SR
ol & . 9.
hor SNy /
7 B s ) i el s L 1|
T W Y L B Bl a3
o D A B A 15
(@ (b)

Fig. 3.4. Construction du graphe de Reeb: (a) extraction des premiéres arétes (en couleur rouge)
avec l'utilisation de l'interconnexion intra bloc, (b) extraction des arétes (en couleur verte)

avec l'utilisation de l'interconnexion entre blocs.
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L’algorithme principal pour construire un graphe de Reeb G est illustré dans la méthode

suivante :

Meéthode 1 : Construction du graphe de Reeb

Entrée : forme 2D représentée en blocs (ou représentation de quadtree).

1. Lecture de la forme a partir d'un fichier texte (liste des blocs).

2. Calculer les caractéristiques géométriques de la forme :

- centre de gravité cg;

- distance maximale dmax (déterminée par le point plus éloigné du centre de

gravité) ;

- distance minimale W entre deux cercles successifs;

- résolution ou pas de discrétisation spatiale centrique K;

- tableau des rayons ou distances des cercles centriques R_c[];

Extraction des points d’intersections de la forme avec les cercles centriques;

4. Extraction des arcs qui représentent l'intersection de la forme avec les cercles c;
pour i=0..K ou chaque arc est relié par deux points d'interconnexion au maximum;

5. Extraction des nceuds du graphe: ces noeuds représentent les points de centre des arcs ;

6. Extraction des arétes du graphe : interconnecter les nceuds du cercle ci et ceux du cercle suivant
Ci+1, selon deux manieres d’interconnexion (verticale et horizontale).

Sortie : structure de graphe de Reeb G.

w

2.2. Construction du complexe simplicial :

Le complexe simplicial est une entité combinatoire qui décrit généralement une
réalisation geométrique d'un espace de points connectés dans R" (n est la dimension de I'espace).
Sa construction nécessite la traduction algebrique du graphe de Reeb. En 2D, les nceuds et les
arétes de connexion dans le graphe représentent respectivement les sommets (ou 0-simplices)
et les arétes (ou 1-simplices) dans le complexe simplicial. En plan algorithmique, pour
construire un complexe simplicial S de dimension 2, il est nécessaire et efficace de prendre son

graphe de Reeb G comme entrée et en suivant les étapes de la méthode 2 :

Méthode 2 : Construction du complexe simplicial

1. generer la collection des sommets So (ou O-simplices) du complexe en parcourant les nceuds
du graphe G ;

2. générer la collection des arétes S1 (ou 1-simplices) du complexe en parcourant les arétes du
graphe G ;

3. générer la collection des triangles S> (ou 2-simplices) du complexe avec le critére suivant :

- untriangle (ou 2-simplex) est généré dans la collection, s'il existe trois nceuds adjacents dans
le graphe G, sachant que deux nceuds appartiennent au niveau ci et le troisiéme au niveau
ci+1. A noter que, les deux niveaux consécutifs [ci, ci+1] coincident ou délimitent une région
annulaire dans l'objet.
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3. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons illustré un modeéle topologique pour la reconnaissance des
formes et la caractérisation des objets 2D et 3D. Nous avons présenté deux algorithmes pour
générer les deux structures topologiques : graphe de Reeb et complexe simplicial d’une forme
2D représentée par des blocs (ou représentation quadtree). Le premier algorithme est destiné
pour générer le graphe de Reeb a base d’une fonction de distance centrique qui gére des cercles
ou niveaux sur la forme. Le graphe de Reeb est caractérisé par des nceuds qui sont en réalité les
centres des arcs circulaires. Les arétes des graphes sont obtenus a partir de ’ensemble des
neeuds en parcourant les blocs de la forme selon deux types d’interconnexion : verticale pour
créer des arétes dans le méme bloc et horizontale pour créer des arétes entre les blocs adjacentes.
Le deuxieme algorithme est présenté pour construire le complexe simplicial a partir du graphe

de Reeb construit précédemment.
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Chapitre 4 Implémentation et résultats expérimentaux

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous concentrons sur I’implémentation de notre modélisation par le
des concepts de la théorie de Morse liés principalement au graphe de Reeb de représentation en
blocs (ou de quadtree) des objets discrets 2D avec une subdivision non uniforme. L'algorithme
résultat de modélisation conduit a générer deux structures topologiques qui sont le graphe de
Reeb et le complexe simplicial.

Ce chapitre est composé de deux parties I’implémentation du systéme et les résultats

expérimentaux.

2. Implémentation de I’approche

2.1.Environnement de matériels

Nous avons utilisé un ordinateur qui possede les caractéristiques suivantes :
% Processeur : AMD E2-7110 APU 1.80 GHz

+ Disque dur : 500 Go

% RAM :4.00 Go

++ Carte graphique : AMD Radeon R2.

2.2.Environnement logiciel

2.2.1. Environnement de développement Eclipse

Dans le contexte de l'informatique, I'Eclipse est un environnement de développement
intégré (IDE) pour le développement d'applications en utilisant des langages de programmation
évolués tels que Java, C/C++ , Python, PERL, Ruby, etc. La plate-forme Eclipse qui fournit la
base de I'DE Eclipse est composee de plug-ins et est congu pour étre extensible a l'aide de plug-
ins supplémentaires. Développé a l'aide de Java, la plate-forme Eclipse peut étre utilisée pour
développer des applications client riche, environnements de développement intégreés, et d'autres
outils. Eclipse peut étre utilis¢é comme un IDE pour n'importe quel langage de programmation

pour lequel un plug-in est disponible [60].
2.2.2. Langage Java

Java est un langage de programmation a usage genéral, évolué et orienté objet dont la
syntaxe est proche du C. Ses caractéristiques ainsi que la richesse de son écosystéme et de sa
communauté lui ont permis d’étre tres largement utilisé pour le développement d’applications

d’entreprises et mobiles [61].
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2.3. Structure du programme

Cette partie décrit I'implémentation de notre approche de modélisation qui conduit a
générer un modele piloté par deux structures topologiques citées précédemment en suivant les
démarches décrites en détails dans le chapitre de la conception. Cette implémentation se réalise
en utilisant des classes développées en Java avec ces APIs dans I’environnement Eclipse, et
cela dans le but de valider notre approche avec des futurs tests d'expérimentations.

Notre programme est décrit par un package composé de quelques classes Java ou chaque
classe est caractérisée par ses propres attributs et méthodes. Les principales classes sont
illustrées en ordre selon le degré d'influence dans le programme :

e class Principale {

/I Attributs

public ArrayList<Bloc> Liste_blocs = null;

public ArrayList<Arete_bloc> Liste_aretes = null;
public ArrayList<Point2D.Double> Liste_coins = null;

/I constructeur par défaut

public Principale() {

/I lecture les fichiers texte des formes (bdd des formes 2D)
/I extraction des blocs (arétes et des coins).

}
public void Affichage graphique() {
/I affichage swing sous canevas et fichier graphique .png.

¥

/I d'autres méthodes ...

}

e class Reeb _graphe{

/I Attributs

public ArrayList<Noeud_graphe> noeuds_graphe = null;
public ArrayList<Arete_graphe> aretes_graphe = null;
public ArrayList<Arc> Liste_arcs = null;

/I constructeur par défaut

public Reeb_graphe () { }

public ArrayList<Noeud graphe> calcul_noeuds_graphe (List<Point2D.Double>
points_intersections) {

// calcul et extraction les nceuds du graphe

}

public ArrayList<Arete_graphe> calcul_aretes _graphe(double[] radius) {

/I calcul et extraction les aretes du graphe

}

public void affichage_graphe() {

/I affichage graphique du graphe (canvas de Swing + fichier graphique .png)
}
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/I d'autres méthodes ...

}

e class Forme_geometrique {

/I Attributs

public Point2D.Double point_centre = null;
public double[] rayons_cercles = null;
public double longeur_rayon;

public double d_max;

I/ classe destinée pour les prétraitements géométriques sur la BDD des formes

binaires.

public void calculer_distance_maximale_centre_gravité {

I/ pour calculer le centre de gravité de la forme en cours de traitement

/I pour calculer la distance maximale des points de la forme par rapport au centre de

gravité

}

public void calculer_distances_centriques {

Il pour calculer les distances centriques pour préparer les ensembles des niveaux

}

/Id'autres méthodes ..........

}

e class Points_intersections{

/I Attributs

public List<Point2D.Double> points_intersection = null;
public ArrayList<Arc> List_arcs = null;

public List<Point2D.Double> calcul_Points_intersection (ArrayList<Bloc> List_blocs,
Point2D.Double center, double[] radius){

// extraction des points d’intersection entre les blocs de la forme et les cercles
centriques.

}

public List<Arc> extraire_arcs (List<Point2D.Double> points_intersection){

/I extraction des arcs circulaires

¥

/ld'autres méthodes ..........
}

e class Bloc{

/I Attributs

int idx_bloc; // I'indice du bloc

int[] idx_aretes=null; // les indices des aretes du bloc
int[] idx_coins=null; // les indices des coins du bloc
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/I constructeur par défaut
public Bloc () { }

/I constructeur par copiage
public Bloc (Bloc b) { }

public boolean testAdjacence (Bloc b, ArrayList<Arete bloc> list_aretes,
ArrayList<Point2D.Double> list_coins){
// tester I’adjacence entre les blocs de la forme

by

/Id'autres méthodes ..........

}

e class Arete bloc {

/I Attributs

int idx_début; // index du premier point dans la liste des coins
int idx_fin; // index du deuxieme point dans la liste des coins

/I constructeurs par parametres

public Arete_bloc(int i, int j) { }

public Arete_bloc(Arete_bloc ar) { }

/I Methodes

public boolean testAdjacence(Arete_bloc arete,
ArrayList<Point2D.Double> list_coins){

// tester I’adjacence entre les arétes des blocs de la forme

¥

/ld'autres méthodes ..........

}

e class Arc{

/I Attributs

Point2D.Double P1 = null; // point de début de I'arc
Point2D.Double P2 = null; // point de fin de l'arc

/I constructeur par parametres
public Arc(Point2D.Double P1, Point2D.Double P2) { }
//d'autres méthodes ..........

}

e class Noeud_graphe {

/I Attributs

Point2D.Double position_noeud = null;

int idx_bloc;  // I'indice du bloc qui inclut le noeud courant
int idx_rayon; // I'indice du rayon centrique
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/I constructeur par parametres
public Noeud_graphe(Point2D.Double cord_noeud, int idx_bloc, int idx_rayon){ }
//d'autres méthodes ..........

}

e class Arete_graphe {

I Attributs

Point2D.Double P1 = null; // point de début de I'aréte du graphe
Point2D.Double P2 = null;  // point de fin de I'aréte du graphe

/I constructeur par paraméetres
public Arete_graphe(Point2D.Double P1, Point2D.Double P2) { }
//d'autres méthodes ..........

}

3. Résultats expérimentaux

Cette partie est consacree a présenter les résultats expérimentaux pour valider ce modéle
topologique sur une base des formes 2D standard Kimia-99 [57], qui contient des formes des
poissons, des vaches, des lapins, des chiens et des chats,...etc. Nos resultats sont répartis en

trois sous-sections.

% La premiere sous-section est réservée pour montrer en les formes 2D standard Kimia-99 avec

la représentation d’images quadtree. Le tableau 4.1 présente les 16 premieres formes.
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Tableau.4.1. 16 formes en représentation de quadtree de la base
de données Kimia-99

*

La deuxiéme sous-section est réservée a présenter un exemple d’une forme de la base

K/

*

précédente sous le nom « bonefishesoccl » qui est un poisson, avec une grande
résolution, pour bien voir les différntes étapes de la génération du graphe de Reeb, et
c'est a travers la fixation de K (la résolution du graphe) avec la valeur K=3, qui est la

longueur de premier rayon des cercle centriques.

35



Implémentation et résultats expérimentaux

Chapitre 4
i i e =
= e [T
t‘% P[] %F
**da%‘; "
RETR
o g e
=
(@) %
b
B PR TP
= L
jac
Uy
—:Ejﬁtr‘—f‘ i :P%‘}'F“%
g e Wiisani
H By j’#
(b) 2,
o,
.-. Mﬂﬁ
S ki
L
g LR
% e q:”*'**"“,
SRS N
(©

*
*

Tableau. 4.2.
(a) image d'une forme
au format quadtree,
(b) la forme avec les
cercle centriques (K=3),
(c) génération du
graphe de Reeb

correspondant.

% Latroisieme sous-section est dédié a la génération automatique du graphe de Reeb a travers

leurs rayons qui liée au volume des blocs de la forme initiale. On s'intéresse aux 16

premiéres formes de la base Kimia-99 au format de quadtree, et on les représente avec les

cercles centriques dans la premiere colonne du tableau. Dans la deuxiéme colonne, les

graphes de Reeb correspondants sont générés et donnés (voir le tableau 4.3.).
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Tableau. 4.3. génération des graphes de Reeb correspondants
aux 16 formes précédentes : les nceuds sont en couleur rouge, le
graphe de Reeb est en couleur bleue: la premiére colonne donne

les formes avec les cercles centriques, la deuxieme colonne
illustre les graphes de Reeb correspondants.
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D’aprés les tableaux 4.1, 4.2 et 4.3, nous remarquons que le graphe de Reeb refléte
vraiment les formes originales en représentations de quadtree. Ce modele topologique adopte
conserve également les caractéristiques topologiques et géométriques de la forme. Depuis ce
modele, on peut dire que les graphes de Reeb jouent un role fondamental dans le domaine de la

reconnaissance et I'analyse des formes.

4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté I’implémentation en premier lieu et les résultats
expérimentaux en deuxieme lieu pour valider ce modéle topologique de squelettisation basé
principalement sur la structure de graphe de Reeb.

Pour les expérimentations, nous avons utilisé la base de données des formes 2D standard
Kimia-99 en representation de quadtree [57]. La base originale est connue par ses 99 formes
2D sous forme d’images de niveaux de gris. On conclut aussi, que I’application de ce mode¢le

sur cette base des formes a donné des résultats satisfaisants et rationnels.
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons développé une approche qui conduit a concevoir un
modele topologique destiné au domaine de la reconnaissance des formes 2D qui représentent
un éventuel prototype dans ce domaine. Ce modele est caractérisé par deux structures qui sont
le graphe de Reeb et le complexe simplicial associe.

Depuis leur introduction dans l'infographie, le graphe de Reeb qui est un concept de la
théorie de Morse a gagné la popularité en tant qu'un descripteur de forme efficace pour
différentes taches d'analyse et d'interprétation des données contenues dans les formes. La cause
de choisir le concept de graphe de Reeb est due a sa capacité et sa robustesse de bien représenter,
d'extraire et de reconnaitre principalement les caractéristiques ou les propriétés topologiques
dans la forme.

Notre approche de modélisation qui conduit a concevoir un algorithme qui génére les
deux structures citées précedemment. L'algorithme concu traite des formes 2D sous forme de
blocs rectangulaires (ou représentation quadtree). La construction du graphe de Reeb emploie
les concepts de la théorie de Morse pour le choix de la fonction réelle, calcul des ensembles des
niveaux ou niveaux topologiques, les points critiques qui sont les points d'intersection des blocs.

En résume, cette nouvelle approche qui est testée sur une base des formes 2D en
représentation de quadtree conduit a concevoir un modele topologique robuste de
squelettisation et qui montre aussi une réussite a travers son efficacité et son invariance aux
transformations affines et aux petits changements.

Ce travail ouvre des perspectives nombreuses et prometteuses, notamment a la
modélisation des formes 3D avec la structure du graphe de Reeb, et nous pouvons egalement

l'utiliser pour la recherche et I’indexation d’objets 2D et 3D dans des bases de données.. . etc.
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