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ABSTRACT

Une classe de systémes de controle dynamique décrits par des équations diffé-
rentielles stochastiques fractionnelles non linéaires dans les espaces de Hilbert est
considérée. En utilisant la technique du point fixe, les calculs fractionnaires, la tech-
nique d’analyse stochastique et les méthodes adoptées directement a partir des pro-
blemes de controle déterministe, un nouvel ensemble de conditions suffisantes pour la
controlabilité approximative des équations différentielles stochastiques fractionnaires
est formulé et prouvé. En particulier, nous discutons de la contrélabilité approxima-
tive de la stochastique fractionnaire non linéaire des systéme de controle en supposant
que le systéme linéaire correspondant est approximativement controlable.
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INTRODUCTION

la théorie du controle est un domaine important des mathématique axées sur
les application qui traite de la conception et de l'analyse de systémes de controle.
En particulier, le concept de controlabilité joue un role important a la fois dans le
déterminisme et théorie du contréle stochastique.

Ces derniéres années, les problémes de controlabilité de divers types de systémes
dynamiques non linéaires des espaces de dimension infinie en utilisant différents types
d’approches ont été considérés dans de nombreus travaux.

La controlabilité exacte permet de diriger le systéme vers un état final arbitraire
tandis que la controlabilité approximative signifie que le systéme peut étre dirigé vers
un état arbitraire au voisinage de ’état final.

Les systémes controlables approximatifs sont plus répandus et la controlabilité
trés souvent approximative est tout a fait adéquate dans les applications. La contro-
labilité approximative des systémes représentés par une évolution non linéaire. Les
conditions sont établies & ’aide de la théorie des semi-groupes et de la technique des
points fixes en supposant que le parti linéaire du systéme non linéaire associé est
approximativement controlable.

Les équations différentielles stochastiques ont de nombreuses applications en éco-
nomie, en écologie et en finance. Ces derniéres années, les problémes de controlabilité
des équations différentielles stochastiques sont devenus un domaine d’intérét croissant.
Les extensions des concepts de controlabilité déterministe aux systémes de controle
stochastiques n’ont été discuté que dans un nombre limité de travaux.

Klamka a étudié la stochastique relative exact et approximatif probléme de contro-
labilité pour les systémes dynamiques stationnaires linéaires de dimension finie avec
un retard ponctuel variable dans le controle en mettant en ceuvre le théoreme de 1’ap-
plication ouverte. Un ensemble de conditions nécessaires et suffisantes sont établis
pour la controlabilité stochastique exacte et approximative du systéme linéaire avec
des retards d’état.

Le concept de dérivée non intégrale et intégrale est utilisé pour étudier le compor-
tement des problemes du monde réel en science et ingénierie. Dans divers problémes
de physique, mécanique, électrochimie, processus de diffusion et viscoélasticité, les
dérivés fractionnaires décrivent certains phénomenes physiques plus précisément que
les dérivés d’ordre entier.

Nous étudierons dans cet mémoire le probléme de controlabilité approximative
pour les systémes stochastiques fractionnaires non linéaires, qui sont des générali-
sations naturelles de concepts de controlabilité bien connus dans la théorie des sys-
témes de controle déterministes de dimension infinie. Plus précisément, nous étudier
la controlabilité approximative des systémes de commande fractionnée non linéaires
en supposant que le systéme linéaire est approximativement controlable. Les prin-



cipaux outils utilisés dans cet mémoire sont les techniques d’analyse stochastique,
calculs fractionnaires et principe de contraction de Banach. De plus, sans supposer la
compacité du semi-groupe, les résultats sont établis pour la contrélabilité exacte des
systémes stochastiques fractionnaires.



Chapitre 1

CALCUL FRACTIONNAIRE



Le concept du calcul fractionnaire est une généralisation de la dérivation et de
I'intégration ordinaires & un ordre arbitraire. Les dérivées d’ordres non entiers sont a
présent largement appliquées dans de nombreux domaines, par exemple, en probabi-
lité, viscoélasticité, électronique,économie,mécanique et en biologie,etc.

Un intérét particulier pour la dérivation fractionnaire est lié a la modélisation
mécanique des gommes et des caoutchoucs. En bref, toutes sortes de matériaux qui
conservent la mémoire des déformations antérieures notamment & caractére visco-
élastique. En effet, la dérivation fractionnaire s’y introduit naturellement. Il existe
plusieurs définitions mathématiques de l'intégration et de la dérivation d’ordre frac-
tionnaire. Ces définitions ne ménent pas toujours a des résultats identiques mais sont
équivalentes pour une large gamme de fonctions.

1.1 Espaces L”
Soit [a,b] (—oo < a < b < o0) un intervalle fini ou infini de R.

Définition 1. Soit p € R avec 1 < p < oo. On note par LP[a,b| [’espace des
classes d’équivalence de fonctions de puissance p-intégrables sur [a,b] & valeurs dans
C : LPla,b] = f : [a,0] — C; f mesurable, et ||y < 00, avec ||f|1oy

= (J, 1f @)[" do)*r.

L’espace LP[a,b] muni de la norme ||.|;, est un espace de Banach. Si p = 2,
alors L?([a, b]) est I'espace des classes d’équivalence de fonctions mesurables de carré
intégrable sur [a, b] Le produit scalaire sur L*([a,b]) est défini pour toutes f,g €

L?([a,b]) par (f, 9)L2([ab]) f f(z)g(z)dz. L'espace L*([a,b]),muni par la norme
£l 20 = f |f(x)]? dz)'/? est un espace de Hilbert.

1.2 Fonctions Mathématiques Utiles
1.2.1 Fonction Gamma

La fonction gamma (notée par I') est une fonction complexe, considérée également
comme une fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle & I’ensemble des
nombres complexes (& I'exception des entiers négatifs) : on a pour tout entier n > 0 :

Fn)=mn—-1)!=1x2x..x(n—1).

La fonction Gamma est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel &
tous les nombres réels. Elle est définie par une intégrale impropre.

Définition 2. La fonction Gamma est définie par lintégrale suivante :

+oo
[(x) = / e ' dt, x>0
0



En utilisant les relations de récurrence, on obtient les formules
Nz +1) =al'(z), x>0,

en particulier
I'(z) = (x — 1)!,Vx € N.

Comme conséquence de cette propriété,on a :

MNex+1)=2zl, VzeN

Ce qui permet de dire que la fonction Gamma généralise la notion de factoriel.
Exemple 3. 1. (1) = [," ez dr =1

2 T(b) = V7

3. T(n+ 1) =12

22nn!

1.2.2 Fonction Béta

Comme la fonction gamma, la fonction béta est elle aussi définie par une intégrale
impropre.

Définition 4. La fonction Béta est définie par :

1
Bla,y) — / (1 Lt
0

vl

= 2/ sin(t)* Leos(t)?tdt, x,y > 0.
0
La fonction Gamma et la fonction Béta sont liées par la relation suivante :

I'(z)I'(y)
I'(z+y)
Quelques propriétés sur la fonction Béta Soient Re(x) > 0 et Re(y) > 0, alors :

1. B(z + L,y) = ;1. B(z,y).

= 1y

B(x;y) = = B(y,z),Vz,y : Re(z) > 0, Re(y) > 0.

2. B(.I’, 1 - 512') = sin(mx).
3. B(z,1) =1
(n—1)!
4. B(z,n) = - T et 2 1
5. B(m,n) = %,m >1letn>1.



1.2.3 Fonction de Mittag-Lefller :

Définition 5. soit z € C ,alors la fonction de Mittag-leffler généralisée E, g(z) est

donné par :
k

> z
Eap(z) = Tk + 5) o[>0

k=0
la fonction de Mittag-leffler E.(z) est définie comme suit :

0
ZFak—i—l (a>0)

k=0

1.3 Intégration Fractionnaire

Dans cette section, on va définir I'intégrale d’ordre fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville.

1.3.1 Lintégrale fractionnaire sur un intervalle [a;b]

Définition 6. Soit f : [a,b) — R une fonction continue. La primitive de f est donnée

par : i
:/ ft)dt

pour une primitive seconde on aura
B = [ @i
i) = [ s =g [ @

Par récurrence, on a :

() = ) /x(w—t)(”‘”f(t)dt-

(n—1)"!]/,
1.3.2 L’intégrale de Riemann-Liouville

Selon I"approche de Riemann-Liouville sur le calcul fractionnaire, la notion d’in-
tégrale fractionnaire d’ordre «, (o > 0) généralise la célébre formule d’intégrales
répétées n-fois

(I2f)(x) = /dtl/ dts.. /

_ _(n = / (x — )" Vf(t)dt, neN,
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qui réduit le calcul de la n°" primitive d’une fonction f continue sur un intervalle
la, b] & une seule intégrale de type convolution.
Notons par D", n € N,, 'opérateur de dérivation d’ordre n, alors on a
DMIh =1 I7 D" #1
ou I est 'opérateur d’identité.

Définition 7. Soient o un réel positif et f : [a,b) — R une fonction continue. On
appelle intégrale de Riemann-Liouville d’ordre v de f 1’intégrale suivante :

I f(x) = ﬁ / " — @D f(tydt.

Exemples d’intégrales d’ordre fractionnaire

Exemple 8. Considérons la fonction f(x) = x°. En remplacant dans la définition de
lintégrale de Riemann-Liouville, on obtient

1 T

En faisant le changement de variable v = %, on obtient :

1 1
2% = —/ 1 — ) 2 Y zu)rdu
o ] e

1

1
= —xa+5/ uP (1 — u)* tdu
t” S

1
o F(ﬁ + 1) anrﬁ
MNa+5+1)

d’ot
]axﬂ — F(ﬂ + 1) JZCH_B
Fla+5+1)

Exemple 9. f(z) = (x — )" avec n > 1, alors

I'(n+1)

Igf(fﬁ):m

En effet i
ITf(z) = (o) / (z — )@V (t — a)"dt.
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On utilise le changement de variable :t = a + y(x — «),0 < s < 1 et on utilise la
fonction béta on obtient :

ISf(z) = F(loz) (z —a)*™ /x y(L—y)*dt
1 3o, n
= @ lan+1)
= ple—ap ey
T T Y Tadnt)
. B I'(n+1) a+tn
B0 = faraen®
Aucas onaa =0 on a : p CDE+1) o4
of(x) = T(k+ 1)m
Au cas ona v =1 on a :
i . F(n—i—l) 1+n
I f(x) = F(l—i—n—i—l)( — 1)t

1.4 Dérivée fractionnaire
1.4.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 10. Soit n — 1 < < n avec n € N. La dérivée d’ordre B au sens de
Riemann Liouville d’une fonction f est définie par :

DPf(z) = D"(I"P f(x))
1 dr

-~ T(n—pB)dan /a (z —1) f(t)dt.

St on suppose que : o =n — 3, avec 0 < a <1, On a alors :
DPf(x) = D"(I° f(x))

Exemple 11. 1. La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Rie-
mann Liouville n’est pas nulle ni constante, mais on a :

DC= gl

2. La dérivée de f(z) = (x — )™ au sens de Riemann-Liouville : Soit § non entier
et 0<n—-1<p<neta>-—1, alorson a :

61‘—042—1 ﬂ xx— =Bl — )
Di(e =) = gt [ (= = ayar
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En faisant le changement de variable t = o+ y(t — a), on aura :

Dﬁ(t—a) — ﬁ%(x_t)rwraﬁ/o (1_y)n7671yady
_ F(n—i-oz—5+1)fy(n—ﬁ,a+1)($_a)a_ﬁ
I'(n—p)

I'n+a—-p+1I'n—-0)l(a+1)

- F(n—ﬁ)F(a—ﬁ—ir1)F(n+a—ﬂ+1($_a)a_ﬁ
B Fla+1) (2 — )afﬁ
ENCEE A

1.4.2 Dérivée fractionnaire au sens de caputo

Définition 12. La dérivée de Caputo d’ordre fractionnaire o > 0 d’une fonction
f:1]0,00) — R est défini par :
1 dr

CDaf(t)P(n —«a)dzm

[ @

oun = |a]+ 1 et a désigne la partie entiére de «

Définition 13. La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre f € R+ d’une fonction
f défini par :
1

DL = T F V@) = o

/x(x — )P (dt x>«

ou n—1<p<n,neN*
Exemple 14. On pose f(x) = (x — a)¥ avec k > 0 alors pour (0 < 3 < 1) on oura :

CPBE(r) = TV B (g = IV Plr — )1 — k acx_s—ﬁ RN
DLf(@) = 1 F ) = WP =) = s [ — )= 1)

On utilise le changement t = a + s(z —a) 0 < s <1, on obtient :

"Difle) = gy =)

(1—-5+k)

1.5 Transformation de Fourier
Définition 15. Soit f € LY(R) une fonction valeurs complezes. La transformation
de fourier de f notée F(f) est la fonction de la variable t € R, donner par :

—+00

(FA) = f(z)e™d(x),t € R
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la transformé de fourier inverse de f est définit par :
1 [t

FPE@ =5 [ fOe ()

1.6 Produit de convolution :

Définition 16. Soient f et g deux fonctions réelles, leur produit de convolution noté
f * g est définie par :

(fxg)(z /fx—t t)dt = /f gz —t)d

FElle existe notamment lorsque : f et g € L'(R), alors fxg € L'(R), f € L*(R) et g
bornée.

1.7 Transformation de ’aplace
Définition 17. Soit f : R+ — R , si ["intégrale f0+°° f(t)e =tdt existe, alors elle
s’appelle transformée de Laplace de la fonction f et on note :

—+00

F(s) = L{f(t); s} = LIf](s)] = f(t)e*dt

0

La fonction f(t) est appelée fonction originale.

1.8 Théoréme du point fixe de Banach

Ce théoréme est dit aussi le théoréme de I'application contractante, c’est la base
de la théorie du point fixe. Ce théoréme garantit I’existence d’un point fixe unique
pour toute application contractante d’un espace métrique complet dans lui méme.

Définition 18. Soient (X, d) un espace métrique complet et T une application de X
dans X. On dit que T est une application Lipschitizienne s’il existe une constante
positive k telle que l'on ait :

Ve,y e X 1 d(T(x),T(y)) < kd(z,y) :
Stk <1, T est appelée contraction.

Théoréme 19 (Théoréme du point fixe de Banach). Soient X un espace de
Banach et T : X — X une application contractante. Alors T admet un point fixe
unique, autrement dit :

dze X : Te==x



Chapitre 2

EQUATION STOCHASTIQUES FRACTIONNAIRES

14
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2.1 Préliminaires

Dans cette section, nous fournissons des définitions, des lemmes et des notations
nécessaires pour établir nos principaux résultats. Nous utilisons les notations sui-
vantes.

Soit (€2, I, P) un espace de probabilité complet équipé d’une filtration normale
I'y, t € J =10,b] satisfaisant aux conditions habituelles (c¢’est-a-dire continu & droite
et Iy contenant tous les ensembles P- nuls). Nous considérons trois espaces réels
séparables X, F et U et Q-Wiener sur (€, Iy, P) avec 'opérateur de covariance borné
linéaire @) tel que tr@) < oo. Nous supposons qu’il existe un systéme orthonormé
complet {e,},>1 dans E, une séquence bornée de nombres réels non négatifs {\,}
tels que Qe, = A\ye,, n = 1,2,.et une séquence {f, },>1 de mouvements brownien
indépendant tels que

(W(t),e) =Y VA len€) B,(1), e€ E,te(0,b]

et Iy =TV, ou I'Y est la tribu engendrée par {w(s) : 0 < s < t}. Soit L§ =
Ly(Q'Y?, E, X) I'espace des toutes Les opérateurs de Hilbert-Schmidt de QY/2E de X
avec le produit interne (¥, 7) LY = tr[ ¥Q 7*]. Soit L?*(T, X) I'espace de Banach
de tous les variables aléatoires I', mesurable et carré intégrable & valeurs dans l'es-
pace de Hilbert X. Soit C([0,b]; L*(T, X)) I'espace de Banach des applications conti-

nues de [0,b] dans L*(T, X) satisfaisant sup,.; F || z(t) ||?< oo. Soit Hy([0,b]; X)
est un sous-espace fermé de C([0,b]; L?(T", X)) composé¢ de Processus adapté z €
C([0,); LA(T, X)) avec la norme | @ [, (supye; B || 2(t) [%)12.

Le but de cet mémoire est d’étudier la contrélabilité approximative d’une classe
des équation différentielle stochastiques fractionnaires non linéaires de la forme :

{ “Dix(t) = Ax(t) + Bu(t) + f(t, 2(t)) + o(t, z(t)) 25 ¢ € J, 2.1)

2(0) = o,

ou 0 < g < 1;¢ D} désigne V'opérateur de dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre
q; z(.) prend ses valeurs dans '’espace de Hilbert X; A est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe d’opérateurs linéaires compact uniformément bornés {S(t), ¢t > 0} ;
la fonction controle u(-) € L2([0,b],U) I'espace des controles admissibles, U est un
espace de Hilbert. B est un opérateur linéaire borné de U a X; f: J x X — X
et 01 Jx X — LY sont des fonctions appropriées, zo est I'y variables aléatoires
mesurables évaluées en X indépendant de w. Les résultats suivants seront utilisés
tout au long de cet mémoire.
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Lemme 20. Soit G : [0,b] x Q — L3 une application fortement mesurable telle que
b

/E | G(t) Hig< 0o, alors
0

t p b

E /G(s)dw(s) < Lg/E | G(t) ||1£(2) ds

0 0

pour tout 0 <t < bet p>2, ou Lg est la constante dépend de p et b.

2.2 Existence et unicité
Maintenant, nous présentons la solution douc du probléme 2.1.

Définition 21. Un processus stochastique x € Hy([0,b], X) est une solution mild de
2.1 si pour chaque u € LA([0,0],U), il satisfait I’équation intégrale suivante :

x(t) = T(t)xo+ /(t — 8)171S(t — s)[Bu(s) + f(s,x(s))]ds

0
t

+/(t —5)17LS(t — s)o(s, z(s))dw(s),

(e o]

OuT(t) = /fq(H)S(tqQ)dH; S(t) = q/Qﬁq(H)S(tqH)dH; S(t) est un Cy-semi-groupe
0

0

engendré par l'opérateur linéaire A sur X; &, est une fonction de densité de probabilité

définie sur (0,00), c’est-a-dire §,(0) > 0,0 € (0,00) et /fq(ﬁ)de =1
0

Lemme 22. Les opérateurs {T(t)}>0 et {S(t)}i>0 sont fortement continus, c’est-
a-dire que pour x € X et 0 < t1 < ty < b, nous avons || T(t2)r — T(t1)x ||[— O et
| S(te)x — S(t1)z ||— 0 comme t; — to.

Nous imposons les conditions suivantes aux données du probléme :

(i) Pour tout t > 0 fixe , T'(t) et S(t) sont des opérateurs linéaires bornés, c’est-a-dire
pour tout x € X,

Mq
(A

I T@z < Ml | SOl 5=
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(ii) La fonction f : J x X — X et o : J x X — LJ satisfont les conditions de
croissance linéaire et de Lipschitz. De plus, il existe des constantes positives
N >0,N>0,L>0et L>0 telles que

I fta) = fEy) IP<S Nz =yl | £t ) [IP< JY(H I [)
I otz) —olty) IP< Lile—y % || ot 2) [7g< LO+ || = |*).

(iii) Le systeme stochastique linéaire est approximativement controlable sur [0, b] .

Pour chaque 0 < t < b, l'opérateur a(al + ¥3)~! — 0 dans la topologie de
lopérateur fort comme o — 0+ , ou

b
/ $)2@=VS(b — s)BB*S* (b — s)ds
0

est le Gramian de controlabilité, ici B* désigne 1’adjoint de B et S*(t) est ’adjoint de
S(t). Observez ce systéme de controle déterministe fractionnaire linéaire

{ Dix(t) = Az(t) + (Bu)(t),t € [0,0],
x(0) = xg

correspondant & 2.1 est approximativement controlable sur [0, b] si 'opérateur o (af +
U5~ — 0 fortement si o — 0F.

Définition 23. Le systéme 2.1 est approximativement controlable sur [0,b] si R(b) =
L2(Q, Ty, X), o
R(b) = {x(b) = 2(b,u) s u € Li([0,5], U)},

ict LA([0,b],U), est le sous-espace fermé de L(]0,b] x Q;U), composé de tous les
processus stochastiques I'y-adapté a valeurs dans U.

Le lemme suivant est requis pour définir la fonction de controle.
Lemme 24. Pour tout 7, € L3Iy, X), il existe ® € L2 (Q; L2(0,b; LY)) tel que

b

= E§b+/&><s)dw(s).

0

Maintenant pour tout a@ > 0 et 7, € L*(T', X), nous définissons la fonction de
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controle sous la forme suivante :
t
u*(t,x) = B*(b—t)11S* (b —t) | (af +Y)) T (ET, — T(b)xo) + /(OJ + \118)_1$(3)dw(5)

0
t

—B*(b—t)T15*(b — t)/(a[ + W) N b — 5)17ES (b — ) f (s, 2(s))ds

—B*(b—1)1715*(b — t)/(a[ + W) H(b — 5)17LS (b — s)o (s, x(s))dw(s)

0

Lemme 25. ] existe une constante réelle positive M telle que pour tout x,y € H,
nous avons

E [lu(t, 2) — ()| < 2 / E llz(s) — y(s)[? ds
, (2.2)
Bl ) < B+ [£a(s)| ds

0

Démonstration. Tout d’abord, nous fournirons la preuve de I'inégalité 2.2-a, puisquel}
2.2-b peut étre établi de maniére similaire. Soit x,y € H,. Du I'inégalité de Holder,
on obtient

E [[u®(t,x) —u®(t,y)]”

< 2F||B*(b—t)7S*(b /a[—l—\lf —8)171S(b— 8) [f(s,2(s) — f(s,y(s))] ds
BB b~ 1)1" (b~ 1 / 4 )70 0 ) o) = ool
< §||B||2<b>2q-2<r<ffl)>4 ot V1 / Bla(s) — y()]ds
< M / Bla(s) — y(s)|] ds
o M =2|[B|* (0 ()" 5= [NV + L =
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2.3 Controlabilité approximative

Maintenant, présentons le résultat principal de cet mémoire. Dans cette section,
nous prouvons la controlabilité approximative du systéme 2.1 en utilisant le prin-
cipe de la fonction de contraction. En particulier, nous établissons la controlabilité
approximative du systéme 2.1 sous I'hypothese selon lesquelles le systéme linéaire
correspondant est approximativement controlable. Pour tout a > 0, définissez 1’opé-
rateur F,, : Hy — H, par

Foz(t) = T(t)zo+ /(t — 5)171S(t — 5)[f (s, 2(s)) + Bu®(s,z)ds] (2.3)

0
t

—l—/(t —5)171S(t — s)o(s, 2(s))dw(s)

0

Maintenant, nous énoncons et prouvons le lemme suivant, qui sera utilisé dans la
preuve du résultat principal.

Lemme 26. Pour tout , x € Hy, F,(x)(t) est continue sur [0,b] en sens L?.

Démonstration. Soit 0 < ¢; < o < b. Alors pour tout x € Hj, fixe , a partir de
I’équation. 2.3, on a

E || (Faz)(ts) — (Fax)(ty) IP< AIE || (T(t2) = T(t1))z |* +Y B | (t2) — L (42) )]

=1

La forte continuité de T'(¢) , le premier terme passe a zéro comme ty —t; — 0. Ensuite,
il résulte de 'inégalité de Holder et hypothéses sur le théoréeme
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2

3B

2

/ (1 — $)7 St — 5) — S(t — 5)f (5, 2(s))ds

+3E / (b — )" — (y — 8)T~1 — S(ts — 5)f (5, 2(5))ds

0

to 2

+3E / (fs — )15 (s — 5) (5, 2(s))ds

t1

t1

1 / E|S(ts — s) — S(t — s)f (s, 2(s))ds|

0

i) ( Jta—syt =t~ s>q1ds) ( Ik |f<s,x<s>>|2ds)

0 0

2q—1
tl

3
2q —

t1

5P [ Bl ds

0

(ta —t2)*' Mg

+3
1—2q (F(q +
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t1 2

E || (t,) — IE(H)||> < 3E /(t1 —8)171S(ty — ) — S(t; — s)Bu®(s, x)ds

t1 2

+3E / (b — )" — (fy — 5)T — S(ts — 5)Bu®(s, v)ds

0
to

+3E /(t2 — 8)171S(ty — 5)Bu®(s, x)ds

t1

2

2q—1
Z51

< 3
- 2q—1

/E |S(ty — s) — S(t; — s)Bu®(s, z)ds||?

0

+3<%>2 13|12 ( / (s — 5 — (1 — s>q1ds)

0

t1
X (/E Bu“(s,x)ds2ds)

0
t1

SPIBIP [ E s ajas)as.

0

(ty —t1)*7 Y Mg

+3
1—2q (F(q +
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De méme, en utilisant les hypothéses sur le théoréme que nous obtenons

E|5(ty) — 5(t)||* < 3E /(tl —5)71(S(ty — 8) = S(tr — 5))o (s, z(s))dw(s)
+3E / (b — )L — (fy — 5)T1) x S(ts — 8)or(s, 2(s))du
+3E /((tz —5)7 1S (ty — s)o(s, x(s))dw(s)

t1

t1

< 3LU;(11—Q_1/E | (S(ty —8) — S(t1 — 8))o(s,x(s)) ||* ds
+3La(/(t2 —8)Tt — (t; — 5)171)2ds)
X / | S(ty — s)o(s,z(s)) ||* ds
(tz —t)* ' Mg f 2
L (R [B ] St = s)o(s.a(s) | ds

t1
]

Par conséquent, en utilisant la continuté forte de S(t) et le théoréme de conver-
gence dominé par Lebesgue, nous concluons que les inégalités ci-dessus tend vers zéro
lorsque to —t; — 0. Ainsi, nous concluons que F,(z)(t) est continue de la droite dans
[0,0).Un argument similaire montre qu’il est également continu de la gauche dans
(0,8] . Ceci compléete la preuve de ce lemme.

Théoréme 27. Supposons que les hypothéses (i) et (ii) sont satisfaites. Alors, le
systéeme 2.1 a une solution mild sur [0,b] .

Démonstration. Nous prouvons qu’il existe un point fixe pour I'opérateur F, en
utilisant le principe de I'application contractante

3
B || Fa(2) ()7, <4 | sup B | T(t)zo |* + sup » B 10’
0<t<b 0<t<b’
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L’utilisation des hypotheses (i) — (i) et les calculs standard donnent

sup £ || T(t)zo |*< M* || zo |*

0<t<b
et
3
Mq b2q—1 . b2q—1 - 9
su E|IE0|* < 3 2 N — LL,| (1+ |z
s> BN < 3y gg=g ~ ggogile| (+ el
Mg bt 2]\/4\ 2
3 Bl —(1+b

Donc F || F,x H%{Q< oo. Ainsi pour chaque « > 0, 'opérateur F,, est une application

dans Hs en lui-méme. Ensuite, nous utilisons le théoréme du point fixe de Banach pour
prouver que F, a un point fixe unique dans H, . Nous affirmons qu’ il existe un n
naturel tel que £ est une contraction sur Hy. Pour voir cela, supposons =,y € Hj et
nous avons

E | (Fax)(t) = (Fay)(t) P< 3EY BT (ts) — I (1))

1=1
— t
Mg | b*! M|B|* b, P - / 2
3 b LL, E — d

0
t

JEllats) = w1 ds

0

M ot M|B|P vt bl
q f[ v M8

3 LL,
(F(q—i—l) 2g —1 a 2q—1+2q—1

Par conséquent, nous obtenons une constante réelle positive y(«a) telle que

E | (Faz)(t) = (Fay)(®) |I*< v(a)/E I o(s) = y(s) [I* ds

pour tout t € J et pour tout x,y € Hs . Pour tout nombre naturel n , il résulte de
Iitération successive de I'inégalité ci-dessus que, par prendre le sup sur [0, b]

I (Ee ) — (E0) 1< P 0y i,

Pour tout a > 0 fixe , pour n suffisamment grand, %ﬂ < 1. Il résulte de que F
est une contraction, de sorte que le principe de contraction garantit que I'opérateur
F,, a un point fixe unique x, dans H, , qui est une solution douce de 2.1. ]



24

Théoréme 28. Supposons que les hypotheéses (i) — (iii) sont vérifient. De plus, si les
fonctions f et o sont uniformément bornées et {S(t) : t > 0} est compact, alors le
systéme 2.1 est approximativement contrélable sur [0,0] .

Démonstration. Soit z, un point fixe de F,. En utilisant le théoréme de Fubini
stochastique, on peut facilement voir que

zo(b) = T+ alal + V)" YET, — T(b))
—|—a/a(a[ + W) Hb — 5)171S(b — ) f (5, 14(s))ds

0
b

+a/a(a[ + UL (b—5)T71S(b — s)o(s, Tals)) — a(s)] dw(s)

0

Il résulte de I’hypothese sur f et o qu'il existe D > 0 tel que
| f(s,2a(s) [I” + || (s, za(s)) [P< D

pour tous (s,w) € [0,b] x . Il y a ensuite une sous-séquence encore désignée par
{f(s,24(5)),0(s,24(s))} qui converge faiblement par exemple, {f(s),o(s)} dans
X x LY. D’apres I’équation ci-dessus, nous avons

E | za(b) =3 [P< 6 || a(al + o)~ (B, — T(b)xo) |
b

+6E / (b— sy

0

alal + \IJZ)’lng(s)‘ i ds

LY

16 / (b— ) [|a(al + T | SO — 8)(f(5. 2als)) — £()) || ds

2

o

+6E /(b — )" Halad + ¥ || S(b—s)f((s) || ds

o
f=p

+6E /(b — )7 la(al + @) | S(b—s)(o(s, 7a(s)) — a(s)) IIZg ds

0
b
468 | [ (b= 917 flatal + 91| | S(b - 9)a(s) [y ds
0
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Par contre, par I’hypothese (i7i), pour tout 0 < s < b Popérateur a(al + W)=t — 0
fortement comme o — 0+ et en plus Ha(a[ + \I/ls’)”” < 1. Ainsi, par le théoreme de
convergence dominé de Lebesgue et la compacité de S(¢) implique que E || 2,(b) —
Ty [|[>— 0 comme « — 0+ . Cela donne la controlabilité approximative de 2.1. [
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