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Chapitre
Présentation du mémoire

La transformée de Fourier est un outil indispensable pour résoudre les équations
aux dérivées partielles. Une introduction succinte sur ses propriétés et ses ap-
plications s’imposent d’une maniere naturelle.

Son role consiste, plus précisément, a transformer un probleme différentiel
en un probleme algébrique facilement résoluble. De ce fait, la théorie des distri-
butions tempérées lui sert de cadre plus général et bien adapté aux applications
physiques.

Nous allons définir I'espace de Schwartz, qui est l'espace des fonctions de
classe C* a décroissance rapide,i.e. toutes les fonctions de cet espace et toutes
leurs dérivées convergent plus vite que tout polynoéme quand x tend vers I'infini.

Ainsi, ce mémoire est composé de la présentation actuelle (chapitre 1 ...)
et de 4 chapitres, a savoir :

@  Chapitre 2: On introduit le notion de fonctions tests et les distributions
régulieres et singuliere et leurs dérivations. Le produit tensoriel de deux
fonctions tests sera abordé dans le but de définir la notion de convolution
de deux distributions qui aura des applications manifestes en physique
et surtout en théorie du signal.
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@

Chapitre 3: Nous définissons les espaces de Schwartz et les distributions
tempérées ainsi que la transformation de Fourier et sont utilité indéniable
dans la résolution des équations aux dérivées partielles.

Chapitre 4: La Transformation de Fourier Discréte (TFD), qui est un
outil indéniable dans les divers domaines de la vie courante, sera Définie
d’une maniere succinte et concise.

Chapitre 5: Nous aborderons les applications de la TFD a quelques ex-
emples de la Théorie de Signal. Reste a signaler que la théorie du signal
est tres vaste et nécéssite un effort particulier que nous ne pouvons pas
abordé dans ce mémoire.
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Chapitre
Fonctions tests et Distributions

La théorie des distributions est devenue un outil mathématique essentiel, no-
tamment dans 1’étude des équations aux dérivées partielles. Les distributions
sont utilisés pour représenter des phénomenes physiques que les fonctions clas-
siques s’averent incapable de transcrire. La thA@orie du produit de convolu-
tion a une grande importance en physique, on le rencontre surtout lorsqu’on
étudie la transmission des signaux et dans domaines plus pointus.

2.1 Fonctions tests, Exemples et Propriétés

Pour k un entier strictement positif, on note 'opérateur de dérivation par
rapport a la k-iéme variable par 9, = 0/0xy. Etant donné un entier n > 1,
lélément o = (g, g, - -+ , av,) € N™ est dit multi-indices de longueur nombre
la| = a1 + -+ + a,, et on note

olel
aa — ixl e 80:" —

" 0x 0x3? « - - Oxon
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Soit € un ouvert de R™.

Définition 2.1.1 On dit que la fonction f : Q — R est de classe C* si toutes
les dérivées partielles de f existent et sont continues jusqu’a I'ordre k. Elle est
dite de classe C si elle est de classe C* sur Q pour chaque entier k > 1.

En notant €*(Q) I'ensemble des fonctions de classe C* sur ©, on obtient
les inclusions suivantes :

e CCHLQ) C CF(Q) C - C CYQ) C C().

L’ensemble des fonctions de classe C'*° sur €2, selon les notations de Laurent
Schwatrz, est par définition :

Définition 2.1.2 Soit f une fonction réelle définie sur un ouvert {2 C R". On
appelle support de f I'ensemble

supp (f) ={z € Q: f(z) # 0}.

Le support de f est alors le plus petit fermé de R™ a ['extérieure duquel la
fonction f est nulle.

On note par C¥(Q) I'ensemble des fonctions de C*(Q2) qui sont & support
compact dans €.
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Une fonction test (ou fonction d’essai) sur 2 est, par défintion, une
fonction de classe C'*™° définie sur €2 a support compact dans €.

L’espace vectoriel de ces fonctions tests sur €2, dans la notation de L.
Schwartz, est notée par :

D(Q) = C=(Q).

C

Cet espace, equipé d’une topologie appropriée jouera un role important dans
la définition des distributions sur 2. En fait, il est non vide puisque la fonction
suivante

est C* et a support la boule fermée B;(0) de R”™.

2.2 Distributions sur R”

2.2.1 Définitions et Exemples

Définition 2.2.1 Les formes linéaires continues sur D(Q2) sont appelées dis-
tributions sur 'ouvert ). L’espace vectoriel de toutes les distributions sur €2
sera noté D’ ().
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Ainsi, on a le résultat suivant :

Proposition 2.2.2 Une forme linéaire T est une distribution sur €) si, et
seulement si, pour chaque compact K C (0, il existe une constante C' > 0 et
un entier m > 0 tels que :

| <T,o>|<C. sup [0%(z)], Vo e D, (Q). (*)

z€Q,|a|<m

Preuve : Soit T' € D'(Q2). Pour chaque compact K C Q, T est une forme
linéaire sur D, (£2). Il existe, alors, V € V, de la forme

V=V"={p €D (V) :pmrlp) <e}

ou pmr(p) = sup [0%(z)| tel que | < T, > | < 1 pour tout ¢ € V.
€K, |a|<m
D’autre part, si ¢ € D, (2) est tel que ¢ # 0, on a
€.
—SD cV.
pm,K(go)

Il s’ensuit que

| < T?QO > | < (1/5)'pm,K(90)7 VSD € DK(Q) \ {0}

En posant C' = ! on obtient (x) lorsque ¢ # 0. Notons, enfin, qu’on a

'égalité dans (x) lorsque ¢ = 0. Inversement, si (x) est satisfaite, alors pour
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chaque compact K C €, T est une forme linéaire continue sur D, (2). D’apres

la proposition 2.5.1, on en déduit que T est une distribution sur Q. €
L’inégalité (x) n’est pas le seul critere a démontrer pour vérifier qu'une

forme linéaire sur D(Q2) est une distribution. Une autre caractérisation s’impose

en terme de suites convergentes dans D({), a savoir :

15 Exemple 2.2.1 Distributions réguliéres. Soit f € £j,.(Q2). Définissons
une forme linéaire T : €2°(2) — C par

Ty(p) = / f@)p(@)dz, Vo € C2(9).

Comme f € £,.(Q) alors C' = [, |f(z)|dz < +00. Posons supp(yp) = K; on
vérifie facilement que

T30 < [ @lle@ld < suplple)l. [ 7@)lds < C(E).sup ola)].

rzeK

Ainsi, Ty : €°(©2) — C est une distribution, dite réguliére, d’ordre o = 0.
L’application j : £7,.(2) < D'(Q) définie par j(f) = T est injective :

£1

Loc

Q) C D(Q). ®

5 Exemple 2.2.2 Distributions singuliéres. Dans I’exemple suivant nous
montrerons que l'injection j précédente n’est pas surjective. Soit a € 2. On

10
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considere la forme linéaire sur D(2) définie par

< da, 0 >=(a), Yo € D).

On vérifie, alors que
| <dasp > [ < lollr=@), Vo€ D(Q)

donc d, est une distribution d’ordre 0 dans ). Cette distribution est dite
masse de Dirac au point «. Mais, §, ne s’écrit pas en fonction d’une
fonction de £ _(€2). En effet, supposons qu'il existe f € £},.(Q) telle que

Loc

0o =T ca-d. < dg,p>= /Qf(:v)tp(x)dx = p(a), Ve e D(Q).

Posons Q0 = Q\ {a}. Alors < 6, >= /f(x)go(x) =0, Vo € D(Q2). Donc
Q

f = 0 presque partout dans Q et donc presque partout dans €2. Ainsi, p(a) =0
pour tout ¢ € D() ce qui contredit la fait que < d,, 0 ># 0. @

= Exemple 2.2.3 Posons 2 = R et définissons
d d
<&, p>= < ,——(’;> = ——5(0), Vo € D(R).

Il est clair que ¢ est une forme linéaire continue sur D(R). Lorsque Q2 = R",
on peut généraliser cet exemple en posant

< 5,0 >= (—1)" < 6,00 >= (—=1)F0"(0)
pour tout ¢ € D(R™), 1 <k <n. 2

11
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2.3 Convolutions de fonctions et de distribu-
tions

Le produit de convolution est un outil d'une grande importance en physique.
On le rencontre , par exemple, dans :

1. La transmission d'un signal par un appareil,
2. Une impulsion électrique fonction du temps,

3. Une image représentée par une fonction d’une ou deux variable,

Comme introduction, considérons I’exemple d’une machine photocopieuse im-
perfaitement réglée.

15" Exemple 2.3.1 Ainsi :

e Un trait fin en position x; produit sur la photocopie un trait étalé centré
en xy,

e Un trait de moindre intenité en position x5 produira sur la photocopie
un trait étalé centré en xo,

On admet que I’étalement de I’encre sur la photocopie est identique pour les
deux traits. Cet étalement est fonction caractéristique de I’appareil que nous
noterons par h(z). Pour un trait placé en x; et d’une intensité fi, la photo-
copie donne donc fi(x — 7). Si n traits placés en xy,--- ,x, et d’intensités
respectives fi,--- , f, présents sur 'originale, la photocopie sera constituée de
la superpositions de n traits étalés. Le signal de sortie S(z) sera donc :

S(x) = Z fi(x — x;)h(x)

12
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Si le signal d’entrée est une fonction continue de x, on remplace la somme par
une intégrale et on obtient S(z) = [ f(u)h(x — u)du = (f x h)(x) d’ou

S =f=x*h. I

Ce qui sera définit comme le produit de convolution de f et h.

Définissons le produit de convolution de deux fonctions tests dans le cas
général. Pour cela, nous introduisons tout d’abord la notion de produit de
tensoriel.

Soient m et n deux entiers naturels. Considérons 2y (resp. €23) un ouvert
de R™ (resp. R™). Tl est clair que €; x 5 est un ouvert de R"*™. L’espace
vectoriel D(2y x §2) est formé par les fonctions indéfiniment différentiables a
support compact en (z,y) = (1, , Tn, Y1, ,Ym) € Q1 X Q.

Définition 2.3.1 Le produit tensoriel, noté p; ® s, de @1 € D(2) et ps €
D(Qy), est définie par

1 @ p2(7,y) = p1(7)pa(y).

Le produit tensoriel (algébrique) est I'espace vectoriel, noté D(2;) ® D(y),
formé par les fonctions de la forme

ot pi € D(Q) et ph € D(y).

Le théoreme suivant nous aidera a définir le produit tensoriel de deux dis-
tributions.

13
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Théoréeme 2.3.2 L’espace D(Q) ® D(€2) est dense dans D(; x Q).

Preuve : Toute fonction (x,y) — ¢(x,y) € D(21 x €s) peut étre approchée
d’aussi pres qu’on le souhaite par suite de polynomes (x,y) — Py(x,y). Ces

polynomes étant des sommes de monomes de la forme >  zPy?. Comme ces
p.q
monomes ne sont pas a support compact, considérons p et ¢ deux fonctions

a supports compacts telles que p(x)o(y) = 1 sur le support de u € D(£; X
). 1l s’ensuit que la suite de fonctions (z,y) — p(z)o(y)Px(z,y) est dans
D(Q) @D(€) ; puisque chaque fonction est une somme de termes de la forme
ot (z)4(y). Cette suite converge vers u € D(; x Qy). @

Comme conséquence a ce résultat, toute distribution 7" € D’(€; x {2y) est
définie par ses valeurs sur 'espace des fonctions ¢; ® @ ou p; € D(€) et

o) < D(QQ)

Théoréme 2.3.3 Soit S € D'(Q) et T € D'(§22) deux distributions définies
respectivement sur R" et R™.

@  Pour tout ¢; € D(Q)) et py € D(Qy), la distribution S ® T, est définie
par .

(ST, pr(2)pa(y)) = (S, ¢1(2)) (T’ pa2(y))

La distribution S ® T, est dite produit tensoriel de S et T sur R" x R™.
@  Sipe D x D), la distribution S ® T, est définie par

(ST, 0(x,y)) = (Se, (Ty, o(,y))) = (T, (Sy, (z,9)))-

1" Exemple 2.3.2 La distribution de Dirac sur R? s’écrit

6(z,y) = 6(x)d(y).

14
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Remarque. Dans ce théoreme @ peut étre interprété comme étant une

extension du théoreme de Fubini. Ainsi, si I'on considére deux fonctions S =
f(x) et T = g(y) intégrables, respectivement, sur deux ouverts ; C R" et
Qy C R™ | alors

(Sur (Tys 0, ) = /

Q

@) {/ng<y)90(x,y)dy} "

(T, (Sor i, )) = /

Q

90) { RErE s | dy

sont égales d’apres le théoréme de Fubini. 4

Soient f et g deux fonctions localement intégrables dont I'une au moins est
a support compact. Leurs convolution est définie par

(fxg)(x) = . flx—y)g(y)dy = . f(y)g(z —y)dy.

On peut interprété f x g comme étant une forme linéaire sur 'espace test
D(R™), en posant

(Fr9.9)= [ (Frp@p@is, Ve eDER.

En remplacant f % g par son expression sous le signe intégral et apres change-
ment de variable, on obtient

(fxg,0)=(f(x)®9(y), p(x +y)).

On peut ainsi redéfinir la notion de convolution des fonctions f et g par cette
identité. Mais, il nous reste a donner un sens au crochet de dualité < . >
puisque ¢(x + y) comme fonction a deux variables x et y n’est pas a support
compact dans R” x R™. Ceci sera abordé d’une maniere plus générale dans ce
qui suit.

15
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Définition 2.3.4 Considérons T, S € D’(R™) et supposons que I'une au moins
est a support compact. La convolution ST est une distribution sur R définie
par

(S*T,p) = (S @T,,p(x+y)), VpeDR").

Ce produit de convolution existe dans au moins un des cas suivants :

@ L’une au moins des distributions est & support compact.

@  Les deux distributions ont leurs supports limite & gauche.

Il s’agit, en effet, dans chacun des cas de controler que I’ensemble

{(z,y) € R* : x € supp(S),y € supp(T) et x + y € supp(y)}

est borné, ce qui donnera un sens a la définition de la convolution.

La convolution est une opération associative, lorsque celle-ci est définie.

16
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Chapitre 3

Espace de Shwartz, Distributions
Tempérées et Transtormation de
Fourier sur R"

L’utilité principale de faire appel a I’espace de Schwartz est qu’il est invariant
par la transformée de Fourier contrairement a ’espace des fonctions tests dont
I'image n’est pas toujours a support compact.

3.1 Espaces de Schwartz

Définition 3.1.1 L’espace de Schwartz 8 (R™) est formé par toutes les
fonctions régulieres f : R™ — R ou f et toutes ses dérivées convergent vers
0 plus vite que tout polynome :

lim |z*0%u(z)| =0, Va,B e N

|z|—o0

17
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Donc f € §(R") si :

@ La fonction f est indéfiniment différentiable

@ La fonction f et toutes ses dérivées sont & décroissance rapide c’est-a-
dire :

Va,3 € N*, 3C, 5 € R: sup |2%0° f(z)] < Cup.

reR”™

Donc, I'espace de Schwartz est définie par

S(R") ={fe€C>(R"): Vo, €N" ona z°0°f(x)ec L= (R")}.

=" Exemple 3.1.1 Evidemment

C>(R™) C $(R™). I

Toutes les fonctions de la forme

Olx) = P(z)e

avec a > 0 et P fonction polynome appartiennent a la classe de Schwartz
S(R™). En revanche, aucune fraction rationnelle (autre que la fonction nulle)
n’appartient a la classe de Schwartz.

La topologie de 'espace $(R™) n’est pas définie par une norme, mais par une
famille dénombrable de semi-normes définies comme suit :

18
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Pour toute fonction ¢ € §(R™), on pose

Ny(¢) = > supl|z®d8®¢(z)|, p € N.

lels|BI<p

Grace a la famille (N}) ,en, on peut définir ce qu ’est une suite convergente

dans S(R™).

Définition 3.1.2 Une suite (¢,)n>1 de fonctions de S(R™) onverge vers
une fonction ¢ € S(R™) dans l’espace S(R™) si

Ny(én — ¢) = 0, pour tout, p >0, lorsque, n — 0o

3.2 Transformation de Fourier sur L!(R") et
sur S(R")

Rappelons que §(R™) C L'(R")

Définition 3.2.1 Soit u € L'(R"). On appelle transformation de Fourier
de u la fonction

(&) = [gn u(x) exp™¢ d.

Ici 7 est le nombre complexe bien connu. z.£ = Z;L:1 x;&; est le produit scalaire
sur R™. Remarquons que la transformée de Fourier d'une fonction est a valeurs
dans C. On peut aussi choisir v fonction a valeurs complexes.

Dire que u est dans L'(R") veut dire que Reu et I'mu sont dans L'(R"™). On
notera aussi parfois @ = F(u)

19
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Définition 3.2.2 A toute fonctions ¢ € S(R™), on associe sa transforma-
tion de Fourier

= [on e .xd(z)dz, £ €R"

L’application linéaire F est définie pour tout ¢ € §(R™), puisque pour tout
£eR” ,ona

e 70 (w)| = |¢(x)]
et que ¢ € L'(R™)

Proposition 3.2.3 Soit ¢ une fonction de S(R™) Alors

1. la fonction F(¢) est de classe C'(R™) et on a pour tout j =1,....n
0, Fp(€) = F(—iz;0)(€), €€R"

2. pour tout j=1,...,n, on a

la proposition ci-dessus qui est montré que la trasformation de Fourier

sur 8(R™) échange dérivation et multiplication par x

3.3 Espace des distributions Tempérées

Pour pouvoir définir I'integrale de Fourier

/n e f(x)dx

20
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d’une fonction continue f pour tout & € R™ | il faut avoir des conditions limi-
tant la croissance de f a l'infini .

Par exemple, il suffira de savoir que f € L'(R™). Mais on ne peut pas définir
en géneral la transformée de Fourier d'une fonction qui serait seulement lo-
calement intégrable.

Le méme probleme se pose évidemment lorsqu’on veut définir une notion
de transformation de Fourier des distribution sous une forme quelque peu
différente, toutefois, le concept de ”croissance a I'infini” n’est pas clair pour
une distribution. Comme on va le voir, on ne sait pas définir la transformation
de Fourier que sur un sous-espace de D’'(R"), a savoir la classe des distributions
tempérées que nous allons étudier brievement.

Définition 3.3.1 Soit T une distribution. On dit que T est une distribu-
tion tempérée st 3C > 0; m € N tel que pour toute fonction test ¢

|<T,¢>|<C Y [a°0°||L~

la,[B]<m

En d’autres termes, une distribution tempérée est une distribution telle que si
¢; suite de fonctions test converge vers 0 dans §(R"), alors < T',¢; >— 0
dans R(ou C).

Comme nous avons l'inclusion C3°(R") < 8(R™),qui est une inclusion continue
et dense, alors 'ensemble des distributions tempérées, noté 8'(R™), qui est
I'ensemble des formes linéaires continues sur S(R™).

On a

'(R") < D(R™).

En effet méme si la définition ci-dessus n’est vraie que pour une fonction test,
on peut I’étendre sans mal par densité a une fonction dans ’espace de Schwartz.

21
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Proposition 3.3.2 Une distribution a support compact est une distribu-
tion tempérée

Preuve 3.3.1 Soit S une distribution a support compact. Elle est donc d’ordre
fini. Il existe C' et m ne dépendant que du support de S tels que pour toute
fonction test ¢,

| <So>|<C D 079~

IBI<m

Donc S € 8§'(R™).

Ensuite, toute fonction a croissance lente est une distribution tempérée.

Définition 3.3.3 Soit f une fonction dans L} (R™). On dit que f est

loc
croissance lente si 3 m tel que (1 + |z|)~™ f(x) appartient a L.

Proposition 3.3.4 Une fonction f a croissance lente est une distribution
tempérée.

Preuve 3.3.2 Rappelons qu’une fonction localement inégrable est une distri-
bution. Soit alors ¢ une fonction test. il vient

dx

| < fio>|= ’/Rn f(@)p(x)dx| < ||p(1 + |2))™ || oo || (1H] )™ 1| Lo /]Rx 1+ [z

Cette derniére intégrale est finie en en vertu de

/ dﬂf /+oo Tn_l p —y
7 = Wy —ar o0
re (14 [z])" o (L4r)+t

22
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Proposition 3.3.5 Soit 1 < p < oo. Alors

LP(R™) — S(R™) I

Preuve 3.3.3 Si f est dans LP alors pour ¢ une fonction test

| < o> <IN+ 12D eyl + |2)" ¢l

L’intégrale du milieu est finie car p'(n+1) —n+1> 1.

Proposition 3.3.6

vp (i) € §'(R")

Preuve 3.3.4 Soit # une fonction plateau pour un voisinage de 0.

Alors
w(3) =t (3) + 7

On en déduit que la valeur principale est la somme d’une distribution a support
compact et d’une fonction de carré intégrble, donc la somme de deux disibution
tempérées.
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Proposition 3.3.7 Soit une distribution tempérée T € 8'(R). Alors

1. Pour tout a € N, la dérivée 0*T € §'(R")

2. Pour toute fonction f a croissance polynomiale ainsi que toutes ses
dérivées, la distribution fT € 8'(R™);

3. Pour toute distribution a support compact S € 8'(R), le produit de
convolution T * S € 8'(R™).

15" Exemple 3.3.1 Croissance a linfint et caractére tempéré

Pour voir si une distribution définie par une fonction, par exemple, est
tempéreée ou non, il ne suffit pas d’étudier la croissance a 'infini du module
de cette fonction.

Considérons par exemple la fonction

. el
T > iete"t

Evidemment

|ie’”eiex | =e”

qui a la méme croissance a l'infini que les contre-exemples ci-dessus.
Mais

) d )
. x _1e® ie®
iee" = %(e )
et comme la fonction
T e

est une fonction de classe C! bornée sur R, elle définit une distribution tempérée
sur R
D’autre part, sa dérivée au sens des distributions coincide avec la distribution
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définie par sa fonction dérvée au sens usuel, de sorte que, d’aprés la (a) , cette
fonction dérivée
. e
T+ ie’e’

définit bien un élément de 8'(R™).

Intuitivement, ce sont les osciallations rapide de la fonction x + €® dans la
limite * — 400 qui annihilent la croissance de x +— €* pour  — +00

En pratique, pour décider si une distribution 7" € D(R").

En pratique, pour décider si une distribution T € D’(R"™) est tempérée, on
cherchera évidemment si elle appartient aux classes d’exemple ci-dessus— distri-
butions a support compact, fonctions de LP, fonctions a croissance polynomiale...
Si ce n’est pas le cas, il faut ensuite chercher si la distribution considérée est
une dérivée(d’ordre quelconque) d’une distribution dont on sait déja qu’elle
est tempérée.

Si aucune de ces approches ne permet de conclure, il faut alors a la définition
des distribution tempérées, et en vérifier la propriété de continuité

Caractérisation des distributions de 8’(R") :

Théoreme 3.3.8 Tout distribution T' € 8'(R™) est de la forme
T =0%((1+ |2[*)"f) au sens des distributions

ou o € N n un entier naturel, et f une fonction continue bornée sur R".

3.4 Transformation de Fourier dans S(R") et
8'(R")

Comme pour beaucoup d’opérations sur les distributions, nous allons définir
la transformation de Fourier en utilisant la dualité entre ’espace de Schwartz
et I’ensemble des distribution tempérées.

25



BAKKAR Souha Transformation de Fourier Discrete et signal

Définition 3.4.1 Soit S dans 8'(R"), alors S est la distribution définie
par : pour tout fonction ¢ test

<S,p>=<85,¢>. | (2)

De plus S est une distribution tempérée.

Cette formule a bien a sens car
¢ € Cr(R™) C §(R™).
Donc (5 est aussi une fonction dans 'espace de Schwartz. De plus, I’application
Fiopr— o

étant continue pour la topologie de §(R"), automatiqument S est une dis-
tribution tempérée. La formule (2) s’étend par densité a ¢ dans I'espace de
Schwartz. On constate par contre que la formule (2) n’a pas de sens si S est
une simple distribution, puisque le membre de droite n’a pas de sens car ngS
n’est pas une fonction test.
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Proposition 3.4.2 Soit une distribution tempérée T € §'(R™). Alors

1. Pour tout £k =1,...,n on a

F(0,,T) = i&FT
2. Pour tout b=1,..., N on a
F(xyT) = 10, FT
3. Pour tout @ € RY et en notant 7, : ¢ — = 4+ a, on a

F(T o1,) = &**FT

4. Pour tout a € R"
F(e*T) = (FT) o,

3.5 Inversion de Fourier dans §'(R")

Théoreme 3.5.1 La transformation de Fourier & est un isomorphisme du
C-espace vectoriel 8'(R™) dans lui-méme, dont l'inverse est donné par la

formule
1

(2m)"

ou, pour toute distribution S sur R™, on a noté

FIT =

S =S80 (—Idgn)
c’est-a-dire que, pour toute fonction test p € C°(R™) on a :

<S,0>=< 8, ¢po(—Idgn) >=< S, p(—.) >
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Chapitre

Transformation de Fourier Discrete

(TFD)

4.1 Rappel sur les séries de Fourier

Les séries et les transormations de Fourier sont d’importants outils mathématiques
pour analyser pas mal de problemes physiques. Cependant, elles ne convien-
nent pas a I'implémentation informatique en raison de la présence d’intégrales
dans les formules. C’est pour cela que nous étudions également les transformées
de Fourier discretes pour pallier a ce manquement.

D’autre part, dans la résolution des équations aux dérivées partielles par la
méthode de séparation des variables, une question se pose d’elle méme a savoir
si une fonction peut étre représenter par une série trigonométrique. En effet,
en en 1922 J. Fourier a utilisé largement ces séries dans I’étude de 1’équation
de la chaleur dans son célebre travail ” Théorie Analytique de la chaleur”.
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Soit f € L1(] — mr[), alors sa série de Fourier est définie par

F(x) = % + Z[aj cos(jx) + b sin(jz)]

Jj=1

les ceefficients de Fourier sont définis par :

1 ™
a; = ;/ f(z) cos(jx)dx i >0,

by = %/: f(x)sin(jx)dx i>1.

On peut supposer aussi que f est définie sur R et périodique de période 2.
En utilisant I'identité d’Euler €?’ = cos 6 +isin 6, on obtient la forme complexe
de la série de Fourier de f, a savoir

F(z) = f: c;e”,

j=—o0

Les ceefficients de Fourier ¢; sont donnés par

1 4 -
cj = %/ f(x)e *dx, —00 < j < 00.

Lorsque f est une fonction continue et périodique sur R , on obtient d’apres
la théoreme de la convergence que f(x) = F(z).

4.2 Relation entre Série et Transformation de
Fourier
Plus précisément, Considérons la série de Fourier d’une fonction f continue

sur R et périodique de période 2L. La version complexe de la série de Fourier
de f s’écrit :
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Les ceefficients ¢; sont donnés par

L
c-:i/ f(t)e_ij”t/Ldt
7o),

Ainsi,
o

1 L > ..

j=—00

Faisons alors les changements :
& =jm/L et AE=m/L
et définissons
1 g f’iétd
76 =57 | f0e i
Alors

o0

fl@)y= > Fu&e AL,

j=—o0
Pour L assez large, cette somme peut étre considérer comme une somme de
Riemann. Plus précisément lorsque L — oo alors

To(E) — 5 / Z F(t)e .

D’ou l'identité :

flz) = / Z {% / Z f(t)e"ftdt} e*tde

Il devient ainsi naturel de définie la Transformation de Fourier de f par
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La formule d’inversion de Fourier s’écrit

4.3 Transformation de Fourier Discrete (TFD)

Les séries et les transformations de Fourier sont des outils importants dans
I’analyse de plusieurs problemes réels. Comme leurs implémentations informa-
tiques nécéssitent une discrétisation de l'intervalle d’étude, qui est due princi-
palement a la présence de I'intégrale dans leurs formules, I'introduction de la
Transformation de Fourier Discrete (TFD) devient ainsi indispensable.

Soit f une fonction réelle périodique de période [0, 2], ces ceefficients de
Fourier s’expriment sous la forme

Nous allons approcher 'intégration par la formule du trapeze. Pour cela, soit
n € N et décomposons l'intervale [0, 27| en n sous-intervales etlles que

2
xr;=7gh, 0<7<n h:—ﬂ.
n
Supposons que

f(0) = f(2m).

On obtient alors la formule d’approximations des coefficients suivante
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Comme n valeurs f {(:Cj)}j:ig*l de la fonction f sont utilisées pour obtenir ap-

proximativement les ccefficients de Fourier, il devient naturel d’éssayer d’utiliser
n ceefficients pour récupérer les n valeurs de f.

Définition 4.3.1 Soit n un nombre entier positif et soit {yj)};ﬁjg‘l une

suite de nombres complexes. Alors sa Transformation de Fourier discréte
(TFD) est la suite de nombres complexes {gy) ’,ﬁig_l définie par la formule

n—1

=0

avec

Wy, = 627ri/n.

Le nombre n et dit ’ordre de la Transformation de Fourier Discrete.

Pour exprimer la Transformation de Fourier Discrete sous une forme ma-
tricielle, on introduit les vecteurs colonnes suivants :

~

Y = (y())'” ayn—l)Tv Y = (@07"'@71—1)11

On obtient la matrice carrée d’ordre n? suivante :

1 1 1 ce 1

1 w w? wrt
F o= 1 w2 w? v W2(n-1)

i wn:—l w2(7:L—1) . .. . w(n'—1)2

Alors, la transformation de Fourier Discrete s’écrit comme :

Y =FY,
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ou F,, exprime la matrice conjuguée de F,.

On obtient la matrice carrée d’ordre n?, dite de Vondermonde, suivante :

W, = E,.

Ceci nous permetra de déterminer la suite originelle {y;)}iZ5"" de la suite
{Ur) 1}228—1 comme indiqué ci-dessous

Théoréeme 4.3.2 La matrice de la Transformation Discréte de Fourier
inverse (ITFD) s’écrit

s’écrit
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Chapitre

Applications a la théorie du signal

5.1 Définition et exemples

La théorie du signal consiste en 1’étude des signaux et les systemes qui les
transmettent. Certaines observations de la vie de tous les jours dépendent du
temps, a savoir,

e Intensité d’'un courant électrique.
e Différence de potentiel entre deux points d’un circuit
e Un son

e Niveau de gris des points d’une image.

La variable peut-étre continue, on dit alors qu’on a un signal analogique
x = x(t).

Si la variable est discrete, on dit alors qu’on a un signal discret = =
(1, )nez- le signal discret, est le plus souvent, le résultat d’'une discrétisation
ou échantillonnage d’'un signal analogique.
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5.2 Signaux élémentaires

e Signal Echelon unité de Heaviside : Ce signal modélise 1’établissement
instantané d’un régime constant. Noté H(t), ce signal est définie par

0 sit<O
H(t) =
1 sit>0.

H(t)

0 t

Signal Echelon unité de Heaviside

e Signal crénau centré : Ce signal noté r(t) est défini, pour a > 0 donné,

r(t) = {1 sift| <a

par
0 sit>0.

r(t)

—a 0 a t

Signal crénau centré
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5.3 Systeme de Transmission

Définition 5.3.1 On appelle systéme ou plus précésiment systeme de
transmission toute entité ou appareil, ou I'on peut distinguer des signaux
d’entrée et des signaux de sortie qui ne sont pas nécéssairement de méme

nature
s(t) S(t)
Systéeme de transmission
Signaux Signaux
d’entrée de sortie

Schéma d’un systeme

Les exemples de systeme sont en abondance dans la vie courante, on cite,
entre autres, les circuit électriques, les amplificaeur et les téléphones. On ne
s'intéresse pas nécessairement aux composantes du systeme, mais seulement a
la facon dont il transforme un signal d’entrée en signal de sortie. L’intérieur
du systeme sera modéliser par un opérateur, noté A, de la fagon suivante :

S(t) = As(t)

5.4 Applications de la TFD

L’utilisation des techniques numériques pour effectuer un calcul de la trans-
formée de Fourier suppose que le nombre de données a traiter soit fini et que
le nombre de fréquences pour lesquelle on calcule la transformée soit aussi fini
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Pour conserver la méme quantité d’informations, on calculera
autant de données dans le domaine des fréquences qu’il y a
d’échantillons du signal dans le domaine temporel. C’est

I’objectif de la transformée de Fourier discrete.

L’analyse de Fourier est un moyen de décomposer un signal en une somme de
signaux élémentaires qui ont la propriété d’étre faciles a mettre en évidence
et a observer. Ces signaux élémentaires sont périodiques et complexes, on les
représentent sous le forme

o t t
Se(t) = 2T = cos (QWT> + 7 sin (27rf> .

1
la quantité f = T est dite fréquence du signal élémentaire.

Soit s(t) un signal périodique de période T c’est-a-dire satisfaisant la

s(t+T) = s(t). I

Sous certaines conditions, ce signal est développable en série de Fourier sous

relation :

la forme : .
S(t) _ Z Cn€j27rnt/T
n=—oo
L’indice n est entier et les C), sont appelés les ccefficients de Fourier, ils
sont définis par

fT s(t)e 72 /T,

Remarque : Les coefficients de Fourier minimisent 1’écart quadratique entre
le signal s(t) et le développement en série de Fourier de s(¢). W
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15 Exemple 5.4.1 Développons, en séries de Fourier, le signal i,(¢) qui est
constitué par une suite d’impulsions, séparées par la durée T' , de largeur 7 et
d’amplitude a centrée sur 'origine des temps :
T T
© =3
ip(t> =
0 ailleurs

Les coefficients C,, s’écrivent :

/2 T
T

-
/2 sin (7rn—>
C, = 1/ ae 32T gt — a N W

ip(t)

N
IV

Le développement du signal i,(t) est donné par

. T
i(t) = ar St (an) pi2mnt/T
g T s '
n=—oo T

15" Exemple 5.4.2 Calculons la transformation de Fourier I(f) du signal i(t),

représenté dans la figure précédente, ou f = T est la fréquence :

00 4 T/2 4
I(f) :/ i(t)e’ﬂ“t/Tdt = a/ e 12 It gt

—00 —7/2
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D’ou

Une propriété importante est exprimée par 1’égalité de Bessel-Parseval
qui traduit le fait que dans la décomposition du signal il y a conservation de
la puissance :

oo

3 |cn|2=1/T|s<t>|2dt.
T Jo

n=—oo

= Exemple 5.4.3 Soit s un signal de période n et § sa transformé de Fourier.
Comme on vient de le voir, on peut les relier par une matrice notée F,. Ma-
trices de Vandermonde-Fourier pour les dimension 2 et 4

e Pour n = 2, on trouve

Y e
|
—_
—_
|
—_

s(0) =2, s(1) =4, s(2) =—1, s(3) =3, s(4) =2=s(0), s(5) =4s(1).
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Ce signal peut s’écrire sous forme matricielle

1 1 1 9 8

. - —1 1 4 3—1

s=Was=1 0 1 1 T I
1 i -1 —i 3 34

Définition 5.4.1 Soit s(n) un signal discret. La transformée de Fourier
discréte S(f) de ce signal est donnée par lexpression :

ou f est une variable continue.

La Transformée de Fourier d’un signal discret est une foncion continue
de f. L’existence de la Transformée de fourier discrete de s(n) est liée a la
convergence absolue de la série s(n).

On vérifie facilement que

S(f+1)=50)
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En effet, on a

o0

S(f+1) = 3 s(n)e U

n=—0oo
o

_ Z S(n)efj%rnfefj%rn

)
Ainsi

La Transformée des sigaux discrets est périodique de période 1. |

et toute 'information fréquentielle du signal est localisée dans l'intervalle de

fréquence :

5 Exemple 5.4.5 Soit

o) = {1 si |n| < N/2

0 ailleurs

On a alors :
N/2

S(fy= Yy e

n=—N/2

Ainsi, S(f) est la somme de N + 1 termes géométriques de raison e=2™/ et de

j2nN f

premier terme e et alors, aprés transformation :

sinwf(N + 1)

sinm f

S(f) =
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