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Résume

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a résoudre un probléme d’opti-
misation sans contrainte en construisant une nouvelle méthode du gradient
conjugué en utilisant une recherche linéaire inexacte qui est : une pseudo-
convexe hybridation de trois vecteurs de descente suivants : le vecteur de
descente de la méthode de Lui-Storey (LS), le vecteur de descente de Polak-
Ribiére Polyak (PRP) et celui de Dai-Yuan (DY) afin de construire une nou-
velle méthode du gradient conjugué pour I'optimisation sans contraintes qui
satisfait la condition de conjugaison et la condition de descente suffisante, on

démontre la descente et la convergence de cette nouvelle méthode .

Mots clés : méthodes du gradient conjugué, recherche linéaire, condition

de Zoutendjik, condition de conjugaison.



Abstract

In this thesis, we are interested in solving optimization problems without
constraints by building a new method of conjugate gradient method using a
line search which is : the pseudo-convex hybridization of the following three
descent vectors : the descent vector of ui-Storey (LS), the descent vector of
Polak-Ribiére Polyak (PRP), and the descent vector of Dai-Yuan (DY) in
order to build a new gradient conjugate method for without constraints pro-
blems that satisfies condition of conjugation and the condition of sufficient

descent. Also, we prove the descent and the convergence of that new method .

Key words : conjugate gradient method, line search, Zoutendijk’s condi-

tion, condition of conjugation.



Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques cherchant a modéliser,
analyser et a résoudre analytiquement ou numériquement les problémes qui
consistent & minimiser ou & maximiser une fonction avec ou sans contraintes.
L’optimisation posséde ses racines qui remonte 18iéme siécle dans les travaux
de :

-Taylor, Newton , Lagrange, qui ont élaboré les bases des développements
limités. - Cauchy, qui était le premier a mettre en oeuvre une méthode d’op-
timisation, méthode du pas de descente, pour la résolution de problémes sans
contraintes.

Aprés la fin de la seconde guerre mondiale des avancées spectaculaires en
termes de techniques d’optimisation sont apparues. A noter, ces avancées ont
été essentiellement obtenues en Grande Bretagne. Parmi les plus anciennes
méthodes utilisées pour résoudre cet probléme du type , on peut citer la
méthode du Gradient conjugué [Voir [1] [5] [20]]. Cette méthode est surtout
utilisée pour les problémes de grande taille. Cette méthode a été découverte
en 1952 par Hestenes et Steifel , pour la minimisation de fonctions qua-
dratiques strictement convexes. Plusieurs mathématiciens ont étendu cette
méthode pour le cas non linéaire. Cela a été réalisé pour la premiére fois, en

1964 par Fletcher et Reeves (méthode de Fletcher-Reeves) puis en 1969 par
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Polak, Ribiére et Polyak (méthode de Polak- Ribiére-Polyak). Une autre va-

riante a été étudiée en 1987 par Fletcher (Méthode de la descente conjuguée).

Le travail dans ce mémoire est planifié comme suit :
Dans le premier chapitre, on rappelle les concepts mathématiques a ap-

pliquer au domaine d’optimisation.

Dans le deuxiéme chapitre on aborde les grandes lignes des méthodes
d’optimisation sans contraintes basées sur les directions de descente et les

recherches linéaires.

Dans le troisiéme chapitre, qui est le noyau de notre travail, on expose la

descente de notre pseudo-convexe hybridation et on démontre sa convergence.

Dans le quatriéme chapitre, on met les résultats des tests numérique ef-
fectuée pour la comparaison de notre nouvelle méthode avec la méthode de
I’hybridation convexe des deux vecteurs de descente du PRP et DY ou on
observe clairement la rapidité et l'efficacité de notre méthode par rapport

Pautre.



Chapitre 1

Définitions et rappels

1.1 Position du probléme

L’optimisation est la minimisation ou la maximisation d’une fonction vec-
torielle a image dans R ( R™ — R ) assez réguliére. Un probléme d’optimi-
sation linéaire demande de minimiser une fonction linéaire sur un domaine
connu. La fonction que 'on minimise ainsi que les contraintes sont décrites
par des fonctions linéaires, d’oti le nom donné a ces problémes. Et Le présent
travail ne se focalise que sur les problémes d’optimisation sans contraintes et

non linéaires. Ce probléme prend la forme suivante :
(P): min{f(z);z € R"} (1.1)

ou f:R" — R.
La méthode de résolution d’optimisation qu’on va utiliser est de nature ité-
rative, c’est a dire qu’a partir d’un point initial xy, on construit une suite

X1, X3, .., Tg.. qu'on doit démontrer sa convergence vers la solution optimale.
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1.2 Conditions d’optimalité des problémes de
minimisation sans contraintes

Pour résoudre un probléme d’optimisation nous avons besoin de condi-
tions d’optimalité qui sont ’outil principal pour trouver les solutions les plus

efficaces a notre probléeme.

1.2.1 Le minimum local et le minimum global

Définition 1.2.1

1. 2 € R™ est un minimum local de (P) si et seulement s’il existe un

voisinage V(%) tel que
f(z) < f(x) ;VoeV(2) (1.2)

2. & € R™ est un minimum local strict de (P) si et seulement si il eziste

un voisinage V_(z) tel que
(@) < flz) ;VzxeV(z), z#2 (1.3)
3. & € R™ est un minimum global de (P) si et seulement si
f(@) < f(x) Ve eR" (1.4)

Théoréme 1.2.1 Soit f : R® — R une fonction convexe définie sur l’en-
semble convere X. Alors, tout minimum local de f est également un mini-

mum global. Si f est strictement conveze, alors il existe au plus un minimum

global de f.

Preuve 1.2.1 Voir [19/

10
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Remarque 1.2.1

1. La qualité du minimum local dépend de la "taille” de V_(z). Plus V_(&)

est "grand”, mieux c’est
2. St x est un minimum global, alors c¢’est un minimum local.

3. St on connait tous les minimums locauz alors le plus petit est le mi-

nimum global.

1.2.2 Une direction de descente

Considérons le probleme d’optimisation sans contraintes :
(P): min{f(z);z € R"}

ou f: R™ — R est supposée réguliére.
Notons V f(z) et V2f(x) respectivement le gradient et la matrice hessienne
de f en x.

On dit que d est une direction de descente de f en x € R" si
Vf(x)'.d<o. (1.5)
L’ensemble des directions de descente de f en x est donné par :
{d e R"\Vf(x)".d < 0} (1.6)

Exemple de choix du direction de descente
Direction du gradient
La direction du gradient d est, en réalité, 'opposé du gradient :
d=-Vf(z)

11
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Il s’agit bien d’une direction de descente si
Vf(z) #0
Puisque :
V@) (=Vf(2) = (Vf(2), -V [(2)) = =[IVf(@)|* <0
1.2.3 Direction de descente suffisante
On dit que d est une direction de descente suffisante de f en z € R" si
gidi < —cllgell®, Yk >0, ¢>0,
avec gr = V f(xy).

1.2.4 Schémas général des algorithmes d’optimisation
sans contraintes

Supposons que dj est une direction de descente au point z; ce qui nous

permet de considérer le point xq, successeur de x,de la maniére suivante :
Try1 = Tk + )\kdk7 VA E]O, —|—OO[
Selon la définition de la direction de descente, on est assuré que :

f(@ry1) = [z + Ardi) < fag).

Un bon choix de dj et Ay permet de construire une multitude d’algorithmes

d’optimisation.

12
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Exemple de choix de pas ) :

Notre choix du A\ est généralement d’une fagon optimale c’est a dire : Ay

doit vérifier :

Autrement dit, on est ramenés a étudié a chaque itération un probléme de
minimisation d’une variable réelle. C’est ce qu’on appelle la recherche linéaire.

1.2.5 Conditions nécessaires d’optimalité

Prenons un vecteur z, nous voulons déterminer si ce vecteur est un mi-
nimum local ou global de (P). La propriété de différentiabilité de f fournit
une premiére maniére de caractériser une solution optimale. Enoncons tout
d’abord un théoréme pour établir une premiére condition nécessaire d’opti-

malité.
Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1.2.2 Soit f : R" — R différentiable au point & € R™. Si & est

un minimum local de (P) alors Vf(z) =0 .

Preuve 1.2.2 Supposons que V(&) # 0. Puisque la direction d = V f(Z)

est une direction de descente, alors il existe § > 0 tel que
f(@+ Medi) < f(2) VAr €]0,6]
Ce qui est une contradiction avec le fait que T est une solution optimale locale

de (P).

13
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Remarque 1.2.2 Si f est convexe, la condition nécessaire du premier ordre
est également suffisante pour que T soit un minimum global. Dans le cas ot
f est deux fois différentiable, une autre condition nécessaire est donnée par
le théoreme (1.2.3). Elle est appelée condition nécessaire du second ordre car
elle fait intervenir la matrice hessienne de f (que nous noterons V2f(z),

dont les éléments sont ses secondes dérivées partielles).
Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.2.3 Soit f: R" — R deux fois différentiable au point © € R".
Si & est un minimum local de (P) alors V f(&) = 0 et la matrice hessiene de

f au point T est semi définie positive.

1.2.6 Conditions suffisantes d’optimalité

Les conditions données précédemment sont nécessaires (si f n’est pas
convexe), c’est a dire qu’elles doivent étre satisfaites pour tout minimum lo-
cal, cependant, tout vecteur vérifiant ces conditions n’est pas nécessairement
un minimum local. Le théoréme (1.2.4) établit une condition suffisante pour

qu’un vecteur soit un minimum local, si f est deux fois différentiable.
Condition suffsante d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.2.4 Soit f: R" — R deux fois différentiable au point & € R™.
SiVf(z) =0 et la matrice hessiene de f au point & est définie positive,alors

T est un minimum local strict de (P).

Remarque 1.2.3 Si f est convexe, alors tout minimum local est aussi global.
De plus si f est strictement convexe, alors tout minimum local devient non

seulement global mais aussi unique.

14
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1.3 Reégles de recherche linéaire

En optimisation mathématique, la recherche linéaire est I'une des mé-
thodes classiques permettant de forcer la convergence des algorithmes de
calcul d’'un minimum # d’une fonction f : R™ — R.

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P) :
(P): min{f(z);z € R"}

ou f:R"” — R.
Les algorithmes qu’on va utiliser par la suite suivent les schémas généraux
suivants :

Tp+1 = T + /\kdk; (17)

ol, A\, est une solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel

suivant :
min f(zx + Ady), (1.8)
c’est a dire, A\, vérifie

xp et dj, sont fixés et la fonction & minimiser est une fonction d’une variable

réelle défnie comme suit :

Il faut noter que dans les problémes d’optimisation sans contraintes nous
avons besoin de résoudre a chaque itération x;, un probléme d’optimisation

dans R.

15
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Maintenant, nous allons décrire les différentes maniéres de déterminer un
pas Ay > 0 le long d’une direction de descente di. C’est ce qu’on appelle
faire de la recherche linéaire. Il existe deux grandes classes de méthodes qui

s'intéressent & l'optimisation unidimensionnelle :
1. les recherches linéaires exactes.

2. les recherches linéaires inexacte.

1.3.1 La recherche linéaire exacte

Comme on cherche & minimiser f, il semble naturel de chercher & minimiser
le critére le long de di et donc de déterminer le pas Ay comme solution du
probléme

d

C’est ce qu’on appelle la régle de Cauchy et le pas déterminé par cette régle
est appelé "pas de Cauchy" ou "pas optimal". Dans certains cas, on préfére

le plus petit point stationnaire de ¢ qui fait décroitre par cette fonction :

A =1Inf {A>0:¢'(\)=0,0(\) < ¢(0)}.

Remarque 1.3.1

1. Dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait
jamais de recherche linéaire exacte, car trouver A\ signifie qu’il va
falloir calculer un grand nombre de fois la fonction ¢ et cela peut étre
dissuatif du point de vue du temps de calcul. En pratique, on chercher

plutét une valeur de & qui assure une décroissance suffisante de f.

16
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2. Ces deuz reégles ne sont utilisées que dans des cas particuliers, par
exemple lorsque ¢ est quadratique, la solution de la recherche linéaire

s’obtient d’une facon exacte et dans un nombre fini d’itérations.

La recherche linéaire exacte dans le cas des fonctions quadratiques

Soit @) est une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R™ et

f(z) = 327Qx — b"z. Considérons le probleme (PQSC)

min f(z) = min {127Qz — b7z} (PQSC).

TER™ TER™
Les méthodes a directions de recherche linéaire générent des suites { xx},_; 55
de la maniére suivante. On démarre par z; € R™ a l'itération k si on a

xr € R™. Le successeur z,1 de zj est donné par la relation suivante :

Tri1 :xk+)\kdk (111)

o, di € R™ est une direction de recherche et A\, € R est le pas de re-
cherche obtenu par une recherche linéaire exacte ou inexacte. Dans le cas

d’une recherche linéaire exacte \; vérifie

flzg + Aedy) = r/{1>1(r)1 {f(xr + Ndi)} (1.12)
Notons
g = Vf(zr) = Quy — b (1.13)

Théoréme 1.3.1 Soit Q) est une matrice (n,n) symétrique et définie positive

et be R et f(x) = 27 Qx — b x. Considérons le probleme (PQSC)

min f(z) = min {127Qz — b7z} (PQSC).

z€R™ FASING

17
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Supposons qu’a litération k on a une direction dy de descente, c’est a dire
que dy, vérifie

grdy = (Qui — )" diy <0 (1.14)

soit Ay > 0 obtenu par une recherche linéaire exacte c’est a dire que A

vérifie :
Alors
T
Gy, die
A = — 1.16
" dIQdy, (1.16)

Preuve 1.3.1 Considérons

©(A) = f(zr + Ady) (1.17)

Donc A\ est la solution optimale du probléme unidimensionnel suivant

» (M) = minp(A). (1.18)

Q est définie positive, alors f(x) = %xTQ:U —bTx est strictement conveze sur
N". Par conséquent o(\) = f(x + Ady) est strictement convezxe sur |0, +00]
qui est un ouvert convexe. Donc Ay, est une solution optimale de (1.18) si et
seulement si A, vérifie p'(\;) = 0. Or
P (V) =V (a4 Ade)" di = [Q (w0 + Adi) —b]" di

= [Qy, — b+ AQdi]" dy, = g + AQdy]" dy,

= g} dp + M} Qd.
Donc

¢'(A) =0 <= M Qdy = —g[ dy,

18
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c’est a dire
T
Ik dy,

A = — .
" drQd,

Remarque 1.3.2 Si Q) n’est pas définie positive mais seulement semi définie
positive, alors f n’est pas strictement convexe, et d} Qdy, peut étre égale a zéro.

Par conséquent A\, ne sera plus définie par (1.16).

1.3.2 La recherche linéaire inexacte

Au lieu de demander que A, minimise ¢, on préfére imposer des conditions
moins restrictives, plus facilement vérifiables, qui permettent toute fois de
contribuer a la convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus un
unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un intervalle
de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur recherche plus

aisée. C’est ce qu’on fait avec les régles d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe.
Régle d’Armijo
La régle d’Armijo [Voir [I7]] se base sur le choix d’un paramétre :
0<p<l1
et détermine une valeur approchée de A\, par la condition :
er(A) < r(0) + pApy(0)

Le risque de cette méthode est de favoriser les valeurs trop petites, aussi, elle

est rarement utilisée seule.

19



UNIVERSTE 08 MaA1l 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Reégle de Goldstein

C’est une méthode qui a été proposée en 1967 et qui est basée cette fois

ci sur le choix de deux parameétres
O<p<i<l1

et d(étermine les valeurs approchées de A\ par deux conditions

{ ©e(A) < @r(0) + pAgl(0)
(X)) = ©r(0) + 5A¢; (0)

Régle de Wolfe

C’est une méthode qui a été proposée en 1969 et qui est basée cette fois

ci sur le choix de deux paramétres
O<p<oi<l

et détermine les valeurs approchées de A\, par deux conditions :
vi(A) < @1 (0) + pAp(0) (1.19)

(X)) = 3 (0) (1.20)

Deux valeurs sont usuelles des deux paramétres sont p =0,1et 6 =0,7.

Remarque 1.3.3

1. La régle de Wolfe fait appel au calcul de ), , elle est donc en théorie
plus couteuse que la régle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses
applications, le calcul du gradient V f(x) représente un faible cout ad-
ditionnel en comparaison du cout d’évaluation de f(x), c¢’est pourquoi

cette regle est tres utilisée.

20
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2. Pour certains algorithmes (par exemple le gradient conjugué non li-
néaire) il est parfois nécessaire d’avoir une condition plus restrictive

que (1.20).Pour cela la deuxieme condition (1.20) est remplacée par :
|2k (M) < —0¢3,(0). (1.21)

On obtient alors les conditions de Wolfe fortes (1.19) et (1.21).

1.4 La méthode du gradient conjugué

En analyse numérique, la méthode du gradient conjugué est un algorithme
pour résoudre des systémes d’équations. Cette méthode, imaginée en 1950
simultanément par Cornelius Lanczos et Magnus Hestenes, est une méthode
itérative qui converge en un nombre fini d’itérations.

Cette méthode génére une suite {x,}, . telle que :
L1 = T + )\kdk (122)

Le pas A\x € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou une
recherche linéaire exacte ou inexacte.
Les directions di sont calculées de fagon récurrente par les formules sui-

vantes :

g — —qgo st k=0
FTU g Brdiy si k>

avec gp = Vf(zg) et fr € R .
Les différentes valeurs attribuées a [, définissent les différentes formes du

gradient conjugué.
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1.4.1 La méthode du gradient conjugué non linéaire

Pour réussir & minimiser une fonction non linéaire f en utilisant 1 amé-

thode du gradient conjugué nous devons suivre les étapes suivantes :

1. Faire une recherche linéaire afin de calculer le pas A\pqui minimise notre

fonction f le long de dy.
2. Le résidu r doit étre remplacé par le gradient de f.

Nous obtenons ainsi un algorithme treés efficace pour 'optimisation non li-
néaire. Le paramétre )\ doit vérifier certaines conditions pour assurer que
la direction dj; soit une direction de descente. Si la recherche linéaire est
exacte, nous voyons que :

Vf(l‘k)Tdk < 0.
Mais si la recherche n’est pas exacte (parce que la recherche exacte est trop
cotiteuse), il faut imposer d’autres conditions.
L’idée de la méthode est de construire itérativement des directions d, ..., dj
mutuellement conjuguées. A chaque étape k la direction dj est obtenue
comme combinaison linéaire du gradient en x et de la direction précédente
dk — 1, les coefficients étant choisis de sorte que dj, soit conjuguée avec toutes
les directions précédentes.

On s’intéresse ici & la minimisation d’une fonction
f:R*—= R
non nécessairement quadratique.

Comme nous ’avons déja mentionné, la direction dk est définie par la formule

de récurrence suivante :

& — —go st k=0
T -+ Brdiy st k>1

22



UNIVERSTE 08 Ma1 1945-GUELMA

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

avec g = V f(zr) et Br € R et x est générée par la formule :

Thy1 = Tk + /\kdk7

et le pas A\, est obtenu par une recherche linéaire.

Remarque 1.4.1 Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gra-

dient conjugué si B prend l'une des valeurs données comme suit :

T
gHS _ Je+1Yk
P

Proposé par Hestenes et Stiefel[1952].

7 d}? Yk
pj
pER — % (NCG), proposé par Fletcher et reeves[ 1964].
Gk—1

o SV (i)
ATV () dy

(NCG), proposé par Daniel[ 1967].

BPRP _ 1Yk

(NCG), proposé par Polak, Ribiere et Polyak[[1969].

ngQk
PRP+ gi%;lﬁfk
By, = max{0, ==} (NCG), proposé par Powell[ 1984 ].
9. 9k

1
.-—}CD - Jps19k+1
P~ = ——F

(NCG), proposé par Flétcher[1957].

—df gr
LS 911:4-13/% . . ,
pr” = (NCG), proposé par Lieu et Story[ 1991 ].
*d"kr Yk
3DY _ 9i+19k71 N . L oo
by = W (NCG), proposé par Dai et Yuan[[1999]
k&
3DL gg—l—l(yk - f‘sk) . p . , . 200)
bi" = T t > 0| (NCG), proposé par Dai et Lieu[2001].
2 Uk
T
Jrpoq (2 — Lsg _
AT = w (NCG), proposé par Yabe et Tukano[2004].
ag Zk
la o

s

2% = Yp + ’;ijk, p>0etu €l0,1]
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et
U = 6(fr — fE+1) +3(gr + gre1)” sk

1.5 Convergence des méthodes a directions de
descente

1.5.1 Convergence

Etudier la convergence d’un algorithme, ¢’est étudier la convergence de la
suite des itérés générés par 'algorithme. Un algorithme de descente selon le
modele précédent, est dit convergent si la suite de ses itérés { x, },, . converge

vers un point limite x, solution du probléme :
(P): min{f(z);z € R"}

De plus, la convergence est dite locale si elle n’a lieu que pour des points
initiaux xy dans un voisinage de z, . Sinon elle est dite globale. En pra-
tique, le but d’un algorithme d’optimisation ne sera que de trouver un point
critique (i.e. un point vérifiant la condition d’optimalité du premier ordre :
Vf(z.) =0).

On introduit alors la notion de convergence globale d’'un algorithme d’opti-

misation :

Définition 1.5.1 Soit un algorithme itératif qui génere une suite {x,},
dans R™ afin de résoudre le probléme min{ f(x);x € R"} ou f : R" — R. est
une application de classe C* : L’algorithme est dit globalement convergent

st : quel que soit le point initial xg € R™ |

lim ||V f(xg)]| =0

k——+o00
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1.5.2 Condition de Zoutendijk

Dans cette section on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte a la convergence des algorithmes a directions de descente.
On dit qu'une régle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk

"1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on a :

f(xper) < flxg) —C|VSf (xk)Hz cos® O (1.23)

ou 0 est angle que fait dj, avec -V f(xy), défini par

—VTf () di

cos 0, =
S FATNEA

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk [Voir [20]].

Proposition 1.5.1 Si la suite {x} générée par un algorithme d’optimisa-
tion vérifie la condition de Zoutendigk (1.23) et si la suite {f(xg)} est mino-

rée, alors

Z IV f (x2)]|? cos? 0 < oo (1.24)

k>1

Preuve 1.5.1 En sommant les inégalités (1.23) on obtient

SIS )l co b < & (F () = f (214)

k>1

La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C” telle que pour
tout k, f (xx) > C” La proposition suivante précise les circonstances dans les

quelles la condition de Zoutendijk (1.23) est vérifie avec la régle de Wolfe.

Proposition 1.5.2 Soit
fR"—= R
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une fonction continument différentiable dans un voisinage del’ = {x € R" : f(z) < f(z1)}.
On considére un algorithme a directions de descente d,, qui génére une suite
{@k} pen, en utilisant la recherche linéaire de Wolfe (1.19) — (1.20). Alors
il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1 , la condition de

Zoutendijk (1.23) est veérifice.
Preuve 1.5.2
D’apres (1.20)
VI f (2 + Medy) dy, > OV f (2) dp =
(Vf (2 + M) = Vf (@) die = (6 = D)V f (21) di =
—(1 =0V f (zi) dp = (1 = 0) |V" f (z1) di| &
(1= 8) |V f () di| < (VF (0 + Medi) = VF (2))7 d.
Et du fait que f est continument différentiable :
(1= 0) [V f () die| = (1 = 6) ||[VT £ (w)]| lldi| cos B
<V F (@r+ Xedi) =V f (s)| [ diel| =
(1=08)||V"f (x1)]| cos O < Ly ||di|| =
M lldill < (1= 6)/L) ||V f (ax)|| cos Oy

En utilisant (1.19), on aura :

f(ee 4+ edi) < f (2x) + pA VT (1) dy, =
f (@ + Ady) < f (@) + |pAVT f (zi) di| =
fap+Mdy) < f(21) — pAVEf (24) di =
(e + Mdi) < f (1) = pA||[ VTS () || l|dil] cos 6 =
f (wx+ Ady) < f (22) = ((p(1 = 0)) /L) ||V f ()| cos? b

On en déduit (1.23).
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Notre objectif d’apres ce travail est d’utiliser les notions qu’on vient de
citer et définir pour réaliser une pseudo-convexe hybridation de trois vec-
teurs de descente afin de construire une nouvelle méthode du gradient conju-
gué pour 'optimisation sans contraintes o on va étudier la descente et la
convergence de cette nouvelle méthode.

Cette nouvelle méthode a été acceptée pour étre exposée dans deux confé-
rences dont I'une des deux s’est déroulée en ligne le mois de mai passé (|Voir
[L1]]] [I'attestation de participation dans cette conférence est remise avec ce
mémoire|, et la deuxiéme [Voir [12]] aura lieu entre le 12 et le 16 octobre et elle
va se dérouler de la méme maniére que la premiére (son email d’acceptation

est aussi remis avec ce mémoire).
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Chapitre 2

Les méthodes du gradient
conjugué

Dans ce chapitre, on va énoncer les méthodes qui ont été utilisées dans la
réalisation de notre hybridation et qui sont des extensions de la méthode du
gradient conjugué ou chaque méthode posséde un parameétre A\, spécifique.
Mais avant de présenter chacune de ces méthodes nous allons définir d’abord

la notion de "la condition de conjugaison".

2.1 Condition de conjugaison

Si la direction initiale dj est choisie de la maniére suivante :

do = —go
et la fonction objective f & minimiser est une fonction quadratique convexe
c’est & dire :
flz) = %xTQa: — vz +ec, (2.1)

et la recherche linéaire exacte est employée, veut dire :

Ak = r/{1>151f (x + Ady) , (2.2)
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alors la condition de conjugaison est :
di Qd; =0 (2.3)

et elle est satisfaite pour tous i # 7.

Cette relation (2.3) est la condition originale de conjugaison employée par
Hestenes et Stiefel pour dériver les algorithmes du gradient conjugué, princi-
palement pour résoudre les systémes des équations linéaires définie positives.
En employant (2.1),(2.2) et (2.3) on montre que 441 est le minimum de la
fonction quadratique (2.1) et il est dans le sous-espace vectoriel engendré par
{91, 92,--.gx} et les gradients g, go,...gr sont mutuellement orthogonaux
sauf si gy.

Ce qui donne que pour des fonctions quadratiques et convexes la solution
sera trouvée dans n itérations au plus [Voir [15]].

Powell a prouvé que si la direction initiale dy n’est pas égale a —gq alors
les algorithmes de gradient conjugué ne se terminent pas dans un nombre
fini d’itérations pour la fonction (2.1). Il est bien connu que 'algorithme du
gradient conjugué converge au moins linéairement [Voir [I4]]. Une limite su-
périeure pour le taux de convergence des algorithmes de gradient conjugué a

été donnée par Yuan . Dénotons :

Y = Gk+1 — Gk,

Pour une fonction f nonlinéaire deux fois différentiable,on a par le théoréme

de valeur moyenne, il existe certains :

ve[0,1]
tel que
dZ—Hyk = Akd£+1v2f (fk + I/)\kdk) dy. (2-4)

29



UNIVERSTE 08 MaA1l 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Par conséquent, il semble raisonnable de remplacer (2.3) par la condition
suivante :

dfﬂyk =0 (2.5)

Pour accélérer I'algorithme de gradient conjugué Perry (voire également Shanno)
a prolongé la condition de conjugaison en incorporant l'information du se-
cond degré.

Il a employé :

Hy 1y, = sk,

ol, hy est une approximation symétrique de I'inverse de la matrice hessienne.

Puisque pour la méthode quasi-newtonienne la direction dj., est calculée par

di+1 = Hip1 941,

donc :

dg—i-lyk = (_Hk+19k+1) Y = —91?+1 (Hk+1yl~c) = _ggﬂska

de ce fait on obtient une nouvelle condition de conjugaison. Récemment, Dai
et Liao ont prolongé cette condition ils ont donné la nouvelle condition de

conjugaison comme suit :

d;itl?/k = (—Hp41964+1) Ui = _915;1 (Higp1yk) = —91:5+15k
dfﬂyk = _Ugg+13k (2‘6>

ol, o est un scalaire positif.
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2.2 La méthode de Polak-Ribiére Polyak

Cette méthode a été proposée en 1969 par Polak [Voir[§]] et Ribiére et

Polyak [Voir [4]]. Pour cette méthode, le paramétre [ est donné par :

PRP _ 91?+1Hdk . 91?+1 (Gr+1 — gr)

P = e, T (g — )
B gzif;l (Gk+1 — gr) o g%ll (Gr+1 — gr)
B dfgzm —d{gk - —d;‘ggk
G (e —98) iy (k1 — 9k)
- (=g + Berde1)" gi © 9F gk — Breadl Lok
_ 91?+1 (Gk+1 — gr)
lge]1”
d’ou :
B}fﬁP _ kaT+1 (Vi1 — Vi) - g,:f“yk (2.7)

IV fill® lgxll”

et son algorithme est donné comme suit :

2.2.1 Algorithme de la méthode de Polak-Ribiére-Polyak

Etape 0 : (Initialisation)
Soit xq le point de départ,go = V f(xg) , poser dy = —go.
Poser k = 0 et aller a I’étape 1.
Etape 1
Si g =0:STOP (2* = xy ). "Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2
Définir xp 1 = z + A\pdy avec :

e = minysg f (25 + Ady)
di1 = —gr+1 + BEE dy
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ou

B/leP . 91€+1 (Ger1 — k) - gl{-{—lyk
RE — = .
lgell” lge]I*

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.
Le résultat suivant est du a Polak et Ribiére (Voir [§]). Il établit la conver-

gence de cette méthode pour une fonction fortement convexe avec une re-

cherche linéaire exacte.

Proposition 2.2.1 Si f est fortement convexe, de classe C' avec un gra-
dient lipschitzien, alors la méthode de Polak-Ribiére avec une recherche li-
néaire exacte génere une suite {x,} convergente vers l'unique point x* réali-

sant le minimum de f. [Voir [§]]

Remarque 2.2.1 Si f n’est pas convexe, la méthode de Polak-Ribiére-Polyak

peut ne pas converger.

2.3 La méthode de Dai-Yuan

Cette méthode a été proposée en 1999 par Dai et Yuan [Voir [1§]], et son

paramétre (3, est donné par :

DY _ gg+1Hdk _ gfﬂ (Gr+1 — k)
i dZHdk d{ (9k+1 - gk)

_ glz+19k+1 - gl?—&—lgk _ Hgk+1H2 - ggﬂgk
df (9k+1 - gk) d}f (9k+1 - gk)
2
||9k+1\|

a d;cp (9k+1 - gk)

d’ou :

2
DY HQkHH
= . 2.8
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Cette méthode posséde plusieurs propriétés comme la propriété de descente
a chaque itération et la convergence si le pas est déterminé par les regles
de (Wolfe faible, Armijo et Goldstein) et si f est strictement convexe ou

réguliére.
2.3.1 Descente de la méthode de DY

Proposition 2.3.1
1. L’ensemble Q = {x € R"; f(x) < f(x1)} est borné; ou x; € R™ est le
point initial.
2. Sur un voisinage N de Q, la fonction objectif [ est continument dif-
férentiable et son gradient est lipschitzien i.e
AL > 0 tel que  |g(x) — g(%)| < L||lx — z||, Va, 2 € N
Ces suppositions impliquent quil existe v > 0 tel que

g@)|| <y Ve

Théoréme 2.3.1 Soit xy un point de départ pour lequel la proposition (2.2.1)

est satisfaite. Considérons une méthode du gradient conjugué avec By satisfait
(2.8).
Si f est strictement convexe sur [’ensemble convere w c¢’est a dire :

(9(x) —g(y) 'z —y) >0 Ve,yew (2.9)

alorsVk > 1 :

gld, <0 (2.10)

En 1999 ils ont généralisé ce résultat pour toute fonction réguliere avec la

recherche de Wolfe faible. [Voir [17]]]
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Remarque 2.3.1 Rappelons que les conditions de Wolf faibles sont donnée

par :

F o + Medyy) < f (z3) + AV S (2)" - dy, o1
Udfgk < d{gk;-yl

ou, 0 <) <o <.

Théoréme 2.3.2 (Voir [18]) Supposons sue la proposition (2.2.1) est sa-
tisfaite. Pour toute méthode du gradient conjugué dont [y, satisfait (2.8) et
le pas N\ satisfait les conditions de Wolfe faibles, alors toutes les directions

générées sont des directions de descente, autrement dit :
digr <0, Vk>1. (2.12)

Preuve 2.3.1 La démonstration se fait par récurrence.
Pour k=1 :

di g1 = —||la:|” < 0.

Supposons que (2.12) est satisfaite pour k > 1 et démontrons qu’elle le sera
pour k + 1.

C’est a dire, supposons que :
dT
s <0, Vk>1,
en utilisant (2.11), on obtient

diyi = di (grs1 — gk) = d}, g1 — dk" gk > od g — dj g = —(1—0)d} gx > 0.
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D’autre part,
di g1 = (—Grs1 + BkD+Y1dk)Tgk+1

= — g1 ||> + BEY AL g

2
||91c+1 ||
dfyk

= —|lgreal® + di (i + gr)

||91<:+1||2

k

== ||9k+1||2 + ||9k+1||2 +

[l
dfyk

dfgk
puisque : dlF g, <0 et diyy > 0, il en résulte :
d%gk_;'_l < 0.

Alors, dfgr, <0, Vk>1.

2.3.2 Convergence de la méthode de Dai-Yuan

Dai et Yuan ont assuré la convergence de leur méthode pour une fonc-

tion strictement convexe avec une recherche linéaire inexacte d’Armijo et

Goldstein [Voir[17]].

Théoréme 2.3.3 (Voir [17]) Soit x1 un point de départ pour lequel la sup-
position (2.2.1). Considérons une méthode du gradient conjugué avec By sa-
tisfait (2.8).

St [ est strictement conveze sur l’ensemble conveze ) et le pas A\ satisfait

les conditions de Goldstein
WQ)\vaf (l‘k) dk S f (ZEk + )\kdk) — f (ZL"k;) S wl)\kVTf (Ik) dk (2.13)

ot, g = Vf(x) et wy et wy sont deux constantes vérifiant :
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O<w; <3 <wy < 1.

Alors,

lim inf ||gg|| =0
k—o00

Théoréme 2.3.4 Soit xq un point de départ pour lequel la supposition (2.2.1).
Considérons une méthode du gradient conjugué avec By, satisfait (2.8).
St f est uniformément convexe sur [’ensemble conveze (), c’est a dire :

s’il existe une constante n > 0 tel que
(9(x) —g) (z —y) > nllz —yl?, Vz,yecQ, (2.14)
et le pas A\ satisfait les conditions d’Armaijo
f @+ Medy) = f (z) < wAeVTf (2) dy, (2.15)

ot g, = Vf(x) et 0 < w < 1 pour lequel la condition suffisante de descente

est satisfaite. Alors

Jim [lge]] =0
2.4 La méthode de Liu-Storey

Cette méthode a été proposée par Liu et Storey [voir [I3]| ou ils ont

présenté la formule suivante pour le scalaire S, :

T
s _ 9k+1Yk
k1= — 7. -

_dkgk

(2.16)
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Chapitre 3

Hybridation pseudo-convexe

Dans ce chapitre on expose le fruit de notre travail,qu’on a eu ’honneur
de l'exposer dans la conférence internationale METHODES MODERNES
THEORIE DES PROBLEMES AUX LIMITES Matériaux [Voir [1T]] et aprés
étre accepté a la Conférence Scientifique Internationale KOLMOGOROV
READINGS - IX [Voir [12]], on I’y présentera avec fierté entre le 12 et le 16
Octobre.

3.1 Introduction

Considérons le probléme d’optimisation suivant :
(P): min{f(z);z € R"} (3.1)

ou f:R™ — R est une fonction différentiable.
Les méthodes du gradient conjugué sont aujourd’hui les méthodes les plus
fiables et efficaces pour résoudre ce type d’optimisation sans contraintes. Ces

méthodes suivent le schéma itératif suivant :

Thy1 = Tk + /\k:dka (32)
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la direction di est définie par la formule de récurrence suivante :

- —g0 st k=0,
W= { — gk + Brdi—1 si k> 1. (3.3)

Ou, le pas \;, € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou
une recherche linéaire inexacte, g, = V f(xy) et S € R .

Les A\ vérifient les conditions de Wolfe fortes suivantes :
f (J,’k + )\kdk) S f (Ik) + wl/\kdfgk (34)

|di g1 | < —wady gi (3.5)

avec 0 < wy < wq < 1. Le scalaire [, est choisi de telle sorte que la méthode
(3.2)(3.3) est réduite a la méthode du gradient conjugué linéaire dans le cas
ou f est quadratique convexe et la recherche linéaire est exacte. Pour des
fonctions générales, de différentes formules pour le scalaire B résultent des
méthodes du gradient conjugué.

Parmi ces méthodes on trouve : la méthode de Polak-Ribiére Polyak, la mé-
thode de Dai-Yuan, la méthode de Liu-Storey... et leurs parameétres sont

donnés comme suit :

T
Ik+1Yk
B = (3.6)
g
k+1 d{yk
T
LS ie+1Yk
= ; 3.8
k+1 _dzgk ( )
respectivement, ou ||.|| signifie la norme Euclidienne et yx = gx11 — G-

Les propriétés de convergence de ces méthodes ont été mentionnées dans plu-

sieurs de références, [voir [19] [I7] [20] [8] [4] [18]...]
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Afin de garantir la convergence de la méthode (3.2) et (3.1), les propriétés

suivantes sont indispensables :
di1gk+1 <0 (propriété de descente) (3.9)

d{Hng < —¢ HngH2 ,co >0  (propriété de descente suffisante) (3.10)

Cependant, si la condition imposée & ws dans (3.5) est uniquement wy < 1, ni
I'une ni 'autre des trois méthodes du gradient conjugué nonlinéaires citées
ci-dessus ne peut assurer la descente avec la recherche linéaire de Wolfe forte

(3.5), méme si f est quadratique [voir [16]].

Dans [voir [3]] N. Andrei a construit une nouvelle méthode qu’il a nommé
CCOMB qui représente une combinaison convexe de deux méthodes du gra-
dient conjugué qui sont (PRP) et (DY). Il a choisi ’hybridation de ses deux
méthodes pour bénéficier des propriétés de calcul qu’elle posséde la méthode
de PRP et des propriétés de convergence de la méthode de DY.

Pour cette méthode, le scalaire 8y prend la valeur suivante :

N_(1_¢ PRP g gDY _ (1 _g ngﬂyk 0 9£+1gk+1
B =(L=0k) B, + 0By =(1=0) —p — + 0~ 5 (3.11)
9i. 9k Yk Sk

avec S = Tpy1 — Tf et

(yFge1) (visk) — (vi gusr) (gt gr)

0, —
(WE grr1) (Wise) — (9E190+1) (9F 9)

(3.12)

qui a été trouvé en utilisant la condition de conjugaison : yi dy,; = 0.
N. Andrei a prouvé que les directions générées par cette méthode sont des
directions de descente qui, sous certaines conditions, satisfont la condition de

descente suffisante et il a démontré que cette méthode est convergente.
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3.2 Pseudo-convexe hybridation

Dans ce mémoire, on expose une nouvelle méthode qui est une com-
binaison peuso-convexe de trois méthodes de gradient conjugué qui sont
(PRP),(DY) et (LS). Le choix de ses trois méthode était fait pour leurs
résultats et leur performance chacune de sa part, donc leur hybridation sera
surement plus efficace performante.

Notre direction de la recherche est sélectionnée comme suit :

A1 = —(L+ ) ger1 + (B + (1= 6) 85 + 0:80 )di, (3.13)

O, les paramétres v, et 6 sont des scalaires que nous choisirons de telle
sorte que la direction de la recherche dj, 1 qui satisfait la condition de conju-

gaison et de descente suffisante respectivement a chaque itération.

Nous allons écrire le paramétre 7, en termes de 6 telle que direction de

recherche dj 1, définie par (3.13), satisfait la condition de conjugaison
T _
Yl dip1 = 0. (3.14)
En multipliant (3.13) par yg, nous obtenons

Yn A1 = —VeGrerYe—Ias Yt B8 (dl ye)+(1=0k) B (d yr)+06 B (di yk),

e = ngHyk — (1 —6) ifRP(dJka) - Qkﬁl?y(dlyk)
—9i Yk + B (dy yr)
Nous allons choisir le paramétre 6, telle que direction de recherche djiq

(3.15)

garantit la condition de descente suffisante que nous avons modifié en une

égalité, comme suit

dp1Gke1 = —c|lgpl® ¢ >0, (3.16)
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En multipliant (3.13) par g1, nous obtenons

—Yell g1 1P =11 grr1 1P+ 2882 (dyy grorn)+(1=04) BLF (d ger1)+0:BYY (dy gir1) = —c|| g,

et en utilisant (3.15), nous obtenons

—cl| g 1P (=gi e + B (dlyr)) + (BES — BE) gl (di i) — (dy gres1) (9841 9k))

O =
(B (dy grsr) = B (dy grn)) (Nl g l1® — (9541))

Ainsi, nous obtenons un algorithme hybride, noté PCH, qui est donné par :

Algorithm 3.2.1

Etape 1. Soit ¢ un point initial et ¢ > 0. Poser k =0

Etape 2. Calculer gy = g(xo). Si ||gx|| < € : stop, si non définir dy = —go et
aller a I’étape 3.

Etape 3. Calculer la longueur du pas N\, avec la recherche linéaire de Wolf :
Etape 4. Poser xj11 = xp + \idy.

Etape 5. Calculer gii1 = g(k41)

Etape 6. Si ||gxi1|| < e - stop.

Etape 7. Calculer la direction dy, via . Poser k =k + 1 et aller a
P’étape 3.

3.3 La convergence de 'algorithme

Dans cette section, nous analysons la convergence globale de ’algorithme.
Avant cela, nous introduisons les hypothéses suivantes dans la fonction ob-
jective f(x).

H1. f est minorée dans R" et f est continument différentiable dans un do-
maine N de 'ensemble S = {z € R" f(x) < f(xg)}, avec xq est le point de

départ de l'itération.
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H2 Le gradient de f est Lipschitz continu dans N, autrement dit, il existe

une constante L > 0 tel que :

IV (@) = V@) < L]z — |

Lemme 3.3.1 Supposons que les hypothéses H1 et H2 sont vérifices et que
les suites {gr} et {dy} sont générées par l’algorithme déja donné et que le pas
Ap soit déterminé par la recherche linéaire. alors la condition de Zoutendigk

est :

i(gldk)z < 400
| ||?
§—0

Preuve 3.3.1 Voir [1).

Lemme 3.3.2 Considérons toute méthode itérative du gradient conjugué, o
dy et N\ satisfont la condition de descente suffisante et les conditions de Wolfe
(8.4) et (3.5), respectivement. Supposons que les hypothéses H1 et H2 sont

satisfaites et si
1

alors

liminf ||gx|| = 0
k—o0
Démonstration 1 Supposons par contradiction qu’il existe une constante
positive 7y telle que ||gi|| > v pour tout k > 1, il s’en suit que

(d£+19k+1)2 _ 2||9k+1||4
| dk+1]? k1 ||?
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Par conséquent, & partir du lemme (3.3.1), il s’en suit que

lgxll® _
Z Hdk 7= Z il

k>1

ce qui est en contradiction avec . Alors

lim inf ||gx|| = 0
k—ro0
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Chapitre 4

Tests numériques

Dans ce chapitre, on présente une comparaison entre la performance de
notre méthode PCH et celle la méthode de CCOMB avec le profil de per-

formance.

4.1 Profil de performance

Le "Performance profil" est une méthode qui a montré son efficacité dans
la comparaison entre les méthodes d’approximations numériques, surtout
lorsque la comparaison théorique (ordre de convergence, complexité, ...) est
impossible ou incertaine. Cette méthode présente un grand intérét notam-

ment dans le domaine de I'optimisation [voir [9]].

4.2 Reésultats numériques

On expose ici une comparaison entre la performance de notre méthode
PCH et celle la méthode de CCOMB avec le profil de performance en
utilisant les conditions de recherche linéaire de Wolf avec 6 = 0 : 0001,

c=0,9etc= % sur un nombre de d’optimisation problémes sans contraintes
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du type (3.1) ,chaque fonction de test est effectué a une expérience avec
le nombre de variables n = 50, 100, 200, ..., 1000 respectivement. Le critére

d’arrét pour tous les algorithmes est ||gx|| < 107° .

0.6

P(Iogz(rp,s) <1:l< s< nS)

o
w

FIGURE 4.1 — Profil de performance par le temps (CPU).

45



UNIVERSTE 08 Ma1 1945-GUELMA

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

0.9

<T1:1< <
P(Iogz(rp'g <1:l<s< nS)
o o o o o o
w K (6] [0)} ~ (o]

o
(V)

0.1

FIGURE 4.2 — Profil de performance par
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P(Iogz(rp'g <1:l<s< nS)

o
w

= ® = PCH
=== CCOMB

o
(V)

0.1

FIGURE 4.3 — Profil de performance pour le nombre de fonctions et ’évalua-
tion du gradient.

Comme le montre les résultats numériques, qui sont présentés par les figures
4.1, 4.2 et 4.1 la méthode PCH est plus rapide que la méthode CCOMB,
plus compétitive au sens de nombre d’itération et beaucoup plus supérieure

quand il s’agit de nombre de fonctions et d’évaluation du gradient.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons réussi a construire une hybridation pseudo-
convexe de trois méthodes su graduant conjugué pour arriver a résoudre les
problémes d’optimisation sans contraintes. Cette nouvelle méthode satisfait
en méme temps : la condition de conjugaison et la condition de descente suf-
fisante. On a démontrer la convergence de notre méthode et aussi, on a donné
quelques tests numériques qui montrent son efficacité parmi les méthodes du

gradient conjugué qui existent déja.
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