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Abstract

In this memory, we prove the existence, uniqueness and some stability results for
fractional integro-differential equation of reconstruction of the unknown time-dependent
boundary function y (t) from an additional integral measurement by the use of Rothe
time discretization.

Key words : Fractional integro-differential equations, Weak solution, Discrete
problem, A priori estimate, Rothe method.
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Résumé

Dans ce mémoire, on prouve |'existence, I'unicité et certains résultats de stabilité pour
une équation fractionnaire intégro-différentielle et on reconstruit la donné aux limites
manquante y (t) a partir d'une intégrale supplémentaire en utilisant de la méthode de
discrétisation de Rothe.

Mots clés :Equations intégro-différentielles fractionnaires, Solution faible, Probleme

discret, Estimation a priori, Méthode de Rothe.



Table des matiéres

1

2

Rappels d’Analyse fonctionnelle
1.1 Espaces de Hilbert . . . . . . .. . . . ... . ... ... .. ... ...,

1.2 Espaces desobolev . . . . . . . . ... ...
1.3 Espaces de Boschner . . . . . ... . ... ... ... .. . ... ...

1.3.1 La Convergence faible . . . . ... .. ... ... ... ......
1.4  Quelques inégalités et théorémes utilisés . . . . . . . .. ... ... ...

1.5 Intégrales et dérivéés fractionnaires . . . . . . . . ... ...

1.5.1 Fonction Gamma . . . . . . . . . ...

1.5.2 Intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville . . . . . . . .. ..

1.5.3 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville . . . . . . . . . . ..

1.6 Le schéma de discrétisation de la méthode de Rothe . . . . . . . . . . ..

Position du probléme et estimation a priori

2.1 Position du probléme . . . . . . . ...
2.1.1 Formulation variationnelle et schéma de discrétisation . . . . . . .
2.1.2 Schéma de Discrétisation . . . . . . . . . . . ...

2.2 Estimations a priori. . . . . . . . . . ... e

ot

© N 9 o o



3 Existence et unicité de la solution faible
3.1 Existence . . . . . . .o,

3.2 Unicité de la solution faible . . . . . . . . . . . . ... ...



introduction

Les équations aux dérivées partielles modélisent la majorité des phynomenes
physiques. La résolution directe de ces équations est parfois difficille ce qui fait obliger les
chercheurs de changer 'orientation vers les études numériques des EDP. Parmis les mé-
thodes d’approximation, la méthode de Rothe est I'une des méthodes les plus populaires
et éfficace dans la discrétisation des équiations d’évolutions.

Dans ce mémoire on est concerné par ’étude de 1’équation parabolique fractionnaire

avec une condition aux limites de Dirichlet manquante suivante

Du(t,x) — Au(t,z) = /0 k(s,u(s,x))ds+ f(t, ) sur I x Q

Avec condition initiale

u(0,2) =ug (z)  sur
condition de Neuman

Vurv =g sur I x I'y

condition de Dirichlet

u=-(t) sur I xTp

et la condition intégrale



Les équations différentielles parboliques fractionnaires apparaissent dans plu-
sieurs domaines d’investigation par exemple en sciences, les flux de fluides, les réseaux
électriques, la physique chimique, la mécanique, ect...

La théorie des dérivées et des intégrales fractionnaires remonte a la fin de 'année
1695 quand L’ Hospital a soulevé une question a leibniz en sinterrogeant comme Euler,
Liouville, Abel, Riemann, Letnikov,.... ,ont contribué au développement de ce sujet. les
premiéres définitions de la dérivée et L’intégrales fractionnaire sont dues a Liouville, apres
Riemann a proposé une approche plus importante.

Notre objectif dans ce travail est d’appliquer la méthode de Rothe pour reconstruire
la donné manquante de Dirichlet & travers une donné auxiliére de type intégrale et de
démontrer 'existence d’une solution unique pour le probléme cidessus.

Ce mémoire est composé par trois chapitres :

Dans le premier chapitre on rappelle quelques notions d’analyse fonctionnelle néces-
saire pour 1’étude des problémes paraboliques.

Dans le deuxiéme chapitre on va résoudre une équation parabolique fractionnaire
intégro-différentielle avec une condition de Dirichlet inconnue qu’on va la trouver a travers
une nouvelle condition intégrale, et aussi on va montrer quelques estimations a priori.

Enfin, dans le troisiéme chapitre on va étudier I'existence et 'unicité de la solution

faible dans des espaces fonctionel appropriés.



Chapitre 1

Rappels d’Analyse fonctionnelle

1.1 Espaces de Hilbert

soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien. On définit une norme sur H par
2] = v/ (2, )
On appelle espace de Hilbert espace préhilbertien dont la norme associée en fait un

espace complet.

Définition 1.1 soit 2 un ouvert de R" , muni de la mesure de lebesgque, on définit

’espace L* () des fonctions mesurables dans Q@ muni du produit scalaire :

(f.9) = / f(@)g (@)

L?(Q) est un espace de Hilbert . On note

o = (] |f(x)|2dw)é

la norme correspondante.

Définition 1.2 on pose



L ={f:Q—R;f mesurable et 3 une constante C telle que |f (x)| < C p.p sur Q}.on
note

[fll e = inf {C; [f (2)] < C p.p sur Q}

la norme correspondante.

pour plus de détails sur les sur les espaces L? (Q) et L™ (), voir[2].

1.2 Espaces de sobolev

Soit © un ouvert de R .On définit 'espace de sobolev H' () par :

H' (Q) ={ue L*(Q) tq Diu(Q) € L* () pour tout i = 1,........ ,n}

Dans cette définition, lorsque on dit Dyu (2) € L?(Q) ,on sous entend, il existe une

fonction g € L2 (Q) telle que

(Dif () ,9) pr )o@ = —/QQ-SO dz pour tout ¢ € C° ()

1.3 Espaces de Boschner

-C([0,T],L*(Q)) ={f :[0,T] — L*(Q) qui associe a t, f(t) continue} muni de la

norme :

I leqom, 2@y = max 1f (Ol z2(0)



-L>®([0,T],H () ={f :[0,T] — H' (Q) essenstiellement bornés pour la variable ¢}

muni de la norme :

HfHLoo([o,T],Hl(Q)) = Stg) If (t)HHl(Q) p. p sur /

-L2([0,7],L%(Q)) = {f 1 [0,T] — L*(Q f[oT] £ (¢ HL2 dt < oo} muni de la norme :

2
T / 1 ()12

[07

1.3.1 La Convergence faible

Soit E un espace de Banach.

Définition 1.3  On dit que (u,) converge faiblement dans E vers u (voir[l]) , si l’on
a:

nl—lfil-l <f un)E’xE‘ (f U’)E’XE g n1—1>I—iI-loo (f7 Up — u)E’xE =0 ,Vf € E"

avec E' est 'espace duel de E.

Remarque 1.1 la convergence forte => la convergence faible .

1.4 Quelques inégalités et théorémes utilisés

Théoréme 1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit Q0 un ouvert dans R* ¥ fg €
L2 () ,on :

/Qf(:v) g(x) do



[NIES

Zfz " (Z e )% (Z " <x>|2>

Lemme 1.1 (Inégalité de Young) soit a,b>0,1<p<oo et % + I% =1

1 1
abS—CLP—i‘—,bp
p p

Lemme 1.2 (Inégalité de trace)soit 2 un ouvert dans R",(voir[3]) on a
1Z|Ir < lIVZ|1* + C(|1Z]* ,¥Z € H' () ¢ € [0,

Lemme 1.3 (lemme de Gronwall)
-Cas continu :soit «, 3,et y des fonctions réeles a valeur dans I = [1,00[ , suppos-
sons que 3 et v sont deux fonctions continues. si 3 est non négatif,a est non décroissant

et si vy satisfait l'inégalité intégrale suivante :

+/t6(s)'y(s)ds, Vtel,

1) < a (t)exp (/:Ms)ds)-

-Cas discret :sivy, > 0,0, > ay1,8; 20 et 7, < an+26ﬂj, n > 0,alors

=0
n—1
n < Qi exp ( 5;)
=0

J J
E Zi (wz — wi_l) = ZjW; — ZWo — E (ZZ — Zi—l) Wi—1, Vz,w, e R".
i=1 i=1

(voir [2])

alors

.

Lemme 1.4 (Lemme d’Abel)



Formule de Green

On suppose que €2 est un ouvert borné de frontiere I' = 9€) réguliére alors Vu,v €
H'(Q)

on a :

Ou vdr = — / u. Ov dz + / u.v.y;do
q 0x; o Ox; r

ou ; est la i éme composante du vecteur unitaire normale exterieure.

En remarquant que Au = div (Vu) alors on a :

/Au.vdm: —/Vu.Vvdx—i—/(Vu.n) vdo
Q Q r

1.5 Intégrales et dérivéés fractionnaires

1.5.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcule fractionnaire et la fonction Gamma d’Euler
['(2) , qui généralise le factoriel n! et permet & n de prendre des valeurs non entiers et

méme complexes.

Définition 1.4 (L’intégrale d’Euler du second type)
[(z)= / e """ 1dt, Re (z) = 0. (1.1)
0

est appelée la fonction Gamma , avec I' (1) = 1,T (0+) = +o0.

Proposition 1.1 1- I'(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour
0<z=<1.

2- la fonction Gamma converge pour tout z € C et Re (z) = 0.

9



3- L’une des propriétés de base de la fonction gamma est qu’elle vérifie [’équation

suwvante :

I'(z+1)=2I'(z), Re(z)>0.

qui est prouvée par intégration par parties
[(z+1)= [ e't2dt
= [—e i + 2 [T et Ldt
=2I'(2).

on a pour z =n on obtient :
I'(n+1)=nl(n)=nl (1.2)

de plus

I'(z+mn)
2(z+1)(242)...(z+n—-1)

['(z2)= Re(z) = —n, n=1,2,..2#0,—1,-2, ...
(1.3)
selon la dérniére formule (1.3) ,la fonction Gamma est analytique sur C  sauf pour

z=0,—-1,-2,..... ou elle a des poles simples.

1.5.2 Intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

la suite des intégrales répétés n-fois est donnée par la formule suivante :

/as dty /:1 dts..... /atn1 g (ty)dt, = T /a (s—=t)"'g(t)dt, (neN) (1.4)

10



puisque (n — 1)! = I' (n) on remarque que le nombre droit de 1’égalité (1.4) a un sens
pour des valeurs non entiére de n alors on peut définir I'intégration d’ordre non entier

comme suit .

Définition 1.5 soit g € L' (a,b) et a = 0. On appelle intégrales fractionnaires

de Riemann-Liouville, les intégrales

(I%.9) (t) = r(la)/a (tf(j))lads, t>a (1.5)

(1¢9) (t):F(l )/t (59(8) ds, t=<b (1.6)

o — t)l_"‘ ’
Les intégrales (1.5) et (1.6) sont aussi appelées intégrales fractionnaires d’ordre o res-
pectivement & gauche et a droite .
Quand o = 0 ,on pose : 10, =1 ,lopérateur d’identité c’est -a dire I0,_ g (t) = g (t).

De plus I$, g (0%) désigne la limite (si elle existe ) de 1% g (t) quandt— 0" .

Remarque 1.2 Les intégrales fractionnaires données par (1.5) et (1.6)définies sur
Uintervalle fini [a,b], peuvent étre eux mémes étendues sur les demi-axes ou les axes des
nombres réels. Ainsi on peut utiliser ces notations sur les demi azxes (0,00) et donner la

définition suivante.

Définition 1.6 soit la fonction g € L' (0,00) et a = 0 , l'intégrale fractionnaire de

Rieman-Liouville est défini par :

050) ()= 7 [ s (1.7

11



1.5.3 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 1.7 soit g :la,b] — R et a > 1, la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouwille d’ordre o respectivement a gauche et a droite :

Dy g(t) = ﬁ%/ﬂ (t—s)"""""g(s)ds,n=[a] +1 (1.9)
a (_1>n d" b n—a—1
Dy g (t) = m%/t (s —t) g(s)ds,n=la]+1 (1.10)

Définition 1.8 soit g : Rt — R .la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est

donnée par :

1 dr t
D%, g(t) = md_t”/o (t—5)""""g(s) ds,aveca € (n—1,n),neN [t >0
(1.11)
Lemme 1.5 (voir[6]) soit T-0,¢gec C™([0,7]), a € (m—1,m), m € N.
Alors pour t € [0,T] , les propriétés suivantes sont vérifiés
« d -«

Diyug (1) = 51" "g (1),m =1 (112)
Dy I%g () = g (t). (1.13)

a o - a— m—a m—k
1°D%, g (t )= NE (1"g) " (0). (1.14)

k=1
N ta_l o )

I“D%g(t) =g(t) — (] g) (0),si m=1. (1.15)

12



1.6 Le schéma de discrétisation de la méthode de

Rothe

-On divise 'intervalle du temps en n sous intervalles (t;_1,t;),i = 1,...,n ou t; = ih
et h = %

-On note par u; = u; (x,h) les approximations de u .

-On remplace la dérivée de la fonction u, g—f; par du; = == pour tout ¢ = t;.

-On obtient un systhéme formé de n équations en x o u; () est inconnu, donc on
approxime le probléme posé & tout point ¢ = ¢; 4 = 1,..,n par un nouveau probléme
discret.

-On détermine les fonctions u™ solutions de systéme obtenu .

-On construit les fonctions de Rothe(voir [4]) comme suit :

u" = U;—1 + (t — tifl) (5u2,t S [ti—lyti] 1= 1, .,n

c-a~-d on vas approximer la solution u par une suite de polynome de degré 1,u™ par
morceau sur chaque sous intervalle [¢;_1, ;] .

Les fonctions test corresspondantes :

U t=20

Aprés avoir démontré quelques estimations pour la solution approchée nous établis-

sons la convergence de la solution approchée u™ (t) vers la solution du probléme posé.

13



Chapitre 2

Position du probléme et estimation

a priori

2.1 Position du probléme

Soit 2 un ouvert borné sur R® avec une frontiére lipschitzienne continue I' = I'pU
Iy, on pose [ =[0,7] avec T' = 0 , on note v le vecteur unitaire orienté a l'exterieur
sur I', le probléme qu’on va étudier est représenté par une équation intégro-différentielle

parabolique linéaire avec une donné initiale de Direchlet inconnu v (t), plus précisément :

D%u(t,z) — Au(z,t) = /t k(s,u(s,x)) ds+ f(t,x) sur I x Q (2.1)
0

u (0, 2) = ug () sur (2.2)

Vuuv =g sur [ xTy (2.3)

14



u="y(t) sur I xTI'p (2.4)

a partir de :

/Q 1% (u (t,2)) do = 0(t) (2.5)

avec o € ]0,1[ , I'=* est I'intégrall fractionnare d’ordre (1 — «) et la dérivée D%,
d’ordre o sont aux sens de Riemann-Liouville .

pour plus d’informations sur ce sujet(voir [5]) .

2.1.1 Formulation variationnelle et schéma de discrétisation
2.2.1 Formulation variationnelle

On définit 'espace sobolev V' comme suit :

V ={ue H"(Q) telle que u\r,, est une constante }
associé a une norme :

2 2 2
lully = [lull” + [Vl

On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
(1) Hyp; :u € VN L>® () et g: I x Ty est une fonction continue.
(2) Hyps : f(t) € L2(Q) et|[ f (1) = f ()| < L[t =]
(3) Hyps : k est une fonction globalement lipschitzienne continue c-a-d :

|k (8, u) = k() u)] < C(JE =]+ [t — 1] [u'] + Ju— o)

(4) Hypy : | D% ul = p = 0.

15



Définition 2.1 On dit que le couple (u,~y) est un solution du problémes (2.1) et (2.5)
st :
I-ue L2(I,V) et I'Y™(u)eC(I,V*) e OJI7*(u)e L?(I,V*).

2-unr, = 7 (1)
3NopeVona:

/(atfla (u),0) dt+/(Vu,V¢) dt+/(g, O, dt

I I 1

= [order [, [0+ e, -0 - ([ Feutnas))a

[ ([soviorad)s

Remarque 2.1 On utilise la formule (1.12) alors (2.1) devient :

0

S P (1,7) — Au(f,7) = /0 k(s,u(s,7) ds + f () (2.6)

soit ¢ une fonction test telle que ¢ € V alors on a la formulation variationell suivante :

/(atfla (u),0) dt+/(Vu,v¢) dt+/(g, d)p,, dt (2.7)

I I 1

= [ordes [or, [0+ e, -0 ([ Feutnas)]a

[ ([osornd)s

cette formulation et trouver a partir de la formule suivante :V¢ € V on a

16



(O (1) 0)+(T0. V) (9,00, ~nr, (Tun D, = (004 ( [ h(s.u(s)) ds.o)
(2.8)

et de la formule (2.5) telle que en prend ¢ = 1 on obtien

(Vo Dy, =0 + (g 1), — (£.1) - (/Otk (5, u(s)) ds, 1) (2.9)

on remplace (2.9) dans (2.8) en trouve :

(O (0).8) + (Vu.99) + 000, = (1.0)+ ([ kGsu(s)ds.o) (210)

T, {9'+ (9, Dpy — (f,1) = (/Ot/f(S,U(s))ds,lﬂ

2.1.2 Schéma de Discrétisation

Le but principal de cette section est de construire un schéma numeérique de(2.1)
basé sur une discrétisation en temps pour obtenir & un systéme récurent de problémes
elliptiques qui peut étre résolu sur chaque sous intervalle de temps. pour cela, nous allons
introduire le schéma de discrétisation en temps qui correspond a la méthode de Rothe
pour le probléme considéré .

Soit n un entier positif, divisons 'intervalle I = [0, 7] en n sous-intervalles I; = [t;_1, ;]

U;—

, de longueur h = % et notons : t; = ih,u; = u (t;, ), 0u; = “="=2, f = f(t;,x) , k (u;) =

k:(ti,uj),i = 1,..,n

pour simplifer nous allons négliger = .

17



Lemme 2.1

Alors aprés la discrétisation on obtient :

(I (w) = I (ui1) , @) + L (Vuy, Vo) + h (i, Oy

= fm +hz t]au]
i—1
+h¢\rD 0/ (gZ7 fZ7 Z t],uj h ]_
7j=1

(2.11)

Dans le lemme suivant on va démontrer 1’éxictance de la solution faible u; en chaque

points de 'intervalle I .

faible u; du probléme (2.11) en chaque point t; .

Preuve. On définit 'opérateur suivant

T : V-V telle que
(T(w),¢) = (I'"(v),¢)+h(Vu, Vo)

D’aprés la formule (2.11) on & =

(T (ui), 0) = (Il_a (Uz‘ 1),¢) —h(gi @), +h(fi,0)

+hz (tj,uj)h

[ay

11—

+h¢\PD 9 +(gzv ) (fw )_ (k:(tj’uj)hal)

1

J

18
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Pour démontrer le lemme il suffit de démonter la bornitude, la monotonie, la coercivité
et la semi countinuité de 7'
Preuve.

1-La bornitude :

On a:
i—1
(T (ws), @) < |1 (wica) s ) + B[ (96 D)y | + 1 (fis )+ 52D |(k (wj, 1), 6)]
j=1
i1
+h b, | 166+ (g Dy |+ 1(F DI+ R D |(K (tj,uj),l)ll :
j=1
De plud d’aprés Cauchy-Schwarz en trouve :
i—1

(T (w), @) < 1 ()| 101l + P llgillr,, 1o+ RSl o]+ B> D NIk (2, w)) ] [19]
j=1

+h {qb\FD‘

i—1
051+ 1 galle 110+ AL+ Uk (2, )] ||1||)] :

j=1
En utilisant la continuité lipschitizienne de k et I'inégalité de trace, nous obtenons :

(T (wi),¢) < c(i) HUH?{l(Q)
donc T' est borné .
2-La monotonie :
En utilisant le théoréeme de la valeur moyenne et ’hypthése Hyps nous obtenons :
(T (u) =T (v),u—v)=(I"w)—I'"*wW),u—v)+h(V@u-2),V(u-—uv)
> (') (©) lu = v]]” + R || Vu — o]
> pllu—ol* + 2|V (u— )|
> Clu— U||12LII(Q)
telle que : p = (I'=*)' (£),C = min (p, h)
Donc T' est montone .
de meme maniere on démontre :
3-La Coercivité :
En utilisant 7'~ (0) = 0, on obtient
(T (), u) = (I'= (u) = I'=*(0) ,u = 0) + A (V (u) , V (u))
> (117 (&) Jul® + b [ Vul

19



> plul® + b | Vul

> Clull g
Donc a partir de la quelle nous concluons la coercivité de T
4-Semi-continue :
pour v, — v dans V on a :
(T (o) =T (v) ;@) = [(I'7* (vn) = 1'% () , &) + L (V (5 —v) , V)| V) €V

<7 () = I @)HIGN+IV (vn = 0)I[ [ V]| Ve € V
< (on = )01 + R llon = vll 1) 1911 VO € V

de la continuité de v,, — v dans V', il s’ensuit que :
(T (vn) =T (v),0)| = 0 Vo €V

donc T est semi-continue . m

2.2 Estimations a priori
Dans cette section, nous établissons quelque estimations a priori utiles

Lemme 2.2 ][] existe une constante positive C' telle que Les estimations suivantes sont

uniformément vérifiées en n,i, j et h :

El:h”(m”z < C (2.12)
=1
IVu|* < C
zl:||vui_vui—1||2 < C
i=1
Juil] < C.

20



Preuve. posons ¢ = u; — u;_; dans (2.11) et faissons la somme pour ¢ = 1, .., [,nous

obtenons

l l l

> (61 (wy) , 6us) + Y (Vu, Vu; — V) = Z h(fi,0u) = > h(gi, )y

=1 =1 =1

+hZZZ (t,uj) h,ou;)

i=1 j=1

l
+hY by, 05+ (9 Dp, — (fin1)

i=1

+Zh (t;,u;) h, 1)] (2.13)

L’énigalité (2.13) est briévement notée par : Ey + Ey = E5 + E4 + E5 + Eg. maintenent,
nous estimons chaque terme :

On applique le lemme d’Abel, on trouve :

l
1

=1

De plus en utilisant le théoréme de la valeurs moyenne, telle que (1 1_‘”‘)/ > ¢ , on obtient :

CZhIIMIIJr IVal® = | Vo +Z||Vuz V|

=1

<Ei+E, (215

21



D’autre part on appliquant 'inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young et la continuité

lipschitzienne de £, on trouve :

|Es + E5| < |Es|+|Es5)| (2.16)
l I -1
< B Al + 82>k ()| 16wl
i=1 i=1 j=1

l
< 3 Cldulh
=1

l
1 2
C (g +e ;Zl:h V6w )

IN

Eutilisant le lemme d’Abel, les inégalités de trace, young et de cauchy, on trouve :

z
Esl = |(gw)p, — (g0,u0)p, + Y (0gi 1)y, b (2.17)
=1
l
< Ngillpy lullpy + lgollpy ol + Y 16gille, Nwiallp, h

=1

l
< C ”UlHFN +C + Z ¢ ||ui—1||rN h

1=1

l
2 2
lwllpy +C+ Y lluiallp, b

i=1
< eVl + C.

IN
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De la méme maniére pour faire une estimation pour le dérnier terme de (2.13) :

l i—1
hZéui\rD 92 + (gi7 1)1“N - (fw 1) - Z h (k (tJ'?uj) h7 1)] ‘ (2'18)

-1

0, + (g1, Dy, — (fi, 1) Zh (tj,uj) h, 1)] uo\r, 00 + (90, D)p, — (fo, 1)]

Jj=

= |Unrp

l
— Zui_l\pD [50; -+ (5917 1)FN — ((sz, 1) — (1{7 (ti,l,ui,l) s 1):| h

=1
. -1
< N Jwllp,, <|9'| +lgillpy lpy A+ DAL+ Mk (5, ug) B ||1||>
D j=0
l
1 /
+; ol wiallp,, (1003] + 16gillr, Ulry + N0+ & (fimas wim )LL) P
!
< Clull, +C+ > iy, b
i—1
l
< g, +C+ Z luiallf, b
=1
< e||Vu|? + C-

Nous rassemblons toutes les inégalités, et on fixe € trés petit, avec une application direct

du lemme de Gronwall, le lemme est démontré. m

Lemme 2.3 1[I exicte une constante positive C' indépendante de n,i,j et h telle que :

|01 (u;)]|,,.. < C (2.19)

Preuve. D’aprés la formule (2.11) ,on obtient :

(01 (w;), ¢) = ( Vu;, Vo) — (gi, ¢>FN + (fi, ®) ‘

+Z (t5, 1) By §)+ |05+ (96 Dy, — (i 1) = Y (k (85, u5) b, 1)

j=1
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En appliquant les estimations standard et en utilisant le lemme (3.1) nous obtenons :

|((5Il_a (u;) ,Qb){ <C ||¢||H1(Q)

ce qui implique :

o= @l = sup (61", 0)| < ©

8l <1

Maintenant ,on définit les fonctions de Rothe sur U'intervalle I par

u" (t) = U;—1 + (t - tifl) (SU,L t e [tiflati] s 1= 1, . n

[n (ﬂn (t)) = [lia (Uifl) + (tl — tifl) (Sjlia (uz) te [tiflati] ,i = 1,

soit u™ une fonction d’état définie par :

u" (t) = i=1,...,n,
U t=20
— Il_a U; te ti, ,ti
I, (@ (1) = (1) i, ] i=1,..n.
Il_au <0+) == U1 t=

On note par ™ et K" les fonctions :

i te|ti-1,t;
fn(t>: f [ ' ] 7i:17"‘7n7
fo t=0
1—1
K"(t)=h> k(L u) teltisy,t,i=1,..,n.
j=0

Ensuite, nous définissons g, 0,, et §, d’'une maniére similaire .

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)



(91‘ t e [tifl,ti]
60 t= O

0, =

D’apres le lemme 2.2.1 , on conclut 'estimation & priori suivante :

/ 10,0,
I

telle que C' une constante positive indépendante de i, j,n et h.

2
2. <C.
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Chapitre 3

Existence et unicité de la solution

faible

3.1 Existence

Dans cette partie, nous sommes en mesure de montrer ’existence d’une solution au

probléme variationnel (2.11)

D’aprés le lemme (3.1.1) on peut avoir :

mIaX HTnH + H8tInHL2(Lv*) S C

par conséquent, (voir [4] lemme (1)) il existe w € C' (I, V*)NL*>® (I, L* () avec dyw €
L2(1,V?)

et une suite I,,, telle que

I, — wdans C (I,V*), I, (t) = w(t) dans L*(Q) (3.1)
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I, (t) — w(t) dans L*(Q2),0,1,, — 0w dans L* (I,V*) (3.2)

selon le lemme (3.1.1) ,on peut déduire que {u"}, et %~ sont uniformément bornées

dans L? (I,V), alors on peut extraire une sous-suite {u™},_ telle que

™ — u dans L* (I,V)

k—o0

du™* N du

— L* (I .
T e T dans L* (I, V) (3.3)

En utilisant le critére de compacité de Kolmogorov on trouve :

"™ — wu dans L* (I,V)

k—o0

du™* du

au 2
T o dans L” (1,V) (3.4)

D’apreés toutes les résultats obtenu, on peut annoncer les théorémes d’exictence suivant

Théoréme 3.1 Il existe w € L*(I1,V) et v € L*(0,T) telle que {u,v} est un
solution de (2.1),(2.4) dans les sens de la définition (2.1.1).

Preuve. Etape 1 :(Existance de u)

En vue de (3.2) et (3.3) et d’aprés théoréme de Minty-Browder [7] on a :

w=1""u) et Ow=0I " (u) (3.5)
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D’autre part ,de ’égalité :

T (@ (£) — Uy, ) = / (Oul,, (@™ () . 6)) ds (3.6)

quand £ — oo on obtient

(1 () = Vd) = [ (w().0)ds (3.7)

ce qui implique
t
(Il‘“ - U — / ¢ (s) ds, ¢) =0 (3.8)
0

Donc on peut écrire

O (u) = ¢ (3.9)

Maintenant, compte tenu de (2.20)et(2.25) 'égalité (2.11) peut étre réecrite comme suit

[onw.0+ [cmve = [(mo+ [600.0- [@eon, @0

I I
—/Igzer

Comme f est lipschtzienne, en déduire que :

00+ G Dy = (fas 1) = (ka (£) 1)

. C
1" = fllz2rpgy < .

alors

) — f  osar L*(I,L*(Q)) (3.11)

n—oo

Maintenant, en utilise le méme argument dans [8] en trouve
k™ = k(s,u(s)) sur L* (I,L*(Q))
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par passage a la limite pour n — oo dans (3.10) on conclure que u est vérifiée la
(difénition 2.1)
Etape 2 :(Existence de )

Nous définissons

Vn = Un\Tp €6 7 = wW\r),

Ensuite, il suffit de montrer que ~,, converge vers . En utilisant le lemme (3.1.1), nous

déduisant que :

[u" =T 2ryy = lwicn —wi+ (E = tim1) 0wl p2r vy
= [[(h = (t = tiz1)) Swill po(r )
< (=t =tic0)) 10wl o 0y

C
< =
n

Ce qui implique que (u™) et (@™) ont la méme limite u .

comme H' (Q) < L*(T'), on obtient :

r 2 r 2
/ I =2, = / -y
0 0

IN
S—
S
=
3
|
£
=

IN
Q
N
_ﬂ

B
3

|
£
<

l
=)

Donc v, — 7 dans L? (I,L?>(T'p)). m

3.2 Unicité de la solution faible

Théoréme 3.2 supposons que les hypothéses (Hypy) et (Hyps) sont satisfaites alors le

probléme (2.10) admet une unique solution faible u pour tout t € [0,T7] .

Preuve. supposons qu ’ il y ait deux solutions faible u; et uy au probléme (2.10).
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Nous soustrayons la formulation variationnelle pour u; de celui pour us et nous inté-

grons par rapport au temps de 0 & 7, telle que 7 € [0,7]. On obtient :

(I uy (1) = I'"ua (1), 0) + ( /0 ' V (uy — ug) (t) dt, v¢> (3.11)
= ([ [ s = k(s.ua o)) dsc o
v, ([ s (9) s koo () s 1)

Apres, en substituons ¢ = u; — ug et en intégrons par rapport a t pour n € [0,7] , et

apres U'intégration partielle du premier terme du coté droit de (3.11) ,on trouve :

/O77 </OT /Ot (k (s,u2 (s)) ds — k (s, u1 (s))) dsdt, 1) (1 — ug)\p, dr (3.12)

= /0 </O (k (s,uz (s))ds — k (s, u1 (s))), 1> /OT (u1 — tz)\p, dsdr

_ /n K/O (k (5, ua (5)) ds — & (5,01 (5))) . 1> /0 (i — )y, ds} dr

' ( Oon /ot (k (s, u2 (5)) ds — k (5,01 (5))) dsdlt, 1) /0 (1 — )y 7

L] tsmonas— k1) [ =)y, as] ar

En utilisant les inégalités de trace, schwartz et de young et la continuité lipschitzienne

IN

_|_
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de k alors nous déduisons pour le premier terme de droit de (3.12)

IN

IA

IN

IN

TaREE
//H
[ [ s
WAL
[ [
AT
//nu
T

(/f/(f g

(s) =
§) —
2 (s)
2 (s)
(r) —

(s, (5))) dsdt 1) /0 (1 — )i, dT‘ (3.13)
uy (s))) dsdt

ool -l
wonaf Fn-wir
uy (s
uy (s

0" (11 (7) — 2 (7)) dH

ol for-wire]
H v(/o (ul(f)—w(f))m)H

)P dsdt + e HV </077 (ug (1) — ug (T))dT) H2
H

) dsdt + =

g
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Pour le second terme du cote droit de (3.12) nous déduisons que :

/on K/OT (k (s, ua (s)) ds — K (s, u1 (5))), 1) /OT (u1 — u2)\r, ds} dr

(3.14)

< [ ([ ttsvmtopas = ks om.1)|| [ - )y, s ar

< e[ [ e e | [ e -ne)b)

<o [hue-uerade [ [ e - d

<o [hue-werade [V [ e - ar
+c/0n /OT(ul(s)—m(s))ds Cir

<o [hue-werade [V [ e - ‘i

D’autre part en trouve pour le deuxiéme térme intégré de (3.11)

/On (/OT /Ot (k (s,u2 (s)) — K (s,u1 (s))) dsdt, uy (1) — ug (¢)> dr  (3.15)

o / ' / s (5) — s ()| dsdt + < / o (7) — s () 2

IA

/OT /0 (k (5,u2 (s)) = K (s,u1 (5))) dsdt'

/0 s (7) — s (1) dr

IN

En applique le théoreme de la valeurs moyenne pour le terme intégré du coté gauche de
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(3.11), sachant que (I'=*)" > § , on trouve :

/077 (Il_aul (1) — I %uy (1), up (1) — up (7‘)) dr

+/077 (/OTV<U1_“2)<t>dtvv(ul—u2)(7)> "

= [ @@ - uE)w) - wm)d

1
+-

2

v/on (uy () — up (7)) dr

2

2
> (S/On lJuy (1) = ug (7)||* dT + % HV/O77 (uy (1) —ug (1)) dr

Nous rassemblons les inégalités (3.13),(3.14) et (3.15) on trouve :

n 2
0

5/077 o (7) — (7)||2d7+%Hv/ (ur (7) — s (7)) dr

2

n t
< cg/ / [ug () — ug (5)||* dsdt + ¢
0 0
n 9 n
+€/ g (7) — ua (7)] dr+c/
0 0

Nous obtenons pour une valeur trés petite et positive de e

V/()n (ug (1) —ug (1)) dr

2
dr

v/OT (w1 (5) — up (5)) ds

2

/0" lur (7) = us (7)||* d7 + HV/; (ur (7) = w2 (7)) dr

< c/on (/OtHuQ(s)—ul (s)||2ds—|—HV/ot(u1 (5) — up (5)) ds

2
>dt

Ce qui est valable pour tout 1 € [0,7] , on applique le lemme de gronwall, on trouve :

2

/OT Juy (1) = ug (7)||* dr + HV/OT (ur (1) —ug (1))dr|| =0

Enfin, et d’apres la posivité de les termes de la coté gauche de (3.16) :

uy = ug p.p dans (0,7 x © donc la solution est unique. m
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